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บทคัดยอ 
จุดประสงคหลักของบทความน้ีเพื่อนําเสนอรูปทั่วไปของผลบวกของกําลังสองของจํานวนท่ีทุกหลักเปนเลข 3 กับจํานวนท่ีทุก
หลักเปนเลข 2 ผลการศึกษาพบรูปทั่วไปของผลบวกดังกลาว ดังนี้

  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n

คําสําคัญ: ผลบวก กําลังสอง จํานวนที่ทุกหลักเปนเลข 3 จํานวนที่ทุกหลักเปนเลข 2

Abstract 
 The main aim of this article is to present a general form of the sum of the square of the numbers that 
every digit is 3 and the numbers that every digit is 2 . The results show that a general form of this sum is
 

  for all positive integer n.

Keyword: sum, square, number that every digit as 3, number that every digit as 2

บทนํา
การหาผลลัพธทางพีชคณิตของจํานวนท่ีมจีาํนวนหลักมาก ๆ

นั้น นับวาเปนเรื่องที่มีความยุงยากเปนอยางมาก แมวาจะมี
เคร่ืองคิดเลข แตบางคร้ังเคร่ืองคิดเลขก็ไมสามารถคํานวณ
คาที่ถูกตองได ดวยเหตุนี้ หากเรามีสูตรในการคํานวณก็จะ
ชวยใหการหาผลลัพธทางพีชคณิตสะดวกยิ่งขึ้น จากการ
สังเกตเห็นรูปแบบของผลลัพธทางพีชคณิตที่นาสนใจของ

จํานวนหลายหลัก ที่ทุกหลักเปนเลข 2 และเลข 3 ซึ่งจะ
กลาวถงึในหวัขอถดัไป ดงันัน้บทความนีผู้เขยีนจะแสดงความ

สัมพันธและนําเสนอรูปทั่วไปของผลบวกของกําลังสองของ
จํานวนท่ีทุกหลักเปนเลข 3 กับจํานวนท่ีทุกหลักเปนเลข 2 

เชน (333333)2 + 222222 

 สําหรับการศึกษาและหารูปทั่วไปทางพีชคณิตบาง
อยางของจาํนวนทีท่กุหลกัเปนเลขเดยีวกนันัน้ ไดมกีารศกึษา
ในหลายรูปแบบ โดยไดประยุกตใชจํานวนเศษเหลือ ดังนี้ 

สําหรับการศึกษาและประยุกตใชจํานวนเศษเหลือเริ่มเมื่อป 

พ.ศ. 2554 โดยอัยเรศ (2554) ไดศึกษาและหารูปทั่วไปของ
กําลังสองของจํานวนที่ทุกหลักเปนเลขโดด 1 โดยไดพบวา
กาํลังสองของจาํนวนท่ีทกุหลกัเปนเลขโดด 1 นีส้ามารถเขยีน

อยูในรูปทั่วไปได ดังนี้ กําหนดให n เปนจํานวนเต็มบวก จะ
ไดวา
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ธีระยุทธ และ อัยเรศ (2555) ไดศึกษาและหารูปทั่วไปของผล
คูณของจํานวนสองหลักกับจํานวนหลายหลักที่ทุกหลักเปน
เลข 1 โดยไดพบวาผลคูณนี้สามารถเขียนในรูปทั่วไปได ดังนี้ 
กาํหนดให m แทนเลขหลักสบิและ n แทนเลขหลักหนวยของ
จํานวนสองหลัก mn  โดยที่ m+n<9 จะไดวา

กําหนดให m แทนเลขหลักสิบและ n แทนเลขหลักหนวย
ของจํานวนสองหลัก mn โดยที่ m+1=t,m+n=

r
s และ 

10<m+n<18 จะไดวา

แสงประทีป และ อัยเรศ (2555) ไดศึกษาและหารูปทั่วไปของ
ผลบวกของกําลังสองของจํานวนที่ทุกหลักเปนเลขโดด 6 

(เลขโดด 3, 9) กบัจํานวนท่ีทกุหลักเปนเลขโดด 6 (เลขโดด 3, 

9) โดยไดพบวาผลบวกของกาํลงัสองนีส้ามารถเขยีนอยูในรปู
ทั่วไปได ดังน้ีสําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n จะไดวา 

นคิม และ อยัเรศ (2556) ไดศกึษาและหารูปท่ัวไปของของผล
คูณของจํานวนเต็มใดๆ กับจํานวนหลายหลักที่ทุกหลักเปน
จํานวนเต็มเดียวกัน โดยในกรณีเฉพาะเปนจํานวนท่ีทุกหลัก
เปนเลข 1 นั้น สามารถเขียนในรูปทั่วไปได ดังนี้ กําหนดให 
n และ p เปนจํานวนเต็มบวก จะไดวา

ธีระยุทธ และ อัยเรศ (2556) ไดศึกษาและหารูปทั่วไปของผล
คูณของจํานวนสามหลักและสี่หลักกับจํานวนหลายหลัก
ที่ทุกหลักเปนเลข 1 โดยไดพบวาผลคูณนี้สามารถเขียนใน
รูปทั่วไปได ดังนี้ กําหนดให q,p,q และ r เปนจํานวนนับ 

โดยที่ qpsr=
q
p sr และ  n  เปนจํานวนเต็มบวก ซึ่ง  

n>2 จะไดวา

อยัเรศ (2556) ไดศกึษาและหาความสัมพนัธของจํานวนหลาย

หลกัทีท่กุหลักเปนเลข 1 กบัสมการเชิงเสน โดยไดพบวาความ
สัมพันธนี้สามารถเขียนในรูปทั่วไปได ดังนี้ กําหนดให n เปน
จํานวนเต็มบวก ซึ่ง n>2 จะไดวา

กรกนก และ อัยเรศ (2557) ไดศึกษาและหารูปทั่วไปของผล
คณูของจาํนวนทีท่กุหลกัเปนเลขโดด 1 กบัพหคุณูของเลขโดด 
9 โดยไดพบวาผลคูณน้ีสามารถเขียนในรูปทั่วไปได ดังนี้ 
กําหนดให m และ n เปนจํานวนเต็มบวก จะไดวา 

บทความน้ีจงึมวีตัถปุระสงคเพือ่ศกึษาและหารูปทัว่ไปของผล
บวกของกําลังสองของจํานวนที่ทุกหลักเปนเลข 3 กับจํานวน

ที่ทุกหลักเปนเลข 2 โดยเครื่องมือหลักที่เราใชในการสราง
จํานวนเศษเหลือ และพิสูจนทฤษฎีบทหลัก ไดแกขั้นตอน
วธิกีารหาร และหลักการอปุนยัเชงิคณติศาสตร ซึง่กลาวไวดงันี้
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) 

(Clark, 2002) ถา a และ b เปนจาํนวนเตม็ โดยที ่b≠0 แลว

มีจํานวนเต็ม q และ r เพียงชุดเดียวเทานั้น ซึ่ง
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ทฤษฎบีท 2 หลกัการอปุนัยเชงิคณิตศาสตร (The Principle 
of Mathematical Induction) (Clark, 2002) กาํหนดให ( )P n  
แทนขอความเก่ียวกับจํานวนเต็มบวก n  และกําหนดให 

0n  เปนจํานวนเต็มบวก ซึ่งสอดคลองกับขอความตอไปนี้ 
(1) 0( )P n  เปนจริง (2) ถา ( )P k  เปนจริง สําหรับจํานวน
เต็มบวก k>n

0
 แลว ( 1)P k +  เปนจริง สรุปไดวา ( )P n  

เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n>n
0

 ตอไปจะแนะนําใหรูจักกับจํานวนเศษเหลือซ่ึงเปน
เครื่องมือที่สําคัญสําหรับการศึกษาของบทความนี้
 จากขัน้ตอนวธิกีารหาร (อยัเรศ, 2554) และ (ณฐัวฒุ ิ
และ อัยเรศ, 2556) ไดนิยามจํานวนเศษเหลือ (remainder 
number) ไวดังนี้ กําหนดให a  เปนจํานวนเต็มใดๆ และ 

10b =  ทําใหไดวามีผลหาร q  และเศษเหลือ r  ซึ่งจะได 

 และ  นั่นคือ r  เปนเลขโดด 
นิยาม  (1) เชน

และ

เพื่อความสะดวก ยังคงจะเขียน 0 r  ดวย r  สําหรับทุก
จํานวนเต็ม r  ซึ่ง 
บทนยิาม 1 (ณฐัวฒุ ิและ อยัเรศ, 2556) กาํหนดให  แทน
เซตของจํานวนใน ทั้งหมด นั่นคือ 

 และเราจะเรยีกสมาชกิของ  วา จาํนวนเศษเหลือ 
(remainder number) จากการแปลงเลขฐานสิบใน นั้น จะ
เห็นวาเลขท่ีถูกแปลงข้ึนมาไมใชเลขฐานสิบปกติ ฉะน้ันกอน
ที่จะกลาวถึงทฤษฎีบทท่ีสําคัญและนําทฤษฎีบทไปประยุกต
ใช เพื่อใหเขาใจผลลัพธไดงายจะแนะนําการแปลงเลขจาก  

กลบัไปเปนเลขฐานสบิท่ีทกุคนคุนเคย เพือ่ใหเขาใจในผลลพัธ
ของการประยุกตใชทฤษฎีบทจากบทความน้ี จะแนะนําการ

แปลงจํานวนเศษเหลือที่ไดจาก กลับเปนเลขฐานสิบปกติ 
เนื่องจากจํานวนเศษเหลือเปนจํานวนที่เลขในแตละหลักอาจ
จะไมใชเลขโดด ซึ่งมีคามากกวาหรือเทากับสิบ แตจํานวนใน
ระบบเลขฐานสิบเปนจํานวนที่เลขในแตละหลักเปนเลขโดด 
และจากหลักการบวกเลขปกติ หากผลบวกมีคามากกวาหรือ

เทากับสิบและเขียนเปนจํานวนเศษเหลือ q r  เมื่อ q  คือผล
หาร และ r  คอืเศษเหลอื (เลขโดด) จากการหารดวยเลข 10  
แลวนําผลหาร q  ไปทดท่ีหลักหนา ฉะนั้นจึงสรุปเปนวิธีการ
แปลงจํานวนเศษเหลือกลับเปนเลขฐานสิบปกติไดโดยการ
บวกทแยงจากเศษเหลอืตัวขวากบัผลหารตวัซาย ซึง่กค็อืการ

ทดเลขปกตินัน่เอง เพือ่ใหเขาใจไดงายขอยกตัวอยางการแปลง
จาํนวน 15 9 35 64189 721 3 584 02  ทีไ่ดจากการเรียงกนัของ
จํานวนเศษเหลือกลับเปนเลขฐานสิบ ดังนี้
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 การแปลงจํานวนเต็มบวกเปนจํานวนเศษเหลือนั้น
จะสังเกตเห็นวาทําไดงาย แตหากจะแปลงจํานวนเต็มลบเปน
จํานวนเศษเหลือนั้นทําไดไมงายนัก ดังนั้นบทต้ัง 1 (ณัฐวุฒิ 
และ อัยเรศ, 2556) มีประโยชนอยางมากสําหรับการแปลง
จํานวนเต็มลบเปนจํานวนเศษเหลือ โดยไดแสดงใหเห็นถึง
ลักษณะของจํานวนเศษเหลือของจํานวนเต็มลบดวย และได
นยิามการดาํเนนิการทวภิาค (binary operation) บน  โดย

สําหรับทุก  
 บทตั้ง 1 (ณัฐวุฒิ และ อัยเรศ, 2556) กําหนดให 

 ซึ่ง  แลว

 ทฤษฎบีท 3 (อภสิทิธ์ิ และ อยัเรศ, 2556) มปีระโยชน
อยางมากสําหรับบทความนี้ ซึ่งกลาวไวดังนี้
 ทฤษฎีบท 3 (อภิสิทธิ์ และ อัยเรศ, 2556) กําหนด

ให ซึ่ง  จะไดวา

ผลการศึกษาหลัก
 จากการสังเกตเราพบความสัมพันธทีน่าสนใจของผล
บวกของกําลังสองของจํานวนที่ทุกหลักเปนเลข 3 กับจํานวน
ที่ทุกหลักเปนเลข 2 ดังนี้

 จากความสัมพันธ เราสามารถเขียนความสัมพันธนี้
ดวยสมการเพื่อใหงายตอการเขาใจไดดังนี้

2

#(2) #(1) 2#(3)

(333 3) 222 2 111 1
n nn = = ×=

+ =   

สําหรับจํานวนเต็มบวก n  เม่ือ 1,2,3, ,9n =   ซึ่งเรา
ไดสังเกตพบวาผลบวกของกําลังสองของจํานวนที่ทุกหลัก

เปนเลข 3 กับจํานวนที่ทุกหลักเปนเลข 2 ที่ไดจะเปนจํานวน 

2 x n หลักที่ทุกหลักเปนเลข 2 ฉะนั้น จากความสัมพันธ เรา
จึงสรุปเปนขอสงสัยไดดังตอไปนี้
 (1)  เราสามารถเขียนรูปท่ัวไปของผลบวกของกําลัง

สองของจาํนวนทีท่กุหลกัเปนเลข  3 กบัจาํนวนทีท่กุหลกัเปน
เลข 2 ไดหรือไม
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 (2) หากเราสามารถเขียนรูปทั่วไปของผลบวกของ
กาํลงัสองของจาํนวนทีท่กุหลกัเปนเลข 3 กบัจาํนวนทีท่กุหลกั
เปนเลข 2 ได แลวรูปท่ัวไปของผลบวกท่ีไดจะมีลกัษณะเหมือน
กับความสัมพันธ ที่เราพบหรือไม
  บทตัง้ตอไปนีม้คีวามสาํคญัอยางมากสาํหรบัการ
พิสูจนทฤษฎีบทหลัก
 บทตั้ง 2 กําหนดให n  เปนจํานวนเต็มบวก จะได
วา 

การพิสูจน กําหนดให n  เปนจํานวนเต็มบวก จะไดวา

 ดังนั้น  สําหรับทุก
จํานวนเต็มบวก 

 ตัวอยาง 1 จงหาผลลัพธของ 

วิธีทํา โดยบทต้ัง 2 จะไดวา 
ตรวจคําตอบ

Figure 1 

 บทตั้ง 3 กําหนดให n  เปนจํานวนเต็มบวก จะได
วา 

การพิสูจน กําหนดให n  เปนจํานวนเต็มบวก จะไดวา

 ดังนั้น

สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  
ตัวอยาง 2 จงหาผลลัพธของ 

วิธีทํา โดยบทต้ัง 3 จะไดวา
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ตรวจคําตอบ

Figure 2 

 จากบทต้ัง 2 และ 3 นําไปสูทฤษฎีบทหลักของ
บทความน้ี ซึ่งจะตอบขอสงสัยขางตนของเราได 
ทฤษฎีบท 4 สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  จะไดวา

การพิสูจน กําหนดให ( )P n  แทนขอความ 

สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n

เนื่องจาก  จะไดวา  

เปนจริง กําหนดให  เปนจริง เมื่อ k  เปนจํานวนเต็ม

บวก จะไดวา

พิจารณา



Vol 33. No 6, November-December 2014 Generalized beauty: the sum of the square of the numbers 

that every digit is 3 and the numbers that every digit is 2
737

 จะไดวา ( 1)P k +  เปนจริง ดังนั้นโดยหลักการ
อุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวา 

2

#(2) #(1) 2#(3)

(333 3) 222 2 111 1
n nn = = ×=

+ =   

สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n
 จากทฤษฎีบทขางตน เราสามารถนํามาประยุกตใช
ในการหาผลลัพธไดงายขึ้นดังตัวอยางที่ 3 ตอไปนี้

ตัวอยาง 3 จงหาผลลัพธของ 
2

#(2) 9#(3) 9

(333 3) 222 2
==

+ 

วิธีทํา โดยทฤษฎีบท 4 จะไดวา 
2

#(2) 9 #(1) 18#(3) 9

(333 3) 222 2 111 1
= ==

+ =   

ตรวจคําตอบ

Figure 3

ตัวอยาง 4 จงหาผลลัพธของ 
2

#(2) 50#(3) 50

(333 3) 222 2
==

+ 

วิธีทํา โดยทฤษฎีบท 4 จะไดวา 
2

#(2) 50 #(1) 100#(3) 50

(333 3) 222 2 111 1
= ==

+ =   

ตรวจคําตอบ

Figure 4

บทสรุป
จากการศกึษาผลบวกของกาํลงัสองของจาํนวนทีท่กุหลกัเปน

เลข 3  กบัจาํนวนท่ีทกุหลักเปนเลข 2  โดยใชหลักการอุปนัย
เชิงคณิตศาสตรและจํานวนเศษเหลือเปนเคร่ืองมือสําคัญใน
การพิสจูน ทาํใหตอบขอสงสัยขางตนทัง้สองขอของเราได ดงันี้

 (1) เราสามารถเขียนรูปท่ัวไปของผลบวกของกําลัง
สองของจํานวนท่ีทกุหลักเปนเลข 3  กบัจาํนวนท่ีทกุหลักเปน

เลข 2  ไดดังที่กลาวไวในทฤษฎีบท 4 ดังนี้

สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n

 (2) รปูทัว่ไปของผลบวกของกาํลังสองของจาํนวนที่
ทุกหลักเปนเลข 3  กับจํานวนที่ทุกหลักเปนเลข 2  ที่ไดนั้น 

มีลักษณะเหมือนกับความสัมพันธ ที่เราสังเกตพบ
  จากการสงัเกตผลบวกของกาํลังสองของจาํนวน 
n  หลักที่ทุกหลักเปนเลข 3  กับจํานวน n  หลักที่ทุกหลัก
เปนเลข 2  เม่ือ 1,2,3, ,9n =   จนกระทั่งสามารถหา
และพิสูจนรูปท่ัวไปไดตามทฤษฎีบท 4 ซึ่งนับไดวารูปทั่วไป

นี้เปนการวางนัยทั่วไป (generalization) จากการสังเกตของ
เรา จากผลการศึกษาของบทความนี้และบทความอื่นๆ ที่ได
กลาวถึง ผูอานจะสังเกตเห็นวาจํานวนเศษเหลือมีประโยชน
อยางมากสําหรับการศึกษาลักษณะทางพีชคณิตตางๆ ฉะน้ัน
หากผูอานเริ่มทําการศึกษาลักษณะทางพีชคณิตที่นาสนใจ
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ของจํานวนเต็มเชนเดียวกับบทความนี้ก็คาดวานาจะไดสูตร
สําหรับการคํานวณเชนกันและสูตรที่ไดจากการศึกษาจะชวย
เพ่ิมความสะดวกในการคํานวณตางๆ และนอกจากผลการ
ศึกษาที่ไดรับแลว ผูอานจะไดพบกับความสวยงามของรูป
ทั่วไปและการพิสูจนอีกดวย
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