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การแยกตัวประกอบแบบมุขสําคัญบูลนีในพีชคณิตบูลีน 
 

Boolean Principal Factorizations in Boolean Algebras 
 

คํานํา 
 

การแยกตัวประกอบในระบบจํานวน  ทฤษฎีบทที่เปนพืน้ฐานสําคัญเกีย่วกับการแยกตัว
ประกอบในระบบจํานวน  กลาววาสําหรับจํานวนเต็มแตละจํานวนทีไ่มเทากับหนึ่งสามารถเขียนใน
รูปผลคูณของจํานวนเฉพาะ   การศึกษาทางคณิตศาสตรระดับสูงนั้น  ไดศึกษาในระบบที่เปน
นามธรรม  และไดมกีารนิยามโครงสรางของระบบที่เรียกวา  วง ( ring )  กลาวคือเปนระบบที่
ประกอบดวยเซต  R  กับตวัดําเนินการ  2  ตัวดําเนินการ  เรียกวา  การบวก (a + b)  และการคูณ (ab)  
โดยมีสมบัติคลายคลึงกับจํานวนเต็มที่ทราบกันดี  เชน  การเปลี่ยนหมูการบวกและการคูณ  การ
สลับที่การบวก  และการแจกแจงการคูณ  นอกจากนี้ในวงยังมนีิยามการหารลงตัว  และการแยกตวั
ประกอบดวย  โดยที่การหารลงตัวในวงนี้  จะนยิามบนอนิทิกรัลโดเมน  เมื่ออินทิกรัลโดเมน  คือวง
ที่มีเอกลักษณการคูณ  มีสมบัติสลับที่การคูณ  และไมมตีัวหารของศูนย  การแยกตวัประกอบบน
อินทิกรัลโดเมน  ทฤษฎีบทที่เปนหลักสาํคัญคือ  ทฤษฎีบทที่วาดวยการแยกตวัประกอบไดแบบ
เดียวบนอินทกิรัลโดเมน  กลาววาสําหรับสมาชิกที่ไมเปนศูนยและไมเปนสมาชิกหนวยสามารถ
เขียนในรูปผลคูณของสมาชิกที่ลดทอนไมไดเพยีงรูปแบบเดียวเทานัน้  อินทิกรัลโดเมนที่มีสมบัติ
ดังกลาว เรียกวาโดเมนที่มกีารแยกตวัประกอบไดอยางเดียว ( unique  factorization  domain, UFD )   
ในงานวิจยันี้  ไดศึกษาการแยกตวัประกอบในพีชคณิตบูลีน ( Boolean  algebra )  กลาวคือเปน
ระบบที่ประกอบดวยเซต  B  กับตัวดาํเนินการ  2  ตัวดําเนินการ  เรียกวา  meet (∧)  กับ  join (∨)  
ที่เปนแลตทิซซึ่งมีสมบัติการกระจาย  และสมาชิกแตละตัวมีสวนเติมเต็ม  ( complement )  ถา
สมาชิกใดๆในพีชคณิตบูลีน  เขียนไดอยูในรูปสมาชิกตัวอ่ืนตั้งแต  2  ตัวข้ึนไป  โดยมี  join  เปน
ตัวเชื่อม  จะกลาววาเปนการแยกตัวประกอบแบบ  join  และถาสมาชิกใดๆในพีชคณิตบูลีน  เขียน
ไดอยูในรูปสมาชิกตวัอ่ืนตั้งแต  2  ตัวข้ึนไป  โดยมี  meet  เปนตัวเชื่อม  จะกลาววาเปนการแยกตวั
ประกอบแบบ  meet 
 

Roersma (1991)  ไดศึกษาการแยกตวัประกอบในวงที่มเีอกลักษณการคณูและมีสมบัตสิลับ
ที่การคูณ  และไดนิยามการแยกตัวประกอบแบบใหมขึน้มาที่เรียกวา  U – factorization  กลาวคือ
เปนการแยกตวัประกอบภายใตการคูณตามปกติ  แตไดมกีารนําอุดมคตมิุขสําคัญ ( principal  ideal )  
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มาชวยในการแบงกลุมตัวประกอบ  ออกเปนตัวประกอบที่จําเปน ( essential  factors )  และตัว
ประกอบที่ไมจําเปน  ( inessential  factors )  แลวไดวเิคราะหถึงการลดจํานวนตัวประกอบหรือการ
แยกตัวประกอบเพิ่มขึ้นใหจํานวนตวัประกอบมากขึ้น  และเงื่อนไขที่ทาํใหสามารถสลับตัว
ประกอบที่จําเปนกับตัวประกอบที่ไมจําเปนได 
 

ในงานวิจยันี้  ไดอาศัยแนวความคิดการแยกตัวประกอบแบบ  U – factorization  ชวยใน
การแยกตัวประกอบในพีชคณิตบูลีนทั้ง  2  แบบ  นั่นคือทั้งแบบ  join  และแบบ  meet 
 

วัตถุประสงค 
 

1.  ศึกษาการแยกตวัประกอบในพีชคณิตบูลีน 
2.  หาเงื่อนไขที่จําเปนและเพียงพอในการจัดกลุมตวัประกอบที่จําเปนและตัวประกอบที่ไม

จําเปน 
3.  หาเงื่อนไขที่จําเปนและเพียงพอในการสลับที่ตัวประกอบที่จําเปนกบัตัวประกอบที่ไม

จําเปน 
  

ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 
 

1.  ไดการแยกตัวประกอบในพีชคณิตบูลีนอีกวิธีหนึ่ง 
2.  ไดเงื่อนไขที่จําเปนและเพียงพอในการจัดกลุมตวัประกอบที่จําเปนและตัวประกอบที่ไม

จําเปน 
3.  ไดเงื่อนไขที่จําเปนและเพียงพอในการสลับที่ตัวประกอบที่จําเปนกบัตัวประกอบที่ไม

จําเปน 
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การตรวจเอกสาร 
 

การวิจยันี้มีบทนิยาม  ทฤษฎีบทและงานวิจัยทีเ่กีย่วของ  ดังนี ้
 

1.  บทนิยามและทฤษฎีบทพืน้ฐานที่เกี่ยวของกับงานวจิัย 
2.  ผลงานวิจัยของ  Roersma 

 
1.  บทนิยามและทฤษฎีบทพื้นฐานที่เก่ียวของกับงานวิจัย 
 
 บทนิยาม  1.1  จํานวนเต็ม  m  หารลงตัว  โดยจํานวนเตม็  n  ถามีจํานวนเต็ม  q  ที่ทําให   
m = qn  เขียนแทนดวย  n⏐m 
  

บทนิยาม  1.2  ถา  n⏐m  จะกลาววา  n  เปนตัวประกอบ  (factor)  ของ  m 
 
 บทนิยาม  1.3  จํานวนเต็ม  p > 1  จะเรียกวา  จํานวนเฉพาะ  ถาไมมีตวัประกอบ  d  ของ  

p  ที่สอดคลอง  1 < d < p  ถาจํานวนเตม็ใดๆที่มากกวา  1  แตไมเปนจํานวนเฉพาะ  เรียกวา  
จํานวนประกอบ 
 
 ทฤษฎีบท  1.4  ทฤษฎีบทหลักมูลของเลขคณิต   
จํานวนเต็มที่มากกวา  1  สามารถเขียนไดในรูปผลคูณของจํานวนเฉพาะ  และสามารถเขียนไดแบบ
เดียวโดยไมขึน้กับลําดับ 
 

บทนิยาม  1.5  ring  เปนระบบที่ประกอบดวยเซต  R  กับตัวดําเนินการ  2  ตัวดําเนินการ  
เรียกวา  การบวก  และการคณู  โดยที่มีสมบัติสอดคลองดังนี ้
1.  R  กบั  การบวก  เปน  abelian  group  กลาวคือ 
     1.1  a + b ∈ R 
     1.2  a + (b + c) = (a + b) + c 
     1.3  มี  0 ∈ R  ที่ทําให  a + 0 = 0 + a = a 

     1.4  แตละ  a ∈ R  จะมี  -a ∈ R  ที่ทําให  a + (-a) = (-a) + a = 0 
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     1.5  a + b = b + a 
     สําหรับทุก  a, b, c ∈ R 
2.  R  กับ  การคูณ  เปน  semigroup  กลาวคือ 
     2.1  ab ∈ R 
     2.2  a(bc) = (ab)c 
     สําหรับทุก  a, b, c ∈ R 
3.  มีสมบัติการแจกแจง  กลาวคือ 
     a(b + c) = ab + ac  และ 
     (a + b)c = ac + bc 
     สําหรับทุก  a, b, c ∈ R 
 

บทนิยาม  1.6  R  เปน  ring  ที่มีเอกลักษณการคูณ   
ถามี  e ∈ R  ที่ทําให  ae = ea = a  สําหรับทุก  a ∈ R 
 

บทนิยาม  1.7  R  เปน  ring  ที่มีสมบัติสลับที่การคูณ     
ถา  ab = ba  สําหรับทุก  a, b ∈ R 
 
 บทนิยาม  1.8  ให  R  เปน  ring  ที่มีสมบัติสลับที่การคูณและให  0 ≠ a ∈ R  เรียก  a  วา  

ตัวหารของศูนย  ถามี  0 ≠ b ∈ R  ที่ทําให  ab = 0  
 
 บทนิยาม  1.9  ring  ที่มีเอกลักษณการคูณ  มีสมบัติสลับที่การคูณ  และไมมีตวัหารของ
ศูนย  จะเรียกวา  integral  domain 
 
 บทนิยาม  1.10  สมมติให  D  เปน  integral  domain  ถา  a, b ∈ D  โดยที่  b ≠ 0   

แลว  a  หารลงตัว  โดย  b  ถา  a = bc  สําหรับบาง  c ∈ D 
 

บทนิยาม  1.11  สมมติให  D  เปน  integral  domain  ถา  a  หารลงตัวโดย  b  จะกลาววา  b  
หาร  a  หรือ  b  เปนตัวประกอบ  ของ  a  เขียนแทนดวย  b⏐a 
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 บทนิยาม  1.12  สมมติให  D  เปน  integral  domain  และ  a ∈ D  เรียก  a  วา  unit   

ถามี  b ∈ D  ที่  ab = 1 
 
  บทนิยาม  1.13  สมมติให  D  เปน  integral  domain  และ  a, b ∈ D  เรียก  a  กับ  b  

associates  กัน  ถา  a = bu  สําหรับบาง  unit  u ∈ D 
 
 บทนิยาม  1.14  สมมติให  D  เปน  integral  domain  และ  a ∈ D  เรียก  a  วา  ลดทอน
ไมได  ถา  a  ไมเปน  unit  และตัวที่หาร  a  ลงตัว  มีแค  associates  ของ  a  กับสมาชิกที่เปน  unit  
ใน  D 
 
 บทนิยาม  1.15  ให  D  เปน  integral  domain  จะเรียกวา  การแยกตัวประกอบไดอยาง
เดียว  (Unique  factorization  domains)  ถาสอดคลองสมบัติดังนี ้
1.  ถา  0 ≠ a ∈ D  และไมเปน  unit  แลว  a  สามารถเขียนไดในรูปผลคูณของสมาชิกที่ลดทอน
ไมไดของ  D 
2.  ถา  a ∈ D  และ  a = p1 p2 ... ps = q 1 q 2 ... q t  เมื่อแตละ  pi  และแตละ  q j  ลดทอนไมได  แลว     

s = t  และจะมวีิธีเรียงสับเปลี่ยน  π  ของ  { 1, 2, ... , s }  ที่ทําให  pi  และ  qπ(i)  เปน  associates  

กัน  สําหรับ  1 ≤ i ≤ s 
 
 บทนิยาม  1.16  ให  R  เปน  ring  แลว  e ∈ R  จะเรียกวา  idempotent  ถา  e =e2 
 
 บทนิยาม  1.17  ให  S  เปนสับเซตที่ไมวางของ  ring  R  แลว  จะเรียกวา  ideal  ของ  R  ถา
1.  a, b ∈ S  แลว  a + (-b) ∈ S 

2.  a ∈ S  และ  r ∈ R  แลว  ar ∈ S  และ  ra ∈ S 
 
2.  ผลงานวิจัยของ  Roersma 
 
 กําหนดให  R  เปน  commutative  ring  with  unity 
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บทนิยาม  2.1  ให  a ∈ R  แลว  (a) = {ar ⏐ r ∈ R}  เรียกวา  อุดมคติมุขสําคัญ  กอกําเนิด
โดย  a  (principal  ideal  generated  by  a) 
 
 บทนิยาม  2.2  ใหเซตของ  units  ของ  R  เขียนแทนดวย  U(R) 
 

บทนิยาม  2.3  ถา  a ∈ R  ไมเปน  unit  แลว  การแยกตวัประกอบ  (factorization)  ของ  a  
คือ  a = a1 a2 ... as   เมื่อแตละ  ai  ไมเปน  unit  ของ  R  
 
 บทนิยาม  2.4  a, b ∈ R  จะกลาววาเปน  associates  กัน  ถา  a⏐b  และ  b⏐a   

ดังนั้น  (a) = (b)  ซ่ึงเขียนแทนโดย  a ∼ b  
 
 บทนิยาม  2.5  a ∈ R  ที่ไมเปน  unit  จะกลาววา  a  ลดทอนไมได  (irreducible  หรือ 

atom)  ถา  a = bc  แลว  a ∼ b  หรือ  a ∼ c 
 
 บทนิยาม  2.6  สําหรับ  r ∈ R  โดยที่  r  ไมเปน  unit   

ถา  r = a1 a2 ... an b1 b2 ... bm  เมื่อ  ai , bj ∈ R  และไมเปน  unit 

แลว  r = a1 a2 ... an ⎡ b1 b2 ... bm ⎤  เปน  U – factorization  ถา 

1.  ai (b1 b2 ... bm) = (b1 b2 ... bm)  สําหรับ  1 ≤ i ≤ n  และ  

2.  bj (b1 b2 ... bj-1 bj+1 ... bm)  ≠  (b1 b2 ... bj-1 bj+1 ... bm)  สําหรับ  1 ≤ j ≤ m 
แตละ  ai  เรียกวา  inessential  divisors  ของ  U – factorization  ของ  r  และแตละ  bj  เรียกวา  
essential  divisors  ของ  U – factorization  ของ  r 
 
 ทฤษฎีบทประกอบ  2.7  ถา  r = ⎡ b1 b2 ... bm  ⎤  เปน  U – factorization  แลว   
ไมมี  U – factorization  แบบอื่นที่จะไดจากการจัดเรียงใหมของ  U – factorization  ที่ใหมานี้   
(นั่นคือ  ในทีน่ี้ไมสามารถจะเปลี่ยน  essential  divisors  ตัวไหนก็ตาม   
ใหเปน  inessential  divisors) 
  

พิสูจน ดูรายละเอยีดใน  (Roersma, 1991) 
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 ทฤษฎีบทประกอบ  2.8  ขอความตอไปนี้เปนจริงสําหรับ  commutative  ring  R 
1.  r = a1 a2 ... an ⎡ b1 b2 ... bm  ⎤  เปน  U – factorization  กต็อเมื่อ  r = (a1 a2)a3 ... an ⎡ b1 b2 ... bm  ⎤  เปน  
U – factorization  นั่นคือสามารถรวม  inessentials  หลายตัว  เปนตวัเดยีวได 
2.  ถา  r = a ⎡ b1 b2 ... bm  ⎤  เปน  U – factorization   

แลว  r = a ⎡ (b1 b2)b3... bm  ⎤  เปน  U – factorization 

3.  ถา  r = a ⎡ (b1 b2)b3... bm  ⎤  เปน  U – factorization 

แลว  r = a ⎡ b1 b2 ... bm  ⎤  , r = ab1 ⎡ b2 b3 ... bm  ⎤  หรือ  r = ab2 ⎡ b1 b3 ... bm  ⎤  เปน  U – factorization 
 
 ทฤษฎีบทประกอบ  2.9  ให  0 ≠  r = a ⎡ b ⎤  ใน  R  แลว  r = b ⎡ a ⎤  ก็ตอเมื่อ  มี  e ∈ R  
เปน  idempotent  ที่ทําให  (a) = (b) = (r) = (e) 
 

พิสูจน ดูรายละเอยีดใน  (Roersma, 1991) 
 

 ทฤษฎีบทประกอบ  2.10  ถา  r = a ⎡ bc ⎤  และ  a ∈ (b)  แลว  r = b ⎡ ac ⎤  
หรือ  r = bc ⎡ a ⎤ 
 

พิสูจน ดูรายละเอยีดใน  (Roersma, 1991) 
 

 ทฤษฎบีทประกอบ  2.11  ถา  r = a ⎡ bc ⎤ = b⎡ ac ⎤  แลว  จะมี  proper  nontrivial  ideal   I  

ซ่ึง  a, b ∈ I 
 

พิสูจน ดูรายละเอยีดใน  (Roersma, 1991) 
 
 ทฤษฎีบทประกอบ  2.12  ให  r = ab ⎡ c ⎤  แลว  r = ac ⎡ b ⎤  ก็ตอเมื่อ  มี  e ∈ R  เปน  
idempotent  ที่ทําให  (b) = (c) = (r) = (e)   
 

พิสูจน ดูรายละเอยีดใน  (Roersma, 1991) 
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อุปกรณและวิธีการ 
 

อุปกรณ 
  

หนังสือและสิง่พิมพที่เกีย่วของกับการแยกตัวประกอบใน ring  และนยิามกับทฤษฎบีทที่
เกี่ยวกับพีชคณิตบูลีน  (Boolean  algebra) 
 

วิธีการ 
 
1.  สมบัติพื้นฐานของ  Lattice 
 
 บทนิยาม  1.1  ความสัมพันธ  R  บนเซต  A  จะเรียกวา  partial order  ถา  R  สอดคลอง
สมบัติตอไปนีค้ือ 
1.  R  เปน  reflexive  ถา  aRa  สําหรับทุก  a ∈ A 

2.  R  เปน  antisymmetric  ถา  aRb  และ  bRa  แลว  a = b  สําหรับทุก  a,b ∈ A 

3.  R  เปน  transitive  ถา  aRb  และ  bRc  แลว  aRc  สําหรับทุก  a,b,c ∈ A 
ในที่นี้เรียก (A,R)  วา  partially ordered set  หรือ  poset 
 
 ตัวอยาง  1.2  (ℙ{a,b,c}, ⊆ )  เปน partially ordered set  เพราะวา 

1.  เนื่องจาก  A = A  สําหรับทุก  A ∈ ℙ{a,b,c}  ดังนั้น  A ⊆ A  สําหรับทุก  A ∈ ℙ{a,b,c}  นั่น

คือ  ⊆  เปน  reflexive 

2.  ถา  A ⊆ B  และ  B ⊆ A  แลว  A = B  สําหรับทุก  A,B ∈ ℙ{a,b,c}   

นั่นคือ  ⊆  เปน  antisymmetric 

3.  ถา  A ⊆ B  และ  B ⊆ C  แลว  A ⊆ C  สําหรับทุก  A,B,C ∈ ℙ{a,b,c}   

นั่นคือ  ⊆  เปน  transitive 

จาก  1.  ถึง  3.  สรุปไดวา  ⊆  เปน  partial order  
เพราะฉะนั้น  (ℙ{a,b,c}, ⊆ )  เปน  partially ordered set 
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 ตัวอยาง  1.3  ({1,2,3,4,5}, ≤ )  เปน partially ordered set  (  เมื่อ  ≤  หมายถึง  นอยกวา

หรือเทากับในระบบจํานวน  กลาวคือ  x ≤ y  หมายถึง  x  นอยกวาหรือเทากับ  y  )  เพราะวา 

1.  เนื่องจาก  x = x  สําหรับทุก  x ∈ {1,2,3,4,5}  ดังนั้น  x ≤ x  สําหรับทุก  x ∈ {1,2,3,4,5}  นั่น

คือ  ≤  เปน  reflexive 

2.  ในระบบจํานวนนับ  ถา  x ≤ y  และ  y ≤ x  แลว  x = y  สําหรับทุก  x,y ∈ {1,2,3,4,5}   

นั่นคือ  ≤  เปน  antisymmetric 

3.  ในระบบจํานวนนับ  ถา  x ≤ y  และ  y ≤ z  แลว  x ≤ z  สําหรับทุก  x,y,z ∈ {1,2,3,4,5}   

นั่นคือ  ≤  เปน  transitive 

จาก  1.  ถึง  3.  สรุปไดวา  ≤  เปน  partial order  
เพราะฉะนั้น  ({1,2,3,4,5}, ≤)  เปน  partially ordered set 
 
 ตัวอยาง  1.4  (ℕ,∣ )  เปน partially ordered set  (  เมื่อ  ∣  หมายถึง  การหารลงตัว   
กลาวคือ  x ∣ y  หมายถึง  มจีํานวนนับ  k  ที่วา  y = kx  )  เพราะวา 
1.  เนื่องจาก  x = x  สําหรับทุก  x ∈ ℕ  ดังนั้น  x ∣ x  สําหรับทุก  x ∈ ℕ   
นั่นคือ  ∣  เปน  reflexive 
2.  ในระบบจํานวนนับ  ถา  x ∣ y  และ  y ∣ x  แลว  x = y  สําหรับทุก  x,y ∈ ℕ   
นั่นคือ  ∣  เปน  antisymmetric 
3.  ในระบบจํานวนนับ  ถา  x ∣ y  และ  y ∣ z  แลว  x ∣ z  สําหรับทุก  x,y,z ∈ ℕ   
นั่นคือ  ∣  เปน  transitive 
จาก  1.  ถึง  3.  สรุปไดวา  ∣  เปน  partial order  
เพราะฉะนั้น  (ℕ,∣ )  เปน  partially ordered set 
 
 ตัวอยาง  1.5  ( B30,∣ )  เมื่อ  B30 = {1,2,3,5,6,10,15,30}  เปน  partially ordered set 
( B210,∣ )  เมื่อ  B210 = {1,2,3,5,6,7,10,14,15,21,30,35,42,70,105,210}  เปน  partially ordered set 
( B2310,∣ )  เมื่อ   
B2310 = {1,2,3,5,6,7,10,11,14,15,21,22,30,33,35,42,55,66,70,77,105,110,154,165,210,231,330, 
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385,462,770,1155,2310}  เปน  partially ordered set 
 
 บทนิยาม  1.6  ให ≤  เปน partial order บนเซต  A  และให  a,b ∈ A  

จะเรียก  a,b  วาเปรียบเทียบกันได  ถา  a ≤ b  หรือ  b ≤ a  แทนดวย  a ∼ b 

และ เรียก (A,≤)  วา  chain  หรือ  totally ordered set ถาแตละ  a,b ∈ A  ไดวา  a ∼ b  

ถา  a,b ∈ A  ที่  a  และ  b  เปรียบเทียบกนัไมได  แลว  แทนดวย  a >< b 
 

ขอตกลง  เขยีน  a ≤ b  มีความหมายเชนเดียวกับ  b ≥ a   

  และเขียน  a < b  หมายถึง  a ≤ b  แต  a ≠ b 
 
 ตัวอยาง  1.7  (ℙ{a,b,c}, ⊆ )  ไมเปน  totally ordered set   

เพราะวา  {a} >< {b,c} 
 
 ตัวอยาง  1.8  ({1,2,3,4,5}, ≤ )  เปน  totally ordered set 

เนื่องจากในระบบจํานวน  x ≤ y  หรือ  y ≤ x  สําหรับทุก  x,y ∈ ℕ 

ดังนั้น  ({1,2,3,4,5}, ≤ )  เปน  totally ordered set 
 
 ตัวอยาง  1.9  (ℕ,∣ )  ไมเปน  totally ordered set 
เพราะวา  2 >< 3 
 
 ตัวอยาง  1.10  (B30,∣ )  ไมเปน  totally ordered set  เพราะวา  2 >< 5 

(B210,∣ )  ไมเปน  totally ordered set  เพราะวา  3 >< 7 

(B2310,∣ )  ไมเปน  totally ordered set  เพราะวา  5 >< 11 
 
 บทนิยาม  1.11  ให  (A,≤)  เปน  partially ordered set  และ  B ⊆ A 

1.  a ∈ A  จะเรียกวา  upper bound  ของ  B  ก็ตอเมื่อ  b ≤ a  สําหรับทุก  b ∈ B 
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2.  a ∈ A  จะเรียกวา  lower bound  ของ  B  ก็ตอเมื่อ  a ≤ b  สําหรับทุก  b ∈ B 
ให  U(B)  แทนเซตของ  upper bound  ทั้งหมดบน  B 
       L(B)  แทนเซตของ  lower bound  ทั้งหมดบน  B 
นั่นคือ  U(B) = { a ∈ A ⏐ b ≤ a  สําหรับทุก  b ∈ B } 

             L(B) = { a ∈ A ⏐ a ≤ b  สําหรับทุก  b ∈ B }   

3.  ถา  a ∈ L(B)  และ  b ≤ a  สําหรับทุก  b ∈ L(B)  แลว  เรียก  a  วา  infimum  ของ  B   
และเขียนแทนดวย  inf B = a 
4.  ถา  a ∈ U(B)  และ  a ≤ b  สําหรับทุก  b ∈ U(B)  แลว  เรียก  a  วา  supremum  ของ  B   
และเขียนแทนดวย  sup B = a 
 
 ตัวอยาง  1.12  ให  (A,≤) = (ℝ,≤)  และ  B = [0,3)   

จะไดวา  L(B) = (-∞,0], inf B = 0  และ  U(B) = [3,∞), sup B = 3  แต  3 ∉ B 

ดังนั้นไมจําเปนที่  sup B ∈ B 
 
 ตัวอยาง  1.13  ให  (A,≤) = (ℝ,≤)  และ  B = (0,5]   

จะไดวา  U(B) = [5,∞), sup B = 5  และ  L(B) = (-∞,0], inf B = 0  แต  0 ∉ B 

ดังนั้นไมจําเปนที่  inf B ∈ B 
 
 บทนิยาม  1.14  ให  L  เปนเซตไมวาง  และ (L,≤)  เปน  partially ordered set  เรียก 

(L,≤)  วา  lattice ordered set  ถาสําหรับทุกคู  x,y ∈ L  แลว  sup(x,y)  และ  inf(x,y)  เปนสมาชิก
ของ  L 
 
 ตัวอยาง  1.15  พิจารณา  partially ordered set  (ℙ{a,b,c}, ⊆ ) 

ให  A,B ∈ ℙ{a,b,c}   

จะไดวา  inf(A,B) = A∩B  และ  sup(A,B) = A∪B   

เห็นไดชัดวา  inf(A,B) ∈ ℙ{a,b,c}  และ  sup(A,B) ∈ ℙ{a,b,c}   
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ดังนั้น  (ℙ{a,b,c},⊆ )  เปน  lattice ordered set 
 
 ตัวอยาง  1.16  พิจารณา  partially ordered set  ({1,2,3,4,5}, ≤ )   

เนื่องจากในระบบจํานวน  x ≤ y  หรือ  y ≤ x  สําหรับทุก  x,y ∈ {1,2,3,4,5} 

เพราะฉะนั้น  inf(x,y) ∈ {1,2,3,4,5}  และ  sup(x,y) ∈ {1,2,3,4,5}  สําหรับทุก  x,y ∈ {1,2,3,4,5} 

นั่นคือ  ({1,2,3,4,5}, ≤ )  เปน  lattice ordered set 
 
 ตัวอยาง  1.17  พิจารณา  partially ordered set  (ℕ,∣ ) 
ให  x,y ∈ ℕ 
จะไดวา  inf(x,y) = gcd(x,y)  และ  sup(x,y) = lcm(x,y)     
เห็นไดชัดวา  inf(x,y) ∈ ℕ  และ  sup(x,y) ∈ ℕ 
ดังนั้น  (ℕ,∣ )  เปน  lattice ordered set 
 
 ตัวอยาง  1.18  พิจารณา  partially ordered set  (B30,∣ ) 
เนื่องจาก  1∣x  และ  x∣30  สําหรับทุก  x ∈ B30  

ดังนั้น  inf(x,y) ∈ B30  และ  sup(x,y) ∈ B30  สําหรับทุก  x,y ∈ B30 
นั่นคือ  (B30,∣ )  เปน  lattice ordered set 
ในทํานองเดียวกัน  (B210,∣ )  เปน  lattice ordered set 
ในทํานองเดียวกัน  (B2310,∣ )  เปน  lattice ordered set 
 
 ตัวอยาง  1.19  ให  (L,≤)  เปน  partially ordered set  เมื่อ  L = {a,b,c,d}  โดยที่มี

ความสัมพันธกันดังนี้  1.  a ≤ b, 2.  a ≤ c, 3.  c ≤ d   

ดังนั้น  b >< d 
เพราะฉะนั้น  inf(b,d) = a  แต  sup(b,d)  ไมมี 
นั่นคือ  (L,≤)  ไมเปน  lattice ordered set   
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 ขอสังเกต  1.20  1.  ทุก  totally ordered set  เปน  lattice ordered set  
2.  ให  (L,≤)  เปน  lattice ordered set  

     2.1  ถา  x ≤ y  แลว  sup(x,y) = y  และ  inf(x,y) = x 

     2.2  ถา  sup(x,y) = y  หรือ  inf(x,y) = x  แลว  x ≤ y 
 
 บทนิยาม  1.21  ถา  (L,≤)  เปน  lattice ordered set  และ  inf L ∈ L  แลว  inf L  มีเพยีง

หนึ่งเดยีว  เรียกวา  zero element  เขียนแทนดวย  0L  และถา  sup L ∈ L  แลว  sup L  มีเพียงหนึ่ง
เดียวเรียกวา  one element  เขียนแทนดวย  1L  ทั้ง 0L  และ 1L  จะเรียกวา  universal bounds 
 
 ตัวอยาง  1.22  ใน  lattice ordered set  (ℙ{a,b,c}, ⊆ ) 

จะไดวา  ∅  เปน  zero element  ของ  ℙ{a,b,c}  หรือ  ∅ = 0ℙ{a,b,c}  
และ  {a,b,c}  เปน  one element  ของ  ℙ{a,b,c}  หรือ  {a,b,c} = 1ℙ{a,b,c}  
 
 ตัวอยาง  1.23  ใน  lattice ordered set  ({1,2,3,4,5}, ≤ ) 
จะไดวา  1  เปน  zero element  ของ  {1,2,3,4,5}  หรือ  1 = 0{1,2,3,4,5}  
และ  5  เปน  one element  ของ  {1,2,3,4,5}  หรือ  5 = 1{1,2,3,4,5} 
 
 ตัวอยาง  1.24  ใน  lattice ordered set  (B30,∣ ) 
จะไดวา  1  เปน  zero element  ของ  B30  หรือ  1 = 0B30  
และ  30  เปน  one element  ของ  B30  หรือ  30 = 1B30  
ใน  lattice ordered set  (B210,∣ ) 
จะไดวา  1  เปน  zero element  ของ  B210  หรือ  1 = 0B210  
และ  210  เปน  one element  ของ  B210  หรือ  210 = 1B210 
ใน  lattice ordered set  (B2310,∣ ) 
จะไดวา  1  เปน  zero element  ของ  B2310  หรือ  1 = 0B2310  
และ  2310  เปน  one element  ของ  B2310  หรือ  2310 = 1B2310 
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 บทนิยาม  1.25  algebraic lattice (L,∧,∨)  คือโครงสรางที่ประกอบดวยเซตที่ไมวาง  L 

กับการดําเนินการทวิภาค  ∧(meet)  และ  ∨(join)  ซ่ึงสอดคลองเงื่อนไขตอไปนี ้

สําหรับทุก  x,y,z ∈ L 

(L1) commutative law    x∧y = y∧x,  x∨y = y∨x 

(L2) associative law   x∧(y∧z) = (x∧y)∧z, x∨(y∨z) = (x∨y)∨z 

(L3) absorption law   x∧(x∨y) = x,  x∨(x∧y) = x 

(L4) idempotent law   x∧x = x,  x∨x = x 
 
 ตัวอยาง  1.26  นิยามการดําเนินการทวิภาค  ∧  และ  ∨  บน  ℕ  ดังนี้   

x∧y = gcd(x,y)  และ  x∨y = lcm(x,y)  สําหรับทุก  x,y ∈ ℕ 

ดังนั้น  (ℕ,∧(gcd),∨(lcm))  เปน  algebraic lattice 
 
 ตัวอยาง  1.27  นิยามการดําเนินการทวิภาค ∧ และ ∨ เชนเดียวกับตัวอยาง  1.26  จะไดวา 

(B30,∧(gcd),∨(lcm)) 

(B210,∧(gcd),∨(lcm)) 

(B2310,∧(gcd),∨(lcm)) 
ตางก็เปน  algebraic lattice 
 
 ตัวอยาง  1.28  นิยามการดําเนินการทวิภาค  ∧  และ  ∨  บนเซต  ℙ{a,b,c}  ดังนี้ 

A∧B = A∩B  และ  A∨B = A∪B  สําหรับทุก  A,B ∈ ℙ{a,b,c} 

จะไดวา  (ℙ{a,b,c},∧(∩),∨(∪))  เปน  algebraic lattice 
 

การเชื่อมโยงระหวาง  lattice ordered set  และ  algebraic lattice  เปนไปตามทฤษฎีบทที่จะ
กลาวถึงตอไปนี้ 
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 ทฤษฎีบท  1.29  1.  ให  (L,≤)  เปน  lattice ordered set  และนยิามการดําเนินการทวภิาค  

∧  และ  ∨  ดังนี ้

 x∧y = inf(x,y),   x∨y = sup(x,y) 

แลว  (L,∧,∨)  เปน  algebraic lattice 

2.  ให  (L,∧,∨)  เปน  algebraic lattice  และนิยาม  ≤  บน  L  ดังนี ้

x ≤ y  ก็ตอเมื่อ  x∧y = x  (หรือ  x ≤ y  ก็ตอเมื่อ  x∨y = y) 

แลว  (L,≤)  เปน  lattice ordered set 
 
 พสิูจน  ดูรายละเอียดไดจาก  (Lidl and Pilz, 1984: 5-6) 
 
 ตัวอยาง  1.30  พิจารณา  lattice ordered set  ({1,2,3,4,5}, ≤ )  และนยิามการดําเนนิการ

ทวิภาค  ∧  และ  ∨  ดังนี้  x∧y = inf(x,y),  x∨y = sup(x,y) 

จะไดวา  ({1,2,3,4,5},∧,∨)  เปน  algebraic lattice 
 
 ตัวอยาง  1.31  พิจารณา  algebraic lattice  (ℕ,∧(gcd),∨(lcm))  และนิยาม  ≤  บน  ℕ  

ดังนี้  x ≤ y  ก็ตอเมื่อ  x∧y = x  (หรือ  x ≤ y  ก็ตอเมื่อ  x∨y = y) 

ดังนั้น  (ℕ,≤)  เปน  lattice ordered set 
 
 ขอสังเกต  1.32  จากทฤษฎบีท  1.29  ไดใหความสัมพันธที่สมมูลกันระหวาง   
lattice ordered set  และ  algebraic lattice  ดงันั้นจะใช  lattice  แทนทั้งสองคํานี้ 
   

ขอตกลง  เขยีน  L  เปน lattice  หมายถึง  (L,∧,∨)  เปน  lattice    
 
 บทนิยาม  1.33  ถา  L  เปน  lattice  ที่มีจํานวนสมาชิกจาํกัด   
จะเรียก  L  วา  finite lattice 
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 ขอสังเกต  1.34  ถา  L  เปน  lattice  ที่มี  0L  และ  1L  แลว  สําหรับทุก  x ∈ L   

ที่  0L ≤ x ≤ 1L  จะไดวา  0L∧x = 0L, 0L∨x = x, 1L∧x = x, 1L∨x = 1L 
 
 ขอสังเกต  1.35  ถา  L  เปน  finite lattice  จะมี  0L  และ  1L 
 
 ทฤษฎีบทประกอบ  1.36  ให  L  เปน  lattice  และ  x,y,z ∈ L   

ถา  y ≤ z  แลว  x∧y ≤ x∧z  และ  x∨y ≤ x∨z  
 
 พิสูจน  ดูรายละเอียดไดจาก  (Lidl and Pilz, 1984: 10) 
 
 บทนิยาม  1.37  ให  L  เปน  lattice  ถา  S ≠ ∅  และ  S ⊆ L  แลว  S  จะเรยีกวา 

sublattice  ของ  L  ถา  S  เปน  lattice  ภายใตการดําเนินการทวิภาค  ∧  และ  ∨  เชนเดียวกับ 
บน  L 
   
 ตัวอยาง  1.38  {1,2,3,4,5}  เปน  sublattice  ของ  (ℕ,∧(inf),∨(sup)) 
 
 ตัวอยาง  1.39  B30  และ  B210  และ  B2310  เปน  sublattice  ของ  (ℕ,∧(gcd),∨(lcm)) 
 

บทนิยาม  1.40  ให  L  เปน  lattice   
L  จะเรียกวา  distributive   
ถา  x∨(y∧z) = (x∨y)∧(x∨z)  หรือ  x∧(y∨z) = (x∧y)∨(x∧z)  สําหรับทุก  x,y,z ∈ L 
 
 ทฤษฎีบท  1.41  ให  L  เปน  distributive lattice  ถา  x∧y = x∧z  และ  x∨y = x∨z  แลว  
y = z 
 
 พิสูจน  ดูรายละเอียดไดจาก  (Lidl and Pilz, 1984: 415) 
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 ทฤษฎีบท  1.42  ถา  L  เปน  distributive lattice  แลว  แตละ  x ∈ L  จะมี  y ∈ L  อยาง

มากที่สุดเพยีงหนึ่งตวัที่  x∧y = 0L  และ  x∨y = 1L ในทีน่ี้เรียก  y  วา  complement  ของ  x  เขียน

แทนดวย  x′  นั่นคือ  y = x′ 
 
 พิสูจน  ดูรายละเอียดไดจาก  (Lidl and Pilz, 1984: 20) 
 
2.  สมบัติพื้นฐานของ  Boolean algebra 
 
 บทนิยาม  2.1  ให  B  เปนเซตไมวาง  และ  (B,≤)  เปน  lattice ordered set  เรียก  B  วา  
Boolean algebra (หรือ  Boolean lattice)  ถา  B  มีสมบัติดังตอไปนี ้
(B1)  x∧y = y∧x  และ  x∨y = y∨x 

(B2)  x∧(y∧z) = (x∧y)∧z  และ  x∨(y∨z) = (x∨y)∨z 

(B3)  x∧(x∨y) = x  และ  x∨(x∧y) = x 

(B4)  x∧x = x  และ  x∨x = x 

(B5)  x∨(y∧z) = (x∨y)∧(x∨z)  หรือ  x∧(y∨z) = (x∧y)∨ (x∧z)  สําหรับทุก  x,y,z ∈ B 

(B6)  0B ∈ B  และ  1B ∈ B 

(B7)  แตละ  x ∈ B  มีสมาชิก  y ∈ B  ซ่ึง  x∧y = 0B  และ  x∨y = 1B 
 
 ตัวอยาง  2.2  B30  และ  B210  และ  B2310  เปน  Boolean algebra 
 
 ตัวอยาง  2.3  ℙ{a,b,c}  เปน  Boolean algebra 
 
 ทฤษฎีบท  2.4  ถา  B  เปน  Boolean  algebra   
แลว  (x∧y)′ = x′∨y′  และ  (x∨y)′ = x′∧y′  สําหรับทุก  x,y ∈ B 
 
 พิสูจน  ดูรายละเอียดไดจาก  (Lidl and Pilz, 1984: 24) 
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บทแทรก  2.5  ถา  B  เปน  Boolean  algebra   
แลว  x ≤ y  ก็ตอเมื่อ  x′ ≥ y′  สําหรับทุก  x,y ∈ B 
 
 พิสูจน  ดูรายละเอียดไดจาก  (Lidl and Pilz, 1984: 24) 
 
 ทฤษฎีบท  2.6  ถา  B  เปน  Boolean  algebra  ขอความตอไปนี้สมมูลกัน 
1. x ≤ y  

2. x∧y′ = 0B   

3. x′∨y = 1B   

4. x∧y = x   

5. x∨y = y 
 
 พิสูจน  ดูรายละเอียดไดจาก  (Lidl and Pilz, 1984: 417-418) 
 

บทนิยาม  2.7  ให  B  เปน  finite Boolean  algebra  และ  a ∈ B   

จะเรียก  a  วา  atom  ของ  B  ถา  0B < a  และไมมี  x ∈ B  ที่วา  0B < x < a   

นั่นคือ  a  เปน  atom  ก็ตอเมือ่  a ≠ 0B  และ  x∧a = a  หรือ  x∧a = 0B  สําหรับแตละ  x ∈ B 
 
 ตัวอยาง  2.8  atom  ทั้งหมดของ  B30  คือ  2, 3, 5 
atom  ทั้งหมดของ  B210  คือ  2, 3, 5, 7 
atom  ทั้งหมดของ  B2310  คือ  2, 3, 5, 7, 11 
 
 บทนิยาม  2.9  ให  B  เปน  finite Boolean  algebra  และ  a1,a2,...,am  เปน  atom  ทั้งหมด
ของ  B  และ  d(ai) = a1∨...∨ai-1∨ai+1∨...∨am  เมื่อ  1 ≤ i ≤ m  แลว  d(ai)  จะเรยีกวา  dual 
atom  ของ  ai 
 
 ตัวอยาง  2.10  พิจารณา  Boolean algebra  B30 
เนื่องจาก  atom  ทั้งหมดของ  B30  คือ  2, 3, 5 
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ดังนั้น  d(2) = 3∨5 = 15  และ  d(3) = 2∨5 = 10  และ  d(5) = 2∨3 = 6 
 
 ขอสังเกต  2.11  2 = 10∧6 = d(3)∧d(5)  และ  3 = 15∧6 = d(2)∧d(5)   

และ  5 = 15∧10 = d(2)∧d(3) 
 
 ทฤษฎีบทประกอบ  2.12  ให  B  เปน  finite Boolean  algebra  ถา  b ∈ B  และ  b ≠ 0B  

แลว  จะมี  a ∈ B  โดยที่  a  เปน  atom  ซ่ึง  a ≤ b 
 
 พิสูจน  ดูรายละเอียดไดจาก  (Durbin, 1979: 296)  
 
 ทฤษฎีบทประกอบ  2.13  ให  B  เปน  finite Boolean  algebra  ถา  a1  และ  a2  เปน atom  
ใน  B  และ  a1∧a2 ≠ 0B  แลว  a1 = a2 
 
 พิสูจน  ดูรายละเอียดไดจาก  (Durbin, 1979: 296) 
 
 ทฤษฎีบทประกอบ  2.14  ให  B  เปน  finite Boolean  algebra  ถา  b,c ∈ B   

และ  b >< c  แลว  จะมี  a ∈ B  โดยที่  a  เปน  atom  ซ่ึง  a ≤ b  และ  a >< c 
 
 พิสูจน  ดูรายละเอียดไดจาก  (Durbin, 1979: 297) 
 
 ทฤษฎีบทประกอบ  2.15  ให  B  เปน  finite Boolean  algebra  ถา  b ∈ B   

และ  a1, a2, ..., am  เปน  atom  ทั้งหมด  ซ่ึง  ai ≤ b  สําหรับทุก  i = 1,2,…,m   

แลว  b = a1∨a2∨...∨am 
 
 พิสูจน  ดูรายละเอียดไดจาก  (Durbin, 1979: 297) 
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 ทฤษฎีบทประกอบ  2.16  ให  B  เปน  finite Boolean  algebra  ถา  b ∈ B   

และ  a, a1, a2, ..., am  เปน  atom  ของ  B  ซ่ึง  a ≤ b  และ  b = a1∨a2∨...∨am   

แลว  a = ai  สําหรับบาง  i ∈ { 1,2,…,m } 
 
 พิสูจน  ดูรายละเอียดไดจาก  (Durbin, 1979: 297) 
 
 บทนิยาม  2.17  ให  B  เปน  Boolean  algebra  และ  I ⊆ B  ถา  I ≠ ∅  และ  x∧b ∈ I  

และ  x∨y ∈ I  สําหรับทุก  x,y ∈ I  ทุก  b ∈ B  แลว  เรียก  I  วา  ideal  ใน  B 
 
 ตัวอยาง  2.18  I = {1,2,3,6}  เปน  ideal  ใน  B30 
I = {1,2,5,10}  เปน  ideal  ใน  B30   
I = {1,3,5,15}  เปน  ideal  ใน  B30 
 
 ขอสังเกต  2.19  ถาแทน  b = x′  ในบทนยิาม  2.17  จะไดวา  0B ∈ I 
 
 ขอสังเกต  2.20  ถา  1B ∈ I  แลว  I = B 
   
 ทฤษฎีบท  2.21  ให  B  เปน  Boolean  algebra  และ  b ∈ B 

<b>I = {x∧b ⏐ x ∈ B}  เปน  ideal  และเรียก  <b>I  วา  Boolean principal ideal 
 
 พิสูจน  ให  b ∈ B   
จะแสดงวา  <b>I  เปน  ideal 

ให  x,y ∈ <b>I  และ  a ∈ B 

จะมี  i ∈ B  และ  j ∈ B  ที่ทําให  x = i∧b  และ  y = j∧b 

เพราะฉะนั้น  x∨y = (i∧b)∨(j∧b) = (i∨j)∧b 

เพราะวา  i∨j ∈ B 

ดังนั้น  x∨y ∈ <b>I  ______(1) 
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เนื่องจาก  x∧a = (i∧b)∧a = i∧(b∧a) = i∧(a∧b) = (i∧a)∧b  

เพราะวา  i∧a ∈ B 

ดังนั้น  x∧a ∈ <b>I  ______(2) 

จาก  (1)  และ  (2)  สรุปไดวา  <b>I  เปน  ideal 
 
 ทฤษฎีบท  2.22  ให  B  เปน  Boolean  algebra  และ  b ∈ B  จะไดวา   

<b>I = {x ∈ B ⏐ x ≤ b} 
 
 พิสูจน  ให  b ∈ B 

จะแสดงวา  <b>I ⊆ {x ∈ B ⏐ x ≤ b} 

ให  a ∈ <b>I  แลว  a = i∧b  สําหรับบาง  i ∈ B 

จะไดวา  a ≤ b 

ดังนั้น  a ∈ {x ∈ B ⏐ x ≤ b} 

เพราะฉะนั้น  <b>I ⊆ {x ∈ B ⏐ x ≤ b} 

จะแสดงวา  {x ∈ B ⏐ x ≤ b} ⊆ <b>I 

ให  a ∈ {x ∈ B ⏐ x ≤ b} 

จะไดวา  a ≤ b 

ดังนั้น  a∧b = a 

นั่นคือ  a ∈ <b>I 

เพราะฉะนั้น  {x ∈ B ⏐ x ≤ b} ⊆ <b>I 

สรุปไดวา  <b>I = {x ∈ B ⏐ x ≤ b} 
 
 บทนิยาม  2.23  ให  B  เปน Boolean  algebra  และ  F ⊆ B  ถา  F ≠ ∅  และ  x∨b ∈ F  

และ  x∧y ∈ F  สําหรับทุก  x,y ∈ F  ทุก  b ∈ B  แลว  เรียก  F  วา  filter  ใน  B 
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 ตัวอยาง  2.24  F = {2,6,10,30}  เปน  filter  ใน  B30 
F = {3,6,15,30}  เปน  filter  ใน  B30   
F = {5,10,15,30}  เปน  filter  ใน  B30 
 
 ขอสังเกต  2.25  ถาแทน  b = x′  ในบทนยิาม  2.23  จะไดวา  1B ∈ F 
 
 ขอสังเกต  2.26  ถา  0B ∈ F  แลว  F = B   
 
 ทฤษฎีบท  2.27  ให  B  เปน  Boolean  algebra  และ  b ∈ B 

<b>F = {x∨b ⏐ x ∈ B}  เปน  filter  และเรียก  <b>F  วา  Boolean principal filter 
 
 พิสูจน  ให  b ∈ B   
จะแสดงวา  <b>F  เปน  filter 

ให  x,y ∈ <b>F  และ  a ∈ B 

จะมี  i ∈ B  และ  j ∈ B  ที่ทําให  x = i∨b  และ  y = j∨b 

เพราะฉะนั้น  x∧y = (i∨b)∧(j∨b) = (i∧j)∨b 

เพราะวา  i∧j ∈ B 

ดังนั้น  x∧y ∈ <b>F  ______(3) 

เนื่องจาก  x∨a = (i∨b)∨a = i∨(b∨a) = i∨(a∨b) = (i∨a)∨b  

เพราะวา  i∨a ∈ B 

ดังนั้น  x∨a ∈ <b>F  ______(4) 

จาก  (3)  และ  (4)  สรุปไดวา  <b>F  เปน  filter 
 
 ทฤษฎีบท  2.28  ให  B  เปน  Boolean  algebra  และ  b ∈ B  จะไดวา   

<b>F = {x ∈ B ⏐ x ≥ b} 
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 พิสูจน  ให  b ∈ B 

จะแสดงวา  <b>F ⊆ {x ∈ B ⏐ x ≥ b} 

ให  a ∈ <b>F  แลว  a = i∨b  สําหรับบาง  i ∈ B 

จะไดวา  a ≥ b 

ดังนั้น  a ∈ {x ∈ B ⏐ x ≥ b} 

เพราะฉะนั้น  <b>F ⊆ {x ∈ B ⏐ x ≥ b} 

จะแสดงวา  {x ∈ B ⏐ x ≥ B} ⊆ <b>F 

ให  a ∈ {x ∈ B ⏐ x ≥ b} 

จะไดวา  a ≥ b 

ดังนั้น  a∨b = a 

นั่นคือ  a ∈ <b>F 

เพราะฉะนั้น  {x ∈ B ⏐ x ≥ b} ⊆ <b>F 

สรุปไดวา  <b>F = {x ∈ B ⏐ x ≥ b} 
 
 ทฤษฎีบท  2.29  ให  B  เปน  Boolean  algebra  และ  b ∈ B  จะไดวา  

1.  b = 1B  ก็ตอเมื่อ  <b>I  เปน  filter  และ  <b>I = B    

2.  b = 0B  ก็ตอเมื่อ  <b>I = {b}   

3.  b = 0B  ก็ตอเมื่อ  <b>F  เปน  ideal  และ  <b>F = B 

4.  b = 1B  ก็ตอเมื่อ  <b>F = {b} 
 
 พิสูจน  1.  ให  b = 1B 
จะแสดงวา  <b>I  เปน  filter 

ให  x,y ∈ <b>I  และ  a ∈ B 

จะไดวา  x ≤ b  และ  y ≤ b  

เพราะฉะนั้น  x∧y ≤ b 
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ดังนั้น  x∧y ∈ <b>I  ______(5) 
เนื่องจาก  b = 1B   
เพราะฉะนั้น  x∨a ≤ b 

ดังนั้น  x∨a ∈ <b>I  ______(6) 

จาก  (5)  และ  (6)  สรุปไดวา  <b>I  เปน  filter 

จะแสดงวา  <b>I = B 

เนื่องจาก  <b>I ⊆ B 

เพียงพอทีจ่ะแสดงวา  B ⊆ <b>I 

ให  x ∈ B 

เนื่องจาก  c ≤ 1B  สําหรับทุก  c ∈ B 

ดังนั้น  x ≤ 1B = b 

นั่นคือ  x ∈ <b>I 

เพราะฉะนั้น  B ⊆ <b>I 

สรุปไดวา  <b>I = B 

ในทางกลับกนัสมมติให  <b>I  เปน  filter  และ  <b>I = B 
จะแสดงวา  b = 1B 

เนื่องจาก  <b>I = B  และ  1B ∈ B 

ดังนั้น  1B ≤ b 

เห็นไดชัดวา  b ≤ 1B   
เพราะฉะนั้น  b = 1B 
 
 พิสูจน  2.  ให  b = 0B 
จะแสดงวา  <b>I = {b} 

ให  x ∈ <b>I 

จะไดวา  x ≤ b 
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แตเนื่องจาก  b = 0B 
ดังนั้น  x = b 

เพราะฉะนั้น  <b>I = {b} 

ในทางกลับกนัสมมติให  <b>I = {b} 
จะแสดงวา  b = 0B 

เนื่องจาก  <b>I = {b}  และ  0B ∈ <b>I 

ดังนั้น  0B ∈ {b} 
เพราะฉะนั้น  b = 0B 
 
 พิสูจน  3.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับขอ  1. 
 
 พิสูจน  4.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับขอ  2. 
 
 บทแทรก  2.30  ให  B  เปน  Boolean  algebra  และ  b ∈ B 

1.  ถา  a = b′  แลว  <a∨b>I = B  และ  <a∧b>I = {0B} 

2.  ถา  a = b′  แลว  <a∨b>F = {1B}  และ  <a∧b>F = B 
 
 พิสูจน  1.  โดยทฤษฎีบท  2.29.1  และ  2.29.2  ตามลําดับ 
 
 พิสูจน  2.  โดยทฤษฎีบท  2.29.4  และ  2.29.3  ตามลําดับ 
 
 ทฤษฎีบท  2.31  ให  B  เปน  finite Boolean  algebra  และ  a, b ∈ B 

ถา  a  เปน  atom  แลว  b = a′  ก็ตอเมื่อ  <a>F ∪ <b>I = B  และ  <a>F ∩ <b>I = ∅ 
 
 พิสูจน  ให  a,b ∈ B  โดยที่  a  เปน  atom 

สมมติให  b = a′ 

จะแสดงวา  <a>F ∪ <b>I = B 
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เนื่องจาก  <a>F ∪ <b>I ⊆ B 

เพียงพอทีจ่ะแสดงวา  B ⊆ <a>F ∪ <b>I 

ให  x ∈ B 

เนื่องจาก  x ≤ 1B และ a∨b = 1B 

ดังนั้น  x ≤ a∨b 

กรณี  x ∼ a 

ถา  x < a  ขัดแยงกับ  a  เปน  atom 

เพราะฉะนั้น  x ≥ a 

นั่นคือ  x ∈ <a>F 

กรณี  x >< a 

กําหนดให  ai  เปน  atom  ทั้งหมดที่แตกตางกันของ  B  เมื่อ  1 ≤ i ≤ n   

โดยทฤษฎีบทประกอบ  2.15  จะไดวา  1B = a1∨a2∨...∨an 
และโดยทฤษฎีบทประกอบ  2.16  จะไดวา  a = ai  สําหรับบาง  i   
เมื่อ  1 ≤ i ≤ n 

เนื่องจาก  a∨b = 1B  และ  a∧b = 0B 

เพราะฉะนั้น  b = a1∨...∨ai-1∨ai+1∨...∨an  

เนื่องจาก  x >< a 

โดยทฤษฎีบทประกอบ  2.14  จะไดวา  aj ≤ x  สําหรับบาง  1 ≤ j ≤ n 

และ  j ≠ i 

ดังนั้น  x ≤ a1∨...∨ai-1∨ai+1∨...∨an = b 

นั่นคือ  x ∈ <b>I 

เพราะฉะนั้น  B ⊆ <a>F ∪ <b>I 

สรุปไดวา  <a>F ∪ <b>I = B 

จะแสดงวา  <a>F ∩ <b>I = ∅ 
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สมมติวา  <a>F ∩ <b>I ≠ ∅ 

จะมี  x ∈ <a>F ∩ <b>I 

จะไดวา  x ≥ a  และ  x ≤ b 

เพราะฉะนั้น  a∧x = a 

เนื่องจาก  x ≤ b  และ  b = a′ 

ดังนั้น  a∧x ≤ a∧b = 0B 

นั่นคือ  a∧x = 0B  ขัดแยงกบั  a∧x = a 

สรุปไดวา  <a>F ∩ <b>I = ∅ 

ในทางกลับกนัสมมติให  <a>F ∪ <b>I = B  และ  <a>F ∩ <b>I = ∅ 

จะแสดงวา  a∨b = 1B 
กําหนดให  a1,a2,...,an  เปน  atom  ทั้งหมดที่แตกตางกันของ  B     
โดยทฤษฎีบทประกอบ  2.15  จะไดวา  1B = a1∨a2∨...∨an 

และโดยทฤษฎีบทประกอบ  2.16  จะไดวา  a = ai  สําหรับบาง  i ∈ { 1,2,…,n } 

ดังนั้น  1B = a∨x  เมื่อ  x = a1∨...∨ai-1∨ai+1∨...∨an  
เนื่องจาก  a1,a2,...,an  เปน  atom  ทั้งหมดทีแ่ตกตางกันของ  B   
เพราะฉะนั้น  x ∉ <a>F 

เนื่องจาก  <a>F ∪ <b>I = B  และ  <a>F ∩ <b>I = ∅ 

ดังนั้น  x ∈ <b>I 

เพราะฉะนั้น  a∨b ≥ a∨x = 1B 

นั่นคือ  a∨b = 1B 

จะแสดงวา  a∧b = 0B 

เนื่องจาก  <a>F ∩ <b>I = ∅  และ  <a>F ∪ <b>I = B 

ดังนั้น  a∧b = 0B   สรุปไดวา  b = a′ 
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ผลการวิจัย 
 
 การแยกตัวประกอบของสมาชิกใดๆใน  Boolean algebra  สามารถแยกตัวประกอบไดเปน  
2  ลักษณะ  กลาวคือ  แยกแบบมีตัวเชื่อมเปน  join  ดังตอไปนี้   ถา  B  เปน  finite Boolean  algebra  
สําหรับสมาชิก  b  ใน  B  ใดๆ  สามารถเขียนการแยกตวัประกอบไดดังนี้  
b = a1∨a2∨...∨am โดยที่  a1, a2, ..., am  เปน atom ใน  B  ซ่ึง  ai ≤ b  สําหรับทุก  i = 1,2,…,m   

สําหรับการแยกตัวประกอบแบบมีตัวเชื่อมเปน  meet  คือ  b = a1∧a2∧...∧am  โดยที่  a1, a2, ..., am  

เปน  dual  atom  ใน  B  ซ่ึง  ai ≥ b  สําหรับทุก  i = 1,2,…,m 
 
 ในงานวิจยันี้ไดนํา  Boolean principal ideal  และ  Boolean principal filter  มาใชในการ
แยกตัวประกอบออกเปน  2  กลุม  ไดแก  กลุมตัวประกอบที่จําเปน  กลาวคือ  กลุมตัวประกอบที่ไม
สามารถตัดทิ้งได  กับกลุมตวัประกอบทีไ่มจําเปน  กลาวคือ  กลุมตัวประกอบที่สามารถตัดทิ้งได 
แบงผลวิจัยไดเปน 4 แบบ  ดงันี้ 
 

1.  การแยกตัวประกอบแบบ join โดยใช  Boolean principal filter 
2.  การแยกตัวประกอบแบบ join โดยใช  Boolean principal ideal 
3.  การแยกตัวประกอบแบบ meet โดยใช  Boolean principal ideal 
4.  การแยกตัวประกอบแบบ meet โดยใช  Boolean principal filter 

 
1.  การแยกตัวประกอบแบบ  join  โดยใช  Boolean principal filter 
 
 ในหวัขอนี้จะทําการวิเคราะหการแยกตวัประกอบบน  Boolean algebra  ซ่ึงแยกในรปูแบบ
ที่มีตัวดําเนินการ  join  เปนตวัเชื่อม  และไดใช  Boolean principal filter  มาใชแบงกลุมของตัว
ประกอบ  และลดทอนใหเหลือนอยที่สุด  และใชเปนเกณฑในการเปลี่ยนชุดตวัประกอบที่ยังทาํให
ไดผลลัพธเดิมเทากัน  
 

ทฤษฎีบท  1.1  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 

จะไดวา  <a∨b>F = <a>F ∩ <b>F 
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 พิสูจน  ให  a,b ∈ B  

จะแสดงวา <a∨b>F ⊆ <a>F ∩ <b>F 

ให  x ∈ <a∨b>F 

จะไดวา  a∨b ≤ x 

ดังนั้น  a ≤ x  และ  b ≤ x 

เพราะฉะนั้น  x ∈ <a>F  และ  x ∈ <b>F 

นั่นคือ  x ∈ <a>F ∩ <b>F 

สรุปไดวา  <a∨b>F ⊆ <a>F ∩ <b>F 

ตอไปจะแสดงวา  <a>F ∩ <b>F ⊆ <a∨b>F 

ให  x ∈ <a>F ∩ <b>F 

จะไดวา  x ∈ <a>F  และ  x ∈ <b>F 

ดังนั้น  a ≤ x  และ  b ≤ x 

เพราะฉะนั้น  a∨b ≤ x 

นั่นคือ  x ∈ <a∨b>F 

สรุปไดวา  <a>F ∩ <b>F ⊆ <a∨b>F 

เพราะฉะนั้น  <a∨b>F = <a>F ∩ <b>F 
 

ตัวอยาง  1.2  พิจารณา  Boolean algebra  B30 
จะไดวา  <2∨3>F = <6>F = {6,30} , <2>F = {2,6,10,30} , <3>F = {3,6,15,30} 

ดังนั้น  <2>F ∩ <3>F = {6,30} 

นั่นคือ  <2∨3>F = <2>F ∩ <3>F 
 

ตัวอยาง  1.3  พิจารณา  Boolean algebra  ℙ{a,b,c} 
จะไดวา  <{a}∨{b}>F = <{a,b}>F = {{a,b},{a,b,c}} ,  

<{a}>F = {{a},{a,b},{a,c},{a,b,c}}  และ  <{b}>F = {{b},{a,b},{b,c},{a,b,c}} 
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ดังนั้น  <{a}>F ∩ <{b}>F = {{a,b},{a,b,c}} 

นั่นคือ  <{a}∨{b}>F = <{a}>F ∩ <{b}>F    
 

บทนิยาม  1.4  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 

กําหนดให  a∨<b>F = { a∨c ⏐ c ∈ B  และ  b ≤ c } 
 

ตัวอยาง  1.5  พิจารณา  Boolean algebra  B30 
จะไดวา  2∨<3>F = { 2∨3, 2∨6, 2∨15, 2∨30 } = {6,30} 
 

ตัวอยาง  1.6  พิจารณา  Boolean algebra  ℙ{a,b,c} 
จะไดวา  {a}∨<{b}>F = {{a}∨{b}, {a}∨{a,b}, {a}∨{b,c}, {a}∨{a,b,c}}  
= {{a,b},{a,b},{a,b,c},{a,b,c}} = {{a,b},{a,b,c}}  
 
 ทฤษฎีบท  1.7  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B  
  a∨<b>F = <a∨b>F  
  
 พิสูจน  ให  a,b ∈ B  

จะแสดงวา  a∨<b>F ⊆ <a∨b>F 

ให  x ∈ a∨<b>F 

จะมี  c ∈ B  ซ่ึง  b ≤ c  ที่ทําให  x = a∨c 

เนื่องจาก  b ≤ c 

ดังนั้น  a∨b ≤ a∨c 

เพราะฉะนั้น  a∨b ≤ x 

นั่นคือ  x ∈ <a∨b>F 

สรุปไดวา  a∨<b>F ⊆ <a∨b>F 

ตอไปจะแสดงวา  <a∨b>F ⊆ a∨<b>F 
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ให  x ∈ <a∨b>F 

จะไดวา  a∨b ≤ x 

ดังนั้น  x = x∨(a∨b) = (x∨a)∨b = (a∨x)∨b = a∨(x∨b) 

เนื่องจาก  b ≤ x∨b  และ  x = a∨(x∨b) 

เพราะฉะนั้น  x ∈ a∨<b>F 

สรุปไดวา  <a∨b>F ⊆ a∨<b>F 

เพราะฉะนั้น  a∨<b>F = <a∨b>F 
 

ตัวอยาง  1.8  พิจารณา  Boolean algebra  B30 
จะไดวา  2∨<5>F = { 2∨5, 2∨10, 2∨15, 2∨30 } = {10,30}   

และ  <2∨5>F = <10>F = {10,30}  

ดังนั้น  2∨<5>F = <2∨5>F 
 

ตัวอยาง  1.9  พิจารณา  Boolean algebra  ℙ{a,b,c} 
จะไดวา  {a}∨<{c}>F = {{a}∨{c}, {a}∨{a,c}, {a}∨{b,c}, {a}∨{a,b,c}}  
= {{a,c},{a,c},{a,b,c},{a,b,c}} = {{a,c},{a,b,c}} 
และ  <{a}∨{c}>F = <{a,c}>F = {{a,c},{a,b,c}} 

ดังนั้น  {a}∨<{c}>F = <{a}∨{c}>F 
 
 ขอสังเกต  1.10  จากทฤษฎบีท  1.1  และ  1.7  จะไดวา  a∨<b>F = <a>F ∩ <b>F 
 

ทฤษฎีบท  1.11  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 

จะไดวา  a ≤ b  ก็ตอเมื่อ  a∨<b>F = <b>F 
 
 พิสูจน  สมมติให  a ≤ b 

จะแสดงวา  a∨<b>F ⊆ <b>F 
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ให  x ∈ a∨<b>F 

จะมี  c ∈ B  ซ่ึง  b ≤ c  ที่ทําให  x = a∨c 

เนื่องจาก  b ≤ c ≤ a∨c 

ดังนั้น  b ≤ x 

นั่นคือ  x ∈ <b>F 

สรุปไดวา  a∨<b>F ⊆ <b>F 

ตอไปจะแสดงวา  <b>F ⊆ a∨<b>F 

ให  x ∈ <b>F 

จะไดวา  b ≤ x 

เนื่องจาก  a ≤ b 

ดังนั้น  a ≤ x 

เพราะฉะนั้น  x = a∨x 

นั่นคือ  x ∈ a∨<b>F 

สรุปไดวา  <b>F ⊆ a∨<b>F 

เพราะฉะนั้น  a∨<b>F = <b>F 

ในทางกลับกนั สมมติให  a∨<b>F = <b>F  นั่นคือ  b ∈ a∨<b>F 

จะมี  c ∈ B  ซ่ึง  b ≤ c  ที่ทําให  b = a∨c 

ดังนั้น  a∨b = a∨(a∨c) = (a∨a)∨c = a∨c = b 

เพราะฉะนั้น  a ≤ b 
 

ตัวอยาง  1.12  พิจารณา  Boolean algebra  B30 
เพราะวา  2 < 6 

จะเห็นวา  2∨<6>F = { 2∨6, 2∨30 } = {6,30} = <6>F   

นั่นคือ  2∨<6>F = <6>F 

เพราะวา  3∨<15>F = { 3∨15, 3∨30 } = {15,30} = <15>F   
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จะเห็นวา  3 < 15 
 

ตัวอยาง  1.13  พิจารณา  Boolean algebra  ℙ{a,b,c} 
เพราะวา  {a}⊂{a,b}   

จะเห็นวา  {a}∨<{a,b}>F = {{a}∨{a,b}, {a}∨{a,b,c}} = {{a,b},{a,b,c}} = <{a,b}>F 

เพราะวา  {b}∨<{b,c}>F = {{b}∨{b,c}, {b}∨{a,b,c}} = {{b,c},{a,b,c}} = <{b,c}>F  

จะเห็นวา  {b}⊂{b,c} 
 

บทแทรก  1.14  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 

จะไดวา  a > b  หรือ  a >< b  ก็ตอเมื่อ  a∨<b>F ≠ <b>F 
 
 พิสูจน  ถา  a > b  หรือ  a >< b  จะเหน็ไดชัดวา  a∨<b>F ≠ <b>F    
ในทางกลับกนั สมมติให  a∨<b>F ≠ <b>F 

จะแสดงวา ถา  a ∼ b  แลว  a > b 

สมมติให  a ≤ b 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  a∨<b>F = <b>F 

ขัดแยงกับ  a∨<b>F ≠ <b>F 

ดังนั้น  ถา  a ∼ b  แลว  a > b 

นั่นคือ ถา  a∨<b>F ≠ <b>F  แลว  a > b  หรือ  a >< b 
 

ตัวอยาง  1.15  พิจารณา  Boolean algebra  B30 
เพราะวา  6 > 2 

จะเห็นวา  6∨<2>F = { 6∨2, 6∨6, 6∨10, 6∨30 } = {6,30} ≠ {2,6,10,30} = <2>F 

นั่นคือ  6∨<2>F ≠ <2>F 

เพราะวา  6 >< 5 
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จะเห็นวา  6∨<5>F = { 6∨5, 6∨10, 6∨15, 6∨30 } = {30} ≠ {5,10,15,30} = <5>F 

นั่นคือ  6∨<5>F ≠ <5>F 

เพราะวา  2∨<15>F = { 2∨15, 2∨30 } = {30} ≠ {15,30} = <15>F   

จะเห็นวา  2 >< 15 

เพราะวา  10∨<5>F = { 10∨5, 10∨10, 10∨15, 10∨30 } = {10,30}  

≠ {5,10,15,30} = <5>F 

จะเห็นวา  10 > 5 
 

ตัวอยาง  1.16  พิจารณา  Boolean algebra  ℙ{a,b,c} 
เพราะวา  {a,b}⊃{b}   

จะเห็นวา  {a,b}∨<{b}>F = {{a,b}∨{b}, {a,b}∨{a,b}, {a,b}∨{b,c}, {a,b}∨{a,b,c}}  

= {{a,b},{a,b,c}} ≠ {{b},{a,b},{b,c},{a,b,c}} = <{b}>F 

นั่นคือ  {a,b}∨<{b}>F ≠ <{b}>F 

เพราะวา  {a,b}><{c}   

จะเห็นวา  {a,b}∨<{c}>F = {{a,b}∨{c}, {a,b}∨{a,c}, {a,b}∨{b,c}, {a,b}∨{a,b,c}}  

= {{a,b,c}} ≠ {{c},{a,c},{b,c},{a,b,c}} = <{c}>F   

นั่นคือ  {a,b}∨<{c}>F ≠ <{c}>F 

เพราะวา  {b,c}∨<{b}>F = {{b,c}∨{b}, {b,c}∨{a,b}, {b,c}∨{b,c}, {b,c}∨{a,b,c}}  

= {{b,c},{a,b,c}} ≠ {{b},{a,b},{b,c},{a,b,c}} = <{b}>F 

จะเห็นวา  {b,c}⊃{b} 

เพราะวา  {b,c}∨<{a}>F = {{b,c}∨{a}, {b,c}∨{a,b}, {b,c}∨{a,c}, {b,c}∨{a,b,c}}  

= {{a,b,c}} ≠ {{a},{a,b},{a,c},{a,b,c}} = <{a}>F 

จะเห็นวา  {b,c}><{a} 
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บทนิยาม  1.17  ให  B  เปน  Boolean algebra  ให  a ∈ B  และ  a ≠ 0B   
จะเรียกวา  a  มีการแยกตัวประกอบแบบ  join  โดยใช  BPF ( Boolean principal filter)  ถามีสมาชิก  
bi ≠ 0B , cj ≠ 0B  ใน  B  และทั้ง  bi  และ  cj  แตกตางกันหมด  โดยที่  bi ≤ a  และ  cj ≤ a   

เมื่อ  1 ≤ i ≤ n  และ  1 ≤ j ≤ m  ซ่ึงมีสมบัติตอไปนี้  

1.  a = b1∨b2∨...∨bn∨c1∨c2∨...∨cm   

2.  bi∨<c1∨c2∨...∨cm>F = <c1∨c2∨...∨cm>F  เมื่อ  1 ≤ i ≤ n 

3.  cj∨<c1∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <c1∨...∨ĉj∨...∨cm>F  เมื่อ  1 ≤ j ≤ m 
โดยที่  ĉj  แทนสมาชิกที่ถูกยายออก   
แทนการแยกตวัประกอบแบบ  join  โดยใช  BPF  ของ  a   
ดวย  a = b1∨b2∨...∨bn∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 
และเรียกแตละ  bi  วา  inessential  factors  และเรียกแตละ  cj  วา  essential  factors  ของ  BPF   
ของ  a 
 

ตัวอยาง  1.18  พิจารณา  Boolean algebra  B30  จะไดวา  30 = 2∨5∨ ⎣6∨10⎦   

เพราะวา  1.  30 = 2∨5∨6∨10  และ   

2.  2∨<6∨10>F = 2∨<30>F = {2∨30} = {30} = <30>F = <6∨10>F 

     5∨<6∨10>F = 5∨<30>F = {5∨30} = {30} = <30>F = <6∨10>F 

3.  6∨<10>F = { 6∨10, 6∨30 } = {30} ≠ {10,30} = <10>F 

     10∨<6>F = { 10∨6, 10∨30 } = {30} ≠ {6,30} = <6>F 

ดังนั้น  30 = 2∨5∨ ⎣6∨10⎦ 
   

ทฤษฎีบท  1.19  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

ถา  a = b∨ ⎣c∨d⎦  แลว  c >< d 
 

พิสูจน  สมมติให  a = b∨ ⎣c∨d⎦ 

จะไดวา  c∨<d>F ≠ <d>F  และ  d∨<c>F ≠ <c>F 
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โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  c > d  หรือ  c >< d 

สมมติวา  c > d 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  d∨<c>F = <c>F 

ขัดแยงกับ  d∨<c>F ≠ <c>F 

ดังนั้น  c >< d 
 

ตัวอยาง  1.20  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  30 = 3∨ ⎣ 6∨15⎦  จะเห็นวา  6 >< 15 

เพราะวา  42 = 3∨ ⎣ 6∨21⎦  จะเห็นวา  6 >< 21 

เพราะวา  70 = 2∨ ⎣ 10∨35⎦  จะเห็นวา  10 >< 35 

เพราะวา  105 = 5∨ ⎣ 15∨35⎦  จะเห็นวา  15 >< 35 
 

ทฤษฎีบท  1.21  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 
ถา  a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦  แลว  ci >< cj  สําหรับทุก  i ≠ j 
 

พิสูจน  สมมติให  a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 

โดย ทฤษฎีบท  1.19  จะไดวา  ck >< (c1∨...∨ĉk∨...∨cm)  ทุก  1 ≤ k ≤ m 

สมมติให  ci ∼ cj  สําหรับบาง  i ≠ j 

กรณี  ci < cj 

จะได  ci < cj ≤ c1∨...∨ĉi∨...∨cm 

ดังนั้น  ci < c1∨...∨ĉi∨...∨cm 

เพราะฉะนั้น  ci ∼ (c1∨...∨ĉi∨...∨cm) 

ขัดแยงกับ  ci >< c1∨...∨ĉi∨...∨cm 

กรณี  ci > cj 

จะได  cj < ci ≤ c1∨...∨ĉj∨...∨cm 
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ดังนั้น  cj < c1∨...∨ĉj∨...∨cm 

เพราะฉะนั้น  cj ∼ c1∨...∨ĉj∨...∨cm 

ขัดแยงกับ  cj >< (c1∨...∨ĉj∨...∨cm) 

สรุปไดวา  ci >< cj  สําหรับทุก  i ≠ j 
 

ตัวอยาง  1.22  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  210 = 5∨ ⎣ 6∨10∨14⎦  จะเหน็วา  6 >< 10  และ  6 >< 14  และ  10 >< 14 

เพราะวา  30 = 10∨ ⎣ 2∨3∨5⎦  จะเหน็วา  2 >< 3  และ  2 >< 5  และ  3 >< 5 
 

ทฤษฎีบท  1.23  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

1.  a = b1∨b2∨...∨bn∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦   ก็ตอเมื่อ  a = (b1∨b2)∨...∨bn∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 

2.  ถา  a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦  แลว  a = b∨ ⎣(c1∨c2)∨...∨cm⎦ 

3.  ถา  a = b∨ ⎣(c1∨c2)∨...∨cm⎦  แลว  a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦   

หรือ  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦  หรือ  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 
 
 พิสูจน  1.  สมมติให  a = b1∨b2∨...∨bn∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 

จะไดวา  bi∨<c1∨c2∨...∨cm>F = <c1∨c2∨...∨cm>F  เมื่อ  1 ≤ i ≤ n 

และ  cj∨<c1∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <c1∨...∨ĉj∨...∨cm>F  เมื่อ  1 ≤ j ≤ m 

จะแสดงวา  a = (b1∨b2)∨...∨bn∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 

เพียงพอทีจ่ะแสดงวา  (b1∨b2)∨<c1∨c2∨...∨cm>F = <c1∨c2∨...∨cm>F 

เนื่องจาก  b1∨<c1∨c2∨...∨cm>F = <c1∨c2∨...∨cm>F 

และ  b2∨<c1∨c2∨...∨cm>F = <c1∨c2∨...∨cm>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b1 ≤ c1∨c2∨...∨cm  และ  b2 ≤ c1∨c2∨...∨cm 

ดังนั้น  b1∨b2 ≤ c1∨c2∨...∨cm 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  (b1∨b2)∨<c1∨c2∨...∨cm>F = <c1∨c2∨...∨cm>F 



 38

นั่นคือ  a = (b1∨b2)∨...∨bn∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 

ในทางกลับกนั สมมติให  a = (b1∨b2)∨...∨bn∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 

จะไดวา  bi∨<c1∨c2∨...∨cm>F = <c1∨c2∨...∨cm>F  เมื่อ  3 ≤ i ≤ n 

และ  (b1∨b2)∨<c1∨c2∨...∨cm>F = <c1∨c2∨...∨cm>F 

และ  cj∨<c1∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <c1∨...∨ĉj∨...∨cm>F  เมื่อ  1 ≤ j ≤ m 

จะแสดงวา  b1∨<c1∨c2∨...∨cm>F = <c1∨c2∨...∨cm>F   

และ  b2∨<c1∨c2∨...∨cm>F = <c1∨c2∨...∨cm>F 

เนื่องจาก  (b1∨b2)∨<c1∨c2∨...∨cm>F = <c1∨c2∨...∨cm>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b1∨b2 ≤ c1∨c2∨...∨cm       

เพราะฉะนั้น  b1 ≤ c1∨c2∨...∨cm  และ  b2 ≤ c1∨c2∨...∨cm     

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b1∨<c1∨c2∨...∨cm>F = <c1∨c2∨...∨cm>F 

และ  b2∨<c1∨c2∨...∨cm>F = <c1∨c2∨...∨cm>F 

นั่นคือ  a = b1∨b2∨...∨bn∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 
 

พิสูจน  2.  สมมติให  a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 

จะไดวา  b∨<c1∨c2∨...∨cm>F = <c1∨c2∨...∨cm>F 

และ  cj∨<c1∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <c1∨...∨ĉj∨...∨cm>F  เมื่อ  1 ≤ j ≤ m 

จะแสดงวา  (c1∨c2)∨<c3∨c4∨...∨cm>F ≠ <c3∨c4∨...∨cm>F 

สมมติให  (c1∨c2)∨<c3∨c4∨...∨cm>F = <c3∨c4∨...∨cm>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  c1∨c2 ≤ c3∨c4∨...∨cm 

ดังนั้น  c1∨c2 ≤ c2∨c3∨...∨cm 

เพราะฉะนั้น  c1 ≤ c2∨c3∨...∨cm 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  c1∨<c2∨c3∨...∨cm>F = <c2∨c3∨...∨cm>F 

ขัดแยงกับ  c1∨<c2∨c3∨...∨cm>F ≠ <c2∨c3∨...∨cm>F 
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ดังนั้น  (c1∨c2)∨<c3∨c4∨...∨cm>F ≠ <c3∨c4∨...∨cm>F 

สรุปไดวา  a = b∨ ⎣(c1∨c2)∨...∨cm⎦ 
 
 พิสูจน  3.  สมมติให  a = b∨ ⎣(c1∨c2)∨...∨cm⎦ 

โดย ทฤษฎีบท  1.23.2  จะไดวา  a = b∨ ⎣(c1∨c2)∨(c3∨c4∨...∨cm)⎦ 

และโดย ทฤษฎีบท  1.19  จะไดวา  (c1∨c2) >< (c3∨c4∨...∨cm) 

ถา  c1 ∼ c3∨c4∨...∨cm  และ  c2 ∼ c3∨c4∨...∨cm 

ถา  c1 ≤ c3∨c4∨...∨cm  และ  c2 ≤ c3∨c4∨...∨cm 

จะไดวา  c1∨c2 ≤ c3∨c4∨...∨cm  ขัดแยงกับ  c1∨c2 >< c3∨c4∨...∨cm 

ถา  c1 > c3∨c4∨...∨cm  หรือ  c2 > c3∨c4∨...∨cm 

จะไดวา  c1∨c2 > c3∨c4∨...∨cm  ขัดแยงกับ  c1∨c2 >< c3∨c4∨...∨cm 

สรุปวา  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  หรือ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm 

ถา  c1 ∼ c3∨c4∨...∨cm  แต  c2 >< c3∨c4∨...∨cm 

สมมติวา  c1 > c3∨c4∨...∨cm 

จะไดวา  c1∨c2 > c3∨c4∨...∨cm  ขัดแยงกับ  c1∨c2 >< c3∨c4∨...∨cm 

ดังนั้น  c1 ≤ c3∨c4∨...∨cm 

จะไดวา  c1 ≤ c2∨c3∨...∨cm   

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  c1∨<c2∨c3∨...∨cm>F = <c2∨c3∨...∨cm> F ___(1)  

เนื่องจาก  b∨<(c1∨c2)∨...∨cm>F = <(c1∨c2)∨...∨cm>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b ≤ (c1∨c2)∨...∨cm 

ดังนั้น  b ≤ c1∨(c2∨c3∨...∨cm) = c2∨c3∨...∨cm 

เพราะฉะนั้น  b ≤ c2∨c3∨...∨cm 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b∨<c2∨c3∨...∨cm>F = <c2∨c3∨...∨cm>F  ___(2) 

เนื่องจาก  c2 >< c3∨c4∨...∨cm 
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โดยบทแทรก  1.14  จะไดวา  c2∨<c3∨c4∨...∨cm>F ≠ <c3∨c4∨...∨cm>F ___(3) 

ตอไปจะแสดงวา cj∨<c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F  

เมื่อ 3 ≤ j ≤ m 

สมมติให  cj∨<c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F = <c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F  

สําหรับบาง 3 ≤ j ≤ m 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  cj ≤ c2∨...∨ĉj∨...∨cm   

ดังนั้น  cj ≤ (c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm   
โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา   
cj∨<(c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm>F = <(c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm>F   

ขัดแยงกับ  cj∨<(c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm>F  

≠ <(c1∨c2)∨...∨ĉj ∨...∨cm>F เมื่อ  3 ≤ j ≤ m 

ดังนั้น  cj∨<c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F   

เมื่อ  3 ≤ j ≤ m         _______(4) 
ดังนั้น จาก  (1)  ถึง  (4) 
สรุปไดวา  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦  

ถา  c2 ∼ c3∨c4∨...∨cm  แต  c1 >< c3∨c4∨...∨cm 

พิสูจนในทํานองเดียวกับกรณี  c1 ∼ c3∨c4∨...∨cm  แต  c2 >< c3∨c4∨...∨cm 

จะไดวา  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 

ถา  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm   

ถา  c1∨c3∨...∨cm = c2∨c3∨...∨cm 

จะไดวา  c1 < c2∨c3∨...∨cm  และ  c2 < c1∨c3∨...∨cm  

โดย ทฤษฎีบท  1.11 จะไดวา c1∨<c2∨c3∨...∨cm>F = <c2∨c3∨...∨cm>F   

และ  c2∨<c1∨c3∨...∨cm>F = <c1∨c3∨...∨cm>F    _______(5)

เนื่องจาก  b∨<(c1∨c2)∨...∨cm>F = <(c1∨c2)∨...∨cm>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b ≤ (c1∨c2)∨...∨cm 
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เนื่องจาก  c1∨c3∨...∨cm = c2∨c3∨...∨cm   

จะไดวา c1∨c2∨...∨cm = c1∨c3∨...∨cm และ c1∨c2∨...∨cm = c2∨c3∨...∨cm   

ดังนั้น  b ≤ c1∨c3∨...∨cm  และ  b ≤ c2∨c3∨...∨cm 

โดย ทฤษฎีบท  1.11 จะไดวา  b∨<c1∨c3∨...∨cm>F = <c1∨c3∨...∨cm>F   

และ  b∨<c2∨c3∨...∨cm>F = <c2∨c3∨...∨cm>F                 _______(6) 

เนื่องจาก  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm 

โดย บทแทรก 1.14 จะไดวา c1∨<c3∨c4∨...∨cm>F ≠ <c3∨c4∨...∨cm>F   

และ  c2∨<c3∨c4∨...∨cm>F ≠ <c3∨c4∨...∨cm>F    _______(7) 

ตอไปจะแสดงวา  cj∨<c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F   

เมื่อ  3 ≤ j ≤ m 

สมมติให cj∨<c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F = <c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F 

สําหรับบาง  3 ≤ j ≤ m 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  cj ≤ c2∨...∨ĉj∨...∨cm   

ดังนั้น  cj ≤ (c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm   
โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา   
cj∨<(c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm>F = <(c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm>F   

ขัดแยงกับ  cj∨<(c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm>F  

≠ <(c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm>F  เมื่อ  3 ≤ j ≤ m 

เพราะฉะนั้น  cj∨<c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F   

เมื่อ  3 ≤ j ≤ m            ______(8) 
ดังนั้น จาก  (5)  ถึง  (8) 
สรุปไดวา  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦ 
ในทํานองเดียวกันจะได   
cj∨<c1∨c3∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <c1∨c3∨...∨ĉj∨...∨cm>F   

เมื่อ  3 ≤ j ≤ m        _______(9) 
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ดังนั้น จาก  (5), (6), (7)  และ  (9) 
สรุปไดวา  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 

ถา  c1∨c3∨...∨cm ≠ c2∨c3∨...∨cm 

สมมติวา  c1∨c3∨...∨cm < c2∨c3∨...∨cm 

ดังนั้น  c1 < c2∨c3∨...∨cm 
สวนที่เหลือพสูิจนเหมือนกบักรณี   
c1 ∼ c3∨c4∨...∨cm  แต  c2 >< c3∨c4∨...∨cm 

ดังนั้น  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦ 

สมมติวา  c2∨c3∨...∨cm < c1∨c3∨...∨cm 

ดังนั้น  c2 < c1∨c3∨...∨cm 
สวนที่เหลือพสูิจนเหมือนกบักรณี   
c2 ∼ c3∨c4∨...∨cm  แต  c1 >< c3∨c4∨...∨cm 

ดังนั้น  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 

สมมติวา  c1∨c3∨...∨cm >< c2∨c3∨...∨cm 

จะแสดงวา  c1∨<c2∨c3∨...∨cm>F ≠ <c2∨c3∨...∨cm>F 

สมมติให  c1∨<c2∨c3∨...∨cm>F = <c2∨c3∨...∨cm>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  c1 ≤ c2∨c3∨...∨cm  

เพราะฉะนั้น  c1∨c3∨...∨cm ≤ c2∨c3∨...∨cm   

ขัดแยงกับ  c1∨c3∨...∨cm >< c2∨c3∨...∨cm 

นั่นคือ  c1∨<c2∨c3∨...∨cm>F ≠ <c2∨c3∨...∨cm>F 

จะแสดงวา  c2∨<c1∨c3∨...∨cm>F ≠ <c1∨c3∨...∨cm>F 

สมมติให  c2∨<c1∨c3∨...∨cm>F = <c1∨c3∨...∨cm>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  c2 ≤ c1∨c3∨...∨cm 

เพราะฉะนั้น  c2∨c3∨...∨cm ≤ c1∨c3∨...∨cm   

ขัดแยงกับ  c2∨c3∨...∨cm >< c1∨c3∨...∨cm 
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นั่นคือ  c2∨<c1∨c3∨...∨cm>F ≠ <c1∨c3∨...∨cm>F 

ดังนั้น  a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 
 

ตัวอยาง  1.24  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  210 = 2∨7∨10∨ ⎣ 6∨15∨21⎦ 

210 = 2∨7∨10∨6∨15∨21 = (2∨7)∨(10∨6∨15∨21) = 14∨10∨6∨15∨21 

เนื่องจาก  2⏐ 6∨15∨21  และ  7⏐ 6∨15∨21  ดังนั้น  14⏐ 6∨15∨21   

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  14∨<6∨15∨21>F = <6∨15∨21>F  

ดังนั้น  210 = 14∨10∨ ⎣ 6∨15∨21⎦ 
 

ตัวอยาง  1.25  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  210 = 21∨ ⎣ 6∨10∨14⎦ 

210 = 21∨6∨10∨14 = (6∨10)∨(14∨21) = 14∨21∨30    

เนื่องจาก  21⏐ 6∨10∨14 = 21⏐ 14∨30   

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  21∨<14∨30>F = <14∨30>F 

และเนื่องจาก  14 >< 30   

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  14∨<30>F ≠ <30>F  และ  30∨<14>F ≠ <14>F  

ดังนั้น  210 = 21∨ ⎣ 14∨30⎦    
    

บทแทรก  1.26  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨ ⎣(c1∨c2)∨...∨cm⎦  จะไดดังนี ้
1.  ถา  c1 < c2  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm  แลว  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦ 

2.  ถา  c1 < c3∨c4∨...∨cm  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm  แลว  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦ 

3.  ถา  c1 >< c2  และ  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  และ  c1∨c2 < c2∨c3∨...∨cm   

แลว  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦ 
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4.  ถา  c1 >< c2  และ  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  และ  c1∨c3∨...∨cm < c2∨c3∨...∨cm   

แลว  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦ 
 
 พิสูจน  1.  ให  c1 < c2  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm 

จะไดวา  c1 < c2∨c3∨...∨cm 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  c1∨<c2∨c3∨...∨cm>F = <c2∨c3∨...∨cm>F   ______(10) 

เนื่องจาก  b∨<(c1∨c2)∨...∨cm>F = <(c1∨c2)∨...∨cm>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b ≤ (c1∨c2)∨...∨cm 

เนื่องจาก  c1 < c2  จะไดวา  c1∨c2 = c2 

ดังนั้น  b ≤ c2∨c3∨...∨cm 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b∨<c2∨c3∨...∨cm>F = <c2∨c3∨...∨cm>F   ______(11) 

เนื่องจาก  c2 >< c3∨c4∨...∨cm 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  c2∨<c3∨c4∨...∨cm>F ≠ <c3∨c4∨...∨cm>F   ______(12) 

และเนื่องจาก cj∨<(c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <(c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm>F  

เมื่อ  3 ≤ j ≤ m 

ดังนั้น  cj∨<c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F  เมื่อ  3 ≤ j ≤ m   ____(13) 
เพราะฉะนั้น จาก  (10)  ถึง  (13)  
สรุปไดวา  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦ 
 

พิสูจน  2.  ให  c1 < c3∨c4∨...∨cm  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm 

จะไดวา  c1 < c2∨c3∨...∨cm 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  c1∨<c2∨c3∨...∨cm>F = <c2∨c3∨...∨cm>F   ______(14) 

เนื่องจาก  b∨<(c1∨c2)∨...∨cm>F = <(c1∨c2)∨...∨cm>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b ≤ (c1∨c2)∨...∨cm 

ดังนั้น  b ≤ c1∨(c2∨c3∨...∨cm) = c2∨c3∨...∨cm 
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โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b∨<c2∨c3∨...∨cm>F = <c2∨c3∨...∨cm>F   ______(15) 

เนื่องจาก  c2 >< c3∨c4∨...∨cm 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  c2∨<c3∨c4∨...∨cm>F ≠ <c3∨c4∨...∨cm>F   ______(16) 

ตอไปจะแสดงวา  cj∨<c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F  เมื่อ  3 ≤ j ≤ m 

สมมติให cj∨<c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F = <c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F   

สําหรับบาง  3 ≤ j ≤ m 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  cj ≤ c2∨...∨ĉj∨...∨cm   

ดังนั้น  cj ≤ (c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm   
โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา   
cj∨<(c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm>F = <(c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm>F   

ขัดแยงกับ  cj∨<(c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <(c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm>F   

เมื่อ  3 ≤ j ≤ m  

เพราะฉะนั้น  cj∨<c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F   

เมื่อ  3 ≤ j ≤ m         ______(17) 
เพราะฉะนั้น จาก  (14)  ถึง  (17)  
สรุปไดวา  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦ 
 
 พิสูจน  3.  ให  c1 >< c2  และ  c1 >< c3∨c4∨...∨cm และ  c1∨c2 < c2∨c3∨...∨cm   

จะไดวา  c1 < c2∨c3∨...∨cm 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  c1∨<c2∨c3∨...∨cm>F = <c2∨c3∨...∨cm>F   ______(18) 

เนื่องจาก  b∨<(c1∨c2)∨...∨cm>F = <(c1∨c2)∨...∨cm>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b ≤ (c1∨c2)∨...∨cm 

ดังนั้น  b ≤ c1∨(c2∨c3∨...∨cm) = c2∨c3∨...∨cm 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b∨<c2∨c3∨...∨cm>F = <c2∨c3∨...∨cm>F   ______(19) 

ตอไปจะแสดงวา  cj∨<c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F  เมื่อ  3 ≤ j ≤ m 
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สมมติให cj∨<c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F = <c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F   

สําหรับบาง  3 ≤ j ≤ m 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  cj ≤ c2∨...∨ĉj∨...∨cm   

ดังนั้น  cj ≤ (c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm   
โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา   
cj∨<(c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm>F = <(c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm>F   

ขัดแยงกับ  cj∨<(c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <(c1∨c2)∨...∨ĉj∨...∨cm>F   

เมื่อ  3 ≤ j ≤ m  

เพราะฉะนั้น  cj∨<c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <c2∨...∨ĉj∨...∨cm>F   

เมื่อ  3 ≤ j ≤ m             ______(20) 

ตอไปจะแสดงวา  c2 >< c3∨c4∨...∨cm 

สมมติให  c2 ∼ c3∨c4∨...∨cm 

ถา  c2 ≤ c3∨c4∨...∨cm  

เนื่องจาก  c1∨c2 < c2∨c3∨...∨cm   

จะไดวา  c1∨c2 < c2∨c3∨...∨cm = c3∨c4∨...∨cm 

ดังนั้น  c1 < c3∨c4∨...∨cm 

ขัดแยงกับ  c1 >< c3∨c4∨...∨cm 

ถา  c2 > c3∨c4∨...∨cm 

เนื่องจาก  c1∨c2 < c2∨c3∨...∨cm   

จะไดวา  c1∨c2 < c2∨c3∨...∨cm = c2 

ดังนั้น  c1 < c2 

ขัดแยงกับ  c1 >< c2    

เพราะฉะนั้น  c2 >< c3∨c4∨...∨cm 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  c2∨<c3∨c4∨...∨cm>F ≠ <c3∨c4∨...∨cm>F   ______(21) 
เพราะฉะนั้น จาก  (18)  ถึง  (21)  
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สรุปไดวา  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦  
 

พิสูจน  4.  ให  c1 >< c2  และ  c1 >< c3∨c4∨...∨cm   

และ  c1∨c3∨...∨cm < c2∨c3∨...∨cm   
พิสูจนในทํานองเดียวกับ  3. 
ดังนั้น  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦ 
 

ตัวอยาง  1.27  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  210 = 7∨ ⎣(5∨35)∨14∨21⎦ 

เนื่องจาก  5∨35 = 35 

จะไดวา  7∨<35∨14∨21>F = <35∨14∨21>F 

เนื่องจาก  5⏐35  จะไดวา  5⏐ 35∨14∨21 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  5∨<35∨14∨21>F = <35∨14∨21>F 

เนื่องจาก  35 >< 14∨21 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  35∨<14∨21>F ≠ <14∨21>F 

ดังนั้น  210 = 7∨5∨ ⎣ 35∨14∨21⎦ 
 

ตัวอยาง  1.28  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  210 = 3∨ ⎣(7∨5)∨14∨21⎦ 

จะไดวา  3∨<(7∨5)∨14∨21>F = <(7∨5)∨14∨21>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  3⏐ (7∨5)∨14∨21 

ดังนั้น  3⏐ 7∨(5∨14∨21) 

เนื่องจาก  7⏐ 14∨21  จะไดวา  7⏐ 5∨14∨21 

เพราะฉะนั้น  3⏐ 5∨14∨21 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  3∨<5∨14∨21>F = <5∨14∨21>F 
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เนื่องจาก  7⏐ 5∨14∨21 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  7∨<5∨14∨21>F = <5∨14∨21>F 

เนื่องจาก  5 >< 14∨21 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  5∨<14∨21>F ≠ <14∨21>F 

เนื่องจาก  14 >< 5∨21 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  14∨<5∨21>F ≠ <5∨21>F 

เนื่องจาก  21 >< 14∨5 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  21∨<14∨5>F ≠ <14∨5>F 

ดังนั้น  210 = 3∨7∨ ⎣5∨14∨21⎦ 
 

ตัวอยาง  1.29  พิจารณา  Boolean algebra  B2310 
เพราะวา  2310 = 2∨ ⎣(6∨10)∨105∨165⎦ 

จะไดวา  2∨<(6∨10)∨105∨165>F = <(6∨10)∨105∨165>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  2⏐ (6∨10)∨105∨165 

ดังนั้น  2⏐ 6∨(10∨105∨165) 

เนื่องจาก  6∨10⏐ 10∨105∨165  จะไดวา  6⏐ 10∨105∨165 

เพราะฉะนั้น  2⏐ 10∨105∨165 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  2∨<10∨105∨165>F = <10∨105∨165>F 

เนื่องจาก  6⏐ 10∨105∨165 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  6∨<10∨105∨165>F = <10∨105∨165>F 

เนื่องจาก  10 >< 105∨165 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  10∨<105∨165>F ≠ <105∨165>F 

เนื่องจาก  105 >< 10∨165  

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  105∨<10∨165>F ≠ <10∨165>F 

เนื่องจาก  165 >< 10∨105  
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โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  165∨<10∨105>F ≠ <10∨105>F 

ดังนั้น  210 = 2∨6∨ ⎣10∨105∨165⎦ 
 

ตัวอยาง  1.30  พิจารณา  Boolean algebra  B2310 
เพราะวา  2310 = 2∨ ⎣(15∨10)∨21∨33⎦ 

จะไดวา  2∨<(15∨10)∨21∨33>F = <(15∨10)∨21∨33>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  2⏐ (15∨10)∨21∨33 

ดังนั้น  2⏐ 15∨(10∨21∨33) 

เนื่องจาก  15∨21∨33⏐ 10∨21∨33  จะไดวา  15⏐ 10∨21∨33 

เพราะฉะนั้น  2⏐ 10∨21∨33 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  2∨<10∨21∨33>F = <10∨21∨33>F 

เนื่องจาก  15⏐ 10∨21∨33 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  15∨<10∨21∨33>F = <10∨21∨33>F 

เนื่องจาก  10 >< 21∨33 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  10∨<21∨33>F ≠ <21∨33>F 

เนื่องจาก  21 >< 10∨33  

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  21∨<10∨33>F ≠ <10∨33>F 

เนื่องจาก  33 >< 10∨21  

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  33∨<10∨21>F ≠ <10∨21>F 

ดังนั้น  2310 = 2∨15∨ ⎣10∨21∨33⎦ 
 
 บทแทรก  1.31  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨ ⎣(c1∨c2)∨...∨cm⎦  จะไดดังนี ้
1.  ถา  c2 < c1  และ  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  แลว  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 

2.  ถา  c2 < c3∨c4∨...∨cm  และ  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  แลว  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 
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3.  ถา  c2 >< c1  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm  และ  c2∨c1 < c1∨c3∨...∨cm   

แลว  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 

4.  ถา  c2 >< c1  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm  และ  c2∨c3∨...∨cm < c1∨c3∨...∨cm   

แลว  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 
 
 พิสูจน  1.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  1.26.1 
ดังนั้น  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 
 
 พิสูจน  2.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  1.26.2 
ดังนั้น  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 
 
 พิสูจน  3.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  1.26.3 
ดังนั้น  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 
 
 พิสูจน  4.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  1.26.4 
ดังนั้น  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 
 

ตัวอยาง  1.32  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  210 = 7∨ ⎣ (15∨3)∨10∨35⎦ 

เนื่องจาก  15∨3 = 15 

จะไดวา  7∨<15∨10∨35>F = <15∨10∨35>F 

เนื่องจาก  3⏐15  จะไดวา  3⏐ 15∨10∨35 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  3∨<15∨10∨35>F = <15∨10∨35>F 

เนื่องจาก  15 >< 10∨35 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  15∨<10∨35>F ≠ <10∨35>F 

ดังนั้น  210 = 7∨3∨ ⎣15∨10∨35⎦ 
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ตัวอยาง  1.33  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  210 = 3∨ ⎣(7∨5)∨10∨15⎦ 

จะไดวา  3∨<(7∨5)∨10∨15>F = <(7∨5)∨10∨15>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  3⏐ (7∨5)∨10∨15 

ดังนั้น  3⏐ 5∨(7∨10∨15) 

เนื่องจาก  5⏐ 10∨15  จะไดวา  5⏐ 7∨10∨15 

เพราะฉะนั้น  3⏐ 7∨10∨15 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  3∨<7∨10∨15>F = <7∨10∨15>F 

เนื่องจาก  5⏐ 7∨10∨15 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  5∨<7∨10∨15>F = <7∨10∨15>F 

เนื่องจาก  7 >< 10∨15 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  7∨<10∨15>F ≠ <10∨15>F 

เนื่องจาก  10 >< 7∨15 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  10∨<7∨15>F ≠ <7∨15>F 

เนื่องจาก  15 >< 10∨7 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  15∨<10∨7>F ≠ <10∨7>F 

ดังนั้น  210 = 3∨5∨ ⎣7∨10∨15⎦ 
 

ตัวอยาง  1.34  พิจารณา  Boolean algebra  B2310 
เพราะวา  2310 = 2∨ ⎣(6∨15)∨70∨110⎦ 

จะไดวา  2∨<(6∨15)∨70∨110>F = <(6∨15)∨70∨110>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  2⏐ (6∨15)∨70∨110 

ดังนั้น  2⏐ 15∨(6∨70∨110) 

เนื่องจาก  6∨15⏐ 6∨70∨110  จะไดวา  15⏐ 6∨70∨110 

เพราะฉะนั้น  2⏐ 6∨70∨110 
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โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  2∨<6∨70∨110>F = <6∨70∨110>F 

เนื่องจาก  15⏐ 6∨70∨110 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  15∨<6∨70∨110>F = <6∨70∨110>F 

เนื่องจาก  6 >< 70∨110 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  6∨<70∨110>F ≠ <70∨110>F 

เนื่องจาก  70 >< 6∨110  

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  70∨<6∨110>F ≠ <6∨110>F 

เนื่องจาก  110 >< 6∨70  

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  110∨<6∨70>F ≠ <6∨70>F 

ดังนั้น  2310 = 2∨15∨ ⎣6∨70∨110⎦ 
 

ตัวอยาง  1.35  พิจารณา  Boolean algebra  B2310 
เพราะวา  2310 = 2∨ ⎣(6∨15)∨35∨55⎦ 

จะไดวา  2∨<(6∨15)∨35∨55>F = <(6∨15)∨35∨55>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  2⏐ (6∨15)∨35∨55 

ดังนั้น  2⏐ 15∨(6∨35∨55) 

เนื่องจาก  15∨35∨55⏐ 6∨35∨55  จะไดวา  15⏐ 6∨35∨55 

เพราะฉะนั้น  2⏐ 6∨35∨55 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  2∨<6∨35∨55>F = <6∨35∨55>F 

เนื่องจาก  15⏐ 6∨35∨55 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  15∨<6∨35∨55>F = <6∨35∨55>F 

เนื่องจาก  6 >< 35∨55 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  6∨<35∨55>F ≠ <35∨55>F 

เนื่องจาก  35 >< 6∨55  

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  35∨<6∨55>F ≠ <6∨55>F 
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เนื่องจาก  55 >< 6∨35  

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  55∨<6∨35>F ≠ <6∨35>F 

ดังนั้น  2310 = 2∨15∨ ⎣6∨35∨55⎦ 
 
 บทแทรก  1.36  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨ ⎣(c1∨c2)∨...∨cm⎦  ถา  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm   

และ  c1∨c3∨...∨cm = c2∨c3∨...∨cm   

แลว  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦  และ  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 
 
 พิสูจน  พิสูจนเหมือนกับทฤษฎีบท  1.23.3   
ดังนั้น  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦  และ  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 
 

ตัวอยาง  1.37  พิจารณา  Boolean algebra  B2310 
เพราะวา  2310 = 2∨ ⎣(10∨15)∨42∨66⎦ 

จะไดวา  2∨<(10∨15)∨42∨66>F = <(10∨15)∨42∨66>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  2⏐ (10∨15)∨42∨66 

ดังนั้น  2⏐ 10∨(15∨42∨66)  และ  2⏐ 15∨(10∨42∨66) 

เนื่องจาก  10∨42∨66 = 15∨42∨66   

จะไดวา  10⏐ 15∨42∨66  และ  15⏐ 10∨42∨66 

เพราะฉะนั้น  2⏐ 15∨42∨66  และ  2⏐ 10∨42∨66 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  2∨<15∨42∨66>F = <15∨42∨66>F   

และ  2∨<10∨42∨66>F = <10∨42∨66>F 

เนื่องจาก  10⏐ 15∨42∨66  และ  15⏐ 10∨42∨66 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  10∨<15∨42∨66>F = <15∨42∨66>F   

และ  15∨<10∨42∨66>F = <10∨42∨66>F 



 54

เนื่องจาก  10 >< 42∨66  และ  15 >< 42∨66 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  10∨<42∨66>F ≠ <42∨66>F   

และ  15∨<42∨66>F ≠ <42∨66>F 

เนื่องจาก  42 >< 10∨66  และ  42 >< 15∨66 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  42∨<10∨66>F ≠ <10∨66>F   

และ  42∨<15∨66>F ≠ <15∨66>F 

เนื่องจาก  66 >< 10∨42  และ  66 >< 15∨42 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  66∨<10∨42>F ≠ <10∨42>F   

และ  66∨<15∨42>F ≠ <15∨42>F 

ดังนั้น  2310 = 2∨10∨ ⎣15∨42∨66⎦  และ  2310 = 2∨15∨ ⎣10∨42∨66⎦ 
 
 บทแทรก  1.38  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨ ⎣(c1∨c2)∨...∨cm⎦  ถา  c1∨c3∨...∨cm >< c2∨c3∨...∨cm 

แลว  a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 
 
 พิสูจน  พิสูจนเหมือนกับทฤษฎีบท  1.23.3 
ดังนั้น  a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 
 

ตัวอยาง  1.39  พิจารณา  Boolean algebra  B2310 
เพราะวา  2310 = 2∨ ⎣(6∨10)∨14∨22)⎦ 

ถาสมมติให  6∨<10∨14∨22>F = <10∨14∨22>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  6⏐ 10∨14∨22 

ดังนั้น  6∨14∨22⏐ 10∨14∨22  ขัดแยงกับ  6∨14∨22 >< 10∨14∨22 

เพราะฉะนั้น  6∨<10∨14∨22>F ≠ <10∨14∨22>F 

ถาสมมติให  10∨<6∨14∨22>F = <6∨14∨22>F 
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โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  10⏐ 6∨14∨22 

ดังนั้น  10∨14∨22⏐ 6∨14∨22  ขัดแยงกับ  10∨14∨22 >< 6∨14∨22 

เพราะฉะนั้น  10∨<6∨14∨22>F ≠ <6∨14∨22>F 

ดังนั้น  2310 = 2∨ ⎣ 6∨10∨14∨22⎦ 
 
 บทแทรก  1.40  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

1.  a = b1∨b2∨...∨bn∨ ⎣c1∨c2...∨cm⎦    

ก็ตอเมื่อ  a = (...((b1∨b2)∨b3)∨...∨bn)∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 

2.  ถา  a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦  แลว  a = b∨ ⎣(...((c1∨c2)∨c3)∨...∨cm)⎦ 

3.  ถา  a = b∨ ⎣(...((c1∨c2)∨c3)∨...∨cm)⎦   แลว  a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦    

หรือ  a = b∨
1i

c ∨
2i

c ∨…∨
jic ∨ ⎣

j21 iii c...cc ∨∨∨ ⎦   

สําหรับบาง  {i1, i2, ..., ij} ⊆ {1, 2, ..., m}  เมื่อ  1 ≤ j < m 

โดยที่  
j21 iii c...cc ∨∨∨ = c1∨...∨

1i
ĉ ∨...∨

2i
ĉ ∨...∨

jiĉ ∨...∨cm   
  
 พิสูจน  1.  พิสูจนโดยอาศยัทฤษฎีบท  1.23.1 
 
 พิสูจน  2.  พิสูจนโดยอาศยัทฤษฎีบท  1.23.2 
 
 พิสูจน  3.  พิสูจนโดยอาศยัทฤษฎีบท  1.23.3 
 
 บทแทรก  1.41  ให  B  เปน  finite Boolean algebra  และ  a ∈ B 
ถา  a = b∨ ⎣(...((c1∨c2)∨c3)∨...∨cm)⎦  และ  c1,...,cm  เปน  atom  ที่แตกตางกัน   

แลว  a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 
 
 พิสูจน  ให  a = b∨ ⎣(...((c1∨c2)∨c3)∨...∨cm)⎦ 

เนื่องจาก  b∨<(...((c1∨c2)∨c3)∨...∨cm)>F = <(...((c1∨c2)∨c3)∨...∨cm)>F 
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โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b ≤ (...((c1∨c2)∨c3)∨...∨cm) 

เพราะฉะนั้น  b ≤ (c1∨c2∨...∨cm-1)∨cm 
เนื่องจาก  c1,...,cm  เปน  atom  ที่แตกตางกัน 
ดังนั้น  (c1∨c2∨...∨cm-1) >< cm 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  cm∨<(c1∨c2∨...∨cm-1)>F ≠ <(c1∨c2∨...∨cm-1)>F 

และ  (c1∨c2∨...∨cm-1)∨<cm>F ≠ <cm>F 

นั่นคือ  a = b∨ ⎣(c1∨c2∨...∨cm-1)∨cm⎦ 
เนื่องจาก  c1,...,cm  เปน  atom  ที่แตกตางกัน 
ดังนั้น  (c1∨c2∨...∨cm-2)∨cm >< cm-1∨cm 

โดยบทแทรก  1.38  จะไดวา  a = b∨ ⎣(c1∨c2∨...∨cm-2)∨cm-1∨cm⎦ 
ในทํานองเดียวกัน ดําเนนิการไปจนกระทั่งได 
a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 
 

ตัวอยาง  1.42  พิจารณา  Boolean algebra  B2310 
เพราะวา  2310 = 10∨ ⎣((((2∨3)∨5)∨7)∨11)⎦ 

จะไดวา  10∨<((((2∨3)∨5)∨7)∨11)>F = <((((2∨3)∨5)∨7)∨11)>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  10⏐ ((((2∨3)∨5)∨7)∨11) 

ดังนั้น  10⏐ 2∨3∨5∨7∨11 
เนื่องจาก  2,3,5,7,11  เปน  atom  ที่แตกตางกัน 
ดังนั้น  2∨<3∨5∨7∨11>F ≠ <3∨5∨7∨11>F   

และ  3∨<2∨5∨7∨11>F ≠ <2∨5∨7∨11>F 

และ  5∨<2∨3∨7∨11>F ≠ <2∨3∨7∨11>F 

และ  7∨<2∨3∨5∨11>F ≠ <2∨3∨5∨11>F 

และ  11∨<2∨3∨5∨7>F ≠ <2∨3∨5∨7>F  

นั่นคือ  2310 = 10∨ ⎣2∨3∨5∨7∨11⎦ 
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 ทฤษฎีบท  1.43  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 
สมมติให  a = b∨ ⎣c⎦  จะไดวา  a = c∨ ⎣b⎦  ก็ตอเมื่อ  b = c 
 
 พิสูจน  ให  a = b∨ ⎣c⎦  จะไดวา  b∨<c>F = <c>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b ≤ c 

สมมติให  a = c∨ ⎣b⎦  จะไดวา  c∨<b>F = <b>F   

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  c ≤ b 
ดังนั้น  b = c 
ในทางกลับกนั  สมมติให  b = c  จะได  c ≤ b 

ดังนั้น  a = c∨ ⎣b⎦ 
 

ตัวอยาง  1.44  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  <6∨14>F = <42>F = {42,210}  และ  <6∨21>F = <42>F = {42,210} 

ดังนั้น  (6∨14)∨ <6∨21>F = {42∨42,42∨210} = {42,210} = <42>F = <6∨21>F 

และ  (6∨21)∨ <6∨14>F = {42∨42,42∨210} = {42,210} = <42>F = <6∨14>F  

เพราะฉะนั้น  42 = (6∨14)∨ ⎣ 6∨21⎦  และ  42 = (6∨21)∨ ⎣ 6∨14⎦ 
 
 ทฤษฎีบท  1.45  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨ ⎣c∨d⎦  จะไดดังนี ้

1.  ถา  b > d  และ  b∨d = c∨d  แลว  a = c∨d∨ ⎣b⎦ 

2.  ถา  b >< d  และ  b∨d = c∨d  ก็ตอเมื่อ  a = c∨ ⎣b∨d⎦ 
 
 พิสูจน  1.  ให  a = b∨ ⎣c∨d⎦  
สมมติให  b > d  และ  b∨d = c∨d  

จะไดวา  b = b∨d 
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เนื่องจาก  b∨d = c∨d 

ดังนั้น  b = c∨d 

โดย ทฤษฎีบท  1.43  จะไดวา  a = c∨d∨ ⎣b⎦ 
 
 พิสูจน  2.  ให  a = b∨ ⎣c∨d⎦ 

สมมติให  b >< d  และ  b∨d = c∨d 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  b∨<d>F ≠ <d>F  และ  d∨<b>F ≠ <b>F 

เนื่องจาก  c ≤ c∨d  และ  b∨d = c∨d 

ดังนั้น  c ≤ b∨d 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  c∨<b∨d>F = <b∨d>F   

นั่นคือ  a = c∨ ⎣b∨d⎦ 

ในทางกลับกนั  สมมติให  a = b∨ ⎣c∨d⎦ = c∨ ⎣b∨d⎦   

จะไดวา  b∨<c∨d>F = <c∨d>F  และ  c∨<b∨d>F = <b∨d>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b ≤ c∨d  และ  c ≤ b∨d 

ดังนั้น  b∨d ≤ c∨d  และ  c∨d ≤ b∨d 

นั่นคือ  b∨d = c∨d 

เนื่องจาก  a = c∨ ⎣b∨d⎦ 

โดย ทฤษฎีบท  1.19  จะไดวา  b >< d 
 

ตัวอยาง  1.46  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  42 = 2∨21∨ ⎣6∨14⎦ 

โดย ทฤษฎีบท  1.23.1  จะไดวา  2∨21∨ ⎣6∨14⎦ = 42∨ ⎣6∨14⎦ 

เนื่องจาก  42 = 42∨14  และ  42∨14 = 6∨14 

ดังนั้น  42 = 6∨14 

โดย ทฤษฎีบท  1.43  จะไดวา  42 = 6∨14∨ ⎣42⎦ 
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ดังนั้น  42 = 6∨14∨ ⎣2∨21⎦ 
 

ตัวอยาง  1.47  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  42 = 6∨ ⎣ 14∨21⎦ 

เนื่องจาก  14∨21 = 6∨21  ดังนั้น  14⏐ 6∨21 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  14∨ <6∨21>F = <6∨21>F 

เนื่องจาก  6 >< 21   

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  6∨ <21>F ≠ <21>F  และ  21∨ <6>F ≠ <6>F 

ดังนั้น  42 = 14∨ ⎣ 6∨21⎦ 
     
 ทฤษฎีบท  1.48  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨c∨ ⎣d⎦  จะไดดังนี ้

1.  a = b∨d∨ ⎣c⎦  ก็ตอเมื่อ  c = d 

2.  ถา  b >< c  และ  b∨c = d   ก็ตอเมื่อ  a = d∨ ⎣b∨c⎦ 
 
 พิสูจน  1.  ให  a = b∨c∨ ⎣d⎦ 

จะไดวา  b∨<d>F = <d>F  และ  c∨<d>F = <d>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b ≤ d  และ  c ≤ d 

สมมติให  a = b∨d∨ ⎣c⎦   

จะไดวา  b∨<c>F = <c>F  และ  d∨<c>F = <c>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b ≤ c  และ  d ≤ c 
เพราะฉะนั้น  c = d 
ในทางกลับกนั  สมมติให  c = d 
เนื่องจาก  b ≤ d  ดังนั้น  b ≤ c 

นั่นคือ  a = b∨d∨ ⎣c⎦ 
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 พิสูจน  2.  สมมติให  b >< c  และ  b∨c = d 

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  b∨<c>F ≠ <c>F  และ  c∨<b>F ≠ <b>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  d∨<b∨c>F = <b∨c>F 

ดังนั้น  a = d∨ ⎣b∨c⎦ 

ในทางกลับกนั  สมมติให  a = b∨c∨ ⎣d⎦ = d∨ ⎣b∨c⎦   

จะไดวา  b∨<d>F = <d>F  และ  c∨<d>F = <d>F  และ  d∨<b∨c>F = <b∨c>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  b ≤ d  และ  c ≤ d  และ  d ≤ b∨c 

ดังนั้น  b∨c ≤ d  และ  d ≤ b∨c 

นั่นคือ  b∨c = d 

เนื่องจาก  a = d∨ ⎣b∨c⎦ 

โดย ทฤษฎีบท  1.19  จะไดวา  b >< c 
 

ตัวอยาง  1.49  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  70 = 5∨10∨7∨ ⎣ 14∨35⎦ 

โดย ทฤษฎีบท  1.23.1  จะไดวา  5∨10∨7∨ ⎣ 14∨35⎦ = 5∨70∨ ⎣ 14∨35⎦ 

เนื่องจาก  5∨ <14∨35>F = <14∨35>F 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  5⏐ 14∨35 

เนื่องจาก  70 = 14∨35  ดังนั้น  5⏐70 

โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  5∨ <70>F = <70>F 

นั่นคือ  70 = 5∨(14∨35)∨ ⎣70⎦ = 5∨(14∨35)∨ ⎣ 10∨7⎦ 
 

ตัวอยาง  1.50  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  70 = 5∨14∨ ⎣ 2∨35⎦ 

โดย ทฤษฎีบท  1.23.2  จะไดวา  5∨14∨ ⎣ 2∨35⎦ = 5∨14∨ ⎣70⎦ 

เนื่องจาก  5∨14 = 70    
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โดย ทฤษฎีบท  1.11  จะไดวา  70∨ <5∨14>F = <5∨14>F 

เนื่องจาก  5 >< 14   

โดย บทแทรก  1.14  จะไดวา  5∨ <14>F ≠ <14>F  และ  14∨ <5>F ≠ <5>F 

ดังนั้น  70 = 70∨ ⎣ 5∨14⎦ 

โดย ทฤษฎีบท  1.23.1  จะไดวา  70 = 2∨35∨ ⎣ 5∨14⎦ 
 
2.  การแยกตัวประกอบแบบ  join  โดยใช  Boolean principal ideal 
 
 ในหวัขอนี้จะทําการวิเคราะหการแยกตวัประกอบบน  Boolean algebra  ซ่ึงแยกในรปูแบบ
ที่มีตัวดําเนินการ  join  เปนตวัเชื่อม  และไดใช  Boolean principal ideal  มาใชแบงกลุมของตัว
ประกอบ  และลดทอนใหเหลือนอยที่สุด  และใชเปนเกณฑในการเปลี่ยนชุดตวัประกอบที่ยังทาํให
ไดผลลัพธเดิมเทากัน 
  
 ทฤษฎีบท  2.1  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B   

จะไดวา  <a>I ∪ <b>I ⊆ <a∨b>I 
 
 พิสูจน  ให x ∈ <a>I ∪ <b>I 

จะไดวา  x ≤ a  หรือ  x ≤ b 

ดังนั้น  x ≤ a∨b 

นั่นคือ  x ∈ <a∨b>I 
 
 บทแทรก  2.2  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 

ถา  a ∼ b  แลว  <a>I ∪ <b>I = <a∨b>I 
 
 พิสูจน  สมมติให  a ∼ b 

ถา  a ≤ b 

ให  x ∈ <a∨b>I   
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จะไดวา  x ≤ a∨b = b 

ดังนั้น  x ∈ <b>I ⊆ <a>I ∪ <b>I 

นั่นคือ  <a∨b>I ⊆ <a>I ∪ <b>I 

โดย  ทฤษฎีบท  2.1  จะไดวา  <a>I ∪ <b>I = <a∨b>I 

ถา  b < a 

ให  x ∈ <a∨b>I   

จะไดวา  x ≤ a∨b = a 

ดังนั้น  x ∈ <a>I ⊆ <a>I ∪ <b>I 

นั่นคือ  <a∨b>I ⊆ <a>I ∪ <b>I 

โดย  ทฤษฎีบท  2.1  จะไดวา  <a>I ∪ <b>I = <a∨b>I 
 
 บทนิยาม  2.3  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 

กําหนดให  a∨<b>I = { a∨c ⏐ c ∈ B  และ  c ≤ b } 
 
 ทฤษฎีบท  2.4  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B  โดยที่  a ≠ 0B 

  a∨<b>I ⊂ <a∨b>I 
 
 พิสูจน  ให  x ∈ a∨<b>I 

จะมี  c ≤ b  ที่ทําให  x = a∨c 

เนื่องจาก  c ≤ b 

ดังนั้น  x = a∨c ≤ a∨b 

นั่นคือ  x ∈ <a∨b>I 

เพราะฉะนั้น  a∨<b>I ⊂ <a∨b>I 
 
 ขอสังเกต  2.5  a∨<b>I ≠ <a∨b>I  เพราะวา  0B ∉ a∨<b>I 
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 ทฤษฎีบท  2.6  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 
จะไดวา  a ≤ b  ก็ตอเมื่อ  <a∨b>I = <b>I 
 
 พิสูจน  ให  a ≤ b 

เนื่องจาก  <b>I ⊆ <a>I ∪ <b>I 
โดย  ทฤษฎีบท  2.1  จะไดวา  <b>I ⊆ <a∨b>I 
จะแสดงวา  <a∨b>I = <b>I 

เพียงพอทีจ่ะแสดงวา  <a∨b>I ⊆ <b>I 
ให  x ∈ <a∨b>I 
จะได  x ≤ a∨b 

ดังนั้น  x ≤ a∨b = b 

นั่นคือ  x ∈ <b>I 

สรุปไดวา  <a∨b>I = <b>I 

ในทางกลับกนั สมมติให  <a∨b>I = <b>I 

จะไดวา  a∨b = b 

ดังนั้น  a ≤ b 
 
 บทแทรก  2.7  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 

จะไดวา  a ≤ b  ก็ตอเมื่อ  a∨<b>I ⊂ <b>I 
 
 พิสูจน  ให  a ≤ b 

โดย  ทฤษฎีบท  2.6  จะไดวา  <a∨b>I = <b>I 

โดย  ทฤษฎีบท  2.4  จะไดวา  a∨<b>I ⊂ <b>I 

ในทางกลับกนั สมมติให  a∨<b>I ⊂ <b>I 

เนื่องจาก a = a∨0B  และ  0B ≤ b 
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ดังนั้น  a ∈ a∨<b>I 

เพราะฉะนั้น  a ∈ <b>I 

นั่นคือ  a ≤ b 
 

บทแทรก  2.8  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 

จะไดวา  a > b  หรือ  a >< b  ก็ตอเมื่อ  <a∨b>I ≠ <b>I 
 
 พิสูจน  พิสูจนในทํานองเดียวกับบทแทรก  1.14 
 

บทนิยาม  2.9  ให  B  เปน  Boolean algebra  ให  a ∈ B  และ  a ≠ 0B   
จะเรียกวา  a  มีการแยกตัวประกอบแบบ  join  โดยใช  BPI ( Boolean principal ideal)  ถามีสมาชิก  
bi ≠ 0B , cj ≠ 0B  ใน  B  และทั้ง  bi  และ  cj  แตกตางกันหมด  โดยที่  bi ≤ a  และ  cj ≤ a   

เมื่อ  1 ≤ i ≤ n  และ  1 ≤ j ≤ m  ซ่ึงมีสมบัติตอไปนี้  

1.  a = b1∨b2∨...∨bn∨c1∨c2∨...∨cm   

2.  <bi∨c1∨c2∨...∨cm>I = <c1∨c2∨...∨cm>I  เมื่อ  1 ≤ i ≤ n 

3.  <c1∨...∨cj∨...∨cm>I ≠ <c1∨...∨ĉj∨...∨cm>I  เมื่อ  1 ≤ j ≤ m 
โดยที่  ĉj  แทนสมาชิกที่ถูกยายออก   
แทนการแยกตวัประกอบแบบ  join  โดยใช  BPI  ของ  a   
ดวย  a = b1∨b2∨...∨bn∨ ⎡c1∨c2∨...∨cm⎤ 
และเรียกแตละ  bi  วา  inessential  factors  และเรียกแตละ  cj  วา  essential  factors  ของ  BPI   
ของ  a 
 

ทฤษฎีบท  2.10  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

ถา  a = b∨ ⎡c∨d⎤  แลว  c >< d 
 

พิสูจน  พิสูจนในทํานองเดียวกับทฤษฎีบท  1.19 
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ทฤษฎีบท  2.11  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

ถา  a = b∨ ⎡c1∨c2∨...∨cm⎤  แลว  ci >< cj  สําหรับทุก  i ≠ j 
 

พิสูจน  พิสูจนในทํานองเดียวกับทฤษฎีบท  1.21 
 

ทฤษฎีบท  2.12  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

1.  a = b1∨b2∨...∨bn∨ ⎡c1∨c2∨...∨cm⎤   ก็ตอเมื่อ  a = (b1∨b2)∨...∨bn∨ ⎡c1∨c2∨...∨cm⎤ 

2.  ถา  a = b∨ ⎡c1∨c2∨...∨cm⎤  แลว  a = b∨ ⎡(c1∨c2)∨...∨cm⎤ 

3.  ถา  a = b∨ ⎡(c1∨c2)∨...∨cm⎤  แลว  a = b∨ ⎡c1∨c2∨...∨cm⎤   

หรือ  a = b∨c1∨ ⎡c2∨c3∨...∨cm⎤  หรือ  a = b∨c2∨ ⎡c1∨c3∨...∨cm⎤ 
 
 พิสูจน  1.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท  1.23.1 
 

พิสูจน  2.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท  1.23.2 
 
 พิสูจน  3.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท  1.23.3 
 

บทแทรก  2.13  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨ ⎡(c1∨c2)∨...∨cm⎤  จะไดดังนี ้
1.  ถา  c1 < c2  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm  แลว  a = b∨c1∨ ⎡c2∨c3∨...∨cm⎤ 

2.  ถา  c1 < c3∨c4∨...∨cm  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm  แลว  a = b∨c1∨ ⎡c2∨c3∨...∨cm⎤ 

3.  ถา  c1 >< c2  และ  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  และ  c1∨c2 < c2∨c3∨...∨cm   

แลว  a = b∨c1∨ ⎡c2∨c3∨...∨cm⎤ 

4.  ถา  c1 >< c2  และ  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  และ  c1∨c3∨...∨cm < c2∨c3∨...∨cm   

แลว  a = b∨c1∨ ⎡c2∨c3∨...∨cm⎤ 
 
 พิสูจน  1.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  1.26.1 
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 พิสูจน  2.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  1.26.2 
 
 พิสูจน  3.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  1.26.3 
 
 พิสูจน  4.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  1.26.4 
 
 บทแทรก  2.14  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨ ⎡(c1∨c2)∨...∨cm⎤  จะไดดังนี ้
1.  ถา  c2 < c1  และ  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  แลว  a = b∨c2∨ ⎡c1∨c3∨...∨cm⎤ 

2.  ถา  c2 < c3∨c4∨...∨cm  และ  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  แลว  a = b∨c2∨ ⎡c1∨c3∨...∨cm⎤ 

3.  ถา  c2 >< c1  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm  และ  c2∨c1 < c1∨c3∨...∨cm   

แลว  a = b∨c2∨ ⎡c1∨c3∨...∨cm⎤ 

4.  ถา  c2 >< c1  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm  และ  c2∨c3∨...∨cm < c1∨c3∨...∨cm   

แลว  a = b∨c2∨ ⎡c1∨c3∨...∨cm⎤  
 
 พิสูจน  1.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  1.31.1 
 
 พิสูจน  2.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  1.31.2 
 
 พิสูจน  3.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  1.31.3 
 
 พิสูจน  4.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  1.31.4 
 
 บทแทรก  2.15  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨ ⎡(c1∨c2)∨...∨cm⎤  ถา  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm   

และ  c1∨c3∨...∨cm = c2∨c3∨...∨cm   

แลว  a = b∨c1∨ ⎡c2∨c3∨...∨cm⎤  และ  a = b∨c2∨ ⎡c1∨c3∨...∨cm⎤ 



 67

 พิสูจน  พิสูจนในทํานองเดียวกับบทแทรก  1.36 
 
 บทแทรก  2.16  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨ ⎡(c1∨c2)∨...∨cm⎤  ถา  c1∨c3∨...∨cm >< c2∨c3∨...∨cm 

แลว  a = b∨ ⎡c1∨c2∨...∨cm⎤ 
 
 พิสูจน  พิสูจนในทํานองเดียวกับบทแทรก 1.38 
 
 บทแทรก  2.17  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

1.  a = b1∨b2∨...∨bn ∨ ⎡c1∨c2∨...∨cm⎤    

ก็ตอเมื่อ  a = (...((b1∨b2)∨b3)∨...∨bn)∨ ⎡c1∨c2∨...∨cm⎤ 

2.  ถา  a = b∨ ⎡c1∨c2∨...∨cm⎤  แลว  a = b∨ ⎡(...((c1∨c2)∨c3)∨...∨cm)⎤ 

3.  ถา  a = b∨ ⎡(...((c1∨c2)∨c3)∨...∨cm)⎤  แลว  a = b∨ ⎡c1∨c2∨...∨cm⎤   

หรือ  a = b∨
1i

c ∨
2i

c ∨…∨
jic ∨ ⎡

j21 iii c...cc ∨∨∨ ⎤   

สําหรับบาง  {i1, i2, ..., ij} ⊆ {1, 2, ..., m}  เมื่อ  1 ≤ j < m 

โดยที่  
j21 iii c...cc ∨∨∨ = c1∨...∨

1i
ĉ ∨...∨

2i
ĉ ∨...∨

jiĉ ∨...∨cm   
 
 พิสูจน  1.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  1.40.1 
 
 พิสูจน  2.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  1.40.2 
 
 พิสูจน  3.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  1.40.3 
 
 บทแทรก  2.18  ให  B  เปน  finite Boolean algebra  และ  a ∈ B 
ถา  a = b∨ ⎡(...((c1∨c2)∨c3)∨...∨cm)⎤  และ  c1,...,cm  เปน  atom  ที่แตกตางกัน   

แลว  a = b∨ ⎡c1∨c2∨...∨cm⎤ 
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 พิสูจน  พิสูจนในทํานองเดียวกับบทแทรก  1.41 
 
 ทฤษฎีบท  2.19  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 
สมมติให  a = b∨ ⎡c⎤  แลว  a = c∨ ⎡b⎤  ก็ตอเมื่อ  b = c 
 
 พิสูจน  พิสูจนในทํานองเดียวกับทฤษฎีบท  1.43 
 
 ทฤษฎีบท  2.20  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨ ⎡c∨d⎤  จะไดดังนี ้

1.  ถา  b > d  และ  b∨d = c∨d  แลว  a = c∨d∨ ⎡b⎤ 

2.  ถา  b >< d  และ  b∨d = c∨d  ก็ตอเมื่อ  a = c∨ ⎡b∨d⎤ 
 
 พิสูจน  1.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท 1.45.1 
 
 พิสูจน  2.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท 1.45.2 
 

ทฤษฎีบท  2.21  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨c∨ ⎡d⎤  จะไดดังนี ้

1.  a = b∨d∨ ⎡c⎤  ก็ตอเมื่อ  c = d 

2.  ถา  b >< c  และ  b∨c = d  ก็ตอเมื่อ  a = d∨ ⎡b∨c⎤ 
 
 พิสูจน  1.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท  1.48.1 
 
 พิสูจน  2.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท  1.48.2 
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3.  การแยกตัวประกอบแบบ  meet  โดยใช  Boolean principal ideal 
 
 ในหวัขอนี้จะทําการวิเคราะหการแยกตวัประกอบบน  Boolean algebra  ซ่ึงแยกในรปูแบบ
ที่มีตัวดําเนินการ  meet  เปนตัวเชื่อม  และไดใช  Boolean principal ideal  มาใชแบงกลุมของตัว
ประกอบ  และลดทอนใหเหลือนอยที่สุด  และใชเปนเกณฑในการเปลี่ยนชุดตวัประกอบที่ยังทาํให
ไดผลลัพธเดิมเทากัน  
  

ทฤษฎีบท  3.1  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 

จะไดวา  <a∧b>I = <a>I ∩ <b>I 
 
 พิสูจน  ให  a,b ∈ B  

จะแสดงวา <a∧b>I ⊆ <a>I ∩ <b>I 

ให  x ∈ <a∧b>I 

จะไดวา  a∧b ≥ x   

ดังนั้น  a ≥ x  และ  b ≥ x 

เพราะฉะนั้น  x ∈ <a>I  และ  x ∈ <b>I 

นั่นคือ  x ∈ <a>I ∩ <b>I    

สรุปไดวา  <a∧b>I ⊆ <a>I ∩ <b>I  

ตอไปจะแสดงวา  <a>I ∩ <b>I ⊆ <a∧b>I 

ให  x ∈ <a>I ∩ <b>I 

จะไดวา  x ∈ <a>I  และ  x ∈ <b>I 

ดังนั้น  a ≥ x  และ  b ≥ x 

เพราะฉะนั้น  a∧b ≥ x 

นั่นคือ  x ∈ <a∧b>I 

สรุปไดวา  <a>I ∩ <b>I ⊆ <a∧b>I 

เพราะฉะนั้น  <a∧b>I = <a>I ∩ <b>I 
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ตัวอยาง  3.2  พิจารณา  Boolean algebra  B30 
จะไดวา  <15∧10>I = <5>I = {5,1} , <15>I = {15,5,3,1} , <10>I = {10,5,2,1} 

ดังนั้น  <15>I ∩ <10>I = {5,1} 

นั่นคือ  <15∧10>I = <15>I ∩ <10>I 
 

ตัวอยาง  3.3  พิจารณา  Boolean algebra  ℙ{a,b,c} 
จะไดวา  <{b,c}∧{a,c}>I = <{c}>I = {{c},∅} ,  

<{b,c}>I = {{b,c},{b},{c},∅}  และ  <{a,c}>I = {{a,c},{a},{c},∅} 

ดังนั้น  <{b,c}>I ∩ <{a,c}>I = {{c},∅} 

นั่นคือ  <{b,c}∧{a,c}>I = <{b,c}>I ∩ <{a,c}>I 
 

บทนิยาม  3.4  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 

กําหนดให  a∧<b>I = { a∧c ⏐ c ∈ B  และ  b ≥ c } 
 

ตัวอยาง  3.5  พิจารณา  Boolean algebra  B30 
จะไดวา  15∧<10>I = {15∧10 , 15∧5 , 15∧2 , 15∧1} = {5,1} 
  

ตัวอยาง  3.6  พิจารณา  Boolean algebra  ℙ{a,b,c} 
จะไดวา  {b,c}∧<{a,c}>I = {{b,c}∧{a,c}, {b,c}∧{a}, {b,c}∧{c}, {b,c}∧ ∅} = {{c},∅} 
 

ทฤษฎีบท  3.7  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 

  a∧<b>I = <a∧b>I 
  
 พิสูจน  ให  a,b ∈ B  

จะแสดงวา  a∧<b>I ⊆ <a∧b>I 

ให  x ∈ a∧<b>I 



 71

จะมี  c ∈ B  ซ่ึง  b ≥ c  ที่ทําให  x = a∧c 

เนื่องจาก  b ≥ c 

ดังนั้น  a∧b ≥ a∧c 

เพราะฉะนั้น  a∧b ≥ x 

นั่นคือ  x ∈ <a∧b>I 

สรุปไดวา  a∧<b>I ⊆ <a∧b>I 

ตอไปจะแสดงวา  <a∧b>I ⊆ a∧<b>I 

ให  x ∈ <a∧b>I 

จะไดวา  a∧b ≥ x 

ดังนั้น  x = x∧(a∧b) = (x∧a)∧b = (a∧x)∧b = a∧(x∧b) 

เนื่องจาก  b ≥ x∧b  และ  x = a∧(x∧b) 

เพราะฉะนั้น  x ∈ a∧<b>I 

สรุปไดวา  <a∧b>I ⊆ a∧<b>I 

เพราะฉะนั้น  a∧<b>I = <a∧b>I 
 

ตัวอยาง  3.8  พิจารณา  Boolean algebra  B30 
จะไดวา  15∧<6>I = {15∧6 , 15∧3 , 15∧2 , 15∧1} = {3,1} 

และ  <15∧6>I = <3>I = {3,1}  

ดังนั้น  15∧<6>I = <15∧6>I 
 

ตัวอยาง  3.9  พิจารณา  Boolean algebra  ℙ{a,b,c} 
จะไดวา  {b,c}∧<{a,b}>I = {{b,c}∧{a,b}, {b,c}∧{a}, {b,c}∧{b}, {b,c}∧ ∅}  

= {{b},∅} 

และ  <{b,c}∧{a,b}>I = <{b}>I = {{b},∅} 

ดังนั้น  {b,c}∧<{a,b}>I = <{b,c}∧{a,b}>I 
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 ขอสังเกต  3.10  จากทฤษฎบีท  3.1  และ  3.7  จะไดวา  a∧<b>I = <a>I ∩ <b>I 
 

ทฤษฎีบท  3.11  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 

จะไดวา  a ≥ b  ก็ตอเมื่อ  a∧<b>I = <b>I 
 
 พิสูจน  สมมติให  a ≥ b 

จะแสดงวา  a∧<b>I ⊆ <b>I 

ให  x ∈ a∧<b>I 

จะมี  c ∈ B  ซ่ึง  b ≥ c  ที่ทําให  x = a∧c 

เนื่องจาก  b ≥ c ≥ a∧c 

ดังนั้น  b ≥ x 

นั่นคือ  x ∈ <b>I 

สรุปไดวา  a∧<b>I ⊆ <b>I 

ตอไปจะแสดงวา  <b>I ⊆ a∧<b>I 

ให  x ∈ <b>I 

จะไดวา  b ≥ x 

เนื่องจาก  a ≥ b 

ดังนั้น  a ≥ x 

เพราะฉะนั้น  x = a∧x 

นั่นคือ  x ∈ a∧<b>I 

สรุปไดวา  <b>I ⊆ a∧<b>I 

เพราะฉะนั้น  a∧<b>I = <b>I 

ในทางกลับกนั สมมติให  a∧<b>I = <b>I  นั่นคอื  b ∈ a∧<b>I 

จะมี  c ∈ B  ซ่ึง  b ≥ c  ที่ทําให  b = a∧c 

ดังนั้น  a∧b = a∧(a∧c) = (a∧a)∧c = a∧c = b 
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เพราะฉะนั้น  a ≥ b 
 

ตัวอยาง  3.12  พิจารณา  Boolean algebra  B30 
เพราะวา  15 > 5 

จะเห็นวา  15∧<5>I = {15∧5 , 15∧1} = {5,1} = <5>I   

นั่นคือ  15∧<5>I = <5>I 

เพราะวา  10∧<2>I = {10∧2 , 10∧1} = {2,1} = <2>I   

จะเห็นวา  10 > 2 
 

ตัวอยาง  3.13  พิจารณา  Boolean algebra  ℙ{a,b,c} 
เพราะวา  {b,c}⊃{c}   

จะเห็นวา  {b,c}∧<{c}>I = {{b,c}∧{c}, {b,c}∧ ∅} = {{c},∅} = <{c}>I 

เพราะวา  {a,c}∧<{a}>I = {{a,c}∧{a}, {a,c}∧ ∅} = {{a},∅} = <{a}>I  

จะเห็นวา  {a,c}⊃{a} 
 

บทแทรก  3.14  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 

จะไดวา  a < b  หรือ  a >< b  ก็ตอเมื่อ  a∧<b>I ≠ <b>I 
 
 พิสูจน  ถา  a < b  หรือ  a >< b  จะเหน็ไดชัดวา  a∧<b>I ≠ <b>I 

ในทางกลับกนั สมมติให  a∧<b>I ≠ <b>I 

จะแสดงวา ถา  a ∼ b  แลว  a < b 

สมมติให  a ≥ b 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  a∧<b>I = <b>I 

ขัดแยงกับ  a∧<b>I ≠ <b>I 

ดังนั้น  ถา  a ∼ b  แลว  a < b 
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นั่นคือ ถา  a∧<b>I ≠ <b>I  แลว  a < b  หรือ  a >< b 
 

ตัวอยาง  3.15  พิจารณา  Boolean algebra  B30 
เพราะวา  5 < 15 

จะเห็นวา  5∧<15>I = {5∧15 , 5∧5 , 5∧3 , 5∧1} = {5,1} ≠ {15,5,3,1} = <15>I 

นั่นคือ  5∧<15>I ≠ <15>I 

เพราะวา  5 >< 6 

จะเห็นวา  5∧<6>I = {5∧6 , 5∧3 , 5∧2 , 5∧1} = {1} ≠ {6,3,2,1} = <6>I 

นั่นคือ  5∧<6>I ≠ <6>I 

เพราะวา  15∧<2>I = {15∧2 , 15∧1} = {1} ≠ {2,1} = <2>I   

จะเห็นวา  15 >< 2 

เพราะวา  3∧<6>I = {3∧6 , 3∧3 , 3∧2 , 3∧1} = {3,1} ≠ {6,3,2,1} = <6>I 

จะเห็นวา  3 < 6 
 

ตัวอยาง  3.16  พิจารณา  Boolean algebra  ℙ{a,b,c} 
เพราะวา  {c} ⊂ {a,c}   

จะเห็นวา  {c}∧<{a,c}>I = {{c}∧{a,c}, {c}∧{a}, {c}∧{c}, {c}∧ ∅} = {{c},∅}  

≠ {{a,c},{a},{c},∅} = <{a,c}>I 

นั่นคือ  {c}∧<{a,c}>I ≠ <{a,c}>I 

เพราะวา  {c} >< {a,b}   

จะเห็นวา  {c}∧<{a,b}>I = {{c}∧{a,b}, {c}∧{a}, {c}∧{b}, {c}∧ ∅} = {∅}  

≠ {{a,b},{a},{b},∅} = <{a,b}>I 

นั่นคือ  {c}∧<{a,b}>I ≠ <{a,b}>I 

เพราะวา  {a}∧<{a,c}>I = {{a}∧{a,c}, {a}∧{a}, {a}∧{c}, {a}∧ ∅} = {{a},∅}  

≠ {{a,c},{a},{c},∅} = <{a,c}>I 
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จะเห็นวา  {a} ⊂ {a,c} 

เพราะวา  {a}∧<{b,c}>I = {{a}∧{b,c}, {a}∧{b}, {a}∧{c}, {a}∧ ∅} = {∅}  

≠ {{b,c},{b},{c},∅} = <{b,c}>I 

จะเห็นวา  {a} >< {b,c} 
 

บทนิยาม  3.17  ให  B  เปน  Boolean algebra  ให  a ∈ B  และ  a ≠ 1B   
จะเรียกวา  a  มีการแยกตัวประกอบแบบ  meet  โดยใช  BPI ( Boolean principal ideal)  ถามีสมาชิก  
bi ≠ 1B , cj ≠ 1B  ใน  B  และทั้ง  bi  และ  cj  แตกตางกันหมด  โดยที่  bi ≥ a  และ  cj ≥ a   

เมื่อ  1 ≤ i ≤ n  และ  1 ≤ j ≤ m  ซ่ึงมีสมบัติตอไปนี้  

1.  a = b1∧b2∧...∧bn∧c1∧c2∧...∧cm   

2.  bi∧<c1∧c2∧...∧cm>I = <c1∧c2∧...∧cm>I  เมื่อ  1 ≤ i ≤ n 

3.  cj∧<c1∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <c1∧...∧ĉj∧...∧cm>I  เมื่อ  1 ≤ j ≤ m 
โดยที่  ĉj  แทนสมาชิกที่ถูกยายออก  
แทนการแยกตวัประกอบแบบ  meet  โดยใช  BPI  ของ  a   
ดวย  a = b1∧b2∧...∧bn∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤    
และเรียกแตละ  bi  วา  inessential  factors  และเรียกแตละ  cj  วา  essential  factors  ของ  BPI   
ของ  a 
 

ตัวอยาง  3.18  พิจารณา  Boolean algebra  B30  จะไดวา  1 = 15∧6∧ ⎡ 5∧3 ⎤ 

เพราะวา  1.  1 = 15∧6∧5∧3  และ   

2.  15∧<5∧3>I = 15∧<1>I = {15∧1} = {1} = <1>I = <5∧3>I 

     6∧<5∧3>I = 6∧<1>I = {6∧1} = {1} = <1>I = <5∧3>I 

3.  5∧<3>I = {5∧3 , 5∧1} = {1} ≠ {3,1} = <3>I 

     3∧<5>I = {3∧5 , 3∧1} = {1} ≠ {5,1} = <5>I 

ดังนั้น  1 = 15∧6∧ ⎡ 5∧3 ⎤ 
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ทฤษฎีบท  3.19  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

ถา  a = b∧ ⎡c∧d⎤  แลว  c >< d 
 

พิสูจน  สมมติให  a = b∧ ⎡c∧d⎤ 

จะไดวา  c∧<d>I ≠ <d>I  และ  d∧<c>I ≠ <c>I 

โดย บทแทรก  3.14 จะไดวา  c < d  หรือ  c >< d 

สมมติวา  c < d 

โดย ทฤษฎีบท  3.11 จะไดวา  d∧<c>I = <c>I 

ขัดแยงกับ  d∧<c>I ≠ <c>I 

ดังนั้น  c >< d 
 

ตัวอยาง  3.20  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  7 = 70∧ ⎡ 35∧14 ⎤  จะเห็นวา  35 >< 14 

เพราะวา  5 = 70∧ ⎡ 35∧10 ⎤  จะเห็นวา  35 >< 10 

เพราะวา  3 = 105∧ ⎡ 21∧6 ⎤  จะเห็นวา  21 >< 6 

เพราะวา  2 = 42∧ ⎡ 14∧6 ⎤  จะเห็นวา  14 >< 6 
 

ทฤษฎีบท  3.21  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

ถา  a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤  แลว  ci >< cj  สําหรับทุก  i ≠ j 
 

พิสูจน  สมมติให  a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 

โดย ทฤษฎีบท  3.19  จะไดวา  ck >< (c1∧...∧ĉk∧...∧cm)  ทุก  1 ≤ k ≤ m 

สมมติให  ci ∼ cj  สําหรับบาง  i ≠ j 

กรณี  ci > cj 

จะได  ci > cj ≥ c1∧...∧ĉi∧...∧cm 
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ดังนั้น  ci > c1∧...∧ĉi∧...∧cm 

เพราะฉะนั้น  ci ∼ (c1∧...∧ĉi∧...∧cm) 

ขัดแยงกับ  ci >< c1∧...∧ĉi∧...∧cm 

กรณี  ci < cj 

จะได  cj > ci ≥ c1∧...∧ĉj∧...∧cm 

ดังนั้น  cj > c1∧...∧ĉj∧...∧cm 

เพราะฉะนั้น  cj ∼ (c1∧...∧ĉj∧...∧cm) 

ขัดแยงกับ  cj >< c1∧...∧ĉj∧...∧cm 

สรุปไดวา  ci >< cj  เมื่อ  i ≠ j 
 

ตัวอยาง  3.22  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  1 = 42∧ ⎡ 35∧21∧15 ⎤  จะเหน็วา  35 >< 21  และ  35 >< 15  และ  21 >< 15 

เพราะวา  7 = 21∧ ⎡ 105∧70∧42 ⎤  จะเหน็วา  105 >< 70  และ 105 >< 42 และ 70 >< 42 
 

ทฤษฎีบท  3.23  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

1.  a = b1∧b2∧...∧bn∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤   ก็ตอเมื่อ  a = (b1∧b2)∧...∧bn∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 

2.  ถา  a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤  แลว  a = b∧ ⎡(c1∧c2)∧...∧cm⎤ 

3.  ถา  a = b∧ ⎡(c1∧c2)∧...∧cm⎤  แลว  a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤   

หรือ  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤  หรือ  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 
 
 พิสูจน  1.  สมมติให  a = b1∧b2∧...∧bn∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 

จะไดวา  bi∧<c1∧c2∧...∧cm>I = <c1∧c2∧...∧cm>I  เมื่อ  1 ≤ i ≤ n 

และ  cj∧<c1∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <c1∧...∧ĉj∧...∧cm>I  เมื่อ  1 ≤ j ≤ m 

จะแสดงวา  a = (b1∧b2)∧...∧bn∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 

เพียงพอทีจ่ะแสดงวา  (b1∧b2)∧<c1∧c2∧...∧cm>I = <c1∧c2∧...∧cm>I 
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เนื่องจาก  b1∧<c1∧c2∧...∧cm>I = <c1∧c2∧...∧cm>I 

และ  b2∧<c1∧c2∧...∧cm>I = <c1∧c2∧...∧cm>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b1 ≥ c1∧c2∧...∧cm  และ  b2 ≥ c1∧c2∧...∧cm 

ดังนั้น  b1∧b2 ≥ c1∧c2∧...∧cm 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  (b1∧b2)∧<c1∧c2∧...∧cm>I = <c1∧c2∧...∧cm>I 

นั่นคือ  a = (b1∧b2)∧...∧bn∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 

ในทางกลับกนั สมมติให  a = (b1∧b2)∧...∧bn∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 

จะไดวา  bi∧<c1∧c2∧...∧cm>I = <c1∧c2∧...∧cm>I  เมื่อ  3 ≤ i ≤ n 

และ  (b1∧b2)∧<c1∧c2∧...∧cm>I = <c1∧c2∧...∧cm>I 

และ  cj∧<c1∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <c1∧...∧ĉj∧...∧cm>I  เมื่อ  1 ≤ j ≤ m 

จะแสดงวา  b1∧<c1∧c2∧...∧cm>I = <c1∧c2∧...∧cm>I 

และ  b2∧<c1∧c2∧...∧cm>I = <c1∧c2∧...∧cm>I 

เนื่องจาก  (b1∧b2)∧<c1∧c2∧...∧cm>I = <c1∧c2∧...∧cm>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b1∧b2 ≥ c1∧c2∧...∧cm       

เพราะฉะนั้น  b1 ≥ c1∧c2∧...∧cm  และ  b2 ≥ c1∧c2∧...∧cm     

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b1∧<c1∧c2∧...∧cm>I = <c1∧c2∧...∧cm>I 

และ  b2∧<c1∧c2∧...∧cm>I = <c1∧c2∧...∧cm>I 

นั่นคือ  a = b1∧b2∧...∧bn∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 
 

พิสูจน  2.  สมมติให  a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 

จะไดวา  b∧<c1∧c2∧...∧cm>I = <c1∧c2∧...∧cm>I 

และ  cj∧<c1∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <c1∧...∧ĉj∧...∧cm>I  เมื่อ  1 ≤ j ≤ m 

จะแสดงวา  (c1∧c2)∧<c3∧c4∧...∧cm>I ≠ <c3∧c4∧...∧cm>I 

สมมติให  (c1∧c2)∧<c3∧c4∧...∧cm>I = <c3∧c4∧...∧cm>I 
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โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  c1∧c2 ≥ c3∧c4∧...∧cm 

ดังนั้น  c1∧c2 ≥ c2∧c3∧...∧cm 

เพราะฉะนั้น  c1 ≥ c2∧c3∧...∧cm 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  c1∧<c2∧c3∧...∧cm>I = <c2∧c3∧...∧cm>I 

ขัดแยงกับ  c1∧<c2∧c3∧...∧cm>I ≠ <c2∧c3∧...∧cm>I 

ดังนั้น  (c1∧c2)∧<c3∧c4∧...∧cm>I ≠ <c3∧c4∧...∧cm>I 

สรุปไดวา  a = b∧ ⎡(c1∧c2)∧...∧cm⎤ 
 

พิสูจน  3.  สมมติให  a = b∧ ⎡(c1∧c2)∧...∧cm⎤ 

โดย ทฤษฎีบท  3.23.2  จะไดวา  a = b∧ ⎡(c1∧c2)∧(c3∧c4∧...∧cm)⎤ 

และโดย ทฤษฎีบท  3.19  จะไดวา  (c1∧c2) >< (c3∧c4∧...∧cm) 

ถา  c1 ∼ c3∧c4∧...∧cm  และ  c2 ∼ c3∧c4∧...∧cm 

ถา  c1 ≥ c3∧c4∧...∧cm  และ  c2 ≥ c3∧c4∧...∧cm 

จะไดวา  c1∧c2 ≥ c3∧c4∧...∧cm  ขัดแยงกับ  c1∧c2 >< c3∧c4∧...∧cm 

ถา  c1 < c3∧c4∧...∧cm  หรือ  c2 < c3∧c4∧...∧cm 

จะไดวา  c1∧c2 < c3∧c4∧...∧cm  ขัดแยงกับ  c1∧c2 >< c3∧c4∧...∧cm 

ถา  c1 ∼ c3∧c4∧...∧cm  แต  c2 >< c3∧c4∧...∧cm 

สมมติวา  c1 < c3∧c4∧...∧cm   

จะไดวา  c1∧c2 < c3∧c4∧...∧cm  ขัดแยงกับ  c1∧c2 >< c3∧c4∧...∧cm 

ดังนั้น  c1 ≥ c3∧c4∧...∧cm   

จะไดวา  c1 ≥ c2∧c3∧...∧cm 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  c1∧<c2∧c3∧...∧cm>I = <c2∧c3∧...∧cm>I  ___(1) 

เนื่องจาก  b∧<(c1∧c2)∧...∧cm>I = <(c1∧c2)∧...∧cm>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b ≥ (c1∧c2)∧...∧cm 
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ดังนั้น  b ≥ c1∧(c2∧c3∧...∧cm) = c2∧c3∧...∧cm 

เพราะฉะนั้น  b ≥ c2∧c3∧...∧cm 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b∧<c2∧c3∧...∧cm>I = <c2∧c3∧...∧cm>I ____(2) 

เนื่องจาก  c2 >< c3∧c4∧...∧cm 

โดยบทแทรก  3.14  จะไดวา  c2∧<c3∧c4∧...∧cm>I ≠ <c3∧c4∧...∧cm>I  ___(3)  

ตอไปจะแสดงวา cj∧<c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I   

เมื่อ 3 ≤ j ≤ m 

สมมติให  cj∧<c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I = <c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I   

สําหรับบาง  3 ≤ j ≤ m 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  cj ≥ c2∧...∧ĉj∧...∧cm   

ดังนั้น  cj ≥ (c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm   
โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา   
cj∧<(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I = <(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I   

ขัดแยงกับ  cj∧<(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I  

≠ <(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I  เมื่อ  3 ≤ j ≤ m 

ดังนั้น  cj∧<c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I   

เมื่อ  3 ≤ j ≤ m              ______(4) 
ดังนั้น จาก  (1)  ถึง  (4) 
สรุปไดวา  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤ 

ถา  c2 ∼ c3∧c4∧...∧cm  แต  c1 >< c3∧c4∧...∧cm 

พิสูจนในทํานองเดียวกับกรณี  c1 ∼ c3∧c4∧...∧cm  แต  c2 >< c3∧c4∧...∧cm 

จะไดวา  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 
ถา  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm 

ถา  c1∧c3∧...∧cm = c2∧c3∧...∧cm 

จะไดวา  c1 > c2∧c3∧...∧cm  และ  c2 > c1∧c3∧...∧cm  
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โดย ทฤษฎีบท  3.11 จะไดวา  c1∧<c2∧c3∧...∧cm>I = <c2∧c3∧...∧cm>I 

และ  c2∧<c1∧c3∧...∧cm>I = <c1∧c3∧...∧cm>I     _______(5) 

เนื่องจาก  b∧<(c1∧c2)∧...∧cm>I = <(c1∧c2)∧...∧cm>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b ≥ (c1∧c2)∧...∧cm 

เนื่องจาก  c1∧c3∧...∧cm = c2∧c3∧...∧cm   

จะไดวา c1∧c2∧...∧cm = c1∧c3∧...∧cm และ c1∧c2∧...∧cm = c2∧c3∧...∧cm   

ดังนั้น  b ≥ c1∧c3∧...∧cm  และ  b ≥ c2∧c3∧...∧cm 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b∧<c1∧c3∧...∧cm>I = <c1∧c3∧...∧cm>I 

และ  b∧<c2∧c3∧...∧cm>I = <c2∧c3∧...∧cm>I    _______(6) 

เนื่องจาก  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm 

โดย บทแทรก  3.14 จะไดวา c1∧<c3∧c4∧...∧cm>I ≠ <c3∧c4∧...∧cm>I   

และ  c2∧<c3∧c4∧...∧cm>I ≠ <c3∧c4∧...∧cm>I    _______(7) 

ตอไปจะแสดงวา  cj∧<c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I   

เมื่อ  3 ≤ j ≤ m 

สมมติให  cj∧<c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I = <c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I   

สําหรับบาง  3 ≤ j ≤ m 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  cj ≥ c2∧...∧ĉj∧...∧cm   

ดังนั้น  cj ≥ (c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm   
โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา   
cj∧<(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I = <(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I   

ขัดแยงกับ  cj∧<(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I  

≠ <(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I  เมื่อ  3 ≤ j ≤ m 

เพราะฉะนั้น  cj∧<c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I   

เมื่อ  3 ≤ j ≤ m          _______(8) 
ดังนั้น จาก  (5)  ถึง  (8) 
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สรุปไดวา  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤ 
ในทํานองเดียวกันจะได  
cj∧<c1∧c3∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <c1∧c3∧...∧ĉj∧...∧cm>I   

เมื่อ  3 ≤ j ≤ m        _______(9) 
ดังนั้น จาก  (5), (6), (7)  และ  (9) 
สรุปไดวา  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 

ถา  c1∧c3∧...∧cm ≠ c2∧c3∧...∧cm 

สมมติวา  c1∧c3∧...∧cm > c2∧c3∧...∧cm 

ดังนั้น  c1 > c2∧c3∧...∧cm 
สวนที่เหลือพสูิจนเหมือนกบักรณี   
c1 ∼ c3∧c4∧...∧cm  แต  c2 >< c3∧c4∧...∧cm  

ดังนั้น  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤ 

สมมติวา  c2∧c3∧...∧cm > c1∧c3∧...∧cm 

ดังนั้น  c2 > c1∧c3∧...∧cm 
สวนที่เหลือพสูิจนเหมือนกบักรณี   
c2 ∼ c3∧c4∧...∧cm  แต  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  

ดังนั้น  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 

สมมติวา  c1∧c3∧...∧cm >< c2∧c3∧...∧cm 

จะแสดงวา  c1∧<c2∧c3∧...∧cm>I ≠ <c2∧c3∧...∧cm>I 

สมมติให  c1∧<c2∧c3∧...∧cm>I = <c2∧c3∧...∧cm>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  c1 ≥ c2∧c3∧...∧cm  

เพราะฉะนั้น  c1∧c3∧...∧cm ≥ c2∧c3∧...∧cm   

ขัดแยงกับ  c1∧c3∧...∧cm >< c2∧c3∧...∧cm 

นั่นคือ  c1∧<c2∧c3∧...∧cm>I ≠ <c2∧c3∧...∧cm>I 

จะแสดงวา  c2∧<c1∧c3∧...∧cm>I ≠ <c1∧c3∧...∧cm>I 
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สมมติให  c2∧<c1∧c3∧...∧cm>I = <c1∧c3∧...∧cm>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  c2 ≥ c1∧c3∧...∧cm 

เพราะฉะนั้น  c2∧c3∧...∧cm ≥ c1∧c3∧...∧cm   

ขัดแยงกับ  c2∧c3∧...∧cm >< c1∧c3∧...∧cm 

นั่นคือ  c2∧<c1∧c3∧...∧cm>I ≠ <c1∧c3∧...∧cm>I 

ดังนั้น  a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 
 

ตัวอยาง  3.24  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  1 = 105∧30∧21∧ ⎡ 35∧14∧10 ⎤ 

1 = 105∧30∧21∧35∧14∧10 = (105∧30)∧(21∧35∧14∧10) = 15∧21∧35∧14∧10 

เนื่องจาก  35∧14∧10 ⏐ 105  และ  35∧14∧10 ⏐ 30  ดังนั้น  35∧14∧10 ⏐ 15  

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  15∧<35∧14∧10>I = <35∧14∧10>I  

ดังนั้น  1 = 15∧21∧ ⎡ 35∧14∧10 ⎤ 
 

ตัวอยาง  3.25  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  1 = 10∧ ⎡ 35∧21∧15 ⎤ 

1 = 10∧35∧21∧15 = (35∧21)∧(15∧10) = 15∧10∧7    

เนื่องจาก  35∧21∧15 ⏐ 10 = 15∧7 ⏐ 10   

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  10∧<15∧7>I = <15∧7>I 

และเนื่องจาก  15 >< 7   

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  15∧<7>I ≠ <7>I  และ  7∧<15>I ≠ <15>I  

ดังนั้น  1 = 10∧ ⎡ 15∧7 ⎤ 
 

บทแทรก  3.26  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧ ⎡(c1∧c2)∧...∧cm⎤  จะไดดังนี ้
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1.  ถา  c1 > c2  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm  แลว  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤ 

2.  ถา  c1 > c3∧c4∧...∧cm  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm  แลว  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤ 

3.  ถา  c1 >< c2  และ  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  และ  c1∧c2 > c2∧c3∧...∧cm   

แลว  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤ 

4.  ถา  c1 >< c2  และ  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  และ  c1∧c3∧...∧cm > c2∧c3∧...∧cm   

แลว  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤ 
 
 พิสูจน  1.  ให  c1 > c2  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm 

จะไดวา  c1 > c2∧c3∧...∧cm 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  c1∧<c2∧c3∧...∧cm>I = <c2∧c3∧...∧cm>I   ______(10) 

เนื่องจาก  b∧<(c1∧c2)∧...∧cm>I = <(c1∧c2)∧...∧cm>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b ≥ (c1∧c2)∧...∧cm 

เนื่องจาก  c1 > c2  จะไดวา  c1∧c2 = c2 

ดังนั้น  b ≥ c2∧c3∧...∧cm 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b∧<c2∧c3∧...∧cm>I = <c2∧c3∧...∧cm>I   ______(11) 

เนื่องจาก  c2 >< c3∧c4∧...∧cm  

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  c2∧<c3∧c4∧...∧cm>I ≠ <c3∧c4∧...∧cm>I   ______(12) 

และเนื่องจาก cj∧<(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I   

เมื่อ 3 ≤ j ≤ m 

ดังนั้น  cj∧<c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I  เมื่อ  3 ≤ j ≤ m  _____(13) 
เพราะฉะนั้น จาก  (10)  ถึง  (13)  
สรุปไดวา  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤ 
 

พิสูจน  2.  ให  c1 > c3∧c4∧...∧cm  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm 

จะไดวา  c1 > c2∧c3∧...∧cm 
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โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  c1∧<c2∧c3∧...∧cm>I = <c2∧c3∧...∧cm>I   ______(14) 

เนื่องจาก  b∧<(c1∧c2)∧...∧cm>I = <(c1∧c2)∧...∧cm>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b ≥ (c1∧c2)∧...∧cm 

ดังนั้น  b ≥ c1∧(c2∧c3∧...∧cm) = c2∧c3∧...∧cm 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b∧<c2∧c3∧...∧cm>I = <c2∧c3∧...∧cm>I   ______(15) 

เนื่องจาก  c2 >< c3∧c4∧...∧cm 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  c2∧<c3∧c4∧...∧cm>I ≠ <c3∧c4∧...∧cm>I   ______(16) 

ตอไปจะแสดงวา  cj∧<c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I  เมื่อ  3 ≤ j ≤ m 

สมมติให cj∧<c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I = <c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I   

สําหรับบาง  3 ≤ j ≤ m 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  cj ≥ c2∧...∧ĉj∧...∧cm   

ดังนั้น  cj ≥ (c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm   
โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา   
cj∧<(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I = <(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I   

ขัดแยงกับ  cj∧<(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I   

เมื่อ  3 ≤ j ≤ m  

เพราะฉะนั้น  cj∧<c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I   

เมื่อ  3 ≤ j ≤ m            ______(17) 
เพราะฉะนั้น จาก  (14)  ถึง  (17)  
สรุปไดวา  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤ 
 

พิสูจน  3.  ให  c1 >< c2  และ  c1 >< c3∧c4∧...∧cm และ c1∧c2  > c2∧c3∧...∧cm 

จะไดวา  c1 > c2∧c3∧...∧cm 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  c1∧<c2∧c3∧...∧cm>I = <c2∧c3∧...∧cm>I   ______(18) 

เนื่องจาก  b∧<(c1∧c2)∧...∧cm>I = <(c1∧c2)∧...∧cm>I 
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โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b ≥ (c1∧c2)∧...∧cm 

ดังนั้น  b ≥ c1∧(c2∧c3∧...∧cm) = c2∧c3∧...∧cm 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b∧<c2∧c3∧...∧cm>I = <c2∧c3∧...∧cm>I   ______(19) 

ตอไปจะแสดงวา  cj∧<c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I  เมื่อ  3 ≤ j ≤ m 

สมมติให cj∧<c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I = <c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I   

สําหรับบาง  3 ≤ j ≤ m 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  cj ≥ c2∧...∧ĉj∧...∧cm   

ดังนั้น  cj ≥ (c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm   
โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา   
cj∧<(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I = <(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I 

ขัดแยงกับ  cj∧<(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <(c1∧c2)∧...∧ĉj∧...∧cm>I   

เมื่อ  3 ≤ j ≤ m  

เพราะฉะนั้น  cj∧<c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <c2∧...∧ĉj∧...∧cm>I   

เมื่อ  3 ≤ j ≤ m           ______(20) 

ตอไปจะแสดงวา  c2 >< c3∧c4∧...∧cm 

สมมติให  c2 ∼ c3∧c4∧...∧cm 

ถา  c2 ≥ c3∧c4∧...∧cm  

เนื่องจาก  c1∧c2 > c2∧c3∧...∧cm   

จะไดวา  c1∧c2 > c2∧c3∧...∧cm = c3∧c4∧...∧cm 

ดังนั้น  c1 > c3∧c4∧...∧cm 

ขัดแยงกับ  c1 >< c3∧c4∧...∧cm 

ถา  c2 < c3∧c4∧...∧cm 

เนื่องจาก  c1∧c2 > c2∧c3∧...∧cm   

จะไดวา  c1∧c2 > c2∧c3∧...∧cm = c2 
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ดังนั้น  c1 > c2 

ขัดแยงกับ  c1 >< c2    

เพราะฉะนั้น  c2 >< c3∧c4∧...∧cm 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  c2∧<c3∧c4∧...∧cm>I ≠ <c3∧c4∧...∧cm>I   ______(21) 
เพราะฉะนั้น จาก  (18)  ถึง  (21)  
ดังนั้น  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤ 
 

พิสูจน  4.  ให  c1 >< c2  และ  c1 >< c3∧c4∧...∧cm   

และ  c1∧c3∧...∧cm > c2∧c3∧...∧cm 
พิสูจนในทํานองเดียวกับ  3. 
ดังนั้น  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤ 
 

ตัวอยาง  3.27  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  1 = 30∧ ⎡ (42∧6)∧15∧10 ⎤ 

เนื่องจาก  42∧6 = 6 

จะไดวา  30∧<6∧15∧10>I = <6∧15∧10>I 

เนื่องจาก  6⏐42  จะไดวา  6∧15∧10 ⏐42 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  42∧<6∧15∧10>I = <6∧15∧10>I 

เนื่องจาก  6 >< 15∧10 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  6∧<15∧10>I ≠ <15∧10>I 

ดังนั้น  1 = 30∧42∧ ⎡ 6∧15∧10 ⎤ 
 

ตัวอยาง  3.28  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  1 = 70∧ ⎡ (30∧42)∧15∧10 ⎤ 

จะไดวา  70∧<(30∧42)∧15∧10>I = <(30∧42)∧15∧10>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  (30∧42)∧15∧10 ⏐ 70 
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ดังนั้น  30∧(42∧15∧10) ⏐ 70 

เนื่องจาก  15∧10 ⏐ 30  จะไดวา  42∧15∧10 ⏐ 30 

เพราะฉะนั้น  42∧15∧10 ⏐ 70 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  70∧<42∧15∧10>I = <42∧15∧10>I 

เนื่องจาก  42∧15∧10 ⏐ 30 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  30∧<42∧15∧10>I = <42∧15∧10>I 

เนื่องจาก  42 >< 15∧10 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  42∧<15∧10>I ≠ <15∧10>I 

เนื่องจาก  15 >< 42∧10 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  15∧<42∧10>I ≠ <42∧10>I 

เนื่องจาก  10 >< 15∧42 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  10∧<15∧42>I ≠ <15∧42>I 

ดังนั้น  1 = 70∧30∧ ⎡ 42∧15∧10 ⎤ 
 

ตัวอยาง  3.29  พิจารณา  Boolean algebra  B2310 
เพราะวา  1 = 1155∧ ⎡ (385∧231)∧22∧14 ⎤ 

จะไดวา  1155∧<(385∧231)∧22∧14>I = <(385∧231)∧22∧14>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  (385∧231)∧22∧14 ⏐ 1155  

ดังนั้น  385∧(231∧22∧14) ⏐ 1155  

เนื่องจาก  231∧22∧14 ⏐ 385∧231  จะไดวา  231∧22∧14 ⏐ 385 

เพราะฉะนั้น  231∧22∧14 ⏐ 1155 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  1155∧<231∧22∧14>I = <231∧22∧14>I 

เนื่องจาก  231∧22∧14 ⏐ 385 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  385∧<231∧22∧14>I = <231∧22∧14>I 

เนื่องจาก  231 >< 22∧14 
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โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  231∧<22∧14>I ≠ <22∧14>I 

เนื่องจาก  22 >< 231∧14  

โดย บทแทรก 3.14  จะไดวา  22∧<231∧14>I ≠ <231∧14>I 

เนื่องจาก  14 >< 231∧22  

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  14∧<231∧22>I ≠ <231∧22>I 

ดังนั้น  1 = 1155∧385∧ ⎡ 231∧22∧14 ⎤ 
 

ตัวอยาง  3.30  พิจารณา  Boolean algebra  B2310 
เพราะวา  1 = 1155∧ ⎡ (154∧231)∧110∧70 ⎤ 

จะไดวา  1155∧<(154∧231)∧110∧70>I = <(154∧231)∧110∧70>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  (154∧231)∧110∧70 ⏐ 1155 

ดังนั้น  154∧(231∧110∧70) ⏐ 1155 

เนื่องจาก  231∧110∧70 ⏐ 154∧110∧70  จะไดวา  231∧110∧70 ⏐ 154 

เพราะฉะนั้น  231∧110∧70 ⏐ 1155 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  1155∧<231∧110∧70>I = <231∧110∧70>I 

เนื่องจาก  231∧110∧70 ⏐ 154 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  154∧<231∧110∧70>I = <231∧110∧70>I 

เนื่องจาก  231 >< 110∧70 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  231∧<110∧70>I ≠ <110∧70>I 

เนื่องจาก  110 >< 231∧70  

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  110∧<231∧70>I ≠ <231∧70>I 

เนื่องจาก  70 >< 231∧110  

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  70∧<231∧110>I ≠ <231∧110>I 

ดังนั้น  1 = 1155∧154∧ ⎡ 231∧110∧70 ⎤ 
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บทแทรก  3.31  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧ ⎡(c1∧c2)∧...∧cm⎤  จะไดดังนี ้
1.  ถา  c2 > c1  และ  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  แลว  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 

2.  ถา  c2 > c3∧c4∧...∧cm  และ  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  แลว  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 

3.  ถา  c2 >< c1  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm  และ  c2∧c1 > c1∧c3∧...∧cm   

แลว  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 

4.  ถา  c2 >< c1  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm  และ  c2∧c3∧...∧cm  > c1∧c3∧...∧cm   

แลว  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 
 
 พิสูจน  1.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  3.26.1 
ดังนั้น  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 
 
 พิสูจน  2.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  3.26.2 
ดังนั้น  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 
 
 พิสูจน  3.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  3.26.3 
ดังนั้น  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 
 
 พิสูจน  4.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  3.26.4 
ดังนั้น  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 
 

ตัวอยาง  3.32  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  1 = 30∧ ⎡ (14∧70)∧21∧6 ⎤ 

เนื่องจาก  14∧70 = 14 

จะไดวา  30∧<14∧21∧6>I = <14∧21∧6>I 

เนื่องจาก  14⏐70  จะไดวา  14∧21∧6 ⏐ 70 
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โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  70∧<14∧21∧6>I = <14∧21∧6>I 

เนื่องจาก  14 >< 21∧6 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  14∧<21∧6>I ≠ <21∧6>I 

ดังนั้น  1 = 30∧70∧ ⎡ 14∧21∧6 ⎤ 
 

ตัวอยาง  3.33  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  1 = 70∧ ⎡ (30∧42)∧21∧14 ⎤ 

จะไดวา  70∧<(30∧42)∧21∧14>I = <(30∧42)∧21∧14>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  (30∧42)∧21∧14 ⏐ 70  

ดังนั้น  42∧(30∧21∧14)⏐70  

เนื่องจาก  21∧14 ⏐ 42  จะไดวา  30∧21∧14 ⏐ 42 

เพราะฉะนั้น  30∧21∧14 ⏐ 70 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  70∧<30∧21∧14>I = <30∧21∧14>I 

เนื่องจาก  30∧21∧14 ⏐ 42 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  42∧<30∧21∧14>I = <30∧21∧14>I 

เนื่องจาก  30 >< 21∧14 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  30∧<21∧14>I ≠ <21∧14>I 

เนื่องจาก  21 >< 30∧14 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  21∧<30∧14>I ≠ <30∧14>I 

เนื่องจาก  14 >< 21∧30 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  14∧<21∧30>I ≠ <21∧30>I 

ดังนั้น  1 = 70∧42∧ ⎡ 30∧21∧14 ⎤ 
 

ตัวอยาง  3.34  พิจารณา  Boolean algebra  B2310 
เพราะวา  1 = 1155∧ ⎡ (385∧154)∧33∧21 ⎤ 



 92

จะไดวา  1155∧<(385∧154)∧33∧21>I = <(385∧154)∧33∧21>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  (385∧154)∧33∧21 ⏐ 1155 

ดังนั้น  154∧(385∧33∧21) ⏐ 1155  

เนื่องจาก  385∧33∧21 ⏐ 385∧154  จะไดวา  385∧33∧21 ⏐ 154 

เพราะฉะนั้น  385∧33∧21 ⏐ 1155 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  1155∧<385∧33∧21>I = <385∧33∧21>I 

เนื่องจาก  385∧33∧21 ⏐ 154 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  154∧<385∧33∧21>I = <385∧33∧21>I 

เนื่องจาก  385 >< 33∧21 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  385∧<33∧21>I ≠ <33∧21>I 

เนื่องจาก  33 >< 385∧21  

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  33∧<385∧21>I ≠ <385∧21>I 

เนื่องจาก  21 >< 385∧33  

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  21∧<385∧33>I ≠ <385∧33>I 

ดังนั้น  1 = 1155∧154∧ ⎡ 385∧33∧21 ⎤ 
 

ตัวอยาง  3.35  พิจารณา  Boolean algebra  B2310 
เพราะวา  1 = 1155∧ ⎡ (385∧154)∧66∧42 ⎤ 

จะไดวา  1155∧<(385∧154)∧66∧42>I = <(385∧154)∧66∧42>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  (385∧154)∧66∧42 ⏐ 1155 

ดังนั้น  154∧(385∧66∧42)⏐1155  

เนื่องจาก  385∧66∧42 ⏐ 154∧66∧42  จะไดวา  385∧66∧42 ⏐ 154 

เพราะฉะนั้น   385∧66∧42 ⏐ 1155 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  1155∧<385∧66∧42>I = <385∧66∧42>I 

เนื่องจาก  385∧66∧42 ⏐ 154 
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โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  154∧<385∧66∧42>I = <385∧66∧42>I 

เนื่องจาก  385 >< 66∧42 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  385∧<66∧42>I ≠ <66∧42>I 

เนื่องจาก  66 >< 385∧42  

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  66∧<385∧42>I ≠ <385∧42>I 

เนื่องจาก  42 >< 385∧66  

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  42∧<385∧66>I ≠ <385∧66>I 

ดังนั้น  1 = 1155∧154∧ ⎡ 385∧66∧42 ⎤ 
 

บทแทรก  3.36  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧ ⎡(c1∧c2)∧...∧cm⎤  ถา  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm   

และ  c1∧c3∧...∧cm = c2∧c3∧...∧cm   

แลว  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤  และ  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 
 
 พิสูจน  พิสูจนเหมือนกับทฤษฎีบท  3.23.3 
ดังนั้น  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤  และ  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 
 

ตัวอยาง  3.37  พิจารณา  Boolean algebra  B2310 
เพราะวา  1 = 1155∧ ⎡ (231∧154)∧55∧35 ⎤ 

จะไดวา  1155∧<(231∧154)∧55∧35>I = <(231∧154)∧55∧35>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  (231∧154)∧55∧35 ⏐ 1155 

ดังนั้น  231∧(154∧55∧35) ⏐ 1155  และ  154∧(231∧55∧35) ⏐ 1155 

เนื่องจาก  231∧55∧35 = 154∧55∧35   

จะไดวา  154∧55∧35 ⏐ 231  และ  231∧55∧35 ⏐ 154 

เพราะฉะนั้น  154∧55∧35 ⏐ 1155  และ  231∧55∧35 ⏐ 1155 
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โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  1155∧<154∧55∧35>I = <154∧55∧35>I   

และ  1155∧<231∧55∧35>I = <231∧55∧35>I 

เนื่องจาก  154∧55∧35 ⏐ 231  และ  231∧55∧35 ⏐ 154 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  231∧<154∧55∧35>I = <154∧55∧35>I   

และ  154∧<231∧55∧35>I = <231∧55∧35>I 

เนื่องจาก  231 >< 55∧35  และ  154 >< 55∧35 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  231∧<55∧35>I ≠ <55∧35>I   

และ  154∧<55∧35>I ≠ <55∧35>I 

เนื่องจาก  55 >< 231∧35  และ  55 >< 154∧35 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  55∧<231∧35>I ≠ <231∧35>I   

และ  55∧<154∧35>I ≠ <154∧35>I 

เนื่องจาก  35 >< 231∧55  และ  35 >< 154∧55 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  35∧<231∧55>I ≠ <231∧55>I   

และ  35∧<154∧55>I ≠ <154∧55>I 

ดังนั้น  1 = 1155∧231∧ ⎡ 154∧55∧35 ⎤  และ  1 = 1155∧154∧ ⎡ 231∧55∧35 ⎤ 
 

บทแทรก  3.38  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧ ⎡(c1∧c2)∧...∧cm⎤  ถา  c1∧c3∧...∧cm >< c2∧c3∧...∧cm 

แลว  a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 
 
 พิสูจน  พิสูจนเหมือนกับทฤษฎีบท  3.23.3 
ดังนั้น  a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 
 

ตัวอยาง  3.39  พิจารณา  Boolean algebra  B2310 
เพราะวา  1 = 1155∧ ⎡ (385∧231)∧165∧105 ⎤ 
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ถาสมมติให  385∧<231∧165∧105>I = <231∧165∧105>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  231∧165∧105 ⏐ 385 

ดังนั้น  231∧165∧105 ⏐ 385∧165∧105  ขัดแยงกับ  231∧165∧105 >< 385∧165∧105 

เพราะฉะนั้น  385∧<231∧165∧105>I ≠ <231∧165∧105>I 

ถาสมมติให  231∧<385∧165∧105>I = <385∧165∧105>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  385∧165∧105 ⏐ 231 

ดังนั้น  385∧165∧105 ⏐ 231∧165∧105  ขัดแยงกับ  385∧165∧105 >< 231∧165∧105 

เพราะฉะนั้น  231∧<385∧165∧105>I ≠ <385∧165∧105>I 

ดังนั้น  1 = 1155∧ ⎡ 385∧231∧165∧105 ⎤ 
 

บทแทรก  3.40  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

1.  a = b1∧b2∧...∧bn∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤    

ก็ตอเมื่อ a = (...((b1∧b2)∧b3)∧...∧bn)∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 

2.  ถา  a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤  แลว  a = b∧ ⎡(...((c1∧c2)∧c3)∧...∧cm)⎤ 

3.  ถา  a = b∧ ⎡(...((c1∧c2)∧c3)∧...∧cm)⎤  แลว  a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤   

หรือ  a = b∧
1i

c ∧
2i

c ∧…∧
jic ∧ ⎡

j21 iii c...cc ∧∧∧ ⎤ 

สําหรับบาง  {i1, i2, ..., ij} ⊆ {1, 2, ..., m}  เมื่อ  1 ≤ j < m   

โดยที่  
j21 iii c...cc ∧∧∧ = c1∧...∧

1i
ĉ ∧...∧

2i
ĉ ∧...∧

jiĉ ∧...∧cm   
 
 พิสูจน  1.  พิสูจนโดยอาศยัทฤษฎีบท  3.23.1 
 
 พิสูจน  2.  พิสูจนโดยอาศยัทฤษฎีบท  3.23.2 
 
 พิสูจน  3.  พิสูจนโดยอาศยัทฤษฎีบท  3.23.3 
  
 



 96

 บทแทรก  3.41  ให  B  เปน  finite Boolean algebra  และ  a ∈ B 
ถา  a = b∧ ⎡(...((c1∧c2)∧c3)∧...∧cm)⎤  และ  c1,...,cm  เปน  dual atom  ที่แตกตางกัน   

แลว  a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 
 
 พิสูจน  ให  a = b∧ ⎡(...((c1∧c2)∧c3)∧...∧cm)⎤ 

เนื่องจาก  b∧<(...((c1∧c2)∧c3)∧...∧cm)>I = <(...((c1∧c2)∧c3)∧... ∧cm)>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b ≥ (...((c1∧c2)∧c3)∧...∧cm) 

เพราะฉะนั้น  b ≥ (c1∧c2∧...∧cm-1)∧cm 
เนื่องจาก  c1,...,cm  เปน  dual atom  ที่แตกตางกัน 
ดังนั้น  (c1∧c2∧...∧cm-1) >< cm 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  cm∧<(c1∧c2∧...∧cm-1)>I ≠ <(c1∧c2∧...∧cm-1)>I 

และ  (c1∧c2∧...∧cm-1)∧<cm>I ≠ <cm>I 

นั่นคือ  a = b∧ ⎡(c1∧c2∧...∧cm-1)∧cm⎤ 
เนื่องจาก  c1,...,cm  เปน  dual atom  ที่แตกตางกัน 
ดังนั้น  (c1∧c2∧...∧cm-2)∧cm >< cm-1∧cm 

โดยบทแทรก  3.38  จะไดวา  a = b∧ ⎡(c1∧c2∧...∧cm-2)∧cm-1∧cm⎤ 
ในทํานองเดียวกัน ดําเนนิการไปจนกระทั่งได 
a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 
 

ตัวอยาง  3.42  พิจารณา  Boolean algebra  B2310 
เพราะวา  1 = 231∧ ⎡ ((((1155∧770)∧462)∧330)∧210) ⎤  จะไดวา   

231∧<((((1155∧770)∧462)∧330)∧210)>I = <((((1155∧770)∧462)∧330)∧210)>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  ((((1155∧770)∧462)∧330)∧210) ⏐ 231  

ดังนั้น  1155∧770∧462∧330∧210 ⏐ 231  
เนื่องจาก  210,330,462,770,1155  เปน  dual atom  ที่แตกตางกัน 
ดังนั้น  210∧<330∧462∧770∧1155>I ≠ <330∧462∧770∧1155>I   
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และ  330∧<210∧462∧770∧1155>I ≠ <210∧462∧770∧1155>I 

และ  462∧<210∧330∧770∧1155>I ≠ <210∧330∧770∧1155>I 

และ  770∧<210∧330∧462∧1155>I ≠ <210∧330∧462∧1155>I 

และ  1155∧<210∧330∧462∧770>I ≠ <210∧330∧462∧770>I  

นั่นคือ  1 = 231∧ ⎡ 210∧330∧462∧770∧1155 ⎤ 
 
 ทฤษฎีบท  3.43  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 
สมมติให  a = b∧ ⎡c⎤  แลว  a = c∧ ⎡b⎤  ก็ตอเมื่อ  b = c 
 
 พิสูจน  ให  a = b∧ ⎡c⎤  จะไดวา  b∧<c>I = <c>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b ≥ c 

สมมติให  a = c∧ ⎡b⎤  จะไดวา  c∧<b>I = <b>I   

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  c ≥ b 
ดังนั้น  b = c 
ในทางกลับกนั  สมมติให  b = c  จะได  c ≥ b 

ดังนั้น  a = c∧ ⎡b⎤ 
 

ตัวอยาง  3.44  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  <35∧15>I = <5>I = {5,1}  และ  <35∧10>I = <5>I = {5,1} 

ดังนั้น  (35∧15)∧ <35∧10>I = {5∧5,5∧1} = {5,1} = <5>I = <35∧10>I 

และ  (35∧10)∧ <35∧15>I = {5∧5,5∧1} = {5,1} = <5>I = <35∧15>I  

เพราะฉะนั้น  5 = (35∧15)∧ ⎡ 35∧10 ⎤  และ  5 = (35∧10)∧ ⎡ 35∧15 ⎤ 
 
 ทฤษฎีบท  3.45  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧ ⎡c∧d⎤  จะไดดังนี ้
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1.  ถา  b < d  และ  b∧d = c∧d  แลว  a = c∧d∧ ⎡b⎤ 

2.  ถา  b >< d  และ  b∧d = c∧d  ก็ตอเมื่อ  a = c∧ ⎡b∧d⎤ 
 
 พิสูจน  1.  ให  a = b∧ ⎡c∧d⎤  
สมมติให  b < d  และ  b∧d = c∧d  

จะไดวา  b = b∧d 

เนื่องจาก  b∧d = c∧d 

ดังนั้น  b = c∧d 

โดย ทฤษฎีบท  3.43  จะไดวา  a = c∧d∧ ⎡b⎤ 
 
 พิสูจน  2.  ให  a = b∧ ⎡c∧d⎤ 

สมมติให  b >< d  และ  b∧d = c∧d 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  b∧<d>I ≠ <d>I  และ  d∧<b>I ≠ <b>I 

เนื่องจาก  c ≥ c∧d  และ  b∧d = c∧d 

ดังนั้น  c ≥ b∧d 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  c∧<b∧d>I = <b∧d>I   

นั่นคือ  a = c∧ ⎡b∧d⎤ 

ในทางกลับกนั  สมมติให  a = b∧ ⎡c∧d⎤ = c∧ ⎡b∧d⎤   

จะไดวา  b∧<c∧d>I = <c∧d>I  และ  c∧<b∧d>I = <b∧d>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b ≥ c∧d  และ  c ≥ b∧d 

ดังนั้น  b∧d ≥ c∧d  และ  c∧d ≥ b∧d 

นั่นคือ  b∧d = c∧d 

เนื่องจาก  a = c∧ ⎡b∧d⎤ 

โดย ทฤษฎีบท  3.19  จะไดวา  b >< d 
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ตัวอยาง  3.46  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  5 = 105∧10∧ ⎡ 35∧15 ⎤ 

โดย ทฤษฎีบท  3.23.1  จะไดวา  105∧10∧ ⎡ 35∧15 ⎤ = 5∧ ⎡ 35∧15 ⎤ 

เนื่องจาก  5 = 5∧15  และ  5∧15 = 35∧15 

ดังนั้น  5 = 35∧15 

โดย ทฤษฎีบท  3.43  จะไดวา  5 = 35∧15∧ ⎡5⎤ 

ดังนั้น  5 = 35∧15∧ ⎡105∧10⎤ 
 

ตัวอยาง  3.47  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  5 = 35∧ ⎡ 15∧10 ⎤ 

เนื่องจาก  15∧10 = 35∧10  ดังนั้น  35∧10 ⏐ 15  

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  15∧ <35∧10>I = <35∧10>I 

เนื่องจาก  35 >< 10   

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  35∧ <10>I ≠ <10>I  และ  10∧ <35>I ≠ <35>I 

ดังนั้น  5 = 15∧ ⎡ 35∧10 ⎤ 
 

ทฤษฎีบท  3.48  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧c∧ ⎡d⎤  จะไดดังนี ้

1.  a = b∧d∧ ⎡c⎤  ก็ตอเมื่อ  c = d 

2.  ถา  b >< c  และ  b∧c = d  ก็ตอเมื่อ  a = d∧ ⎡b∧c⎤ 
 
 พิสูจน  1.  ให  a = b∧c∧ ⎡d⎤ 

จะไดวา  b∧<d>I = <d>I  และ  c∧<d>I = <d>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b ≥ d  และ  c ≥ d 

สมมติให  a = b∧d∧ ⎡c⎤   
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จะไดวา  b∧<c>I = <c>I  และ  d∧<c>I = <c>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b ≥ c  และ  d ≥ c 
เพราะฉะนั้น  c = d 
ในทางกลับกนั  สมมติให  c = d 
เนื่องจาก  b ≥ d  ดังนั้น  b ≥ c 

นั่นคือ  a = b∧d∧ ⎡c⎤ 
 
 พิสูจน  2.  สมมติให  b >< c  และ  b∧c = d 

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  b∧<c>I ≠ <c>I  และ  c∧<b>I ≠ <b>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  d∧<b∧c>I = <b∧c>I 

ดังนั้น  a = d∧ ⎡b∧c⎤ 

ในทางกลับกนั  สมมติให  a = b∧c∧ ⎡d⎤ = d∧ ⎡b∧c⎤   

จะไดวา  b∧<d>I = <d>I  และ  c∧<d>I = <d>I  และ  d∧<b∧c>I = <b∧c>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  b ≥ d  และ  c ≥ d  และ  d ≥ b∧c 

ดังนั้น  b∧c ≥ d  และ  d ≥ b∧c 

นั่นคือ  b∧c = d 

เนื่องจาก  a = d∧ ⎡b∧c⎤ 

โดย ทฤษฎีบท  3.19  จะไดวา  b >< c 
 

ตัวอยาง  3.49  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  3 = 42∧21∧30∧ ⎡ 15∧6 ⎤ 

โดย ทฤษฎีบท  3.23.1  จะไดวา  42∧21∧30∧ ⎡ 15∧6 ⎤ = 42∧3∧ ⎡ 15∧6 ⎤ 

เนื่องจาก  42∧ <15∧6>I = <15∧6>I 

โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  15∧6 ⏐ 42  

เนื่องจาก  3 = 15∧6  ดังนั้น  3⏐42 
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โดย ทฤษฎีบท  3.11  จะไดวา  42∧ <3>I = <3>I 

นั่นคือ  3 = 42∧(15∧6)∧ ⎡3⎤ = 42∧(15∧6)∧ ⎡ 21∧30 ⎤ 
 

ตัวอยาง  3.50  พิจารณา  Boolean algebra  B210 
เพราะวา  3 = 42∧15∧ ⎡ 105∧6 ⎤ 

โดย ทฤษฎีบท  3.23.2  จะไดวา  42∧15∧ ⎡ 105∧6 ⎤ = 42∧15∧ ⎡3⎤ 

เนื่องจาก  42∧15 = 3   

โดย ทฤษฎีบท  3.11 จะไดวา  3∧ <42∧15>I = <42∧15>I 

เนื่องจาก  42 >< 15   

โดย บทแทรก  3.14  จะไดวา  42∧ <15>I ≠ <15>I  และ  15∧ <42>I ≠ <42>I 

ดังนั้น  3 = 3∧ ⎡ 42∧15 ⎤ 

โดย ทฤษฎีบท  3.23.1  จะไดวา  3 = 105∧6∧ ⎡ 42∧15 ⎤ 
 
4.  การแยกตัวประกอบแบบ  meet  โดยใช  Boolean principal filter 
 
 ในหวัขอนี้จะทําการวิเคราะหการแยกตวัประกอบบน  Boolean algebra  ซ่ึงแยกในรปูแบบ
ที่มีตัวดําเนินการ  meet  เปนตัวเชื่อม  และไดใช  Boolean principal filter  มาใชแบงกลุมของตัว
ประกอบ  และลดทอนใหเหลือนอยที่สุด  และใชเปนเกณฑในการเปลี่ยนชุดตวัประกอบที่ยังทาํให
ไดผลลัพธเดิมเทากัน  
 
 ทฤษฎีบท  4.1  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B   

จะไดวา  <a>F ∪ <b>F ⊆ <a∧b>F 
 
 พิสูจน  ให x ∈ <a>F ∪ <b>F 

จะไดวา  x ≥ a  หรือ  x ≥ b 

ดังนั้น  x ≥ a∧b 

นั่นคือ  x ∈ <a∧b>F 
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 บทแทรก  4.2  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 

ถา  a ∼ b  แลว  <a>F ∪ <b>F = <a∧b>F 
 
 พิสูจน  สมมติให  a ∼ b 

ถา  a ≥ b 

ให  x ∈ <a∧b>F   

จะไดวา  x ≥ a∧b = b 

ดังนั้น  x ∈ <b>F ⊆ <a>F ∪ <b>F 

นั่นคือ  <a∧b>F ⊆ <a>F ∪ <b>F 

โดย  ทฤษฎีบท  4.1  จะไดวา  <a>F ∪ <b>F = <a∧b>F 

ถา  b > a 

ให  x ∈ <a∧b>F   

จะไดวา  x ≥ a∧b = a 

ดังนั้น  x ∈ <a>F ⊆ <a>F ∪ <b>F 

นั่นคือ  <a∧b>F ⊆ <a>F ∪ <b>F 

โดย  ทฤษฎีบท  4.1  จะไดวา  <a>F ∪ <b>F = <a∧b>F 
 
 บทนิยาม  4.3  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 

กําหนดให  a∧<b>F = { a∧c ⏐ c ∈ B  และ  c ≥ b } 
 
 ทฤษฎีบท  4.4  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B  โดยที่  a ≠ 1B 

  a∧<b>F ⊂ <a∧b>F 
 
 พิสูจน  ให  x ∈ a∧<b>F 

จะมี  c ≥ b  ที่ทําให  x = a∧c 
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เนื่องจาก  c ≥ b 

ดังนั้น  x = a∧c ≥ a∧b 

นั่นคือ  x ∈ <a∧b>F 

เพราะฉะนั้น  a∧<b>F ⊂ <a∧b>F 
 
 ขอสังเกต  4.5  a∧<b>F ≠ <a∧b>F  เพราะวา  1B ∉ a∧<b>F 
 
 ทฤษฎีบท  4.6  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 
จะไดวา  a ≥ b  ก็ตอเมื่อ  <a∧b>F = <b>F 
 
 พิสูจน  ให  a ≥ b 

เนื่องจาก  <b>F ⊆ <a>F ∪ <b>F 
โดย  ทฤษฎีบท  4.1  จะไดวา  <b>F ⊆ <a∧b>F 
จะแสดงวา  <a∧b>F = <b>F 

เพียงพอทีจ่ะแสดงวา  <a∧b>F ⊆ <b>F 
ให  x ∈ <a∧b>F 
จะได  x ≥ a∧b 

ดังนั้น  x ≥ a∧b = b 

นั่นคือ  x ∈ <b>F 

สรุปไดวา  <a∧b>F = <b>F 

ในทางกลับกนั สมมติให  <a∧b>F = <b>F 

จะไดวา  a∧b = b 

ดังนั้น  a ≥ b 
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 บทแทรก  4.7  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 

จะไดวา  a ≥ b  ก็ตอเมื่อ  a∧<b>F ⊂ <b>F 
 
 พิสูจน  ให  a ≥ b 

โดย  ทฤษฎีบท  4.6  จะไดวา  <a∧b>F = <b>F 

โดย  ทฤษฎีบท  4.4  จะไดวา  a∧<b>F ⊂ <b>F 

ในทางกลับกนั สมมติให  a∧<b>F ⊂ <b>F 

เนื่องจาก  a = a∧1B  และ  1B ≥ b 

ดังนั้น  a ∈ a∧<b>F 

เพราะฉะนั้น  a ∈ <b>F 

นั่นคือ  a ≥ b 
 

บทแทรก  4.8  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a,b ∈ B 

จะไดวา  a < b  หรือ  a >< b  ก็ตอเมื่อ  <a∧b>F ≠ <b>F 
 
 พิสูจน  พิสูจนในทํานองเดียวกับบทแทรก  3.14 
 

บทนิยาม  4.9  ให  B  เปน  Boolean algebra  ให  a ∈ B  และ  a ≠ 1B   
จะเรียกวา  a  มีการแยกตัวประกอบแบบ  meet  โดยใช  BPF ( Boolean principal filter) ถามีสมาชิก  
bi ≠ 1B , cj ≠ 1B  ใน  B  และทั้ง  bi  และ  cj  แตกตางกันหมด  โดยที่  bi ≥ a  และ  cj ≥ a   

เมื่อ  1 ≤ i ≤ n  และ  1 ≤ j ≤ m  ซ่ึงมีสมบัติตอไปนี้  

1.  a = b1∧b2∧...∧bn∧c1∧c2∧...∧cm   

2.  <bi∧c1∧c2∧...∧cm>F = <c1∧c2∧...∧cm>F  เมื่อ  1 ≤ i ≤ n 

3.  <c1∧...∧cj∧...∧cm>F ≠ <c1∧...∧ĉj∧...∧cm>F  เมื่อ  1 ≤ j ≤ m 
โดยที่  ĉj  แทนสมาชิกที่ถูกยายออก  
แทนการแยกตวัประกอบแบบ  meet  โดยใช  BPF  ของ  a   
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ดวย  a = b1∧b2∧...∧bn∧ ⎣c1∧c2∧...∧cm⎦    
และเรียกแตละ  bi  วา  inessential  factors  และเรียกแตละ  cj  วา  essential  factors  ของ  BPF   
ของ  a 
 

ทฤษฎีบท  4.10  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

ถา  a = b∧ ⎣c∧d⎦  แลว  c >< d 
 

พิสูจน  พิสูจนในทํานองเดียวกับทฤษฎีบท  3.19 
 

ทฤษฎีบท  4.11  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

ถา  a = b∧ ⎣c1∧c2∧...∧cm⎦  แลว  ci >< cj  เมื่อ  i ≠ j 
 

พิสูจน  พิสูจนในทํานองเดียวกับทฤษฎีบท  3.21 
 

ทฤษฎีบท  4.12  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

1.  a = b1∧b2∧...∧bn∧ ⎣c1∧c2∧...∧cm⎦   ก็ตอเมื่อ  a = (b1∧b2)∧...∧bn∧ ⎣c1∧c2∧...∧cm⎦ 

2.  ถา  a = b∧ ⎣c1∧c2∧...∧cm⎦  แลว  a = b∧ ⎣(c1∧c2)∧...∧cm⎦ 

3.  ถา  a = b∧ ⎣(c1∧c2)∧...∧cm⎦  แลว  a = b∧ ⎣c1∧c2∧...∧cm⎦   

หรือ  a = b∧c1∧ ⎣c2∧c3∧...∧cm⎦  หรือ  a = b∧c2∧ ⎣c1∧c3∧...∧cm⎦ 
 
 พิสูจน  1.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท  3.23.1 
 

พิสูจน  2.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท  3.23.2 
 

 พิสูจน  3.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท  3.23.3 
 

บทแทรก  4.13  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧ ⎣(c1∧c2)∧...∧cm⎦  จะไดดังนี ้
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1.  ถา  c1 > c2  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm  แลว  a = b∧c1∧ ⎣c2∧c3∧...∧cm⎦ 

2.  ถา  c1 > c3∧c4∧...∧cm  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm  แลว  a = b∧c1∧ ⎣c2∧c3∧...∧cm⎦ 

3.  ถา  c1 >< c2  และ  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  และ  c1∧c2 > c2∧c3∧...∧cm   

แลว  a = b∧c1∧ ⎣c2∧c3∧...∧cm⎦ 

4.  ถา  c1 >< c2  และ  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  และ  c1∧c3∧...∧cm > c2∧c3∧...∧cm   

แลว  a = b∧c1∧ ⎣c2∧c3∧...∧cm⎦ 
 
 พิสูจน  1.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท  3.26.1 
 

พิสูจน  2.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท  3.26.2 
 
 พิสูจน  3.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท  3.26.3 
 

พิสูจน  4.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท  3.26.4 
 

บทแทรก  4.14  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧ ⎣(c1∧c2)∧...∧cm⎦  จะไดดังนี ้
1.  ถา  c2 > c1  และ  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  แลว  a = b∧c2∧ ⎣c1∧c3∧...∧cm⎦ 

2.  ถา  c2 > c3∧c4∧...∧cm  และ  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  แลว  a = b∧c2∧ ⎣c1∧c3∧...∧cm⎦ 

3.  ถา  c2 >< c1  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm  และ  c2∧c1 > c1∧c3∧...∧cm   

แลว  a = b∧c2∧ ⎣c1∧c3∧...∧cm⎦ 

4.  ถา  c2 >< c1  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm  และ  c2∧c3∧...∧cm > c1∧c3∧...∧cm   

แลว  a = b∧c2∧ ⎣c1∧c3∧...∧cm⎦  
 
 พิสูจน  1.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  3.31.1 
 

พิสูจน  2.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  3.31.2 
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 พิสูจน  3.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  3.31.3 
 

พิสูจน  4.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  3.31.4 
  

บทแทรก  4.15  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧ ⎣(c1∧c2)∧...∧cm⎦  ถา  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm   

และ  c1∧c3∧...∧cm = c2∧c3∧...∧cm   

แลว  a = b∧c1∧ ⎣c2∧c3∧...∧cm⎦  และ  a = b∧c2∧ ⎣c1∧c3∧...∧cm⎦ 
 
 พิสูจน  พิสูจนในทํานองเดียวกับบทแทรก  3.36 
 

บทแทรก  4.16  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧ ⎣(c1∧c2)∧...∧cm⎦  ถา  c1∧c3∧...∧cm >< c2∧c3∧...∧cm 

แลว  a = b∧ ⎣c1∧c2∧...∧cm⎦ 
 
 พิสูจน  พิสูจนในทํานองเดียวกับบทแทรก  3.38 
 

บทแทรก  4.17  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

1.  a = b1∧b2∧...∧bn∧ ⎣c1∧c2∧...∧cm⎦    

ก็ตอเมื่อ  a = (...((b1∧b2)∧b3)∧...∧bn)∧ ⎣c1∧c2∧...∧cm⎦ 

2.  ถา  a = b∧ ⎣c1∧c2∧...∧cm⎦  แลว  a = b∧ ⎣(...((c1∧c2)∧c3)∧...∧cm)⎦ 

3.  ถา  a = b∧ ⎣(...((c1∧c2)∧c3)∧...∧cm)⎦  แลว  a = b∧ ⎣c1∧c2∧...∧cm⎦   

หรือ  a = b∧
1i

c ∧
2i

c ∧…∧
jic ∧ ⎣

j21 iii c...cc ∧∧∧ ⎦ 

สําหรับบาง  {i1, i2, ..., ij} ⊆ {1, 2, ..., m}  เมื่อ  1 ≤ j < m   

โดยที่  
j21 iii c...cc ∧∧∧ = c1∧...∧

1i
ĉ ∧...∧

2i
ĉ ∧...∧

jiĉ ∧...∧cm   
 
 พิสูจน  1.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  3.40.1 
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 พิสูจน  2.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  3.40.2 
 
 พิสูจน  3.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับบทแทรก  3.40.3 
 
 บทแทรก  4.18  ให  B  เปน  finite Boolean algebra  และ  a ∈ B 
ถา  a = b∧ ⎣(...((c1∧c2)∧c3)∧...∧cm)⎦  และ  c1,...,cm  เปน  dual atom  ที่แตกตางกัน   

แลว  a = b∧ ⎣c1∧c2∧...∧cm⎦ 
 
 พิสูจน  พิสูจนในทํานองเดียวกับบทแทรก  3.41 
 
 ทฤษฎีบท  4.19  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 
สมมติให  a = b∧ ⎣c⎦  แลว  a = c∧ ⎣b⎦  ก็ตอเมื่อ  b = c 
 
 พิสูจน  พิสูจนในทํานองเดียวกับทฤษฎีบท  3.43 
 
 ทฤษฎีบท  4.20  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧ ⎣c∧d⎦  จะไดดังนี ้

1.  ถา  b > d  และ  b∧d = c∧d  แลว  a = c∧d∧ ⎣b⎦ 

2.  ถา  b >< d  และ  b∧d = c∧d  ก็ตอเมื่อ  a = c∧ ⎣b∧d⎦ 
 
 พิสูจน  1.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท  3.45.1 
 
 พิสูจน  2.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท  3.45.2 
 

ทฤษฎีบท  4.21  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧c∧ ⎣d⎦  จะไดดังนี ้

1.  a = b∧d∧ ⎣c⎦  ก็ตอเมื่อ  c = d 
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2.  ถา  b >< c  และ  b∧c = d  ก็ตอเมื่อ  a = d∧ ⎣b∧c⎦ 
 
 พิสูจน  1.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท  3.48.1 
 
 พิสูจน  2.  พิสูจนในทาํนองเดียวกับทฤษฎบีท  3.48.2 
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สรุป 
 

1.  ผลการแยกตัวประกอบบน  Boolean algebra  สรุปไดเปน  4  กรณดีงันี้ 
 
     1.1  ถา  B  เปน  Boolean algebra  สําหรับ  a ∈ B  และ  a ≠ 0B   

จะเรียกวา  a  มีการแยกตัวประกอบแบบ  join  โดยใช  BPF ( Boolean principal filter)  ถามีสมาชิก  
bi ≠ 0B , cj ≠ 0B  ใน  B  และทั้ง  bi  และ  cj  แตกตางกันหมด  โดยที่  bi ≤ a  และ  cj ≤ a   

เมื่อ  1 ≤ i ≤ n  และ  1 ≤ j ≤ m  ซ่ึงมีสมบัติตอไปนี้  

1)  a = b1∨b2∨...∨bn∨c1∨c2∨...∨cm   

2)  bi∨<c1∨c2∨...∨cm>F = <c1∨c2∨...∨cm>F  เมื่อ  1 ≤ i ≤ n 

3)  cj∨<c1∨...∨ĉj∨...∨cm>F ≠ <c1∨...∨ĉj∨...∨cm>F  เมื่อ  1 ≤ j ≤ m 
โดยที่  ĉj  แทนสมาชิกที่ถูกยายออก  แทนการแยกตัวประกอบแบบ  join  โดยใช  BPF  ของ  a   
ดวย  a = b1∨b2∨...∨bn∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦   และเรียกแตละ  bi  วา  inessential  factors  และเรียก
แตละ  cj  วา  essential  factors  ของ  BPF  ของ  a 

 
     1.2  ถา  B  เปน  Boolean algebra  สําหรับ  a ∈ B  และ  a ≠ 0B   

จะเรียกวา  a  มีการแยกตัวประกอบแบบ  join  โดยใช  BPI ( Boolean principal ideal)  ถามีสมาชิก  
bi ≠ 0B , cj ≠ 0B  ใน  B  และทั้ง  bi  และ  cj  แตกตางกันหมด  โดยที่  bi ≤ a  และ  cj ≤ a   

เมื่อ  1 ≤ i ≤ n  และ  1 ≤ j ≤ m  ซ่ึงมีสมบัติตอไปนี้  

1)  a = b1∨b2∨...∨bn∨c1∨c2∨...∨cm   

2)  <bi∨c1∨c2∨...∨cm>I = <c1∨c2∨...∨cm>I  เมื่อ  1 ≤ i ≤ n 

3)  <c1∨...∨cj∨...∨cm>I ≠ <c1∨...∨ĉj∨...∨cm>I  เมื่อ  1 ≤ j ≤ m 
โดยที่  ĉj  แทนสมาชิกที่ถูกยายออก  แทนการแยกตัวประกอบแบบ  join  โดยใช  BPI  ของ  a   
ดวย  a = b1∨b2∨...∨bn∨ ⎡c1∨c2∨...∨cm⎤  และเรียกแตละ  bi  วา  inessential  factors  และเรียก
แตละ  cj  วา  essential  factors  ของ  BPI  ของ  a 
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     1.3  ถา  B  เปน  Boolean algebra  สําหรับ  a ∈ B  และ  a ≠ 1B   
จะเรียกวา  a  มีการแยกตัวประกอบแบบ  meet  โดยใช  BPI ( Boolean principal ideal)  ถามีสมาชิก  
bi ≠ 1B , cj ≠ 1B  ใน  B  และทั้ง  bi  และ  cj  แตกตางกันหมด  โดยที่  bi ≥ a  และ  cj ≥ a   

เมื่อ  1 ≤ i ≤ n  และ  1 ≤ j ≤ m  ซ่ึงมีสมบัติตอไปนี้  

1)  a = b1∧b2∧...∧bn∧c1∧c2∧...∧cm   

2)  bi∧<c1∧c2∧...∧cm>I = <c1∧c2∧...∧cm>I  เมื่อ  1 ≤ i ≤ n 

3)  cj∧<c1∧...∧ĉj∧...∧cm>I ≠ <c1∧...∧ĉj∧...∧cm>I  เมื่อ  1 ≤ j ≤ m 
โดยที่  ĉj  แทนสมาชิกที่ถูกยายออก  แทนการแยกตัวประกอบแบบ  meet  โดยใช  BPI  ของ  a   
ดวย  a = b1∧b2∧...∧bn∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤   และเรียกแตละ  bi  วา  inessential  factors  และเรียก
แตละ  cj  วา  essential  factors  ของ  BPI  ของ  a 

 
     1.4  ถา  B  เปน  Boolean algebra  สําหรับ  a ∈ B  และ  a ≠ 1B   

จะเรียกวา  a  มีการแยกตัวประกอบแบบ  meet  โดยใช  BPF ( Boolean principal filter) ถามีสมาชิก  
bi ≠ 1B , cj ≠ 1B  ใน  B  และทั้ง  bi  และ  cj  แตกตางกันหมด  โดยที่  bi ≥ a  และ  cj ≥ a   

เมื่อ  1 ≤ i ≤ n  และ  1 ≤ j ≤ m  ซ่ึงมีสมบัติตอไปนี้  

1)  a = b1∧b2∧...∧bn∧c1∧c2∧...∧cm   

2)  <bi∧c1∧c2∧...∧cm>F = <c1∧c2∧...∧cm>F  เมื่อ  1 ≤ i ≤ n 

3)  <c1∧...∧cj∧...∧cm>F ≠ <c1∧...∧ĉj∧...∧cm>F  เมื่อ  1 ≤ j ≤ m 
โดยที่  ĉj  แทนสมาชิกที่ถูกยายออก  แทนการแยกตัวประกอบแบบ  meet  โดยใช  BPF  ของ  a   
ดวย  a = b1∧b2∧...∧bn∧ ⎣c1∧c2∧...∧cm⎦   และเรียกแตละ  bi  วา  inessential  factors  และเรียก
แตละ  cj  วา  essential  factors  ของ  BPF  ของ  a 

 
ทั้ง  4  กรณีไดทําการวิเคราะหการแยกตวัประกอบ  โดยใช  Boolean principal  ไมวาจะ 

เปนกรณีทีเ่ปน  meet  หรือ  join  ก็ตาม  ทาํใหเราแบงตัวประกอบไดเปน  2  แบบ  นัน่คือ  
inessential  factors  และ  essential  factors 
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2.  เงื่อนไขที่จาํเปนและเพียงพอในการจัดกลุม  inessential  factors  และ  essential  factors  
มีดังนี ้

 
     2.1  การแยกตัวประกอบแบบ join โดยใช  Boolean principal filter 

 
            2.1.1  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

1)  a = b1∨b2∨...∨bn∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦   ก็ตอเมื่อ  a = (b1∨b2)∨...∨bn∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 

2)  ถา  a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦  แลว  a = b∨ ⎣(c1∨c2)∨...∨cm⎦ 

3)  ถา  a = b∨ ⎣(c1∨c2)∨...∨cm⎦  แลว  a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦   

หรือ  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦  หรือ  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 
 

            2.1.2  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨ ⎣(c1∨c2)∨...∨cm⎦  จะไดดังนี ้
1)  ถา  c1 < c2  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm  แลว  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦ 

2)  ถา  c1 < c3∨c4∨...∨cm  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm  แลว  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦ 

3)  ถา  c1 >< c2  และ  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  และ  c1∨c2 < c2∨c3∨...∨cm   

แลว  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦ 

4)  ถา  c1 >< c2  และ  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  และ  c1∨c3∨...∨cm < c2∨c3∨...∨cm   

แลว  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦ 
 
            2.1.3  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨ ⎣(c1∨c2)∨...∨cm⎦  จะไดดังนี ้
1)  ถา  c2 < c1  และ  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  แลว  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 

2)  ถา  c2 < c3∨c4∨...∨cm  และ  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  แลว  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 

3)  ถา  c2 >< c1  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm  และ  c2∨c1 < c1∨c3∨...∨cm   

แลว  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 
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4)  ถา  c2 >< c1  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm  และ  c2∨c3∨...∨cm < c1∨c3∨...∨cm   

แลว  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 
 

            2.1.4  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨ ⎣(c1∨c2)∨...∨cm⎦  ถา  c1 >< c3∨c4∨...∨cm  และ  c2 >< c3∨c4∨...∨cm   

และ  c1∨c3∨...∨cm = c2∨c3∨...∨cm   

แลว  a = b∨c1∨ ⎣c2∨c3∨...∨cm⎦  และ  a = b∨c2∨ ⎣c1∨c3∨...∨cm⎦ 
 
            2.1.5  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨ ⎣(c1∨c2)∨...∨cm⎦  ถา  c1∨c3∨...∨cm >< c2∨c3∨...∨cm 

แลว  a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 
 
            2.1.6  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

1)  a = b1∨b2∨...∨bn∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦    

ก็ตอเมื่อ  a = (...((b1∨b2)∨b3)∨...∨bn)∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 

2)  ถา  a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦  แลว  a = b∨ ⎣(...((c1∨c2)∨c3)∨...∨cm)⎦ 

3)  ถา  a = b∨ ⎣(...((c1∨c2)∨c3)∨...∨cm)⎦   แลว  a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦    

หรือ  a = b∨
1i

c ∨
2i

c ∨…∨
jic ∨ ⎣

j21 iii c...cc ∨∨∨ ⎦   

สําหรับบาง  {i1, i2, ..., ij} ⊆ {1, 2, ..., m}  เมื่อ  1 ≤ j < m 

โดยที่  
j21 iii c...cc ∨∨∨ = c1∨...∨

1i
ĉ ∨...∨

2i
ĉ ∨...∨

jiĉ ∨...∨cm 
 

            2.1.7  ให  B  เปน  finite Boolean algebra  และ  a ∈ B 
ถา  a = b∨ ⎣(...((c1∨c2)∨c3)∨...∨cm)⎦  และ  c1,...,cm  เปน  atom  ที่แตกตางกัน   

แลว  a = b∨ ⎣c1∨c2∨...∨cm⎦ 
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     2.2  การแยกตัวประกอบแบบ join โดยใช  Boolean principal ideal  จะได 
ผลลัพธในทํานองเดียว  กับการแยกตัวประกอบแบบ join โดยใช  Boolean principal filter 
 

     2.3  การแยกตัวประกอบแบบ meet โดยใช  Boolean principal ideal 
 
            2.3.1  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

1)  a = b1∧b2∧...∧bn∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤   ก็ตอเมื่อ  a = (b1∧b2)∧...∧bn∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 

2)  ถา  a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤  แลว  a = b∧ ⎡(c1∧c2)∧...∧cm⎤ 

3)  ถา  a = b∧ ⎡(c1∧c2)∧...∧cm⎤  แลว  a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤   

หรือ  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤  หรือ  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 
 

            2.3.2  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧ ⎡(c1∧c2)∧...∧cm⎤  จะไดดังนี ้
1)  ถา  c1 > c2  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm  แลว  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤ 

2)  ถา  c1 > c3∧c4∧...∧cm  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm  แลว  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤ 

3)  ถา  c1 >< c2  และ  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  และ  c1∧c2 > c2∧c3∧...∧cm   

แลว  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤ 

4)  ถา  c1 >< c2  และ  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  และ  c1∧c3∧...∧cm > c2∧c3∧...∧cm   

แลว  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤ 
 

            2.3.3  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧ ⎡(c1∧c2)∧...∧cm⎤  จะไดดังนี ้
1)  ถา  c2 > c1  และ  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  แลว  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 

2)  ถา  c2 > c3∧c4∧...∧cm  และ  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  แลว  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 

3)  ถา  c2 >< c1  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm  และ  c2∧c1 > c1∧c3∧...∧cm   

แลว  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 
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4)  ถา  c2 >< c1  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm  และ  c2∧c3∧...∧cm  > c1∧c3∧...∧cm   

แลว  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 
 

            2.3.4  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧ ⎡(c1∧c2)∧...∧cm⎤  ถา  c1 >< c3∧c4∧...∧cm  และ  c2 >< c3∧c4∧...∧cm   

และ  c1∧c3∧...∧cm = c2∧c3∧...∧cm   

แลว  a = b∧c1∧ ⎡c2∧c3∧...∧cm⎤  และ  a = b∧c2∧ ⎡c1∧c3∧...∧cm⎤ 
 

            2.3.5  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧ ⎡(c1∧c2)∧...∧cm⎤  ถา  c1∧c3∧...∧cm >< c2∧c3∧...∧cm 

แลว  a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 
 

            2.3.6  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

1)  a = b1∧b2∧...∧bn∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤    

ก็ตอเมื่อ a = (...((b1∧b2)∧b3)∧...∧bn)∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 

2)  ถา  a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤  แลว  a = b∧ ⎡(...((c1∧c2)∧c3)∧...∧cm)⎤ 

3)  ถา  a = b∧ ⎡(...((c1∧c2)∧c3)∧...∧cm)⎤  แลว  a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤   

หรือ  a = b∧
1i

c ∧
2i

c ∧…∧
jic ∧ ⎡

j21 iii c...cc ∧∧∧ ⎤ 

สําหรับบาง  {i1, i2, ..., ij} ⊆ {1, 2, ..., m}  เมื่อ  1 ≤ j < m   

โดยที่  
j21 iii c...cc ∧∧∧ = c1∧...∧

1i
ĉ ∧...∧

2i
ĉ ∧...∧

jiĉ ∧...∧cm   
 

            2.3.7  ให  B  เปน  finite Boolean algebra  และ  a ∈ B 
ถา  a = b∧ ⎡(...((c1∧c2)∧c3)∧...∧cm)⎤  และ  c1,...,cm  เปน  dual atom  ที่แตกตางกัน   

แลว  a = b∧ ⎡c1∧c2∧...∧cm⎤ 
 



 116

     2.4  การแยกตัวประกอบแบบ meet โดยใช  Boolean principal filter  จะได 
ผลลัพธในทํานองเดียว  กับการแยกตัวประกอบแบบ meet โดยใช  Boolean principal ideal 
 

3.  เงื่อนไขที่จาํเปนและเพียงพอในการสลบัที่  inessential  factors  ก ับ  essential  factors  
มีดังนี ้

 
     3.1  การแยกตัวประกอบแบบ join โดยใช  Boolean principal filter 

 
            3.1.1  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨ ⎣c⎦  จะไดวา  a = c∨ ⎣b⎦  ก็ตอเมื่อ  b = c 
 

            3.1.2  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨ ⎣c∨d⎦  จะไดดังนี ้

1)  ถา  b > d  และ  b∨d = c∨d  แลว  a = c∨d∨ ⎣b⎦ 

2)  ถา  b >< d  และ  b∨d = c∨d  ก็ตอเมื่อ  a = c∨ ⎣b∨d⎦ 
 

            3.1.3  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∨c∨ ⎣d⎦  จะไดดังนี ้

1)  a = b∨d∨ ⎣c⎦  ก็ตอเมือ่  c = d 

2)  ถา  b >< c  และ  b∨c = d   ก็ตอเมื่อ  a = d∨ ⎣b∨c⎦ 
 

     3.2  การแยกตัวประกอบแบบ join โดยใช  Boolean principal ideal  จะได 
ผลลัพธในทํานองเดียว  กับการแยกตัวประกอบแบบ join โดยใช  Boolean principal filter 
 

     3.3  การแยกตัวประกอบแบบ meet โดยใช  Boolean principal ideal 
 

            3.3.1  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 
สมมติให  a = b∧ ⎡c⎤  แลว  a = c∧ ⎡b⎤  ก็ตอเมื่อ  b = c 
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            3.3.2  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧ ⎡c∧d⎤  จะไดดังนี ้

1)  ถา  b < d  และ  b∧d = c∧d  แลว  a = c∧d∧ ⎡b⎤ 

2)  ถา  b >< d  และ  b∧d = c∧d  ก็ตอเมื่อ  a = c∧ ⎡b∧d⎤ 
 

            3.3.3  ให  B  เปน  Boolean algebra  และ  a ∈ B 

สมมติให  a = b∧c∧ ⎡d⎤  จะไดดังนี ้

1)  a = b∧d∧ ⎡c⎤  ก็ตอเมือ่  c = d 

2)  ถา  b >< c  และ  b∧c = d  ก็ตอเมื่อ  a = d∧ ⎡b∧c⎤ 
 

     3.4  การแยกตัวประกอบแบบ meet โดยใช  Boolean principal filter  จะได 
ผลลัพธในทํานองเดียว  กับการแยกตัวประกอบแบบ meet โดยใช  Boolean principal ideal 
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