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Network coding is an another technique to improve efficiency of the network. This 
thesis has the objectives to study and to improve the network coding, and focus on the multiple 
source-sink pair communication problem 

 
Recently, Iwama et al. present an algorithm for k source-sink pair network coding, 

when k is some fixed constant. The running time of the algorithm depends on the upper bound 
on number of vertices performing encoding operations.  Iwama et al prove that  k3

ℑ  encoding 
vertices are sufficient to obtain the network coding whose operated on field ℑ .  In this work, 
we improve the bound to k||k 22 ℑ  and this tighter bound, in turns, improves the running time of 
the algorithm proposed by Iwama et al.    The techniques used are elementary linear algebra and 
Dilworthps theorem.  
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Linear Network Coding for  

the Multiple Source-Sink Pair Communication Problem 

 

�#��#� 
 

 V���NNA������@��@��WV����������@#!V����
�������[������B�@B���@������ �����������
���
����� (Network Coding) �����[��B����B�����O���B������VN"!���������@���@��@��WV�������
���@#!�B�@B��e��@��V��������!����e��@��V����
�����\?�   >?�����\�"!�����������@#!�B�@B�!��
��e��@�� @��@B��������
��@ ���B� ���V�����@��� ��
���N�����������@#! �@�� ���Y�\@���@��W���
���@#!N���!����e��@��@����@�!Q!��@���\?� NO����V�� ���@B���"�������[��!����� (?��N�
"�?�V� ������� ��\�) bO�����V����������C��!?!� 
 
 V����
������B�V�����������@#!"����������������
����� �A���D	"!� ���!�����������@#!
��@��W������@#!�B� ���������N���!�� �����\�����!���!�����@����@�!Q!���@���\?�  bO��
V��!�� X ��DB  ���V����@��W������@#!\?�>?�\@� �����������@#!�B!����Y� "!�����@��������C��
���������@#! 

 
 �#�"������
������B���[�NA?����@ ��������GO�F���������������
����� �
�����
�����
"��@�! ���� 	 (multicast) �B���[�����
������B�>��? �������B����O��>��?  ������������@#!\�
���>��?�!������!�� X >��?    ��������������
�������@��W������������BY\?���[������?B 
���N���BY���@B�����N���B�GO�F�������BY��[�N�����@��"!������!A@V�"��N��A�?��� 

 

 V������N���BY�����VNV�������B�������OY� �!����
������VN�����V���������������
�����
�����������
������������ ������!������!���#�  V������?���!��� @B�#�>��? k �#� �B� ���������
���@#!WO����  ���������@#!Q��������������������
�����N������ZNW�����@#!N��" �!� �������@��W
���\�WO��!������B��#����\?������W#� ��� 
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 	����
� !"���DXO� w 2003 Lehman and Lehman VW���	(H�����O����D%D#V��H���
WH������(�
�
�	�� ������������������
	���������O�����������DX� T� !"�� NP-Hard 
����O� w 2007 Wang 
and Shroff \?����#N�	�����@��W�����D��������������
�����V����
������B�@B�#������� 2 �#�\?� " �
���B���?���!���\@���@��WV��\?�������
������B�@B�#�������@������ 2 �#� 
 
 �����N���BY��g�� ��N�������� Iwama et al. (2008)    ���?���!����	���
&����%Y�
	����
����������������
	���������O����������%D#�D�(��
�	�� k �(� %D#%�����O���&�� T���C���O�
���W������������ O����D%D# k � T������%D# ��&����%���������
&����%Y��DX�YX���(��
��B?N����?��
���N�����>��?�B������������������
�����V���� ��    
 

Iwama et al. VW���	(H���DWH���
W�����H�����E��W������
	���H��� T�
���O��V������ 
3k|| ℑ  E��W U�����������
	��$%����]^&W� ℑ      �����H
��DX�	�����E��W������
	H�����V������ 

k||k 22 ℑ  E��W�
X���D����
����������������
	��������� O����D%D#�D�(��
�	�� k �(�    
 
�DWH���
W��%D#'����YX�W
��&��� %��O����&�O����%���������
&����%Y�%D#�	��EW� Iwama 

et al. &W&���������    �����	(H���DWH���
W��O����DXO���&
�%���D����
�����	��'&$%_Z`D�%��� 
Dilworth 
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1. ��g��"!�������A���!�����O@���������������������
���������������������
�����
������� �����"!��!������!���#�  



4 
 

�����%D������ 

 
��������������
�������[���������O��V����������@#!�B���������@���@��@��WV�������

���@#!V�����
�����V���DB�B�@B������\������e��@��N������!����e��@�� >?������B�N��!���WO����
�����������
�������Y�N����!���WO�����@"!��
Y�j���B�N����[� ���V������ 

 
��E�F��G����
!�H���!�"���� 

 
 ��	
� ℑ  �
��b �B�@B���
����@�� ��� k+k "!� �#D l · k >?����
����@����Y�����BY����@
��no!?	 "!����V����������?��!���BY��[�N��� 
 

1. @B�@�� ��p? : 
�!����
�Q!���"!� Q!�#D ����@����V�no!?	N� �����#�C��V�no!?	 

2. @B�@�� �����!���B� : 
��������@���� a "!� b V?X�B���#�V�no!?	  a + b = b + a   "!�  a · b = b · a 

3. @B�@�� ����N�?�@#� : 
��������@���� a, b "!� c V?X�B���#�V�no!?	  a + (b+c) = (a+b) + c   "!�  a·(b·c) = (a·b)·c 

4. ����#D@B�@�� �������N�� : 
��������@���� a, b "!� c V?X�B���#�V�no!?	  a·(b+c) = (a·b) + (a·c) 

5. @B���!��FD	������ 0 "!� ���!��FD	����#D 1 : 
��������@���� a V?XV�no!?	 a + 0 = a "!� a·1 = a  

6. @B ��Q�Q�������� : 
��������@���� a V�no!?	 ��@��W����� ��Q�Q�������� b V�no!?	�B����V�� a + b = 0 

7. @B ��Q�Q������#D : 
��������@���� a V�no!?	 �B�\@�������� 0 ��@��W�� ��Q�Q������#D b V�no!?	�B����V�� a·b = 1 

 
 �������no!?	�B�V���������\?�"�� no!?	N�����N���, no!?	N���������b��� 

 

 ��	
��
���
 (Finite field) �@��WO�no!?	�B�@B�@����V�no!?	@BN�����N����? ���?���no!?	
N����?@B���?�!Z��B��A?�B���[�\?��
� 2 @B�@�����
� (0,1) ��B����� Binary field  
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�!��N���BY���N�����@����V�no!?	@�V��V�������A���?���N�����>?� 
��
��� (Scalar) 
���H�����%D#�D'
����W��D��������WD�� '&$ �������� (Vector) ���H�����%D#�D%
X����W'&$%��%�� 
 
 ��������������� V ��]w&W�  �$���W���	��� �$���	��	����������
���'&$]w&W� '&$�D
���W���������	���������� ����������
��� (Vector addition) '&$ ����(�W���	��&��� (Scalar 
multiplication) ��$������%
X� 2 H$
���� T�V 
����������WW
��DX 
 

1. ����������
����D	��

� ^W : 
	����
�%C�|����������
��� x '&$ y O� V ����
��� x + y �
X���(�O� V 

2. ����������
����D	��

����	&
�%D# : 
	����
���� x '&$ y OWO� V ,  x + y = y + x 

3. ����������
����D	��

����H
W&��W
� : 
VW�	����
���� x y '&$ z OWO� V , (x+y)+z = x+(y+z) 

4. �D���&
�Z�������� : 
�D 0 O��v
 V %D#%��O�� 0 + x = x 	����
���� x OW|O� V  

5. �D���G�G
������� : 
	����
���� x %D#��(�O� V H$�D����
��� y %D#%��O�� x + y = 0 

6. ����(�	��&����D	��

� ^W : 
	����
�%C������� a O�]w&W� '&$%C�|������ x O� V  ��� ax H$��(�O� V EW���� ax �DX��D������ T�G&
�(�����	��&��� (scalar product) 

7. ����(�W���	��&����D	��

����H
W&��W
� : 
	����
���� a '&$ b OW|O�]w&W� '&$��� x O� V ���VW���� a(bx) = (ab) x 

8. ����(�W���	��&���	����U��$H��VW����#��%D���
�����������
��� : 
	����
���� a O�]w&W� '&$ x, y O� V,   a(x + y) = ax + ay 

9. ����(�W���	��&���	����U��$H��VW����#��%D���
�������	��&��� : 
	����
���� a,b O�]w&W� '&$ x O� V, (a+b)x = ax + bx 

10. �D���&
�Z������(� 1 ��(�O�]w&W� : 
	����
�%C���� x O� V ,  1x = x 
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 O�� v1, v2, }, vn � T�����
���OW| O� ��F(������
��� ���G&���O��(  a1v1+a2v2+} + aivi 
���#� a1,a2,}, ai � T����	��&��� ��D��������G&��������	�� (linear combination) �v
���G&�������
�	��%C�|���� T�G&������ ���� !� ��� v1, v2, } , vn EW�H$���W��� Span(v1, v2, } , vn) 
 
 �"�� #$ % (Ordered Set) ����v
%D#�D��������W����	
��
�K������
�W
��$�����	�����O�
�v
 EW������D������	
��
�K� ≤ ����
�W
����v
 P ���#� ≤ �D	��

� 3 ���W
��DX 
 

1. 	��

����	$%��� (reflexive) : 
a ≤ a �@
�� a ��[��@����V?XV� P 

2. �@�� �����a��@@� � (antisymmetric) : 
W�� a ≤ b "!� b ≤ a "!�� a = b �@
�� a,b ��[��@����V?XV� P 

3. �@�� ����W�����? (transitive) :  
W�� a ≤ b "!� b ≤ c "!�� a ≤ c �@
�� a,b,c ��[��@����V?XV� P 
 
 ��������#��@����V?X a "!� b V� P N���B��������B����B�����\?� (comparable) W�� a ≤ b 
��
� b ≤ a �����
���\���Y����\@���[�N���N���B��������B����B�����\@�\?� (incomparable) "!����
N���B���b ���?�������� (chain) W������@�����A��#�V��b ��@��W���B����B�����\?� "!���B�����
������ (antichain) ����@�����A�X�#�V��b ���B����B�����\@�\?� "!���B���b ���?���B����B����B��
���\?���B������#�V��b ���������
������� � (Partially Ordered Set) 
 

�(�'������ "����(& 

 
�#�"�����������@#!V����
�����"������\?���[� 3 ����C�V��� �@��e��@���B� ��������� 
 
1. ���������@#!"���#����� 	 (Unicast) �#����� 	��[����������@#!�B�@B!��FD�������"��

��O�� ����O�� �
�@B �������O�� �� ���������\�����!�������O�� �� �#����� 	��[��#�"��������
���@#!�B���\?�����\�"!�@B���V��������� 
 



7 
 

 2. ���������@#!"��@�! ���� 	 (Multicast) ��[����������@#!�B�@B!��FD�������"����O��
 ���!�� �
�@B �������O�� �� ���������\�����!������!�� �� >?��!�������[��@�����B��N��N�
�!A�@��O��bO����#�V����
����� " �\@�V���@������Y��@?V����
����� 
 
 3. ���������@#!"�����?��� 	 (Broadcast) ��[����������@#!�B�@B!��FD�������"����O��
 ���!�������?B�����@�! ���� 	 " ��!��������������"�����?��� 	��Y��
��@������Y��@?�B���#�
V����
�����  ���N��@�! ���� 	�B����\�����!A�@�@������B���������V����
����� 
 
���� "����(&���% �"�����"�&����"�&���(  
 
 ���������@#!������� ������!������!���#���[����������@#!�B�@BN����� ������������
N������!����� >?� �����" �!� ��N�@B�!������B���[��#���#���� �������Y�X V����������@#!"��
�BY �����N� ������������@#!\�����!�������B�� ���?B���B���[��#���� ��@�� ��
���N@��\?������[�
���������@#!�B���@������"����O�� ����O��N������!��������\��?������ 
 
����������������� �� (Network Coding) 

 
 V����������@#! �@�� ����@#!N�W#������#�C��V�"����  (Packet) >?��A���D	N��#�"��
��B�����"���� ��Y�@B��e��@��\��B�V?" �\@���@��W�#�WO����@#!�B���#�C��V�"���� \?� �����������
���
������A���D	N���@��W?#���@#!V�"���� N���!��X"���� "!�������@#!��!����Y�@���@���
?������B�����������\?� bO��V��B��BY���N���B�������[������������ N����Y��A���D	N�������@#!�B�\?�N��
�����������\����>?�V��"���� V�@� "!��!�����N���@��WW�?����\?�W�����\?�������@#!�B�@B
�������������[�N�����@����B����  
 
 Ahlswede et al. (2000) \?�"�?����V�������"��@�! ���� 	��Y�N�@B�����V����������@#! 
��
���N��@B���V�������
��@ �����@������V��\@���@��W������@#!\�\?�� Z@��������C�� "!����
�����������
�������@��W���V�����������@#!V����
�����@B��������C��@���OY�\?� 
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 ���N�"�?� ����������������@#!�B���������@V��@B������@�!Q!���@#!�B�>��?�!�����
������������� ��N���@��W������@#!\?������@B��������C��@���OY� >?����N�V�����n"��@B
��G���V����"�?�!��FD�������
����� 
 

 
 

 

����
� 1  ����������
������B�@B������"��@�! ���� 	 
 

	��
�O������������D
��%����� s '&$
������	������(&	��

� a '&$ b V �
� &��%��	��


� t1 '&$ t2  W
�F��%D# 1  EW�'
�&$�	�����#��'%�������#��
��%D#�D����	����UO����	���%���
� 1 
���������(& H$�������E��W v 
������	������(&�����������	����UO����	�� ���%�����	��
����(&
�� �
� E��W v H��� T�
����&���	������(& a ���� b V %D&$��
X� ���#��H��	����U	������(&
VW���D����Y#����������(& ���	������(&V �
� &��%��%
X�	��E��W v HY�
���	������(&	����
X� 
 
 ����D���������
	���������E��W v 	����U�������(& a '&$ b ��	����� T�����(&O���VW�
EW�O������(&O������ a+b ����(&�DX���#�	��V �
� &��%��'&��  &��%��	����U' &�����(&�&
���
� T�����(&%D#
������VW� �&������ t1 	����U�������(&%D#VW��
���&��
����#�������(& b VW� O�%�����
�WD���
� t2 	����U�������(&%D#VW��
���������(& a VW� 
 

 s 

a             b 

 

 

a             b 

 

a            v            b 

 

 

 

 
 
 

t1                      t2   
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����
� 2 ���
������B�@B��������������
����� 
 

����������������� ���!�"���� (Linear Network Coding) 
 
 ��
���N�����B��������������
�����V� ��"����Y����@B���@�A�����"!���������b��b�����#� 
Li et al. (2003) NO�\?�"�?������������������
���������������������@#!"��@�! ���� 	��Y���@��W
���\?�>?�V�����@#!�B�����������[�Q!��@��������������@#!�B�\?���� "!�"�?����@B��!�����O@����
!�>@��B�V������������������\?�" ����\@�V�����B�B�?B�A?V�����������������������
����� �����������
���
������B�V��Q!��@��������������@#!V�������������BY���N���B�������!�"#�!$���%!&�"��'�(����#� 
  

 �!��N��@B���"�?�������������������������Y���B�����B�N����\�V��\?� (Li et al., 2003) " �
���\@�@B��Y� �����B�B�?BV���������B�����������
����� Jaggi et al. (2005) NO�\?��������������B���
�������������������
�����������������������������@#!"��@�! ���� 	C��V���!��B���[�n���	�����A
��@ >?����B����
����������������������@#!V����
�����"!����@�������������� �@!��?�����
������
��@�B�����aV��������V����
���������@N�� �����\�����!����� V�" �!�������
��@���
��������N��A�@�����@��������y�B�V��V�Q!��@�������� bO��Q!��@��������N��������������B�������OY�@�
�BYN� �����[�������������� ��������Q!��@V��A�X��������B����\������e��@���?B����� ��
��V��
�A?�����@
�����WO���e��@��"!��N���@��WW�?����\?� ��� ��N���"!��\@���[�������������� ��
���N��������������������V�@� >?��!
��V�������@��������y�
�� 

 

 s 

a             b 

 

 

a             b 
 

 

a             v            b 
 

a+b      .   

 

 

a+b          a+b 
 
 

t1                      t2   
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�����@��������y�B�V���BYN��A�@N��no!?	N����? ℑ >?����@���N���[��B�Q!��@��������N�����
��������N�\@���[�������������� �����N�"��Q�Q��������?���no!?	�BY �����
������@��������y@B
����B���[�\�\?�@��Q!��@��������N�@B>����\@���[�������������� ���������!� bO��@BQ! ��N�����
���Y��B� ���������������������� "!���!�V������������Y��@?N���#�C��V� ( )2HTEO ⋅⋅  �@
�� 

 
 E  �
�N��������������
��@��Y��@? 

 T  �
�N����������e��@�� 
 H  �
����@��@��WV����������@#!"��@�! ���� 	 
 
����������������� ���#������������������% �"�����"�&����"�&���(  

 
 ��������������
����������������
������������ ������!������!���#���Y���[��B������
�B������VN >?�@B!��FD��!����������
�����"��@�! ���� 	�B�@B�!���!����� " �����
�����
������� ������!������!���#���Y�" �!��!�����N� ��������B�����@#!N�� ������B���[��#����
�!�������Y�������Y�  
 
 V��o 2003 Lehman and Lehman VW�"�?�V����Z����V����������@#!�B�\@�V��@�! ���� 	��Y� 
��������������
�����"����������\@���B���� �����������@#!V����
���������#�"�� "!�V���DB�B�
���
�����@B���������@#!V�!��FD��B���[����������@#!������� ������!������!���#���Y� ���\@�
N����?N������#� ������!�����N���[������ NP-Hard  
 

Wang and Shroff (2007) \?���N��D���������������
�������������V����
������B�@B��B�� 2 �#�
 ������!�����bO����[�N������#������A?�B���[�\�\?� "!�"�?����V���DB�BY��@��W��������������
���
�����\?�>?�V����������������
�����"����������"!���\?�C��V���!��B���[�n���	�����A��@ " �
���B���?���!���\@���@��WV��\?�������
������B�@BN������#� ������!�����@������ 2 \?�  

 
 ��@�V��o 2008 Iwama et al. \?�������!�����O@��
������������������
�������������V�

���
������B�@BN������#� ������!�����@������ 2 �#�C��V���!��B���[�n���	�����A��@ �@
�������?V��
N������#� ������!�������Y���[�������B� k >?�V�����BY Iwama et al. \?�"�?����N����[� ���V��
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>��?����������B��\@�����N�������O�� N������BY�OY���#����N���������#� ������!�����"!����?
���np!?	N����?�B�V��V���������������
����� >?�N����������!���B�?V�������W�?\� 

 
��&�����K���" Iwama et al. 

 
V��������BYN�����@�����"!��!���WO���!�����O@��
������������������
�������������

����������������
������������ ������!�����N����� k �#���� Iwama et al. "!�N��������
>��?���������B�������\?�"�?�\��  
 
����� �@@ �V��>��? v \?�������@#!����@���[� x  "!� y   �@!��?�� ��!�"#�!$��"���$�
 v 
��B��"��?��� ( )vσ  ��[����� ��	"�?�WO���������������
����������������>��? v >?������?V�� 
( ) ( )bav ,=σ  �@
�����@#!�B�N���� ��\���Y�������� byax +  �@
�� a  "!� b  ��#�V�no!?	N����? ℑ  �B�V��

V���������������
����� >?������Y� a  "!� b \@�������� 0 N���B��>��? v �BY�����[��$�
�"#�!$�� 
(coding vertex) 
 

����� ��������������
����� σ  �@��WO��b �����������������
��������>��?����������Y��@?�B�
@B �@
����������������
��������>��?�������� v V?X�
� ( )vσ  
 
����; �&'(�����)*��( 
�+�,�)��-�.�/�
*#
0�(� %���
,!�
���1(���/�*#��/�
�-��/(
�-+�� ���
 !"��%D#VW��
����n���aN������A��G���"!��#� ���������!�����N����� k �#� '&$�D� ���������
��������������
	��������������	��O���
�>��?��������%
X���W%D#�DO����] EW� &��%��'
�&$

�
VW��
�����$����(&%D#��H��
��%��%D#� T��(��
�

��
��%���
X� '&$����&��������������������
����� σ
2.*/�#3$* �����������������
����� σ ��(�O����
��%D#� T�V VW���� !"���DX 
 

Iwama et al. �@@ �������n�B�\?����@B!��FD���[� 2/1 Restricted Graph bO����[����n�B�@B
���N����?����@�OY�@��
��������>��?V?X�B�\@�V�� �����"!��!�����N�@B�#� (indegree,outdegree) 
��[� (2,1) ��
� (1,2) \?�������Y� "!��@@ ����"�!�� �������Y��@?@B�#� (indegree,outdegree) ��[� 
(0,1) "!��!�����@B�#� (indegree, outdegree) ��[� (1,0) ��Y��@? 
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���n���aN������A��G���V?X��@��W"�!���[� 2/1 Restricted Graph \?�>?�����@N�����
>��?"!�������
��@\�V� ��"����>��?�B�\@� ����
���\� ��������������
�������Y�N���N��D�
>��?��������N��>��?%D#�D�(� (indegree, outdegree) � T� (2,1) �%���
X� �����WO���	�����#������
E��W v  �	����Y#�� T� �
*#�.,!��"*�- '&$�D��	����Y#�� T� �
*#�.,!��)�� ����(&%D#	��
��V H$��H��
G&��������	���������(&%D#VW��
�H���	�����#������%
X�	�� '&$���H$��D��E��W%D#�D�(� (indegree, 
outdegree) � T� (1,2) ���4(#$��/�-� (Fork vertex) 
 

�
&����%Y�N� ����������������V�����>��?����������Y��@? ?����Y����@BN�����>��?
����������[�N�����@����!��B�V��V�����������ZN�@�� �@\�?��� Iwama et al. NO�\?�"�?����
N�����>��?���������B� ���V����Y�\@�N����[� ���@������N�������O�� >?����@B�����������
���
������B�V��>��?��������@������N�����?���!���"!�� N���@��W"�!��������������
��V��
N�����>��?��������!?!�>?�Q!�����������������
�����������?�@��#�\?�  

 
���' &����������
	�DX%��VW�EW����� &D#�����������
	���������O������	�����#���D������

����(&�B������[� 0 "�� N����Y���N��D���@
�����\@�@B������
��@��Y���#� "!�@�����>��?@B�#� 
(indegree,outdegree) ��[� (1,1) bO��"��?���������
��@���@?�\?� >?����N�����@���B�����!B������
��������?���BY 
 
����� �@@ �V��>��? v  @B����������� ( ) ( )bav ,=σ  ��!��	67'�8���#�'9�α  �@��WO����
��!B�����������������>��?V����[� ( )ba ,α+  "!���B����� ��!��
8���#�' W����� a−=α V�
�������?B����� ��!��	67'�8��" �9� β  �
������!B���V����������������>��?��[� ( )β+ba,  
"!� ��!��
8��" � W�� b−=β  

 
N���BY���N�"�?���������@��WV�������!B����BY"�!������������V��@BN�����>��?��������

!?!�>?�V��Q!�����������������
�����������?�@\?� >?������� �?���b�����
��������B�>��?
����������O��"!���������!B���������������B��B�>��?����������
���?���Q!�B���!B���\�N����� �? 
>?�N����[� ���V������@����@?���BY 

 
����� � ����!�"#�:;	����#��(&7�: L �
����� ��	�B�"�?�������@#!�B����V�������
��@ L @B�������V?
�@
����B��������@#! ����� >?�����@@ �V�� ����� is  ������@#!��[� ix ���@#!�B����V�������
��@ L
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N� �����[�Q!��@��������������@#! �������Y��@?�
� ∑
=

k

i

ii xa
1

)(  ���� ��	���@#!��������
��@ L 

�
� ( )kaaaa ,,,, 321 …  

 
����� =	�!>8�����$�
 v  9�'���	�'8���� 867 i  �@��WO�����B����\�����!����� ���B� i  �@
��
 �������Y��@?������@#!��[� 0 "!�������V�����@#!�B����N��>��? v  ��[� 1 ��B��"��?��� )(vei  
 
����� � ����!�=	�!>8�����$�
 v  "��?��� )(vE �
����� ��	���Q!�����N��>��? v  
\�����!�����" �!� �� [ ])(,),(),()( 21 vevevevE k…=  

 
 �@@ �>��? v  @B���@#!����@���[� x  "!� y  ���������
��@b������������
��@��� �@!��?�� 
"!�@BQ!�����N��>��? v  \�����!����� ���B� i  ��[� ie  �����!B������b���\� a   N����V��
���@#!�B����\�����!����� ���B� i  @B�����!B���\� iexa ⋅⋅  V��������?B����������!B���������\�b 
N����V�����@#!�B����\�����!����� ���B� i  @B�����!B���\� ieyb ⋅⋅  
 

N���Z����W�����@B>��?�B�@BQ!�����\�����!�������@
����� 2 >��? �����������!B���
��������������
��������>��?��Y���� >?�V��>��?"�����@#!�B����@B�����!B���\�a "!�N��>��?
�B����@B�����!B���\� a− ��������������
�����N���!B���\� >?��B����������@#!\�����!����������
�?�@��#� 
 
�MNO
���
� 1 $��:6��!�"#�!$���%!&�"��'867?(#���9
#�
'?(#�
':6�$�
�"#�!$��8�@�$:
:��� �� 

k3
ℑ �$�
�>:6��!�"#�!$���%!&�"��'�6�A��!;�$�B7�867?(#���9
#�
':6�$�
�"#�!$��8�@�$:
9:����� 

k3
ℑ �$�
 

 
���(D�	 �@@ �V��@B>��?�������� 2 >��?�B�@B���@#!������Y����������[� u "!� v "!�@BQ!�����
\�����!�������@
�����"!���������������
�������[� (a1,b1) ��� (a2,b2)  >?�>��?"��\@���[�Q#�
�
���
Y���� (descendant) @�N��>��?�B���� Q!�����N��>��?"��\�N�WO�������
��@b������
>��?�B������[� eL "!�Q!�����N��>��?"��\�N�WO�������
��@������>��?�B������[� eR ���
N�"��������[� 3 ��DB?���BY 
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��DB"�� a1eL ≠ 1 ���N������� �?���b����B�>��?"�� ��� �?�BY���V�����@#!�B�������
>��?"����!B���\� -a1u "!����@#!�������b������>��?�B������!B�����[� (1-a1eL)u �����@��W
��������!B������b����B�>��?�B����\� a1/(1-a1eL) ��
��V�����@#!���>��?�B������!B���\� �a1u \?� 

 
��DB�B���� b1eR ≠ 1 V��������?B�������DB"�� ���N������� �?�������B�>��?"��"!�

��������!B���������\� b1/(1-b1eR) �B�>��?�B���� 
 
��DB�A?���� a1eL = b1eR = 1 ���N������Y���� �?���b���"!���� �?�������B�>��?"�� 

��� �?�BYN����V��>��?"��������@#!��!B���\� -(a1u+b1v)  "!����@#!�������b���"!�������
>��?�B������[� �(b1/a1)v ��� �(a1/b1)u "�� >?������!B������b���\� �a1 "!���!B���������\� 
�b1 >��?�B����N�@B���@#!�B������!B���\� +(a1u+b1v)  bO��N�\����!�����������!B����B�>��?"�� 

 
��
���N������ ��	���@#!"!����� ��	Q!�������[����� ��	 k @� ���no!?	ℑ  ?����Y����@B 

>��?��������@������ k3
ℑ  N� ���@B>��?����#��B� �� �@��
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- � ����!�=	�!>8�"�� vh+1 ≠ 0 A	> 
- :6"#�:;	�"#�8���#�'�$:&�����%&� u A	> 
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