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ทฤษฎีและความเขาใจพื้นฐาน 
 

1.  แบบจําลองทางคณติศาสตรของระบบมอเตอรไฟฟากระแสตรง 
 
 ในสวนนี้จะอธิบายเกี่ยวกับเรื่องการหาแบบจําลองทางคณิตศาสตรของระบบมอเตอร
ไฟฟากระแสตรง ซ่ึงจะทําโดยใชความรูและกฎทางวิทยาศาสตรและคณิตศาสตรที่ไดมีการพัฒนา
มาแลวมาใชเขยีนเปนแบบจําลองทางคณิตศาสตรโดยแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่หาขึ้นตามวิธีนี้
เราจะเรียกวา Transfer Function ก็ได 
 

ตามที่ไดกลาวมา มอเตอรคืออุปกรณที่สรางการเคลื่อนที่ทางกลโดยใชพลังงานไฟฟา เรา
จะหาคาของ Transfer Function ของระบบมอเตอรไฟฟากระแสตรงโดยพิจารณาจากวงจรสมมูล
แสดงในภาพที่ 5 และมี Block Diagram แสดงในภาพที ่6 
 

 
 

ภาพที ่5 แสดงวงจรสมมูลของระบบมอเตอรไฟฟากระแสตรง 
 
 
 

 
 

ภาพที ่6 แสดง Block Diagram ของระบบมอเตอรไฟฟากระแสตรง 

( )smΘ  
( )sG  

( )sEa  



 13

จากภาพที ่5 สนามแมเหล็กถูกสรางจากขดลวดเหนี่ยวนําโดยใชไฟฟากระแสตรงขนาด
คงที่ซ่ึงเปรียบเสมือนแมเหล็กถาวร สวนที่เคลื่อนที่ไดของมอเตอรเรียกวาโรเตอรจะประกอบดวย
ขดลวดพันอยูรอบๆเรียกขดลวดนีว้าขดลวดอารมาเจอร ในขดลวดนี้จะมีกระแส ( )tia  ไหลอยู
ภายใน กระแสนี้จะวิ่งในขดลวดมีทิศทางตัดกับสนามแมเหล็กที่สรางจากแมเหล็กถาวรทําใหเกดิ
แรงขึ้นตามสมการ 
 

( )tBliF a=      (1) 
 
เมื่อ B  คือ ปริมาณความหนาแนนของสนามแมเหล็ก 
        l   คือ ความยาวของขดลวด 
 
ผลรวมของแรง F  ทําใหเกิดเปนแรงลัพธของขดลวด แรงลัพธดังกลาวจะไปผลักใหโรเตอรเกิด
การเคลื่อนที่แบบหมุนตอเนือ่งกันไปกอใหเกิดเปนทอรกของมอเตอรขึ้น 
 
 ภายในมอเตอรยังเกิดปรากฎการณอีกอยางหนึ่งคือ ขณะเกิดการเคลื่อนที่ของโรเตอรนั้น
เปรียบเสมือนขดลวดอารมาเจอรกําลังเคลื่อนที่ตัดกับสนามแมเหล็กซึ่งจะกอใหเกิดความตางศักย
ขึ้นระหวางปลายขดลวดมีความสัมพันธตามสมการ 
 

Blve =      (2) 
 
เมื่อ e  คือ แรงดนัไฟฟา 
       v  คือ ความเร็วของขดลวด 
 
เนื่องจากความเร็วของขดลวด v  นี้จะมากหรือนอยก็ขึ้นกับการหมุนของโรเตอรซ่ึงขึ้นกับกระแส 
( )tia  ที่ไหลอยูภายในขดลวดอารมาเจอร ดังนั้นจากภาพที่ 5 และสมการ (2) สามารถสรางสมการ

แสดงความสมัพันธระหวาง ( )tvb  กับ ( )tmθ  ไดคือ 
 

( ) ( ) ( )
dt
tdKtKtv m

bmbb
θω ==     (3) 
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เมื่อ ( )tvb  คือ แรงดนัที่เกิดขึน้ภายในขดลวดอารมาเจอรหรือเรียกวา Back Electromotive Force    
(Back emf) 
      ( )tKb  คือ คาคงที่ของ back emf 
      ( )tmω  คือ ความเร็วเชิงมุมของขดลวดอารมาเจอรหรือความเร็วเชิงมุมของโรเตอร 
      ( )tmθ   คือ การกระจัดเชิงมุมของขดลวดอารมาเจอร 
 

เราสามารถหา Transfer Function ของระบบมอเตอรไดโดยเริ่มตนจากการหา Laplace 
Transform ของสมการตางๆแลวนําไปแทนคาตัวแปรระหวางกันแสดงดังนี้ จากสมการ (3) สามารถ
หา Laplace Transformไดดังนี้ 
 

( ) ( )ssKsV mbb Θ=      (4) 
 

ความสัมพันธระหวางกระแสภายในขดลวดอามาเจอร ( )tia , แรงดันไฟฟาที่ใสใหกับขดลวดอารมา
เจอร ( )tea  และแรงดันที่เกดิขึ้นภายในขดลวดอารมาเจอร (back emf) ( )tvb  มีความสัมพันธกัน
ตามกฎของ Kurchoff ดังนี ้
 

( ) ( ) ( ) ( )tetv
dt
tdiLtiR ab

a
aaa =++     (5) 

 
เมื่อ aR  คือ คาความตานทานของขดลวดอารมาเจอร 
       aL  คือ คาความเหนี่ยวนําของขดลวดอารมาเจอร 
 
จากสมการ (5) สามารถหา Laplace Transform ไดดังนี ้
 

( ) ( ) ( ) ( )sEsVssILsIR abaaaa =++     (6) 
 
ทอรกที่เกิดขึน้มีความสัมพนัธกับกระแสที่ไหลภายในขดลวดอามาเจอรแสดงความสัมพันธ
หลังจากทํา Laplace Transform แลวไดผลดงันี้ 
 

( ) ( )sIKsT atm =      (7) 
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เมื่อ ( )sTm  คือ ทอรกที่เกิดขึน้ภายในมอเตอร 
       tK       คือ คาคงที่ของทอรก 
 
คา tK  นี้จะมากหรือนอยขึ้นกับความแรงของสนามแมเหล็กของแมเหล็กถาวร เราสามารถ
ปรับเปลี่ยนสมการ (7) ไดผลดังนี้ 
 

( ) ( )sT
K

sI m
t

a
1

=      (8) 

 
เพื่อที่จะหา Transfer Function ใหนําสมการ (8) ไปแทนคาในสมการ (6) ไดผลดังนี ้
 

( ) ( ) ( ) ( )sEssK
K

sTsLR
amb

t

maa =+
+ Θ     (9) 

 
เนื่องจาก Transfer Function ที่เรากําลังจะหานี้แสดงความสัมพันธระหวาง ( )smΘ  และ ( )sEa  
ดังนั้นเราตองเขียน ( )sTm  ใหอยูในรูปของ ( )smΘ  ใหไดกอน 
 

 
ภาพที ่7 รูปสมมูลภาระโหลดทางกลที่ตอเชื่อมกับมอเตอร 

 
จากภาพที ่7 แสดงรูปสมมูลภาระทางการกลที่ตอเชื่อมกบัมอเตอร mJ  คือ Inertia ของโร

เตอร mD  คือคา Damping ซ่ึงสามารถแสดงความสัมพันธไดสมการดังนี ้
 

( ) ( ) ssDsJsT mmmm Θ+= 2     (10) 
 
แทนคาสมการ (10) ในสมการ (9) ไดผลคือ 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )sEssK
K

ssDsJsLR
amb

t

mmmaa =Θ+
Θ++ 2

   (11) 

 
สําหรับมอเตอรไฟฟากระแสตรงสวนใหญคาความเหนีย่วนําของขดลวดอารมาเจอร aL  จะมีคา
นอยมากเมื่อเทียบกับคาความตานทานของขดลวดอารมาเจอร aR  จึงประมาณให aL  มีคาเทากับ
ศูนย ดังนั้นสมการ (11) จะไดเปน 

 

( ) ( ) ( )sEssKDsJ
K
R

ambmm
t

a =Θ







++    (12) 

 
สามารถยายขางสมการเพื่อหา Transfer Function ( ) ( )sEs amΘ  ไดดังนี้ 

 

( ) ( )
( )

















++

=
Θ

=

a

bt
m

m

ma

t

a

m

R
KKD

J
ss

JR
K

sE
ssG

1
    (13) 

 
เพื่อความสะดวกจึงทําการเปลี่ยนตัวแปรจะได 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )sG

ss
K

sE
ssG

a

m =
+

=
Θ

=
α

    (14) 

 
เมื่อ K  = 

ma

t

JR
K  

       α  = 







+

a

bt
m

m R
KK

D
J
1  

 
สมการ (14) เราเรียกวา Transfer Function จาก ( )sEa  ไป ( )smΘ  ของระบบมอเตอร

ไฟฟากระแสตรง เนื่องจากในบางครั้งถาเรามอง Transfer Function ของระบบ ใหอยูในรูปของ 
Block Diagram ที่แสดงรายละเอียดแยกยอยออกมาก็อาจจะทําใหสะดวกในการทําความเขาใจได
มากขึ้น เชนในกรณนีี้เราสามารถเขียน Block Diagram ไดโดยตรงจากภาพที่ 5 เลย Block Diagram 
ที่ไดแสดงตามภาพที่ 8 
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ภาพที ่8 Block Diagram แสดงรายละเอยีดของ ( )sG  
 

จาก Transfer Function ของระบบมอเตอรกระแสตรงเราจะเห็นวาระบบดังกลาวเปนระบบ
เชิงเสนกําลังสอง (Second-Order Linear System) มี Pole ของระบบ 2 ตัวอยูที่ตําแหนง 0 และ α−  
ตามลําดับ ขอสังเกตเพิ่มเติมคือ ถาคา aL  มีคามากเมื่อเทียบกับคาความตานทานของขดลวดอารมา
เจอร aR  จนทําเราไมสามารถประมาณคา aL  ใหเทากับศูนยไดจะทําให Transfer Function ของ
ระบบมอเตอรกระแสตรงเปนระบบกําลังสาม (Third-Order System) 
 
 ในงานวิจยันี้จะทําการระบุเอกลักษณของระบบมอเตอรไฟฟากระแสตรงโดยใช
ความสัมพันธระหวางสัญญาณอินพุตเปนความตางศักย ( )tea  และสัญญาณเอาทพุตเปนความเร็ว
เชิงมุม ( )tmω  แสดงความสัมพันธไดดังรูป 
 

 
 

ภาพที ่9 แสดง Block Diagram ของระบบ 
 
เราสามารถหา Transfer Function ไดโดยใชความสัมพันธดังนี้ 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )sss

t
dt
tdt

mm

mm

Θ=

==

ω

θθω &
     (15) 

 
 

bV  

LT  

mT  mω  -+

- 

bK  

mΘ  

s
1  

aI  

mm DsJ +
1  

sLR aa +
1  tK  +

( )smω  
( )sGω  

( )sEa  

aE  
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จากสมการ (15) จะได Transfer Function ดังนี ้
 

( ) ( )
( ) α

ω
ω +

==
s
K

sE
ssG

a

m     (16) 

 
จากสมการ (16) แสดง Transfer Function ของระบบมอเตอรกระแสตรงเราจะเห็นวาระบบดังกลาว
เปนระบบกําลังหนึ่ง (First-Order System) มี Pole อยูทีต่ําแหนง α−  และจะเห็นไดชัดวา ถาคา aL  
มีคามากเมื่อเทยีบกับคาความตานทานของขดลวดอารมาเจอร aR  ก็จะทําให Transfer Function 
ของระบบมอเตอรกระแสตรงเปนระบบกําลังสอง (Second-Order System) 
 
 พิจารณาแสดง Transfer Function ของระบบมอเตอรกระแสตรงที่เปนกาํลังหนึ่ง มี
ตําแหนงของ Pole ของระบบคือ α−  เมื่อพิจารณาที่มาของ α  จะเห็นวาตัวแปรที่สามารถ
เปลี่ยนแปลงไดจะมีผลให Pole ของระบบเปลี่ยนแปลงกค็ือคาของ mJ  ซ่ึงจะมีคาแปรผันตรงกับ
น้ําหนกัของโหลดที่ตอเขากบัแกนโรเตอรของมอเตอรรวมกับน้ําหนกัของแกนโรเตอรเอง เมื่อ mJ  
มีคามากจะทําให Pole ของระบบอยูใกลแกน ωj  มากกวาเมื่อ mJ  มีคานอย เมื่อ Pole ของระบบ
อยูใกลแกน ωj  มากก็จะทําใหระบบมีผลตอบสนองลดลงกับคาความถี่สูง นั่นหมายความวา
ความเร็วของระบบที่จะพาตวัเองเขาสู Set Point จะมีคาลดลงหรือเรียกวาจะใชเวลามากขึ้น ถาเรา
มองในทางปฏิบัติ กรณีที่ mJ  มีคานอยกแ็สดงวาโรเตอรของมอเตอรของเรายังไมไดตอเขากับ
โหลดใดๆกย็อมจะควบคุมความเร็วของโรเตอรไดงายกวาเมื่อตอเขาไปกับโหลดแลว ยิ่งถาโหลดมี
น้ําหนกัมากคอื mJ  มีคามากก็จะทําใหการควบคุมใหระบบเขาสู Set Point ก็ยิ่งทําไดยากซึ่งก็
เปนไปในแนวทางเดียวกนักบัทางทฤษฎี 
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2.  ผลตอบสนองทางดานเวลาของระบบ 
 

เมื่อกลาวถึงการหาผลตอบสนองทางดานเวลาของระบบมักจะหมายถึงการใสสัญญาณ
อินพุตชนิด Step ในโดเมนของเวลาใหกับระบบแลวดูสัญญาณเอาทพตุที่เกิดขึ้นในโดเมนของเวลา
เรียกเอาทพุตที่เกิดขึ้นนี้วา “ผลตอบสนองทางดานเวลาของระบบ” หรือ “Step Response” ก็ได 
ผลตอบสนองทางดานเวลาของระบบที่เกิดขึ้นเกิดมาจากผลตอบสนอง 2 ชนิดรวมกันคือ Forced 
Response และ Natural Response Forced Response จะมีผลใหเหน็ไดชัดในขณะที่ระบบเขาสู
สภาวะ Steady State แลว และ Natural Response จะมีผลในขณะที่ระบบอยูในภาวะ Transient 
โดยทั่วไปแลวเมื่อระบบเขาสูสภาวะ Steady State แลวจะเกดิเอาทพุตที่เปนคาคงตัวคงที่ตอเนื่อง
ตอไปซึ่งไมยากที่จะเขาใจ แตในภาวะที่ระบบอยูในสภาวะ Transient สภาวะนี้จะเกดิการ
เปลี่ยนแปลงคาเอาทพุตอยูตลอดเวลา การเปลี่ยนแปลงดงักลาวจะมีรูปแบบใดก็ขึ้นกบัคุณสมบัติ
ของระบบ ดังนั้นในการศึกษาผลตอบสนองทางดานเวลาของระบบจะมุงเนนไปในการศึกษา
คุณสมบัติของระบบที่เปลี่ยนแปลงไปเมื่อเปลี่ยนแปลงคาตัวแปรภายในของระบบ 
 
 การศึกษาผลตอบสนองทางดานเวลาของระบบสามารถทําไดโดยการแกหาผลเฉลยของ
สมการผลตางของระบบที่ถูกกระตุนโดยใชสัญญาณอินพุตที่เปน Step แลวทําการวิเคราะหผลเฉลย
ดังกลาว ในการศึกษาในวิชาควบคุมเราจะใช Transfer Function เปนตัวแทนระบบซึ่งอยูในรูปของ 
Laplace Transform ทําใหเมือ่เราตองการรูผลตอบสนองของระบบเราจึงตองหา Inverse Laplace 
Transform ซ่ึงอาจจะไมสะดวกในการวิเคราะหที่ตองการความรวดเร็ว ดังนั้นในทางปฏิบัติเราจะ
เร่ิมศึกษาการศึกษาผลตอบสนองโดยดูจากการเปลี่ยนแปลงคาภายใน Transfer Function โดยตรง 
ซ่ึงภายใน Transfer Function จะมีคาตวัแปรภายในที่เราตองรูจักดังนี ้
 
 -  Pole ของ Transfer Function คือ คาของตัวแปรของ Laplace Transform s  ที่ทําให 
Transfer Function มีคาเทากบั Infinity หรือคือคา Common Root ของตัวสวนของ Transfer 
Function 
 
 -  Zero ของ Transfer Function คือ คาของตัวแปรของ Laplace Transform s  ที่ทําให 
Transfer Function มีคาเทากบั 0 หรือคือคา Common Root ของตัวเศษของ Transfer Function 
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 การเปลี่ยนแปลงคา Pole และ Zero ของระบบจะทําใหผลตอบสนองทางดานเวลาของ
ระบบเปลี่ยนไป ผลตอบสนองนี้จะเปลีย่นแปลงในรูปแบบใดก็ขึ้นกับ Order ของระบบดวย เราจะ
ศึกษาเฉพาะผลตอบสนองทางดานเวลาของระบบกําลังหนึ่งและผลตอบสนองทางดานเวลาของ
ระบบกําลังสองเทานั้น สําหรับระบบที่มีกําลังสูงกวากําลังสองจะมีผลตอบสนองทางดานเวลา
คลายกันกับระบบกําลังสองจึงมักจะประมาณเปนระบบกาํลังสองได 
 

2.1  ผลตอบสนองทางดานเวลาของระบบกําลังหนึ่ง 
 
        ในการศึกษานี้จะสมมตใิหระบบกําลังหนึ่งเปนแบบไมมี Zero เนื่องจาก Zero ของ
ระบบกําลังหนึ่งมีผลตอผลตอบสนองของระบบในเรื่องของขนาดของสัญญาณเทานั้นแตไมมีผล
ตอผลตอบสนองของระบบในเรื่องของรูปแบบของสัญญาณ (Norman S. Nise, 2004: 177) 
สมมติให Transfer Function ของระบบกําลังหนึ่งเปนแบบไมมี Zero ( )sG  แสดงไดดังนี ้
 

( )
as

KasG
+

=      (17) 

 
เมื่อระบบ ( )sG  ถูกกระตุนดวยสัญญาณอินพุตที่เปน Step ( ) srsR =  โดย r  คือขนาดของ Step 
ดังนั้นจะไดผลตอบสนอง ( )sC  แสดงไดตามสมการนี ้
 

( ) ( ) ( ) ( )ass
rKasGsRsC
+

==     (18) 

 
เราสามารถหาผลตอบสนองทางดานเวลาไดโดยการทํา Inverse Laplace Transform ไดผลดังนี้ 
 

( ) ( ) ( ) at
nf rKaerKatctctc −−=+=         (19) 

 
จะเห็นวา Pole ของสัญญาณอินพุต Unit Step คือ 0 เปนตัวทําใหเกดิผลตอบสนองที่เรียกวา Force 
Response ( ) rKatc f =  และ Pole ของระบบคือ a−  แสดงในภาพที่ 10 เปนตัวทําใหเกดิผล
ตอบสนองที่เรียกวา Natural Response ( ) at

n rKaetc −−=  ผลรวมของผลตอบสนอง 2 ชนิดนี้คือ 
( )tc  ซ่ึงจะมีการเปลี่ยนแปลงตามภาพที่ 11 
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ภาพที ่10 แสดง Pole ของระบบกําลังหนึ่ง 
 

 
 

ภาพที่ 11 แสดงผลตอบสนองของระบบกําลังหนึ่ง 
 

จากสมการ (19) เมื่อพิจารณาระบบเขาสูสภาวะ Steady State คือที่ ∞→t  แสดงไดดังนี ้
 

( ) ( ) ( )∞+∞=∞ nf ccc      (20) 
 

จะเห็นวา 
 

( )
( ) 0==∞

=∞
∞⋅−a

n

f

rKaec

rKac      (21) 
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ดังนั้น 
 

( ) ( )∞=∞ fcc       (22) 
 
นั่นหมายความวาเมื่อระบบเขาสูสภาวะ Steady State ผลตอบสนองทางดานเวลาที่ไดจะมาจาก 
Force Response เทานั้น 
 

จากภาพที่ 11 แสดงการเปลีย่นแปลงของผลตอบสนองทางดานเวลาของระบบกําลังหนึ่ง 
เราจะพบวาการเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นจะมีรูปแบบใดก็ขึ้นอยูกับคาของ a  หรือเรียกวาขึน้อยูกับ
ตําแหนง Pole ของระบบนั่นเอง นั่นแสดงวาระบบกําลังหนึ่งที่มีตําแหนงของ Pole ตางกันกจ็ะมี
คุณสมบัติของระบบตางกัน เราจึงกําหนดวธีิบอกคุณสมบัติของระบบกําลังหนึ่งโดยดูจากคาตางๆ 3 
ชนิดดังนี ้
 

1.  Time Constant คือคาเวลาที่ใชเพื่อใหเอาทพุตของระบบมีคาเทากับ 63% ของของคา
เอาทพุตที่ Steady State สามารถหาไดดังนี ้
 

( )

a
t

rKarKaerKatc at

1
100
63

=

×=−= −

    (24) 

 
เราจะเรียก a1  นี้วา Time Constant ของผลตอบสนองของระบบซึ่งคานี้จะเปนคาที่ทําให ate−  มี
คาลงลดเหลือ 37% เชนกนั 

2.  Rise Time, rT  คือคาเวลาที่ใชเพื่อใหเอาทพุตของระบบเปลี่ยนแปลงจาก 0.1 ถึง 0.9 
ของคาเอาทพุตที่ Steady State แสดงไดตามภาพที่ 11 หรือในอีกความหมายหนึ่งคือคาเวลาที่ใช
ระหวางการเปลี่ยนแปลงคาเอาทพุตของระบบจาก 10% ถึง 90% สามารถหาไดดังนี ้

 

a
Tr

2.2
=      (25) 
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3.  Settling Time, sT  คือคาเวลาที่ใชเพื่อใหเอาทพุตของระบบมีคาอยูใน 2% ของคา
เอาทพุตที่ Steady State แสดงไดตามภาพที ่11 หรือในอีกความหมายหนึ่งคือคาเวลาที่ใชเพื่อใหคา
เอาทพุตของระบบมีคาความคลาดเคลื่อน Steady State ไมเกิน 2% สามารถหาไดดังนี ้
 

a
Ts

4
=       (26) 

 
 จากสมการ (24), สมการ (25) และสมการ (26) จะเห็นไดวาคา Time constant, rT , และ sT  
จะเปลี่ยนแปลงไปในรูปแบบใดก็ขึ้นอยูกบัตัวแปร a  นั่นก็คือขึ้นอยูกับคา Pole ของระบบ ซ่ึงเปน
คุณสมบัติเฉพาะของระบบนัน้ๆ ดังนั้นเราจงึใชคา 3 ชนิดนี้จะเปนตวัแปรที่ใชเปนตวัอธิบาย
คุณสมบัติของระบบกําลังหนึ่งในสภาวะ Transient เพื่อที่ใหผูออกแบบตัวควบคุมสามารถรูถึงการ
เปลี่ยนแปลงทีจ่ะเกิดขึ้นตอระบบเมื่อใสตวัควบคุมเพิ่มเขาไปในระบบ 
 

จากการศึกษาผลตอบสนองทางดานเวลาของระบบกําลังหนึ่งจะเหน็ไดวาการเปลี่ยนแปลง
คา Pole ของระบบกําลังหนึง่จะทําใหระบบกําลังหนึ่งมกีารเปลี่ยนแปลงผลตอบสนองในเรื่องของ
ความเร็วของสัญญาณเทานัน้แตไมไดมีการเปลี่ยนแปลงผลตอบสนองในเรื่องของรูปแบบของ
ลักษณะสัญญาณ 
 

2.2 ผลตอบสนองทางดานเวลาของระบบกําลังสอง 
 
      ในหวัขอนี้เราจะทําการใชการเปลี่ยนแปลงคา Pole และ Zero ของระบบมาเปนตัวแปร
ที่จะดกูารเปลี่ยนแปลงผลตอบสนองทางดานเวลาของระบบที่จะเปลี่ยนไป การเปลี่ยนแปลง
ผลตอบสนองทางดานเวลาของระบบกําลังสองจะมีความซับซอนมากกวาระบบกําลังหนึ่งตรงที่เมื่อ
ทําการเปลี่ยนแปลงคา Pole และ Zero ของระบบกําลังสองจะทําใหผลตอบสนองที่เกดิขึ้นมีการ
เปลี่ยนแปลงในเรื่องของความเร็วของสัญญาณและมกีารเปลี่ยนแปลงในเรื่องของรูปแบบของ
ลักษณะสัญญาณดวย (Norman S. Nise, 2004: 186) ซ่ึงสามารถสรุปไดใจความดังนี ้
 
 เร่ิมตนที่การศกึษาการเปลีย่นแปลงผลตอบสนองของระบบกําลังสองที่ยังไมมี Zero ( )sG  
กอน แสดง Transfer Function ของระบบกาํลังสองไดตามสมการดังนี ้
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( )
bass

KbsG
++

= 2      (27) 

 
ในระบบกําลังสองจะมีคา Pole 2 คาซึ่งก็คือคารากของสมการตัวสวนของ Transfer Function ตัว
แปร a  และ b  ที่เปลี่ยนแปลงจะทําใหคา Pole ของระบบเปลี่ยนแปลงไปซึ่งการเปลี่ยนแปลง Pole 
ของระบบนี้จะทําใหเกิดสภาวะ Transient ที่ตางกัน 4 รูปแบบเมื่อระบบ ( )sG  ถูกกระตุนดวย
สัญญาณอินพุตที่เปน Step ( ) srsR =  โดย r  คือขนาดของ Step ดังนัน้จะไดผลตอบสนอง ( )sC  
แสดงไดตามสมการ (28) และแสดงผลตอบสนองที่ตางกันไดตามภาพที่ 12 
 

 
 

ภาพที่ 12 แสดงผลตอบสนองของระบบกําลังสองที่ตําแหนงของ Pole มีคาตางๆ 
 

( ) ( ) ( ) ( )basss
rKbsGsRsC

++
== 2     (28) 

 
 ผลตอบสนองที่เกิดขึ้นจะมีรูปแบบตางๆกนัขึ้นกับคาของ Pole ของระบบกําลังสอง ซ่ึงจะ
แบงได 4 แบบดังนี ้
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 1.  เกิดผลตอบสนองแบบ Overdamped เมื่อ Pole ของระบบทั้ง 2 ตัวมคีาเปนจํานวนจริงที่
มีคาตางกันคือ 1σ−  และ 2σ−  ซ่ึงจะทําใหผลตอบสนองมีคาเปนไปตามสมการดังนี ้
 

( ) tt eKeKtc 21
21

σσ −− +=     (29) 
 
 2.  เกิดผลตอบสนองแบบ Underdamped เมื่อ Pole ของระบบทั้ง 2 ตัวมีคาเปนจํานวน
เชิงซอนคือ dd jωσ ±−  ซ่ึงจะทําใหผลตอบสนองมีคาเปนไปตามสมการดังนี ้
 

( ) ( )φωσ −= − tAetc d
td cos     (30) 

 
 3.  เกิดผลตอบสนองแบบ Undamped เมื่อ Pole ของระบบทั้ง 2 ตัวมีคาเปนจํานวนเชงิซอน
ที่มีเฉพาะสวนที่เปนเชิงซอนคือ 1ωj±  ซ่ึงจะทําใหผลตอบสนองมีคาเปนไปตามสมการดังนี ้
 

( ) ( )φω −= tAtc 1cos      (31) 
 
 4.  เกิดผลตอบสนองแบบ Critically Damped เมื่อ Pole ของระบบทั้ง 2 ตัวมีคาเปนจํานวน
จริงที่มีคาเทากันคือ 1σ−  ซ่ึงจะทําใหผลตอบสนองมีคาเปนไปตามสมการดังนี ้
 

( ) tt teKeKtc 11
21

σσ −− +=     (32) 
 

เราจะเขยีนระบบกําลังสองในรูปแบบทั่วไปโดยใชตวัแปร ζ  (Damping Ratio) และ nω  
มาแทนได กําหนดคา 
 

2
nb ω=  
na ζω=  

 
ดวยการแทนคาตัวแปร a  และ b  ลงในสมการ (28) แลวจัดรูปจะไดสมการทั่วไปของระบบกําลัง
สองแสดงดังนี้ 
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( ) 22

2

2 nn

n

ss
sG

ωζω
ω

++
=     (33) 

 
สามารถหา Pole ของระบบไดดังนี ้
 

12
2,1 −±−= ζωζω nns     (34) 

 
ตําแหนงของ Pole ที่เกิดจะขึ้นกับคา ζ  ซ่ึงจะทําใหเกิดผลตอบสนองตางกันแสดงในภาพที่ 13 
 

 
 

ภาพที่ 13 แสดงผลตอบสนองของระบบกําลังสองที่คา ζ  ตางๆกัน 
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ภาพที่ 14 แสดงผลตอบสนองของระบบกําลังสองแบบ Underdamped 
 

เราจะกําหนดคุณสมบัติของระบบกําลังสองโดยการพจิารณาจากภาพที ่14 ดวยคาตางๆ 3 
ชนิดดังนี ้
 

1.  Rise Time, rT  คือคาเวลาที่ใชเพื่อใหเอาทพุตของระบบเปลี่ยนแปลงจาก 0.1 ถึง 0.9 
ของคาสุดทายของคาเอาทพุตแสดงไดตามภาพที่ 14 หรือในอีกความหมายหนึ่งคือคาเวลาที่ใช
ระหวางการเปลี่ยนแปลงคาเอาทพุตของระบบจาก %10  ถึง %90  ในระบบกําลังสองเราไม
สามารถหาสมการที่แสดงความสัมพันธระหวาง rT  กับคาตวัแปรอื่นๆไดโดยตรง แตเราก็ยัง
สามารถแกสมการเพื่อหาความสัมพันธระหวาง rT  กับ ζ  โดยไดผลสรุปเปนภาพที่ 15 
 

 
 

ภาพที่ 15 แสดงความสัมพันธระหวางคาเวลากับ ζ   
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 2.  Peak time, pT  คือคาเวลาที่ใชเพื่อใหเอาทพุตของระบบมีคาสูงสุดคาแรก มีคาดังนี ้
 

21 ζω

π

−
=

n

pT      (35) 

 
 3.  Percent Overshoot, OS%  คือคาเปอรเซ็นตของขนาดของเอาทพุตที่มีคามากที่สุดเทียบ
กับคาเอาทพุตที่ Steady State สามารถหาไดดังนี ้
 

100%
21 ×=














−
−

ζ

ζπ

eOS     (36) 
 







+







−

=

100
%ln

100
%ln

22 OS

OS

π
ζ     (37) 

 
4.  Settling Time, sT  คือคาเวลาที่ใชเพื่อใหเอาทพุตของระบบมีคาอยูใน 2% ของคา

เอาทพุตที ่Steady State แสดงไดตามภาพที ่14 หรือในอีกความหมายหนึ่งคือคาเวลาที่ใชเพื่อใหคา
เอาทพุตของระบบมีคาความคลาดเคลื่อน Steady State ไมเกิน 2% สามารถหาไดดังนี ้
 

dn
sT σζω

44
==      (38) 
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3.  LINEAR TIME-INVARIANT DISCRETE SYSTEM 
 
 ในการระบเุอกลักษณเราจะตองทําการเกบ็ขอมูลจากการทดลอง ขอมูลจะถูกเก็บอยูในรูป
ของ Discrete ทําใหการวิเคราะหและการสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรจากขอมูลเหลานั้นจะอยู
ในรูปของ Discrete เชนกัน เราจึงจําเปนที่จะตองศึกษาสญัญาณตางๆแบบ Discrete ในตอนนี้เราจะ
ใช t  เปนตวัแปรของเวลาแบบ Discrete 
 
  3.1  Impulse Response 
 

       เมื่อเราใสสัญญาณอินพุต ( )tu  ใหกับระบบซึ่งจะทําใหเกิดสัญญาณเอาทพุต ( )ty  
หรือเรียกวาผลตอบสนองของระบบ แสดงตามภาพที่ 16 
 
 

 
 

ภาพที่ 16 Block Diagram แสดงระบบทั่วไป 
 
 

ถาระบบในภาพที่ 16 เปนระบบเชิงเสนไมขึ้นกับเวลา (Linear Time-Invariant System) เรา
จะสามารถเขียนสมการแทนระบบไดดังนี ้
 

( ) ( ) ( ) K,2,1,0,
1

=−=∑
∞

=

tktukgty
k

    (39) 

 
สมการ (39) เรียกวา Impulse Response ของระบบ ในภายหลังเราจะเรยีกสมการ (39) วา Transfer 
Function ของระบบ 
 
 
 

 
( )ty  ( )tu  
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3.2  Disturbances 
 

       จากภาพที ่16 และสมการ (39) ซ่ึงแสดงความสัมพันธระหวางสัญญาณอินพุตและ
สัญญาณเอาทพุตของระบบ แสดงวาเมื่อเราทราบคาของสัญญาณอินพุตเราก็จะหาคาของสัญญาณ
เอาทพุตไดเสมอ แตในความจริงแลวสัญญาณเอาทพุตที่เกิดขึ้นไมไดเกิดจากระบบเพียงอยางเดียว
แตมักจะประกอบไปสัญญาณรบกวน ( )tv  เขามาปะปนเสมอ แสดงไดตามภาพที่ 17 
 

 
 

ภาพที่ 17 Block Diagram แสดงระบบแบบมีสัญญาณรบกวนเขามารบกวน 
 

จากภาพที่ 17 เราสามารถปรับปรุงสมการ (39) เพื่อแสดงความสัมพันธระหวาง สัญญาณ
อินพุต ( )tu  , สัญญาณเอาทพุต ( )ty  และสัญญาณรบกวน ( )tv  ไดใหมดังนี ้

 
( ) ( ) ( ) ( ) K,2,1,0,

1
=+−=∑

∞

=

ttvktukgty
k

   (40) 

 
 ในการศึกษาระบบใดๆเราจะสมมติใหสัญญาณรบกวน ( )tv  สรางขึ้นมาจากสัญญาณ
รบกวนสีขาว ( )te  ผานเขาไปในระบบที่เรียกวาแบบจําลองทางคณิตศาสตรของสัญญาณรบกวน 
( )kh  (Noise Model) แสดงตามภาพที่ 18 

 

 
 

ภาพที่ 18 Block Diagram แสดงแบบจําลองทางคณิตศาสตรของสัญญาณรบกวน 
 
 
 

 

+ ( )ty  ( )tu  
 +

( )tv  

( )tv  ( )te  
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จากภาพที่ 18 เราก็จะไดความสัมพันธตามสมการ (41) 
 

( ) ( ) ( ) K,2,1,0,
0

=−= ∑
∞

=

tktekhtv
k

    (41) 

 
 สัญญาณรบกวนสีขาว ( )te  หมายถึงสัญญาณรบกวนแบบสุมที่มีคา PDF และมีคุณสมบัติ
คือ ( )( ) 0=teE  และมีคาความแปรปรวน (Variances) เทากับ λ  ยังมีคณุสมบัติอ่ืนๆเพิ่มเติมอีก
แสดงใน (Lennart Ljung, 1999: 22-23) เราจะสมมติให h  เปน Monic หมายถึง ( ) 10 =h  
 

3.3  Transfer Function 
 

       เราจะกําหนดสัญลักษณเพิ่มเติมเพื่อใหการเขียนสมการตางๆอยูในรูปที่กะทัดรัดขึ้น 
คือ Shift Operator nq มีความหมายตามสมการดังนี ้
 

( ) ( )ntutuqn +=      (42) 
 
เราจะเรียก 1q  วา Forward Shift Operator แสดงความสัมพนัธดังนี ้
 

( ) ( ) ( )11 +== tutuqtqu         (43) 
 
และจะเรียก 1−q  วา Backward Shift Operator แสดงความสมัพันธดังนี ้
 

( ) ( )11 −=− tutuq      (44) 
 
เราจะนํา Shift Operator มาใชเขียนกับสมการ (39) ซ่ึงจะไดผลดังนี ้
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )tuqG

tuqkg

tuqkgktukgty

k

k

k

k

k

=









=

=−=

∑

∑∑
∞

=

−

∞

=

−
∞

=

1
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   (45) 
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จากสมการ (45) จะเห็นวาเราไดกําหนดสญัลักษณเพิ่มเติมคือ ( )qG  เรียกวา Transfer Operator 
หรือเรียกวา Transfer Function มีคาตามสมการ (46) 
 

( ) ( )∑
∞

=

−=
1k

kqkgqG      (46) 

 
และเชนเดียวกนั เราจะได 
 

( ) ( )∑
∞

=

−=
0k

kqkhqH      (47) 

 
ทําใหเราสามารถเขียนสมการ (41) ไดใหมดังนี ้
 

( ) ( ) ( )teqHtv =      (48) 
 
ดังนั้นสมการ (40) จะสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบใหมไดดังนี ้
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )teqHtuqGty +=     (49) 
 
สมการ (49) สามารถเขียนเปน Block Diagram ไดตามภาพที่ 19 
 

 
 

ภาพที่ 19 Block Diagram แสดงความสัมพันธของระบบ LTI 
 
ขอสังเกตของสมการ (46) และสมการ (47) คือดัชนี k  ของ ∑  ใน ( )qH  เร่ิมตนที่ 0=k  แต
ใน ( )qG  เร่ิมตนที่ 1=k  

+ ( )ty  

( )qH  

( )tu  
( )qG  +

( )te  



 33

4.  PREDICTION 
 
 เปาหมายของหัวขอนีก้็คือการทํานายคาของสัญญาณที่เวลาถัดไปโดยใชขอมูลของ
สัญญาณที่เราเก็บไดในอดีต หลักการของการทํานายคาของสัญญาณจะสามารถนําไปใชในการหา
คาพารามิเตอรที่ดีสุดใน Model Structure ที่เราเลือกใชในการระบุเอกลักษณได ดังนั้นวิธีการทาง
คณิตศาสตรที่ใชในการทํานายคาของสัญญาณที่เวลาใดๆ จึงเปนพื้นฐานที่จําเปนในการเขาใจ
วิธีการระบุเอกลักษณ 
 
 เราจะเริ่มตนทาํความเขาใจกบัการทํานายคาของสัญญาณ ( )tv  กอนเพื่อที่จะนําไปสูการ
ทํานายคาสัญญาณเอาทพุตของ Model Structure ( )ty  ได จากที่เราไดศกึษาความสัมพันธระหวาง
สัญญาณอินพุตและสัญญาณเอาทพุตของระบบ LTI ที่อยูในรูปแบบ 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tvtuqGteqHtuqGty +=+=    (50) 
 
เราจะทําการทาํนายคาของสัญญาณ ( )tv  ไดก็ตองรูจักกับคุณสมบัติตางๆที่ตองมีใน Noise Model 
( )qH  กอน เร่ิมจากการพิจารณา ( )tv  ซ่ึงเกิดมาจากสัญญาณรบกวนสีขาว ( )te  ผานเขาไปใน 

Noise Model ( )qH  แสดงตามสมการ 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) K,2,1,0,
0

=−== ∑
∞

=

tktekhteqHtv
k

  (51) 

 
ส่ิงที่เราตองสมมติ คือ Noise Model ตอง Stable นั่นคือ 
 

( ) ∞<∑
∞

=0k
kh      (52) 

 
สมการ (52) หมายความวาผลรวมของขนาดของ ( )kh  ตองหาคาได จากนั้นจากสมการ (48) ถาเรา
รูขอมูล ( )sv  ที่เวลา ts ≤  เราจะสามารถหา ( )te  ไดตามสมการดังนี ้
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) K,2,1,0,~~
0

=−== ∑
∞

=

tktvkhtvqHte
k

   (53) 
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โดยที่ ( )qH~  คือ Inverse ของ ( )qH  แสดงวาสมการ (53) เราจะสามารถหาคา ( )te  ไดเมือ่ ( )kh  
ตองสามารถหา Inverse ได จาก (Lennart Ljung, 1999: 22) เราสามารถสรุปไดวาถา ( )qH  Stable
แลวเรากจ็ะสามารถหา Inverse ของ ( )qH  ไดซ่ึงมีคาตามสมการ (54) ดังนั้นจากสมการ (52) เราได
สมมติให ( )qH  มีเสถียรภาพไวแลวจึงสามารถหาคา ( )te  ได 
 

( ) ( ) ( ) ( )qHqHqkhqH
k

k 1~~ 1

0

=== −
∞

=

−∑    (54) 

 
 กลับมาเขาสูเปาหมายของเราคือ การทํานายคาคาของสัญญาณ ( )sv  ณ ที่เวลา ts =  โดย
ใชขอมูลที่เราเก็บไดที่เวลา 1−≤ ts  ในกรณีนีว้ิธีการที่เราใชทํานายเราจะเรียกวา One-Step-Ahead 
Prediction of v  ซ่ึงสามารถทําไดโดย พิจารณาจากสมการ (51) ถากําหนดให ( )qH  เปน Monic 
หมายถึง ( ) 10 =h  จะสามารถกระจายสมการไดดังนี ้
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) K,2,1,0,
10

=−+=−= ∑∑
∞

=

∞

=

tktekhtektekhtv
kk

  (55) 

 
ดวยหลักการของความนาจะเปน (Lennart Ljung, 1999: 22-23) จะได 
 

( ) ( ){ } ( ) ( ) K,2,1,0,1|ˆ
1

=








−+=− ∑
∞

=

tktekhEteEttv
k

  (56) 

 
เมื่อ ( )1|ˆ −ttv  หมายถึงคา ( )tv  ที่ไดจากการทํานายโดยใชขอมูลจาก ( ){ }1| −≤ tssv  จาก
คุณสมบัติของสัญญาณรบกวนสีขาว ( )te  ซ่ึงมีคาเฉลี่ยเทากับ 0 ดังนั้นจากสมการ (56) จะได 
 

( ) ( ) ( ) K,2,1,0,1|ˆ
1

=








−=− ∑
∞

=

tktekhEttv
k

   (57) 

 
จากสมการ (55) ทําใหเราเขียนสมการ (57) ไดใหมดังนี ้
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }teteqHE

ttektekhEttv
k

−=

=








−−=− ∑
∞

=

K,2,1,0,1|ˆ
0    (58) 
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ดวยคณุสมบัตขิอง Expectation {}⋅E  จะได 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )teqHteteqHttv 11|ˆ −=−=−    (59) 
 

จากสมการ (50) เราสามารถหาคา ( )te  ไดโดยการยายขางสมการ ดังนี ้
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tuqGqHtyqHte 11 −− −=     (60) 
 
นําคา ( )te  ที่ไดแทนในสมการ (50) ไดผลดังนี ้
 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]tuqGtyqH

ttuqGqHtyqHqHttv
−−=

=−−=−
−

−−

1

11

1
,2,1,0,11|ˆ K   (61) 

 
ขณะนีเ้ราสามารถทํานายคา ( )1|ˆ −ttv  ไดแลว ตอจากนี้เราจะทําการทํานายคาของสัญญาณ ( )sy  
ณ ที่เวลา ts =  โดยใชขอมูลที่เราเก็บไดที่เวลา 1−≤ ts  ซ่ึงสามารถทําไดโดยใชหลักการเดียวกนั
กับ One-Step-Ahead Prediction of v  แสดงไดดังนี ้
 

( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )1|ˆ

,2,1,0,1|1|ˆ
−+=
=−=−

ttvtuqG
tttyEtty K    (62) 

 
แทนคา ( )1|ˆ −ttv  จากสมการ (61) ลงในสมการ (62) ไดผลดังนี ้

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] K,2,1,0,11|ˆ 1 =−−+=− − ttuqGtyqHtuqGtty   (63) 

ทําการจัดรูปตวัแปรใหมจะไดผลดังนี้ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) K,2,1,0,11|ˆ 11 =−+=− −− ttyqHtuqGqHtty   (64) 

สมการ (64) นี้เรียกวาเปนสมการของตัว Predictor จัดวาเปนสมการที่สําคัญในขั้นตอนการ
หาพารามิเตอรที่ดีที่สุดของการระบุเอกลักษณเพราะเปนสมการจะถกูนําไปใชในการสรางตัว 
Predictor ของ Model Structure ที่เราไดเลือกไว 
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 ตามที่เราไดศกึษาในหวัขอกอนหนานี้ เราสามารถเขียนความสัมพันธของระบบ LTI ใหอยู
ในรูปแบบของสมการดังนี ้
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )teqHtuqGty +=     (65) 
 
โดยที ่
 

( ) ( )∑
∞

=

−=
1k

kqkgqG      (66) 

 
( ) ( )∑

∞

=

−+=
1

1
k

kqkhqH      (67) 

 
สําหรับในการระบุเอกลักษณแบบใชพารามิเตอรนั้น ส่ิงที่เราตองการหาคือคาของตัวแปร 

θ  ที่สามารถทําใหพารามิเตอรของ Model Structure ที่เราเลือกนั้นดีที่สุด ดังนั้นจะเห็นไดวา Model 
Structure ที่เกิดขึ้นจะมีลักษณะเปนเชนไรก็ขึ้นกับคาของตัวแปร θ  เราจึงตองปรับการเขียนสมการ 
(65) ใหมเพื่อใหเหมาะสมดังนี้คือ 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )teqHtuqGty θθ ,, +=    (68) 
 
และเชนเดียวกนักับในสมการ (64) เราก็ตองเขียนใหมเปน 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) K,2,1,0,,1,,|ˆ 11 =−+= −− ttyqHtuqGqHty θθθθ   (69) 

 
จากสมการ (68) เราจะได Block Diagram แสดงในภาพที่ 20 
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ภาพที่ 20 แผนภาพ Block Diagram ของระบบ LTI ตามสมการ (68) 
 
ในภายหลังเราจะไดศึกษา Model Structure แตละชนดิ ถาเราตองการทราบถึงการทํานาย

คาของสัญญาณเอาทพุตของ Model Structure ตางๆเหลานั้น เราสามารถทําไดโดยกําหนดตวัแปร
ใหมที่จําเปนสาํหรับการจัดรูป Model Structure นั้นใหอยูในแผนภาพ 19 หรือเรียกวาใหอยูในรูป
ของสมการแสดงความสัมพนัธระหวางสัญญาณอินพุตและสัญญาณเอาทพุตของระบบ LTI ตาม
สมการ (68) จากนั้นนาํคา ( )θ,qG  และ ( )θ,qH  มาแทนคาในสมการ (69) เราก็จะไดผลการ
ทํานายแบบ One-Step-Ahead Prediction 

+ ( )ty  

( )θ,qH  

( )tu  
( )θ,qG  +

( )te  


