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บทคัดยอ 
 งานวิจัยนี้เปนการนําเสนอการออกแบบตัวควบคุมหุนยนตรถสองลอ เพ่ือใหสามารถทรงตัวและเคล่ือนท่ี                            
เปนเสนตรงไปยังตําแหนงท่ีตองการได ในการออกแบบตัวควบคุมนี้ไดทําการหาโมเดลทางคณิตศาสตร เพ่ือจําลองการ
ทํางานของหุนยนต สมการลากรานจ (Lagrange’s Equation) ไดถูกนํามาใชในการหาสมการการเคลื่อนท่ีของหุนยนต        
ซึ่งสามารถแยกเปน สมการการเคลื่อนที่ของโครงสรางหุนยนตและสมการการเคล่ือนท่ีของตัวตนกําลังหรือมอเตอร         
ตัวควบคุมที่ใชในการออกแบบคือ ตัวควบคุมแบบปอนกลับสถานะและใช Linear Quadratic Regulator (LQR) รวมกับ 
Integral Control มาชวยในการควบคุม จากนั้นไดจําลองการทํางานและทดสอบตัวควบคุมของหุนยนต ดวยโปรแกรม 
MATLAB/Simulink  จากการจําลองพบวาตัวควบคุมท่ีออกแบบไวสามารถควบคุมหุนยนตใหทรงตัวและเคล่ือนที่เปน
เสนตรงไปยังตําแหนงท่ีตองการได โดยมีคาความผิดพลาดของตําแหนง ±5 mm.  
 
คําสําคัญ : หุนยนตรถสองลอ  ตัวควบคุมกําลังสองเชิงเสน   
 
Abstract 

The objective of this research was to present the controller design for the two-wheeled mobile robot in order to 
balance the robot and control its position. To design the controller, the mathematical model was derived by using 
Lagrange’s Equation. The mathematical model was divided into 2 sub models: mobile robot model and motor model. 
The state feedback with Integral control was developed in order to calculate the control gain by using LQR. The robot 
and designed controller were implemented on MATLAB/Simulink. The results showed that the designed control was 
able to stabilize the robot and control its position with ± 5 mm. 
 
Keywords : two-wheel mobile robot, Linear Quadratic Regulator (LQR) 
________________________________________________________________________________________________________________
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1. บทนํา 
 ใน ปจจุ บันหลายประเทศไดใหความสนใจ
เก่ียวกับหุนยนตรถสองลอและมีการพัฒนาอยางตอเนื่อง 
ท้ังดานโครงสรางและการออกแบบตัวควบคุมหุนยนตรถ
สองลอ การพัฒนาหุนยนตรถสองลอนั้นไดอาศัยหลักการ
ทํางานของรางกายมนุษย ท้ังในดานการทรงตัวและการ
รักษาสมดุล เปรียบไดกับการสั่งการของสมองคนสูสมอง
กล จากกลามเนื้อสูฟนเฟอง และจากขาสูลอ ทําใหการ
ควบคุมการขับเคล่ือน  เปนไปอยางมีประสิทธิภาพและ
ปลอดภัยสูงสุด ซึ่งแนวคิดพื้นฐานนี้มาจากการทํางานของ 
Gyroscope ในมนุษยนั่นเอง โดยแนวคิดนี้ไดนําไปสู สุด
ยอดนวัตกรรมอัจฉริยะสําหรับการเดินทางของมนุษยก็คือ 
รถสองลอของเซกเวย (Segway, 2011) ในการออกแบบตัว
ควบคุมหุนยนตรถสองลอ มีความนาสนใจเปนอยางยิ่ง 
เนื่องจากเปนระบบท่ีไมมีคว ามเสถียรภาพ (Unstable 
System) ทําใหยากตอการควบคุม ซึ่งการออกแบบตัว
ควบคุมหุนยนตรถสองลอไดนําแนวคิดมาจากการควบคุม
ลูกตุมนาฬิกาหัวกลับ (Inverse Pendulum)โดยเปนระบบท่ี
ไมมีความเสถียร ภาพ เชนเดียวกัน อันเปนผลมาจากแรง
โนมถวงของโลก  

ในงานวิจัยนี้ไดศึกษาแนวทางมาจากหุนยนตท่ี
สมดุลไดดวยตนเองท่ีมีชื่อวา NXTway-GS (Yamamoto, 
2009) ซึ่งเปนหุนยนตของเลนที่บริษัท LEGO ไดทําการ
วิจัยและพัฒนาข้ึนมา โดยใชตัวควบคุมแบบ LQR แตใน
งา น วิ จั ย นี้ ได เพิ่ม ตัว คว บคุม แ บบปริ พั น ธ ( Integral- 
Control) เพ่ือใหหุนยนตสามารถเคล่ือนท่ีเปนเสนตรงไป
ยังตําแหนงที่ตองการได 
 
 
 

2. วัตถุประสงค 
เพ่ือศึกษาการออกแบบตัวควบคุมการเคล่ือนท่ี

ของหุนยนตรถสองลอ ดวยตัวควบคุมแบบปอนกลับและ
ใ ช ตั ว ค ว บ คุ ม แ บ บ  Linear Quadratic Regulator 
(LQR)รวมกับตัวควบคุมแบบปริพันธ(Integral Control) 
มาชวยในการควบคุม เพ่ือใหหุนยนตสามารถทรงตัวและ
เคล่ือนท่ีเปนเสนตรงไปยังตําแหนงท่ีตองการได โดยใช
การจําลองจาก MATLAB เทานั้น 
 
3. อุปกรณวิธีการ 

ในงาน วิจัยนี้ เริ่มตนจ ากการ หาโม เดลทา ง
คณิตศาสตร เพื่อใชในการออกแบบตัวควบคุมและจําลอง
การทํางานของหุนยนต ในการหาสมการการเคล่ือนท่ีของ
หุนยนตไดใชสมการลากรานจ (Lagrange’s Equation) 
โดยมีรูปสมการดังนี้   
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เมื่อ iQ  คือ แรงทั่วไป (Generalized forces)  
       iq  คือ พิกัดทั่วไป (Generalized Coordinates) 

และคา  iqqL ,  หาไดจาก    ii qqVqqT  ,,          (2) 
โดยท่ี  iqqT ,  คือ พลังงานจลนของระบบ  
            iqqV ,  คือ พลังงานศักยของระบบ 

ในการวิเคราะหพลังงานของระบบ สามารถหา
ไดจาก Free body diagram ของหุนยนต จากรูปภาพที่ 1 
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รูปภาพที่ 1 Free body diagram ของหุนยนตรถสองลอแสดงภาพ
ดานขางและดานบน (Yamamoto, 2009) 
 
กําหนดให     คาเฉล่ียของมุมลอซาย - ขวา 
      มุมของโครงหุนยนต  
       มุมท่ีเกิดจากการเล้ียวของหุนยนต 

สมการพลังงานจลนและพลังงานศักยท่ีไดจาก 
Free body diagram สามารถอธิบายไดดังสมการที่ (3), 
(4) และ (5) ตามลําดับ 
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brrll MgzgzmgzmV                         (5) 
 

โดยท่ีคาตัวแปรตางๆ มีคาดังนี้ 
m มวลของวงลอ 5 kg 

Mb มวลของตัวหุนยนตและคนขับ 60 kg 
R รัศมีของวงลอ 0.2413 m 
W ความกวางของหุนยนตและคนขับ 0.4 m 
D ความหนาของหุนยนตและคนขับ 0.25 m 
H ความสูงของหุนยนตและคนขับ 1.7 m 
LC ระยะจากจุดศูนยกลางมวลถึงแกนลอ 0.85 m 
Lm คาความเหนี่ยวนํามอเตอร 0.6 mH 
n อัตราทดรอบของเกียร 10:1 

 

จากสมการท่ี (3), (4) และ (5) แทนคาลงใน
สมการท่ี (2) จะไดคา  iqqL ,  จากนั้นนําคา  iqqL ,  แทน
คาลงในสมการที่  (1)  จะไดสมการแ บบจําลองทาง
คณิตศาสตรของหุนยนตคือ  
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 ซึ่งสมการท่ี (6) และ (7) เปนสมการไมเชิงเสน 
ซึ่งจะตองทําใหเปนสมการเชิงเสน โดยท่ีจุดสมดุลของ
หุ น ย น ต มี ค า ดั ง นี้  ,0  ,sin   ,1cos   
และ ,02  จะไดสมการเชิงเสนซึ่งสามารถอธิบายไดดัง
สมการท่ี (8) และ (9) 
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โดยที่  rl nn     
 rl nn     
 

จากสมการการเคล่ือนท่ีของหุนยนต จะเห็นได
วาตัวแปรขาเขาเปนแรงบิดท้ังหมด ดังนั้นจึงจําเปนท่ี
จะตองแปลงสมการการเคลื่อนท่ีของตัวตนกําลังหรือ
มอเตอรใหมีตัวแปรขาออกเปนแรงบิดดวยเชนกัน ดวย
เหตุนี้สมการการเคลื่อนที่ของตัวตนกําลังหรือมอเตอรจะ
ใช เพียงสวนแร กเพียงสวนเดียว คือ สว นของวงจ ร
อิเล็กทรอนิกส  เพราะมีตัวแปรขาออกเปนกระแส ท่ี
สามารถแปลงเปนแรงบิดได ซึ่งสมการการเคล่ือนท่ีของ
มอเตอรในสวนของวงจรอิเล็กทรอนิกสสามารถเขียนได
ดังนี้ 
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โดยท่ี คา  
mL  มีคาเพียง 0.00006 H เทานั้น   ซึ่ง

มีคานอยมาก ดังนั้นจึงคิดวาคานี้มีคาเทากับศูนยจะได 
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จากสมการท่ี (11) เปนสมการหาคากระแส        
ท่ีไหลอยูในขดลวดมอเตอร ดังนั้นถาตองการแรงบิดตอง
นําเอาคาคงที่แรงบิดของมอเตอรมาคูณจะได 
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จา กส ม กา ร ที่ ไ ด  (8)  แ ล ะ  (9)  เปน ส ม กา ร
แบบจําลองของหุนยนต สวนสมการท่ี (12) เปนสมการหา
แรงบิดของมอเตอร เมื่อนําเอาสมการท่ี (12) แทนลงใน
สมการท่ี (8) และ (9) จะไดสมการรวมของท้ังระบบคือ 
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โดยท่ี lV  และ rV  คือ แรงดันของมอเตอรซาย
และขวาตามลําดับ 

หลังจากท่ีไดคํานวณหาคาอนุพันธในสมการ
ลากราจนแล ะจัด เรียงเทอ มตางๆ แลว  จ ากส มกา ร
แบบจําลองของหุนยนตสามารถเขียนออกมาไดในรูป 

               HqGqqFqqM  )(),()(                  (15) 
จัดรูปใหมจะได 

)()(),()()( 111 qGqMqqFqMHqMq           (16) 
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โดยที่ qqM )(  Inertia Matrix เปนพจนท่ีเก่ียวของกับ 
             อนุพันธอันดับสองของ q  

            ),( qqF   Coriolis ซึ่งเปนอนุพันธอันดับแรกของ 
q  

                  )(qG  Gravity Torque ซึ่งเปนพจนท่ีขึ้นกับ q  
อยางเดียว 

                  H  Force หรือ Torque 
จากสมการเชิงเสนท้ังสองสมการ คือ สมการท่ี 

(13) และ (14) นํามาเขียนเปนเมตริกซจะได 
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จากนั้นทําการจัดใหอยูในรูปปริภูมิสเตท (State 
Space Model)  

        
DuCxy
BuAxx
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                      (17) 

 

โดยท่ี  Tx   ,  Ty   
และ  Trl VVu  เปนสมการสถานะ (State Equation)
เ พ่ื อ ใ ช เป น ตั ว แ ท น ข อ ง ร ะ บ บ ท่ี ต อ ง ก า ร ค ว บ คุ ม             
เมื่อแทนคาลงในสมการสถานะจะได 
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โดยท่ีคา ,A ,B C  และ D  มีคาดังนี้ 
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สําหรับการออกแบบตัวควบคุมไดใชตัวควบคุม
แบบตัวแปรสถานะปอนกลับรวมกับ Integral Control 
เพ่ือใหหุนยนตสามารถเคลื่อนที่ไปยังตําแหนงที่ตองการ
ได โดยท่ีสัญญาณ Kxru   ซึ่งทําใหไดระบบใหม
ดังตอไปนี้ 
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โดยท่ีคา gain ในการควบคุมนั้นไดใชหลักการ 
Linear Quadratic Regulator (LQR) เพ่ือทําใหคาดัชนี     ชี้
วัดสมรรถนะ (Performance Index) มีคานอยท่ีสุดโดยมี
รูปแบบดังนี ้
             

0

T TJ X Q X U RU dt


        (20) 

โดยท่ี Q  เปน positive semi-definite real matrix  
          R  เปน positive definite real matrix  
โดยท่ีคาQ และ R ของ ตัวควบคุมแบบปริพันธ มีคาดังนี้ 
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จากนั้นไดทําการจําลองการทํางานของหุนยนต
ดวยโปรแกรม MATLAB/Simulinkโดยการนําสมการการ
เคล่ือนท่ีของตัวหุนยนตที่คํานวณไดมาแปลงเปน Block 
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diagram ในโปรแกรม MATLAB/Simulink          เพ่ือ
จําลองการทํางานของระบบแสดงดังรูปภาพที่ 2 
 

 
 
รูปภาพที่ 2 Block diagram ของหุนยนตรถสองลอ 
 
4. ผลการวิจัยและขอวิจารณ 
 พิจารณารูปภาพท่ี 3 เมื่อกําหนดใหหุนยนต
เคลื่อนที่ไปยังตําแหนง x ใดๆ แสดงดังรูปภาพที่ 3 ผลที่ได
คือ หุนยนตสามารถเคล่ือนท่ีไปยังตําแหนงท่ีตองการได
อยางแมนยํา โดยมีคา error ± 5 mm. และเมื่อพิจารณาจาก
รูปภาพท่ี 4 พบวาหุนยนตสามารถทรงตัวอยูได เมื่อมีการ
เปล่ียนแปลงคาเริ่มตนของมุม   ใหมีคาเทากับ 0.05, 0.1, 
0.18, และ 0.235  radian ตามลําดับ ซึ่งถาคามุม   มีคา
มากกวา 0.235 radian พบวามีการ แกวงของโครงหุนยนต
เกิดข้ึนสงผลใหหุนยนตไมสามารถทรงตัวอยูได ดังนั้นคา
ของมุม   ควรมีคาไมเกิน ± 0.235 radian หรือ ± 13.5 
degree  
 

 
รูปภาพที่ 3 ตําแหนงหุนยนตเมื่อกําหนดใหเคล่ือนที่ไปยัง 
ตําแหนง x ใดๆ 
 

 
รูปภาพที่ 4 มุมโครงหุนยนตที่องศาตางๆเทียบกับเวลา 
 

 
รูปภาพที่ 5 มุมโครงหุนยนตเมื่อมีการเปล่ียนแปลงความสูง 
ของผูขับขี่ โดยใหมวลของผูขับขี่มีคาคงที่ 
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รูปภาพที่ 6 มุมลอหุนยนตเมื่อมีการเปล่ียนแปลงความสูงของ 
ผูขับขี่ โดยใหมวลของผูขับขี่มีคาคงที่ 
 

 
รูปภาพที่ 7 มุมโครงหุนยนตเมื่อมีการเปล่ียนแปลงมวลของ 
ผูขับขี่ โดยใหความสูงของผูขับขี่มีคาคงที ่
 

 
รูปภาพที่ 8 มุมลอหุนยนตเมื่อมีการเปล่ียนแปลงมวลของ 
ผูขับขี่ โดยใหความสูงของผูขับขี่มีคาคงที ่
 

 เมื่อพิจารณารูปภาพท่ี 5 พบวา เมื่อกําหนดให
มวลมีคาคงท่ีเทากับ 60 kg. และทําการเปล่ียนแปลงความ
สูงของผูขับข่ี แสดงใหเห็นวา ยิ่งผูขับข่ีมีความสูงมาก 
ระบบจะเขาสูสภาวะเสถียรภาพเร็วและเกิดการแกวงของ
โครงหุนยนตนอยกวาผูขับข่ีที่มีความสูงนอย  

และเมื่อพิจารณาจากรูปภาพที่ 6 พบวาผูขับข่ีที่มี
ความสูงมากจะสงผลใหการเคลื่อนที่ของลอหุนยนตมี
ความตอเนื่อง มากกวาผูขับขี่ที่มีความสูงนอย ขอสังเกต
คือ การเปล่ียนแปลงความสูงของผูขับข่ีนั้น เปลี่ยนแปลง
เพียงแคระดับ จุดทศนิยมเทานั้น คือ จาก 1.5 m. ไปเปน 
1.6, 1.7 และ 1.8 ตามลําดับ ซึ่งอาจจะสงผลตอตัวควบคุม
ไมมากเทาไหร 

จากนั้นกําหนดใหความสูงของผูขับขี่มีคาคงท่ี
เทากับ 1.7 m. และทําการเปล่ียนแปลงมวลของผูขับข่ีแทน 
แสดงดังรูปภาพที่ 7  พบวา การเปลี่ยนแปลงมวลนั้นสงผล
ตอตัวควบคุมอยางเห็นไดชัด โดยท่ีมวล 50 kg. มีการ
แกวงของโครงหุนยนตมากกวา มวลที่ 60, 70 และ 80 kg.
ตามลําดับ และที่มวล 40 kg ตัวควบคุมที่ออกแบบไว ไม
สามารถควบคุมหุนยนตใหทรงตัวอยูได 

และเมื่อพิจารณาการเคล่ือนท่ีของหุนยนตตาม
รูปภาพท่ี 8 ท่ีมวล 50 kg การเคล่ือนท่ีของหุนยนตไมคอย
ตอเนื่องนัก อาจเกิดจากการแกวงของโครงหุนยนต โดย
เมื่อเทียบกับ มวล 60, 70 และ 80 kg การเคล่ือนท่ีของ
หุนยนตจะมีความตอเนื่องมากกวา ดังนั้นในการออกแบบ
ตัวควบคุม อาจจะตองหาคา K ของระบบใหมเพ่ือให
สามารถควบคุมหนยนตได 
 
5. บทสรุป 

จากงานวิ จัยนี้ ท่ีได ศึกษ ากา รเคลื่อ น ท่ีขอ ง
หุนยนตรถสองลอและออกแบบตัวควบคุมการเคล่ือนท่ี
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ของหุนยนต ดวยตัวควบคุมแบบปอนกลับสถานะ (State 
Feedback control) และใช Linear Quadratic Regulator 
(LQR) รวมกับตัวควบคุมแบบปริพันธ (Integral Control) 
มาชวยในการควบคุม โดยเริ่มตนจากการหาโมเดลทาง
คณิตศาสตร เพ่ือใชในการออกแบบตัวควบคุมและจําลอง
การทํางานของหุนยนต และไดใชสมการ ลากรานจ 
(Lagrange’s Equation) ในการหาสมการการเคล่ือนท่ีของ
หุนยนต ซึ่งสมการที่ไดนั้นเปนสมการ ไมเชิงเสน จึงตอง
ทําการแปลงใหเปนเชิงเสน ตอมาทําการจัดใหอยูในรูป
ปริภูมิสเตท (State space model) และกําหนดตัวแปร
สถานะของระบบในรูปสมการสถานะ (State Equation) 
เพ่ือใชเปนตัวแทนของระบบที่ตองการควบคุม จากนั้นจึง
ทําการออกแบบตัวควบคุมแบบ LQR โดยทําการหาคา
เมตริกซสถานะ Q และสัญญาณขาเขา  R จากนั้นออกแบบ
ตัวควบคุมแบบปริพันธ (Integral Control) เพื่อชวยในการ
ควบคุมตําแหนงการเคล่ือนท่ีของหุนยนต และจําลองการ
ทํางานของหุนยนตดวยโปรแกรมMATLAB/Simulink ผล
การจําลองการทํางานของหุนยนตพบวา สามารถควบคุม
หุนยนตใหทรงตัวและเคล่ือนท่ีไปยังตําแหนง x ใดๆ ได 
โดยมีคา error ±5 mm. โดยท่ีองศาของมุม   ควรมีคาไม
เกิน ± 13.5 degree และเมื่อพิจารณาจากรูปภาพท่ี 5-8จะ
พบวา มวลและความสูงของผูขับข่ีนั้นสงผลโดยตรงตอตัว
ควบคุม โดยในการออกแบบตัวควบคุมนี้ไดใชคา  M = 60 
kg และ H = 1.7 m. ซึ่งถามวลหรือความสูงมีคามากกวา 
±20% ของมวลและความสูงท่ีกําหนดไว จะทําใหหุนยนต
ไมสามารถควบคุมได ดังนั้นในการออกแบบตัวควบคุม
อาจจะใชทฤษฏี การควบคุมแบบคงทน (Robust Control) 
มาชวยในการควบคุมเพ่ือใหสามารถควบคุมหุนยนตได
เมื่อมีการเปล่ียนแปลงมวลหรือความสูงท่ีมากกวา ±20% 
ของมวลและความสูงที่กําหนดไว 
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