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บทที ่1 
  บทน า 

 
1.1 ความส าคญัและทีม่าของปัญหาทีท่ าการวจิัย 
  

วิธีการในการแก้ไขปัญหาท่ีขาดไม่ได้ส าหรับศาสตร์เกือบทุกแขนง เช่น 
วิศวกร นักธุรกิจ นักเศรษฐศาสตร์  นักวิทยาศาสตร์  แพทย ์ฯลฯ คือ การจ าลองแบบ
ปัญหา  กลไกของวิ ธีการจ าลองแบบปัญหา ข้ึนอยู่ กับแบบจ าลองและการใช้
แบบจ าลอง  แบบจ าลองท่ีใชใ้นการจ าลองแบบปัญหาอาจจะเป็นระบบงาน  หรือเป็น
แนวความคิดลกัษณะใดลกัษณะหน่ึง  ซ่ึงไม่จ าเป็นตอ้งเหมือนกบัปัญหาจริง  แต่จะตอ้ง
สามารถช่วยให้เขา้ใจในปัญหาจริงได ้ เพื่อประโยชน์ในการอธิบายพฤติกรรม และเพื่อ
ปรับปรุง แกไ้ขปัญหานั้นๆ ฉะนั้นการจ าลองแบบปัญหาจะเนน้ถึงการสร้างแบบจ าลอง
และการทดลองเพื่อการศึกษาปัญหาต่างๆ  ท่ีตอ้งการเรียนรู้  และแสดงผลลพัธ์ออกมาซ่ึง
สามารถน าไปประยกุตใ์ชง้านได ้
            แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ (Mathematical Model) เป็นศาสตร์ท่ีมีความส าคญัยิง่
ในการศึกษาดา้นการแพทยศาสตร์ วิศวกรรมศาสตร์ ฟิสิกส์ เคมี ชีววิทยา เศรษฐศาสตร์ 
และสาขาอ่ืนๆ อีกมากมาย แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ส าหรับการแพทย ์ไดมี้บทบาท
อยา่งมากต่อการท าความเขา้ใจและแกปั้ญหาเก่ียวกบัโรค เพื่อศึกษา วิเคราะห์ และน าไปสู่
การควบคุมการระบาดของโรค 

 ในงานวิจยัช้ินน้ีเป็นการสร้าง พฒันา และศึกษาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของ
การระบาดโรคมาลาเรีย ตามกลุ่มอายุของผูป่้วย และตามฤดูกาลในประเทศไทย โดย
ท าการศึกษา ท าความเขา้ใจ พร้อมทั้งวิเคราะห์และหาวิธีการแกปั้ญหาการระบาดของโรค
มาลาเรีย หลงัจากนั้นใชท้ฤษฎีทางคณิตศาสตร์ และโปรแกรมคอมพิวเตอร์มาวิเคราะห์
แบบจ าลอง แสดงผลการวิเคราะห์ท่ีได ้เพื่อน าไปใชเ้ป็นขอ้มูลเบ้ืองตน้ในการป้องกนัการ
ระบาดของโรค  เพื่อใชเ้ป็นขอ้มูลทางวิชาการควบคู่กบัสถิติการเกิดโรคของประเทศไทย
ทัว่ภูมิภาคของทางส านกัระบาดวิทยา กระทรวงสาธารณสุข และเพื่อเป็นแนวทางในการ
ลดงบประมาณรายจ่ายทางการแพทยข์องประเทศไทย 
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1.2 วตัถุประสงค์ของโครงการวจิัย 
 

1.  เพื่อศึกษาการระบาดวิทยาของโรคมาลาเรียตามกลุ่มอายขุองผูป่้วย และตาม 
     ฤดูกาลในประเทศไทย 

  2.  เพื่อศึกษาความสัมพนัธ์ระหวา่งแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์กบัการระบาด 
            วทิยาของโรคมาลาเรียตามกลุ่มอายขุองผูป่้วย และตามฤดูกาลในประเทศไทย 
       3.  เพื่อศึกษา และคน้ควา้หาแนวทางในการลดการระบาดของโรคมาลาเรียตาม 
            กลุ่มอายขุองผูป่้วย และตามฤดูกาลในประเทศไทยโดยน าความรู้ ทฤษฎีทาง 
            คณิตศาสตร์ และโปรแกรมคอมพิวเตอร์มาประยกุตใ์ช ้

 4.  เพื่อน าศาสตร์ และทฤษฎีทางคณิตศาสตร์ และโปรแกรมคอมพิวเตอร์มา 
      ประยกุตใ์ชก้บัวทิยาศาสตร์ทางการแพทย ์
 5.  เพื่อเป็นแนวทางในการลดการระบาดของโรค และลดงบประมาณในการ 
      ควบคุมการระบาดของโรคมาลาเรียในประเทศไทย 

  
1.3 ขอบเขตของโครงการวจิัย  

 
1. ศึกษา และคน้ควา้ขอ้มูลเก่ียวกบัโรคมาลาเรีย ลกัษณะการระบาดของโรค และ 
      สถิติผูป่้วยโรคมาลาเรียในประเทศไทยตั้งแต่ปี พ.ศ. 2540 จนถึงปัจจุบนั จาก   
      ส านกัระบาดวทิยา กรมควบคุมโรค กระทรวงสาธารณสุข      

        2.  ศึกษา และคน้ควา้ถึงปัจจยัท่ีมีผลต่อการระบาดของโรคมาลาเรีย  
        3.  ศึกษา และสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของโรคมาลาเรียตามกลุ่มอายขุอง 
             ผูป่้วย และฤดูกาลในประเทศไทย 
        4.  วเิคราะห์แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ท่ีได ้
        5.  แกไ้ข และปรับปรุงแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ใหเ้หมาะสม และสอดคลอ้งกบั 
             ลกัษณะการระบาดของโรคมาลาเรียในประเทศไทย 
        6.  สรุปผลการวจิยั 
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1.4  ประโยชน์ทีค่าดว่าจะได้รับ 
 

   1. เป็นการสร้าง และเพิ่มความรู้ความเขา้ใจเก่ียวกบัแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ 
   2. เป็นการสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์เพื่อศึกษาการระบาดของโรคมาลาเรียใน   
       ประเทศไทย 
   3. สามารถน าคณิตศาสตร์มาประยกุตใ์ชใ้นการศึกษา การวจิยั ทางดา้นแบบจ าลองทาง 
       คณิตศาสตร์ได ้
   4. สอดคลอ้งแผนพฒันาเศรษฐกิจและสังคมแห่งชาติ ฉบบัท่ี 10 ยทุธศาสตร์การพฒันา 
       คุณภาพคนและสังคมไทยสู่สังคมแห่งภูมิปัญญาและการเรียนรู้ ประเภทการวจิยั 
       ประยกุต ์
   5. สามารถน าผลท่ีไดจ้ากการวเิคราะห์ และการวจิยัแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ไปใชใ้ห้ 
       เป็นประโยชน์ทางการแพทยไ์ด ้ 

         6. สามารถหาแนวทางใหม่ท่ีช่วยในการลดการระบาดของโรค โดยใชเ้ทคนิคและทฤษฎีทาง 
             คณิตศาสตร์มาสร้างแบบจ าลองการระบาดของโรคมาลาเรียในประเทศไทย ซ่ึงเป็นการช่วย 
             ลดงบประมาณในการควบคุมการระบาดของโรค  

   7. เพื่อเป็นการช่วยใหป้ระชาชนรอดพน้จากการเป็นโรคมาลาเรียในประเทศไทย ซ่ึงในแต่ละ 
       ปีมีประชาชนท่ีป่วยจากโรคน้ีเป็นจ านวนมาก 

         8. เพื่อเป็นการน าคณิตศาสตร์มาศึกษา และประยกุตใ์ชใ้หเ้กิดประโยชน์กบัวทิยาศาสตร์ 
             ทางการแพทย ์
 

1.5  ระเบียบวธิีการวจิัย 
  
        1.  ศึกษา คน้ควา้เก่ียวกบัโรคมาลาเรีย และลกัษณะการแพร่ระบาดของโรคมาลาเรีย  
        2.  ศึกษา และวเิคราะห์ขอ้มูลของโรคมาลาเรีย 
        3.  ก าหนดตวัแปรในการวจิยั โดยท่ีตวัแปรตน้คือ อายขุองผูป่้วย และฤดูกาลท่ีพบผูป่้วย 
             โรคน้ี  ตวัแปรตามคือ จ านวนผูป่้วยโรคมาลาเรีย 
       4.   สร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของโรคมาลาเรียในประเทศไทย 
       5.   วเิคราะห์แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ โดยใชท้ฤษฎีทางคณิตศาสตร์ และประมวลผลท่ีได ้
             โดยใชโ้ปรแกรมคอมพิวเตอร์ 
       6.   พฒันา และแกไ้ขปรับปรุงแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ท่ีไดใ้หเ้หมาะสม 
         7.  วเิคราะห์ และสรุปผลท่ีไดจ้ากการวเิคราะห์แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ท่ีได ้พร้อมทั้ง 
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               เสนอแนวทางในการลดการระบาดของโรคน้ีโดยอา้งอิงความรู้ ทฤษฎีทางคณิตศาสตร์  
               และวทิยาศาสตร์ทางการแพทย ์
         8.   สรุป เขียนบทความวจิยั และรายงานผลการวจิยั 

 
1.6 ทฤษฎหีรือกรอบแนวคดิของโครงการวจิัย (ภาคผนวก) 

 
              1. Standard Dynamical Analysis Method 
              2. The equilibrium state 
              3. The Routh-Hurwitz criteria 
              4. Local asymptotical stability 
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บทที ่2 

โรคมาลาเรีย (Malaria disease) 

มาลาเรีย (malaria) หรือท่ีเรียกกนัว่าไขจ้บัสั่นหรือไขป่้า เป็นโรคติดต่อท่ีอยู่คู่กบัมนุษยม์า

นานมาก แมปั้จจุบนัการแพทยแ์ละสาธารณสุขไดช่้วยใหโ้รคน้ีบรรเทาความรุนแรงลง หรือ

หมดไปในหลายประเทศหลายทอ้งถ่ิน แต่มาลาเรียก็ยงัคงความรุนแรงอยู่ในอีกหลายแห่ง

รวมทั้งในประเทศไทย ลกัษณะท่ีส าคญัของทอ้งถ่ินท่ียงัมีมาลาเรียคุกคามอยู ่คือ เป็นทอ้งถ่ิน

ท่ีมีสภาวะอากาศร้อน มีแหล่งน ้ าในบริเวณป่าและบา้นเรือนเหมาะท่ีจะเป็นแหล่งเพาะพนัธ์ุ

ของยงุท่ีเป็นพาหะของโรค จึงจดัไดว้่ามาลาเรียเป็นโรคเขตร้อนท่ีส าคญั อีกทั้งการขาดระบบ

สาธารณูปโภคท่ีดี ขาดการดูแลรักษา รวมถึงการไม่ทราบถึงวิธีการป้องกนัการติดต่อของโรค

เม่ือป่วยแลว้ยงัมกัมีความเป็นอยูแ่ละพฤติกรรมท่ีเก้ือหนุนต่อการแพร่ของโรค เช่น ในการท า

มาหากินตอ้งเขา้ป่า หาของป่า หรือหกัร้างถางป่าเพื่อเพาะปลูกหรือตั้งถ่ินฐานใหม่ เป็นตน้  

2.1 ประวตัโิรคมาลาเรีย 

ตามหลกัฐานการบันทึกได้มีรายงานติดเช้ือโรคมาลาเรียในประชากรมนุษย ์ตาม

หลกัฐานการบนัทึกไดมี้การรายงานว่า การติดเช้ือโรคมาลาเรียในประชากรมนุษยน์ั้นมีมา

นานกว่า 50,000 ปีแลว้ และเช้ือดงักล่าวอาจเป็นเช้ือก่อโรคในมนุษยท่ี์มีการก าเนิดมาพร้อม

กบัการมีมนุษยบ์นโลกกเ็ป็นได ้ในช่วงประวติัศาสตร์ของมนุษยชาติ การติดเช้ือมาลาเรียไดมี้

การถูกบนัทึกไวอ้ยา่งต่อเน่ือง นบัตั้งแต่ในประเทศจีนเม่ือ 2700 ปีก่อนคริสตกาล  

ในสมยัเม่ือ 1,500 ปีก่อน แพทยก์รีกช่ือ ฮิปโปเครติ (Hippocrates) ไดพ้บว่ามาลาเรีย

เป็นโรคชนิดหน่ึงท่ีมีสาเหตุจากการท่ีผูป่้วยใชชี้วิตใกลชิ้ดกบับริเวณท่ีมีน ้ าน่ิง แต่เขาไม่รู้ว่า
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แทจ้ริงแลว้มีสาเหตุมาจากยงุ เขาจึงไดรั้บการยกยอ่งใหเ้ป็นนกัมาลาเรียวิทยาคนแรกของโลก 

อีกทั้งโรมในอดีตเม่ือ 700 ปีก่อนกเ็คยถูกคุกคามดว้ยโรคมาลาเรีย จนกระทัง่แหล่งน ้ าเน่าใน

เมืองถูกก าจดัหมด ชาวโรมนัในสมยันั้นจึงไดต้ั้งช่ือโรคร้ายน้ีว่า มาลาเรีย(malaria) ซ่ึงเป็น

ภาษาอิตาเลียน แปลว่า อากาศเสีย โดยมาจากการสนธิค า mal ท่ีแปลว่าเสียกบัค า aria ท่ี

แปลว่าอากาศ  ซ่ึงเกิดจากความเขา้ใจผิดแต่เดิมว่าโรคน้ีมีสาเหตุมาจากอากาศเสียในแหล่ง

ต่างๆ เช่น บึงน ้าและท่ีลุ่มซ่ึงมีมากแถวชานกรุงโรม  

ในปี พ.ศ. 2423 เม่ือแพทยท์หารชาวฝร่ังเศสท่ีท างานในประเทศอลัจีเรียช่ือ Charles 

Louis Alphonse Laveran ไดส้ังเกตเห็นปรสิตในเมด็เลือดแดงของคนท่ีป่วยดว้ยโรคมาลาเรีย 

จึงเสนอแนวคิดวา่สาเหตุก่อโรคมาลาเรียคือเช้ือโปรโตซวั  

ในปี พ.ศ. 2450 เช้ือโปรโตซัวน้ีได้รับการตั้งช่ือว่า พลาสโมเดียม (Plasmodium) โดย

นกัวิทยาศาสตร์ชาวอิตาลีช่ือ Ettore Marchiafava และ Angelo Celli ในปีต่อมาแพทยช์าว

คิวบาช่ือ Carlos Finley ซ่ึงปฏิบติัหน้าท่ีรักษาผูป่้วยโรคไขเ้หลืองในฮาวานาไดเ้สนอว่า

มาลาเรียสามารถติดต่อไดโ้ดยมียงุเป็นพาหะ 

ในปี พ.ศ. 2441 แพทยช์าวองักฤษช่ือ Sir Ronald Ross ท่ีท างานอยู่ในประเทศอินเดียได้

พิสูจน์ว่าเช้ือมาลาเรียติดต่อผ่านทางยงุไดจ้ริง เขาสามารถพิสูจน์ไดว้่ายงุชนิดหน่ึงไดน้ าเช้ือ

โรคน้ีติดต่อไปยงันก และสามารถสกดัปรสิตมาลาเรียจากต่อมน ้ าลายของยงุท่ีไปกดันกท่ีติด

เช้ือตวันั้นไดก้ารคน้พบของ Finlay และ Ross ไดรั้บการยืนยนัในเวลาต่อมาโดย medical 

board น าโดย Walter Reed ในปี พ.ศ. 2443 และไดรั้บการน าไปใช ้William C. Gorgas ใน

http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%9E.%E0%B8%A8._2423
http://th.wikipedia.org/w/index.php?title=%E0%B9%81%E0%B8%9E%E0%B8%97%E0%B8%A2%E0%B9%8C%E0%B8%97%E0%B8%AB%E0%B8%B2%E0%B8%A3&action=edit&redlink=1
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%9D%E0%B8%A3%E0%B8%B1%E0%B9%88%E0%B8%87%E0%B9%80%E0%B8%A8%E0%B8%AA
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%AD%E0%B8%B1%E0%B8%A5%E0%B8%88%E0%B8%B5%E0%B9%80%E0%B8%A3%E0%B8%B5%E0%B8%A2
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B9%80%E0%B8%A1%E0%B9%87%E0%B8%94%E0%B9%80%E0%B8%A5%E0%B8%B7%E0%B8%AD%E0%B8%94%E0%B9%81%E0%B8%94%E0%B8%87
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B9%82%E0%B8%9B%E0%B8%A3%E0%B9%82%E0%B8%95%E0%B8%8B%E0%B8%B1%E0%B8%A7
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%9E.%E0%B8%A8._2450
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%84%E0%B8%B4%E0%B8%A7%E0%B8%9A%E0%B8%B2
http://th.wikipedia.org/w/index.php?title=%E0%B9%84%E0%B8%82%E0%B9%89%E0%B9%80%E0%B8%AB%E0%B8%A5%E0%B8%B7%E0%B8%AD%E0%B8%87&action=edit&redlink=1
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%AE%E0%B8%B2%E0%B8%A7%E0%B8%B2%E0%B8%99%E0%B8%B2
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%A2%E0%B8%B8%E0%B8%87
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%9E.%E0%B8%A8._2441
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%AD%E0%B8%B1%E0%B8%87%E0%B8%81%E0%B8%A4%E0%B8%A9
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%AD%E0%B8%B4%E0%B8%99%E0%B9%80%E0%B8%94%E0%B8%B5%E0%B8%A2
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%9E.%E0%B8%A8._2443
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หน่วยงานสาธารณสุขระหวา่งการก่อสร้างคลองปานามา การปฏิบติังานทางสาธารณสุขน้ีได้

ช่วยชีวติคนงานนบัพนัและไดเ้ร่ิมสร้างวธีิการในการต่อสู้กบัโรคมาลาเรียในปัจจุบนั 

 

รูปท่ี 2.1 Hippocrates บิดาทางการแพทยแ์ละนกัมาลาเรียวิทยาคนแรกของโลก 

2.2 เช้ือทีเ่ป็นสาเหตุของโรค 

 มาลาเรียเป็นโรคท่ีเกิดจากเช้ือโปรโตซัวพลาสโมเดียม ซ่ึงจะพบไดใ้นสัตวเ์ล้ียงลูก

ดว้ยนม สัตวปี์ก และสัตวเ์ล้ือยคลาน รวมพลาสโมเดียมทั้งหมดมีมากกว่า 120 ชนิด โดยเช้ือท่ี

ท าใหเ้กิดโรคในคนท่ีส าคญัมี 4 ชนิด คือ 

1. พลาสโมเดียมซลัซิฟารัม (Plasmodium falciparum) จะมีอาการไขจ้บัสั่นวนัเวน้วนั 

และจบัไขทุ้ก 36 ชัว่โมง ซ่ึงเช้ือชนิดท่ีก่อโรครุนแรงท่ีสุดและอนัตรายมากท่ีสุด ผูท่ี้ไดรั้บเช้ือ

น้ีเขา้ไปและไม่ไดรั้บการรักษาจะมีอาการรุนแรงและเกิดเป็นมาลาเรียข้ึนสมองได ้ แต่ถา้

ไดรั้บการรักษาและหายจากโรคแลว้มกัจะหายเป็นปกติ โดยไม่มีอาการอ่ืนหลงเหลืออีกเลย ผู ้

ป่วยฟัลซิพารัมมาลาเรียจะเกิดภาวะแทรกซ้อนท่ีท าให้เสียชีวิตได ้ไดแ้ก่ ภาวะมาลาเรียข้ึน

สมอง ภาวะไตวายเฉียบพลนั และภาวะช็อค ซ่ึงเช้ือน้ีพบมากท่ีสุดในแต่ละปี โดยจะพบได้

ทัว่ไปบริเวณเขตร้อนและเขตอบอุ่น  

http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%84%E0%B8%A5%E0%B8%AD%E0%B8%87%E0%B8%9B%E0%B8%B2%E0%B8%99%E0%B8%B2%E0%B8%A1%E0%B8%B2
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รูปท่ี 2.2 พลาสโมเดียมซลัซิฟารัม 

 

2. พลาสโมเดียมไวแวกซ์ (Plasmodium vivax) จะมีอาการไขจ้บัวนัเวน้วนั ชนิดไม่

ร้ายแรง จบัไขทุ้ก 4 ชัว่โมง  ผูป่้วยท่ีเป็นไวแวกซ์มาลาเรียมกัจะไม่เสียชีวิต แต่ผูป่้วยจะเป็น

โรคซ ้ าอีก ผูป่้วยท่ีไม่ไดรั้บการรักษาอาการไขจ้ะค่อยๆ ทุเลาและหายได ้ แต่จะเป็นซ ้ าไดอี้ก

ภายใน 2 ปี นานท่ีสุด 8 ปี เช้ือน้ีมีการแพร่ กระจายเป็นอาณาบริเวณกวา้งมากคือ บริเวณเส้น

รุ้งท่ี 40 องศาใต ้ไปจนถึงเส้นรุ้งท่ี 60 องศาเหนือ แต่ท่ีพบมากคือ บริเวณเส้นรุ้งท่ี 30 องศาใต ้

ไปจนถึงเส้นรุ้งท่ี 45 องศาเหนือ ซ่ึงจะพบไดท้ั้งเขตร้อน เขตก่ึงร้อน และเขตอบอุ่น ประเทศ

ไทยพบมากในบริเวณภาคใต ้

3. พลาสโมเดียมมาลาริอิ (Plasmodium malariae) มีลกัษณะคลา้ยกบัเช้ือไวแวกซ์ คือ 

เช้ือน้ีจะกลบัไปเป็นซ ้ าไดอี้ก และถา้ไม่ไดรั้บการรักษาอาการไขจ้ะทุเลาและหายไปไดเ้องแต่

เป็นซ ้ าไดอี้กภายใน 1 ปีนานท่ีสุด 5 ปี โอกาสในการกลบัไปเป็นอีกมีนอ้ยกว่าเช้ือไวแวกซ์ 

เช้ือมาลาริอิเป็นเช้ือท่ีไม่แพร่หลายนัก พบในแอฟริกากลางและตะวนัตก ศรีลังกาและ

บางส่วนของมาเลเซีย 

4. พลาสโมเดียมโอวาเล่ (Plasmodium ovale) ผูป่้วยมกัไม่มีอาการรุนแรง และกว่าจะ

เกิดอาการไขอ้าจใชเ้วลานานเป็นปี เช้ือมาลาริอีอยูใ่นคนไดเ้ป็นเวลานานหลายปี พบมากใน
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แอฟริกาตะวนัตก ส าหรับในประเทศไทยพบนอ้ยมากเพียงปีละ 1-2 ราย และมกัพบบริเวณ

จงัหวดัชายแดนซ่ึงมีมาลาเรียชุกชุม 

2.3 ยุงก้นปล่องทีเ่ป็นพาหะน าโรคมาลาเรีย 

 

รูปท่ี 2.3 ยงุกน้ปล่องพาหะน าโรคมาลาเรีย 

มาลาเรีย เป็นกนัมากในจงัหวดัตามแนวชายแดนและจงัหวดัท่ียงัมีป่าทึบ เน่ืองจาก

พาหะของมาลาเรีย คือ ยงุกน้ปล่อง ท่ีเรียกเช่นน้ีเน่ืองจากเวลาท่ียงุชนิดน้ีกดัคน จะเกาะโดย

ยกกน้ข้ึนท ามุมกบัผิวหนัง 45 องศา ซ่ึงยุงกน้ปล่องท่ีเป็นพาหะของมาลาเรียท่ีส าคญัใน

เมืองไทยมี 3 ชนิด คือ 

1. Anopheles minimus เพาะพนัธุ์ตามล าธารท่ีมีน ้ าใสสะอาดไหลชา้ ๆ มีหญา้ข้ึนตามขอบ

และมีร่มเงาเลก็นอ้ย พบในทอ้งท่ีแถบเขาหรือใกลเ้ขา ชอบกินเลือดคนมากกวา่สัตว ์

2. Anopheles dirus เพาะพนัธุ์ตามแหล่งน ้ าน่ิง มีร่มเงา เช่น ตามปลกัโคลน รอยเทา้สัตว ์และ

แหล่งน ้ าชั่วคราวท่ีมีน ้ าใส มีใบไมแ้ห้ง ชอบอยู่ตามเขาและป่าเชิงเขา กดัคนตอนกลางคืน 

ตั้งแต่เวลา 22.00 น. และมากท่ีสุดหลงัเท่ียงคืน มีนิสัยชอบเกาะพกันอกบา้น ชอบกินเลือดคน 

3. Anopheles maculates เพาะพนัธุ์ตามทอ้งท่ีป่าเขา แหล่งเพาะพนัธุ ์ไดแ้ก่ ล  าธารเลก็ๆ ท่ีมี

แสงแดดส่องถึง ตวัเตม็วยัชอบเกาะพกัตามพุ่มไมเ้ต้ียๆ กินเลือดทั้งคนและสัตว ์หากินนอก

บา้นมากกวา่ในบา้น 
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2.4 การติดต่อของโรคโดยพาหะมายงัคน 

 

รูปท่ี 2.4 วฏัจกัรของโรคมาลาเรีย 

เม่ือยงุกน้ปล่องตวัเมียมีเช้ือมาลาเรียกดัคน ยุงจะปล่อยเช้ือมาลาเรียท่ีเรียกว่า สปอร์

โรซอยด ์(sporozoite) จากต่อมน ้ าลายเขา้สู่กระแสเลือดของคน จากนั้นเช้ือจะเดินทางไปท่ี

เซลล์ตบัภายใน 1 ชั่วโมงและเกิดการแบ่งเซลล์แบบไม่อาศยัเพศ ท าให้ได้เมโรซอยด ์

(merozoite) นับพนัตวั จากนั้นเซลล์ตบัจะโตและแตกออกปล่อยเมโรซอยด์ออกมาใน

กระแสเลือด ระยะน้ีผูป่้วยจะเร่ิมแสดงอาการของโรค คือ ไข ้หนาวสั่น ปวดศีรษะ ส าหรับ

เช้ือพลาสโมเดียมไวแวกซ์และพลาสโมเดียมโอวาเล่ เช้ือบางส่วนยงัคงอยูใ่นเซลลต์บัแลว้

จะหยดุพกัการเจริญชัว่ขณะ เรียกระยะหยดุพกัน้ีว่า ฮิปโนซอยด ์(hypnozoite) ท าใหเ้กิดการ

กลบัเป็นซ ้ า (relapse) ไดอี้ก  

หลงัจากท่ีเมโรซอยด์เขา้สู่กระแสเลือด เช้ือจะเดินทางต่อไปยงัเม็ดเลือดแดงและกิน

ฮีโมโกลบินในเมด็เลือดแดงเป็นอาหาร หลงัจากนั้นจะเจริญเป็นโทรโฟซอยด ์(trophozoite) 
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และแบ่งตวัอีกคร้ังเป็นเมโรซอยด ์6-30 ตวั เม่ือเมด็เลือดแดงแตกเมโรซอยดจ์ะเดินทางไปยงั

เม็ดเลือดแดงอ่ืน แลว้เจริญแบ่งตวัวนเวียนอยู่เช่นน้ี เมโรซอยด์บางตวัจะมีการเปล่ียนแปลง

เป็นเช้ือมีเพศท่ีเรียกวา่ แกมิโตไซต ์(gametocyte) ซ่ึงมีทั้งเพศผูแ้ละเพศเมีย เม่ือยงุกน้ปล่องตวั

เมียกดัคนท่ีมีแกมิโตไซต์ในกระแสเลือด เช้ือเหล่าน้ีจะผสมพนัธุ์กนัเป็นไซโกตเจริญเป็น 

oocyst ฝังตวัท่ีกระเพาะยงุ แลว้แบ่งตวัเป็นสปอโรซอยดไ์ปยงัต่อมน ้าลาย พร้อมท่ีจะถูกปล่อย

เขา้สู่กระแสโลหิตของคนต่อไป  

2.5 วธิีการแพร่ระบาดของโรค 

1.การแพร่โดยธรรมชาติ (Natural transmission) โดยการถูกยงุกน้ปล่องตวัเมียท่ีมีเช้ือ

มาลาเรียในต่อมน ้ าลายกดั และปล่อยเช้ือเขา้สู่กระแสเลือดคน เป็นวิธีท่ีพบไดม้ากท่ีสุดใน

ผูป่้วย 

2.การแพร่ผ่านทารก (congenital transmission) โดยจะติดต่อจากมารดาซ่ึงมีเช้ือ

มาลาเรียในร่างกาย และถ่ายทอดทางรกไปสู่ทารกในครรภ ์วิธีน้ีพบไดน้้อยมาก มกัพบใน

พื้นท่ีท่ีมีมาลาเรียชุกชุม กรณีเช่นน้ีจะพบระยะฟักตวัสั้นกว่าวิธียงุกดั โดยทารกแรกเกิดและ

มารดาจะมีเช้ือมาลาเรียชนิดเดียวกนั 
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รูปท่ี 2.5 การแพร่ระบาดของโรคมาลาเรียโดยวธีิธรรมชาติและวธีิแพร่ผา่นทารก 

3.การแพร่โดยบงัเอิญ (accidental transmission) เช่น การถ่ายเลือด จะพบในรายท่ีผู ้

บริจาคโลหิตมีความหนาแน่นของเช้ือมาลาเรียในกระแสโลหิตต ่าและไม่มีอาการ หากไม่ได้

ท าการตรวจโลหิตหาเช้ือมาลาเรียก่อน ผูป่้วยท่ีไดรั้บการถ่ายเลือดจากผูป่้วยจะเป็นมาลาเรีย

ได,้ การใชเ้ขม็ฉีดยาร่วมกนัในผูเ้สพยาเสพติด 

4.การแพร่โดยเจตนา (deliberate transmission) เช่น การใชม้าลาเรียในการรักษาโรค

ซิฟิลิส โดยเอาเลือดจากผูป่้วยโรคมาลาเรียใหแ้ก่ผูป่้วยท่ีเป็นซิฟิลิสข้ึนสมอง 

2.6 อาการของโรค 

ระยะฟักตวัของโรค คือ ระยะเวลาตั้งแต่ถูกยงุกดัจนกระทัง่เกิดอาการของมาลาเรีย ซ่ึง

ระยะการฟักตวัน้ีข้ึนอยูก่บัชนิดของเช้ือ ดงัน้ี 

- พลาสโมเดียมซลัซิฟารัม ระยะฟักตวัประมาณ 7-14 วนั  

- พลาสโมเดียมไวแวกซ์และพลาสโมเดียมโอวาเล่ ระยะฟักตวัประมาณ 8-14 วนั  

- พลาสโมเดียมมาลาริอิ ระยะฟักตวัประมาณ 18-40 วนั 
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อาการแสดงของโรคมาลาเรียหลังการฟักตัวไม่มีลักษณะพิเศษท่ีบ่งบอกเฉพาะ 

โดยมากจะมีอาการน าคลา้ยกบัคนเป็นไขห้วดั คือ มีไขต้  ่า ๆ ปวดศีรษะ ปวดตามตวั และ

กลา้มเน้ือ อาจมีอาการคล่ืนไส้เบ่ืออาหารได ้อาการน้ีจะเป็นเพียงระยะสั้นเป็นวนัหรือหลาย

วนัได ้ข้ึนอยูก่บัระยะฟักตวัของเช้ือ จ  านวนของ สปอโรซอยตท่ี์ผูป่้วยไดรั้บเขา้ไป ชนิดของ

เช้ือ ภาวะภูมิตา้นทานต่อเช้ือมาลาเรียของผูป่้วย ภาวะท่ีผูป่้วยไดรั้บยาป้องกนัมาลาเรียมาก่อน 

หรือยาท่ีใชใ้นการรักษาท่ีได้รับ อาการไขท่ี้เป็นอาการท่ีเด่นชดัของมาลาเรีย ประกอบดว้ย  3 

ระยะ คือ 

1.ระยะสั่น ผูป่้วยจะมีอาการหนาวสั่น ปากและตวัสั่น ซีด ผิวหนงัแหง้หยาบ อาจจะเกิดข้ึน

นานประมาณ 15 – 60 นาที ระยะน้ีตรงกบัการแตกของเมด็เลือดแดงท่ีมีเช้ือมาลาเรีย 

2.ระยะร้อน ผูป่้วยจะมีไขสู้ง อาจมีอาการคล่ืนไส้อาเจียนร่วมดว้ย หนา้แดง ระยะน้ีใชเ้วลา 2 – 

6 ชัว่โมง 

3.ระยะเหง่ือออก ระยะน้ีเหง่ือจะเร่ิมออกท่ีขมบัก่อนแลว้จึงออกทั้งตวั หลงัจากระยะเหง่ือออก 

จะมีอาการอ่อนเพลีย ไขล้ด 

ปัจจุบนัน้ีจะพบลกัษณะทั้ง 3 ระยะไดน้้อยมาก ผูป่้วยจะมีไขสู้งลอยตลอดเวลา 

โดยเฉพาะในผูป่้วยท่ีเป็นมาลาเรียคร้ังแรก เน่ืองจากในระยะแรกของการติดเช้ือมาลาเรีย เช้ือ

อาจเจริญถึงระยะแก่ไม่พร้อมกนั ซ่ึงอาจเป็นผลมาจากไดรั้บเช้ือในเวลาต่างกนั เช้ือจึงเจริญใน

เมด็เลือดแดงไม่พร้อมกนั ท าใหเ้กิดมีเช้ือหลายระยะ การแตกของเมด็เลือดแดงจึงไม่พร้อมกนั 

ผูป่้วยมาลาเรียในระยะแรกอาจมีไขสู้งลอยตลอดวนัแต่เม่ือผ่านไประยะหน่ึงแลว้ การแตก

ของเมด็เลือดแดงเกิดข้ึนพร้อมกนั จะเห็นผูป่้วยมีการจบัไขห้นาวสั่นเป็นเวลา แยกไดช้ดัเจน
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ตามชนิดของเช้ือมาลาเรีย โดยเช้ือไวแวกซ์ ฟัสซิพารัม และโอวลัเล่ ใชเ้วลาในการแบ่งตวั 48 

ชัว่โมง จึงท าใหเ้กิดไขทุ้กวนัท่ี 3 ส่วนมาลาริอีใชเ้วลา 72 ชัว่โมง อาการไขจึ้งเกิดทุกวนัท่ี 4 

ภายหลงัท่ีเป็นมาลาเรียไดร้ะยะหน่ึง จะตรวจพบว่าผูป่้วยซีด บางคนมีตวัเหลือง ตา

เหลือง ตบั และมา้มโต บางรายกดเจบ็ ถา้เมด็เลือดแดงแตกมาก ๆ จะพบว่าผูป่้วยมีปัสสาวะ

ด า 

2.7 วธิีการรักษาโรคมาลาเรีย 

มาลาเรียเป็นโรคติดเช้ือทางปรสิตท่ีส าคญัมากท่ีสุด เน่ืองจากในแต่ละปีมีผูเ้ป็นโรค

มาลาเรียมากถึง 300 ถึง 500 ลา้นคน และเสียชีวิตปีละ 1 ถึง 3 ลา้นคน ดงันั้นการรักษาโรค

มาลาเรียอย่างถูกตอ้ง โดยเฉพาะอย่างยิ่งการเลือกใช้ยาตา้นโรคมาลาเรียให้เหมาะสมจึงมี

ความส าคญัอยา่งยิง่ มาลาเรียเป็นโรคท่ีรักษาใหห้ายขาดได ้โอกาสท่ีผูป่้วยจะเสียชีวตินอ้ยมาก 

ถา้ผูป่้วยไดรั้บการวินิจฉัยท่ีถูกตอ้งรวดเร็ว และไดรั้บการรักษาดว้ยยาท่ีมีประสิทธิภาพสูง 

การแยกชนิดของเช้ือมีความส าคญัมาก เน่ืองจากการเลือกใช้ยาส าหรับเช้ือแต่ละชนิดนั้น

ต่างกนั ยาท่ีใชใ้นการรักษาไขม้าลาเรียมีหลายขนาน เช่น คลอโรควิน เมโฟลควิน อาร์ทีเม

เทอร์ เตตราชยัคลิน เป็นตน้ การใหย้าขนานใดข้ึนกบัปัจจยัหลายอยา่ง เช่น ชนิดของเช้ือ เช้ือ

ด้ือยา ระยะของโรค ความรุนแรงของโรค  

การรักษามาลาเรีย แบ่งออกเป็น 3 ลกัษณะ ดงัน้ี  

1.การรักษาจ าเพาะ เป็นการก าจดัเช้ืออนัเป็นตน้เหตุของโรคท่ีท าใหเ้กิดอาการป่วยไข ้

โดยการใหย้ายาฆ่าเช้ือระยะไร้เพศ (blood schizontocide) ก าจดัเช้ือมาลาเรียท่ีเป็น schizont 
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ซ่ึงเป็นระยะไร้เพศในเมด็เลือดแดง การเลือกชนิดของยาฆ่าเช้ือระยะไร้เพศนั้น ควรพิจารณา

ประสิทธิภาพของยาต่อเช้ือมาลาเรีย ตามลกัษณะการด้ือยาของเช้ือมาลาเรียในพื้นท่ีต่างๆ กนั  

2.การบ าบดัอาการและภาวะแทรกซอ้น คือ การบ าบดัอาการและภาวะแทรกซอ้นอ่ืนๆ 

ท่ีเกิดข้ึนระหว่างท่ีผูป่้วยยงัมีเช้ือมาลาเรีย หรือภายหลงัท่ีเช้ือมาลาเรียหมดแลว้ โดยเฉพาะ

ผูป่้วยท่ีติดเช้ือมาลาเรียซลัซิฟารัม ถา้ไดรั้บการรักษาชา้ จะมีภาวะแทรกซอ้นรุนแรงได ้

3.การป้องกนัการแพร่โรค คือ การใชย้า gametocytocide ฆ่าเช้ือมาลาเรียระยะติดต่อ 

คือ แกมิโตไซต ์โดยเฉพาะอยา่งยิง่ผูป่้วยท่ีอยูใ่นทอ้งท่ีท่ีมียงุพาหะ 

2.8 โรคมาลาเรียในประเทศไทย 

แหล่งระบาดของมาลาเรียในประเทศไทยจะอยู่ตามจังหวดัชายแดน โดยเฉพาะบริเวณ

ชายแดนไทย -พม่า และไทย - กมัพชูา ซ่ึงเป็นบริเวณท่ีเป็นภูเขาสูง ป่าทึบ และมีแหล่งน ้ า ล  า

ธาร ซ่ึงเป็นแหล่งแพร่พนัธุ์ของยงุกน้ปล่อง จงัหวดัท่ีพบผูป่้วยส่วนใหญ่ ไดแ้ก่ แม่ฮ่องสอน 

ตาก ตราด ระนอง กาญจนบุรี จนัทบุรี สระแกว้ ประจวบคีรีขนัธ์ ราชบุรี และชุมพร ใน

ตอนกลางของประเทศพบผูป่้วยมาลาเรียไดน้อ้ย และไม่พบการติดเช้ือในกรุงเทพมหานคร

และเขตปริมณฑล พบผูป่้วยกระจายทุกกลุ่มอาย ุโดยเฉพาะในกลุ่มอาย ุ10-35 ปี อตัราส่วน

ของผูป่้วยเพศชายจะมากกว่าเพศหญิงประมาณ 2 เท่า พบผูป่้วยไดต้ลอดทั้งปี แต่จะพบมาก

ในช่วงฤดูฝน  

ในปี  2553 จะพบว่าจงัหวดัท่ีมีอตัราป่วยต่อแสนประชากรสูงท่ีสุด 5 อนัดับ คือ ตาก 

(1509.06 ต่อแสนประชากร), ระนอง (913.87 ต่อแสนประชากร), แม่ฮ่องสอน (477.99 ต่อ

แสนประชากร), ชุมพร (472.17 ต่อแสนประชากร), พงังา (459.75 ต่อแสนประชากร) โดย
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ภาคท่ีมีผูป่้วยมากท่ีสุดไดแ้ก่ ภาคใต ้103.34 ต่อแสนประชากร, ภาคเหนือ 81.53 ต่อแสน

ประชากร และภาคกลาง 21.44 ต่อแสนประชากร  

 

รูปท่ี 2.6 แผนภาพแสดงความหนาแน่นของแต่ละบริเวณท่ีพบผูป่้วยมาลาเรียใน 

ปี 2553 (มกราคม – 13 ธนัวาคม) 

 

อตัราต่อแสนประชากร 

       0                0.01-10         >10-50 
       >50-100         >100-500          >500 
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รูปท่ี 2.7 กราฟแสดงอตัราผูป่้วยของโรคมาลาเรียในแต่ละปีในประเทศไทยตั้งแต่ปี 2529 

ถึง 13 ธนัวาคม 2553 

 

รูปท่ี 2.8 กราฟแสดงอตัราผูป่้วยของโรคมาลาเรียในแต่ละเดือนในประเทศไทย 

ตั้งแต่ปี 2541 ถึง 2553 
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รูปท่ี 2.9 กราฟแสดงอตัราการตายในแต่ละปีของโรคมาลาเรียในประเทศไทย 

ตั้งแต่ปี 2546 ถึง 13 ธนัวาคม 2553 

 

รูปท่ี 2.10 กราฟแสดงอตัราผูป่้วยของโรคมาลาเรียในแต่ละช่วงอายใุนประเทศไทยตั้งแต่ปี 

2546 ถึง 2552 



 

แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของการระบาดโรคมาลาเรียตามกลุ่มอายขุองผูป่้วยและฤดูกาลในประเทศไทย                         ผูช่้วยศาสตราจารย ์ดร. พนัธนี พงศส์ัมพนัธ์ 

 

 

19 

 

 

รูปท่ี 2.11 กราฟแสดงอตัราผูป่้วยของโรคมาลาเรียรายภาคในประเทศไทยตั้งแต่ปี 2546 ถึง 13 

ธนัวาคม 2553 
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บทที ่3 

แบบจ าลองทางคณติศาสตร์โรคมาลาเรียของผู้เส่ียง และผู้ติดเช้ือส าหรับเด็กและผู้ใหญ่ และ

การวเิคราะห์ 

3.1    แบบจ าลองทางคณติศาสตร์โรคมาลาเรียของผู้เส่ียง และผู้ติดเช้ือส าหรับเด็กและผู้ใหญ่         

แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ส าหรับการแพร่ระบาดของโรคมาลาเรีย ในบทน้ีแบ่งประชากร

ออกเป็นเดก็และผูใ้หญ่ โดยท่ีประชากรเดก็หมายถึงประชากรท่ีมีอายนุอ้ยกว่า 15 ปี และ

ผูใ้หญ่หมายถึงประชากรท่ีมีอายตุั้งแต่ 15 ปีข้ึนไป ประชากรแบ่งออกเป็น ผูท่ี้เส่ียงต่อการติด

เช้ือ และผูท่ี้ติดเช้ือ และประชากรยงุแบ่งออกเป็นยงุท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือ และยงุท่ีติดเช้ือ 
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รูปท่ี 3.1 แผนภาพแสดงแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ส าหรับโรคไขม้าลาเรียเม่ือประชากรคน

แบ่งออกเป็นเดก็ และผูใ้หญ่ 

           

           

       

d / / / / / /S t μ N γ I t γ I t β I t S t d S t
JAh h h h hvdt h h h h

JA

d / / / / / /I t β I t S t γ I t δI t d I t
Jh h hvdt h h h h

J J J J

d / / / /I t δI t γ I t d I t
A hdt h h h h

JA A A

    

   

  
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         

         

d / / / / /S t D μ S t β I t +I t S tv v h hv v vdt J A

d / / / / /I t β I t +I t S t μ I tv vh hv v vdt J A

 
    

 

 
  

 

                                            

โดยท่ีตวัแปรในแบบจ าลองมีความหมายดงัน้ี 

(t)S'
h คือจ านวนของผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ือ 

(t)I '
Jh คือจ านวนของเดก็ท่ีติดเช้ือ 

(t)I '
Ah คือจ านวนของผูใ้หญ่ท่ีติดเช้ือ 

(t)S'
v คือจ านวนของยงุท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือ 

(t)I '
v คือจ านวนของยงุท่ีติดเช้ือ 

พารามิเตอร์แต่ละตวัมีความหมายดงัน้ี 

h  คือ อตัราการเกิดของประชากร 

hd   คือ อตัราการเสียชีวติของประชากร 

hN  คือ จ  านวนประชากรทั้งหมด 

h   คือ อตัราการถ่ายทอดเช้ือของโรคน้ีจากยงุไปคน 

J คือ อตัราท่ีเดก็ท่ีติดเช้ือกลายเป็นผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ืออีกคร้ัง 

A คือ อตัราท่ีผูใ้หญ่ท่ีติดเช้ือกลายเป็นผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ืออีกคร้ัง 

 คือ อตัราท่ีเดก็เติบโตเป็นผูใ้หญ่ 
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v คือ อตัราการถ่ายทอดเช้ือของโรคน้ีจากคนไปยงุ 

v  คือ อตัราการเสียชีวติของยงุ    

D  คือ จ  านวนของยงุ ณ เวลาเร่ิมตน้ 

vN  คือ จ  านวนของยงุทั้งหมด 

ก าหนดใหจ้  านวนประชากรคนและยงุมีค่าคงท่ี โดยท่ี  

           
     / / /N S t I t I t

h h h h
J A

  
                                                                           

และ 

                  / /N =S t +I tv v v                                                                                              

พิจารณาอตัราการเปล่ียนแปลงของประชากรคน และประชากรยงุ ดงัน้ี 
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     

     

         

           

   

     

 

d d / / /N = S t +I t +I t
hdt dt h h h

J A

d d d/ / /S t + I t + I t
dt dt dth h h

J A

/ / / / /μ N γ I t γ I t β I t S t d S t
JAh h h h hvh h h

JA

/ / / / / /β I t S t γ I t δI t d I t δI t
Jh h hv h h h h

J J J J

/ /γ I t d I t
A hh h

A A

/ / /μ N d S t d I t d I t
h h h h hh h h

J A

/ /μ N d S t +I
h h h h h

J

 
 
 
 



    

    

 

   

     

 

/t +I t
h

A

μ N d N
h h h h

μ d N
h h h

0

 
 
  

 

 



 

ดงันั้น    
μ =d

h h
 

หมายถึง อตัราการเกิดของประชากรคน เท่ากบั อตัราการเสียชีวติของประชากรคน 

จาก      
   / /N =S t +I tv v v  

จะได้ 
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    

   

             

 

   

    

d d / /N = S t +I tv v vdt dt

d d/ /S t + I t
v vdt dt

/ / / / / / /D μ S t β I t +I t S t β I t +I t S tv v vh h h hv v v
J JA A

/μ I tv v

/ /D μ S t μ I tv vv v

/ /D μ S t +I tv v v

D μ Nv v

0



   
      

   



  

 

 



ดงันั้น N D/μv v  หมายถึงจ านวนประชากรยงุมีค่าเท่ากบัสัดส่วนระหวา่งจ านวนของยงุ ณ 

เวลาเร่ิมตน้ และอตัราการเสียชีวติของยงุ 

3.2 ผลการวเิคราะห์แบบจ าลอง 

ก าหนดให ้

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

/ /I t I t/S t h h
Jh AS t = I t I t =

h N N Nh h
J Ah h h

/ /S t I tvvS t = I tv vN Nv v





 

จาก 

   
d

S t
hdt

  จะไดว้า่ 
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 
 

   

    

   

           

 

   
     

           

/S t
hS t =

h N
h

/S t N S t
h h h

d d /S t N = S t
h hdt dt h

d d /N S t S t
h hdt dt h

d / / / / /N S t μ N γ I t γ I t β I t S t d S t
JAh h h h h h hvdt h h h

JA

/ /γ I t γ I t // / d S tJA β I t S tμ N h h hd h hJ vh h A hS t
hdt N N N N N

h h h h h

d /S t μ γ I t γ I t β I t S t d S t
JAh h h h h hvdt h h

JA





    

    

      

จาก  μ =d
h h

และ    /I t I t Nv vv
 จะไดว้า่ 

           

          

d
S t d γ I t γ I t β I t N S t d S tvJAh h h h h hvdt h h

JA

d
S t d γ I t γ I t β I t N +d S tvJAh h h h hvdt h h

JA

    

   

 

หา   
d

I t
dt h

J

  จะไดว้า่ 

 

 

   

   

   

/I t
h

JI t
Nh

J h

/I t N I t
hh h

J J

d d /I t N = I t
hdt dth h

J J

d d /N I t I t
h dt dth h

J J





 
 
 
 


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           

 
   

     

           

d / / / / /N I t β I t S t γ I t δI t d I t
Jh h h hvdt h h h h

J J J J

/ / /γ I t δI t d I t/ / J hβ I t S t h h hd h hv J J JI t
dt N N N Nh

J h h h h

d /I t β I t S t γ I t δI t d I t
Jh h hvdt h h h h

J J J J

   

   

   

 

จาก    /I t I t Nv vv
 จะไดว้า่ 

           

         

d
I t β I t N S t γ I t δI t d I tv Jh h hvdt h h h h

J J J J

d
I t β I t N S t γ δ+d I tv Jh h hvdt h h

J J

   

  

 

หา   
d

I t
dt h

A

  จะไดว้า่ 

จาก 
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 

 

   

   

   

       

 

     

/I t
h

AI t =
Nh

A h

/I t N =I t
hh h

A A

d d /I t N = I t
hdt dth h

A A

d d /N I t = I t
h dt dth h

A A

d / / /N I t =δI t γ I t d I t
Ah hdt h h h h

JA A A

/ / /δI t γ I t d I t
A hh h hd J A AI t =

dt N N Nh
A h h h

 
 
 
 

 

 

 

       

       

d
I t =δI t γ I t d I t

A hdt h h h h
JA A A

d
I t =δI t γ +d I t

A hdt h h h
JA A

 



 

หา   
d

S tv
dt

  จะไดว้า่ 

จาก 
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 
 

   

   

   

         

 
       

         

/S t
vS t =v
Nv

/S t N S tv v v

d d /S t N = S tv v vdt dt

d d /N S t S tv v vdt dt

d / / / /N S t D μ S t β I t +I t S tv v v v h hv vdt J A

/ / /β I t +I t S t/ v h h vμ S tvd D J AvS tv
dt N N Nv v v

d / /S t μ μ S t β I t +I t S tv v v v v vh hdt J A





 
    

 

 
 
   

 
    

 

 

จาก    /I t =I t N
hh h

J J

และ    /I t =I t N
hh h

A A

จะไดว้า่ 

         
d

S t μ μ S t β I t N +I t N S tv v v v v vh hdt h h
J A

 
   
 
   

หา   
d

I t
vdt

  จะไดว้า่ 

จาก 

 
 

   

/I tvI t
v Nv

/I t N I tv vv




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    

   

         

 

       

         

d d /I t N I tv vvdt dt

d d /N I t I tv vvdt dt

d / / / /N I t β I t +I t S t μ I tv v vh hv v vdt J A

/ / /β I t +I t S t /v h h v μ I tvd J A vI t
vdt N Nv v

d / /I t β I t +I t S t μ I tv v vh hv vdt J A





 
  

 

 
 
  

 
  

 

 

จาก    /I t =I t N
hh h

J J

และ    /I t =I t N
hh h

A A

จะไดว้า่ 

         
d

I t β I t N +I t N S t μ I tv v vh hv vdt h h
J A

 
  
 
 

 

จะไดเ้ง่ือนไขใหม่ดงัน้ี 

     
     

     

/ /I t I t/S t h h
Jh AS t I t I t

h N N Nh h
J A h h h

/ / /S t I t I t
h h h

J A

N
h

    

 



 

จาก       / / /N S t I t I t
h h h h

J A

  
 

จะไดว้า่ 

     
N

hS t I t I t
h Nh h

J A h

1

  


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และ 

   
   

   

/ /S t I tvvS t I tv v N Nv v

/ /S t I tvv

Nv

  




 

จาก      
   / /N =S t +I tv v v จะไดว้า่ 

   
NvS t I tv v Nv

1

 



 

จะไดร้ะบบสมการใหม่ดงัน้ี 

       

         

         

d
I t =δI t γ +d I t

A hdt h h h
JA A

d
I t β I t N S t γ δ+d I tv Jh h hvdt h h

J J

d
I t β I t N +I t N S t μ I tv v vh hv vdt h h

J A



  

 
  
 
 

 

โดยท่ี               S t I t I t 1
h h h

J A

       และ         S t I t 1v v
   

จุดสมดุล * * *I , I , I
vh h

JA

 
 
 
 

หาไดจ้าการน าสมการขา้งตน้มาเท่ากบัศนูย ์จะได ้

จาก        * *δI t γ +d I t 0
A hh h

J A

   จะได ้
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     

     

 

 

 

* *δI t γ +d I t 0
A hh h

J A

* *γ +d I t δI t
A h h h

JA

*δI t
h* JI t 1

γ +dh
A A h

 





 

จาก          * * *β I t N S t γ δ+d I t 0v Jh h hv h
J

    จะได ้

        

       

       

 
   

 

* * *β I t N S t γ δ+d I t 0v Jh h hv h
J

* * *γ δ+d I t β I t N S tvJ h h hvh
J

* *β I t N S tv* h hvI t 2
γ δ+dh

J J h

  

 




 

จาก          * * * *β I t N +I t N S t μ I t 0v v vh h vh h
J A

 
   
 
 

 จะได ้

       

       

         

* * * *β I t N +I t N S t μ I t 0v v vh h vh h
J A

* * * *μ I t β I t N +I t N S tv v vh hv h h
J A

β* * * *vI t I t N +I t N S t 3vh hv μ h hv J A

 
   
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

น าสมการ (2) แทนลงในสมการ (1) 

 

   * *β I t N S tvh hvδ
γ δ+d
J h*I t

γ +dh
A A h

 
 
 
   
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   
   

 

    

 

* *β I t N S tv* h hvγ +d I t δ
A h γ δ+dh

A J h

*γ δ+d γ +d I t
J Ah h h* AS t

h *δβ I t Nvh v

 
 
 
 





 

จาก      * * *S t 1 I t I t
h h h

JA

   จะได ้

   

    

 

   

    

 

 
  

 
 

 
  

 

 

 
 

*γ δ+d γ +d I t
J Ah h h* * A1 I t I t

*h h δβ I t NJA vh v

*γ δ+d γ +d I t
J Ah h h* * A1 I t I t

*h h δβ I t NJ A vh v

γ δ+d γ +d
J Ah h* *1 I t 1 I t

*h hδβ I t NJ Avh v

*δI t
γ δ+d γ +d hJ Ah h* J1 I t 1

* γ +dh δβ I t NJ Av hh v

γ +d* A h1 I t
*h δI tJ

h
J



  



  

 
   
 
 

 
   
 
 

 
 

  

  
 

 

  
 

 

  
 

 

         
 

γ δ+d γ +d
J Ah h

1
*δβ I t Nvh v

γ δ+d γ +dγ +d γ +d J Ah hA Ah h 1
* *δδI t δβ I t Nvh vh

J

γ δ+d γ +dγ +d γ +dJ Ah hA Ah h1
* * δδI t δβ I t Nvh vh

J

* *δβ I t N γ δ+d γ +d γ +d β I t Nγ +d v vJ A Ah h h h hv vA h
* *δI t δβ I t Nvh vh

J

 
  
   
 
  


  


  

  

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 
 

         

 
 

       

*δβ I t Nγ +d v* hA vhI t
* *δh δβ I t N γ δ+d γ +d γ +d β I t NJ v vJ A Ah h h h hv v

*δβ I t Nγ +d v* hA vhI t
*δh γ δ+d γ +d δ+γ +d β I t NJ vJ A Ah h h h v

 
   

    
        

 
   

    
       

 

จะไดว้า่ 

 
   

 
 

 

* *β I t N S tγ +d v* h hA vh I t
δ γ δ+dh

A J h

γ +d γ δ+d* *JA h hS t I t
h *δ hβ I t N Avh v

 
 

  

  
   
     

 

น าสมการท่ี (1), (2) และ      * * *S t 1 I t I t
h h h

JA

   ,    * *S t 1 I tv v
    แทนลงใน 

สมการ (3) จะไดส้มการ (3) ใหม่ดงัน้ี 

       
β* * * *vI t I t N +I t N S tvh hv μ h hv J A

 
 
 
 
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   

 

 

 

     

 

 
 

   

 
     

*δI t
hβ* * *v JI t I t N + N S tvh hv μ γ +dhv J A h

* *γ +d I t N +δI t N
A h h hh hβ* *v J JI t S tvv μ γ +dv A h

γ +d +δ Nβ A h h* * *vI t I t S tvv μ γ +d hv JA h

* *γ +d +δ N β I t N S tβ vA h h* *h hv vI t 1 I
v vμ γ +d γ δ+dv JA h h

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

  
   
  

  

  

 
   

    

t

*γ +d +δ N β I t Nβ vA h h* * *hv vI t 1 I t S t
hv vμ γ +d γ δ+dv JA h h

  
   
  

  
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 
   

  
 

 

 
 

    

 
 

    

 

*γ +d +δ N β I t N γ +d γ δ+dβ vA h h* * *h Jv v A h hI t 1 I t I t
v v *μ γ +d γ δ+d δ hβ I t Nv J AA vh h h v

γ +d +δ N γ +dβ A h h* * *v A hI t 1 I t I t
v vμ γ +d δ hv AA h

γ +d +δ Nβ A h h* * *vI t 1 I t I t
v vμ δ hv A

*I t
v

     
       
           

   
    
     

 
  
 
 

 
    

 

         

 

         

 

       

 

γ +d +δ β NvA h h * *1 I t I t
vμ δ hv A

* * *γ +d +δ β N I t γ +d +δ β N I t I tv vA Ah h h h vh h* A AI t
v μ δ μ δv v

* * *γ +d +δ β N I t I t γ +d +δ β N I tv vA Ah h h hv h h* A AI t
v μ δ μ δv v

* *μ δ+ γ +d +δ β N I t γ +d +δ β N I tv v vA Ah h h hh h* A AI t
v μ δ μ δv v

γ +d +
A h

*I t
v

 
  
 
 

 

 

 
 
  
 
  



   

   

 

   

   

*δ β N I tv h h μ δvA
*μ δ μ δ+ γ +d +δ β N I tv v vA h h h

A

*γ +d +δ β N I tvA h h h* AI t
v *μ δ+ γ +d +δ β N I tv vA h h h

A

   
   
   
   
      


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         

           

       

 
 

   
 

* * *I t μ δ+ γ +d +δ β N I t γ +d +δ β N I tv v vA Ah h h hv h h
A A

* * * *μ δI t + γ +d +δ β N I t I t γ +d +δ β N I tv v vA Ah h h hv vh h
A A

* * *μ δI t 1 I t γ +d +δ β N I tv vA h hv v h
A

*μ δI tv* vI t *
*h 1 I t γ +d +δ β NA vA h hv

 
 

  



 




 

จากสมการ (2) น า      * * *S t 1 I t I t
h h h

JA

  

แทนลงไป 

 

     

         

             

             

  

* * *β I t N 1 I t I tvh v h h
JA*I t

γ δ+dh
J J h

* * * *γ δ+d I t β I t N 1 I t I tvJ h h vh h h
J JA

* * * * * *γ δ+d I t β I t N β I t N I t β I t N I tv v vJ h h h hv v vh h h
J JA

* * * * * *γ δ+d I t +β I t N I t β I t N β I t N I tv v vJ h h h hv v vh h h
J J A

* *γ δ+d +β I t N IvJ h h v

 
  
 
 



 
    
 
 

   

  

      * *t β I t N 1 I tvh vh h
J A

 
  
 
 

 

 

น าสมการ (1) แทนค่าลงไป 



 

แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของการระบาดโรคมาลาเรียตามกลุ่มอายขุองผูป่้วยและฤดูกาลในประเทศไทย                         ผูช่้วยศาสตราจารย ์ดร. พนัธนี พงศส์ัมพนัธ์ 

 

 

38 

        

      

 

 
 

   

    
   

* * * *γ δ+d +β I t N I t β I t N 1 I tv vJ h h hv vh h
J A

*δI t
h* * * Jγ δ+d +β I t N I t β I t N 1v vJ h h hv v γ +dh

J A h

*δβ I t Nv* * *h vγ δ+d +β I t N I t β I t Nv vJ h h hv vγ +d h
JA h

γ +d* * A hI t β I t Nvh v * *h γ δ+d +β I t N γ +d δβ IJ vJ Ah h h hv v

 
   
 
 

 
 
   
 
 
 

 
   
 
 


   t Nv

 
 
 
 
 

 

จากสมการ (1) จะไดว้า่ 

 

 *δI t
h* JI t

γ +dh
A A h

  
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 

  
     

 

    
     

 
  

     
 

γ +d* A hδ β I t Nvh v * *γ δ+d +β I t N γ +d δβ I t Nv vJ Ah h h hv v*I t
γ +dh

A A h

*γ +d δ β I t NvA h h v

* *γ δ+d +β I t N γ +d δβ I t Nv vJ Ah h h hv v*I t
γ +dh

A A h

*δ β I t Nvh v*I t **
* *h γ δ+d +β I t N γ +d δβ I t NA v vJ Ah h h hv v

 
 
 

  
 

 
 
 

  
 


 

 

 

จาก(* )  และ (**) น าสองสมการมาเท่ากนัจะได ้

     
 

   
 

*μ δI tv* vI t *
*h 1 I t γ +d +δ β NA vA h hv




 

 
  

     
 

*δ β I t Nvh v*I t **
* *h γ δ+d +β I t N γ +d δβ I t NA v vJ Ah h h hv v


 

 

จะได ้
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 

   

  
     

              

            

**
δ β I t Nμ δI t vhv vv

* * *
1 I t γ +d +δ β N γ δ+d +β I t N γ +d δβ I t Nv v vJA Ah h h h h hv v v

* * ** *μ δI t γ δ+d +β I t N γ +d δβ I t N δ β I t N 1 I t γ +d +δ β NJ h h v A h h vv v vAh h hv vv v v

2 2* * * * *
γ δ+d +β I t N γ +d μ I t δβ N μ I t β N I t β N I t γ +dv v v v v vJ A Ah h h h h h hv v v v v



  

 
     

     

               

                 

         

 

+δ β Nv h

2 2* * * *
γ δ+d γ +d μ I t γ +d δ β N μ I t β N I t β N I t γ +d +δ β NJ h v v v v v vA A Ah h h h h h hv v v v

2 2* * * *
γ δ+d γ +d μ I t γ +d δ β N μ I t β N γ +d +δ β N I t β N γ +d +δ β N I tJ h v v v v v v vA A A Ah h h h h h h h hv v v v

2* *
γ δ+d γ +d μ I t γ +d δ β N μ I tJ h v v vA Ah h hv v

β N γ +d +δv Ah h

    

    

  

      

       

     

0
2* *

β N I t +β N γ +d +δ β N I tv v vAh h h hv v

*
γ δ+d γ +d μ β N γ +d +δ β N I tJ h v v vA Ah h h h v

0
2*

γ +d δ β N μ +β N γ +d +δ β N I tA h h v v h v A h v h v



 



   

 
 
 
  

    
 
 

 

             * *
I t γ δ+d γ +d μ β N γ +d +δ β N γ +d δ β N μ +β N γ +d +δ β N I t 0J h A h h v v h v A h v hv v vA Ah h h hv v

 
      

 

 

ดงันั้นจะได ้  *I t 0
v

  และ 

           

           

     

*γ δ+d γ +d μ β N γ +d +δ β N γ +d δ β N μ +β N γ +d +δ β N I t 0J h A h h v v h v A h v hv v vA Ah h h h v

*γ +d δ β N μ +β N γ +d +δ β N I t γ δ+d γ +d μ β N γ +d +δ β NA h h v v h v A h v h J h v v vA Ah h h hv

*γ +d δ β N μ +β N γ +d +δ β N I t β N γ +dA h h v v h v A h v h v Ah hv

 
  

 
  

 
  

     
 

     
 

       

 
     

   

 
     
  

+δ β N γ δ+d γ +d μJ hv vAh h

β N γ +d +δ β N γ δ+d γ +d μJ hv v vA Ah h h h*I t
v γ +d δ β N μ +β N γ +d +δ β Nv v v vA Ah h h h h

β N γ +d +δ β N γ δ+d γ +d μJ hv v vA Ah h h h*I t
v μ β N γ +d δ β Nv v vAh h h

 

 




 


 

ดงันั้นจะไดจุ้ดสมดุล
* * *I , I , I

vh h
JA

 
 
 
   สองจุดคือจุดสมดุลในสภาวะไร้โรคคือ 
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 E 0,0,0
0

 

และในสภาวะระบาดเร้ือรังคือ 

  
* * *E I , I , I

1 vh h
JA

 
 
 
    โดยท่ี 

 

 

 

 

 

จากจุดสมดุลภายใตส้ภาวะระบาดเร้ือรัง 

จาก 

 
     
  

β N γ +d +δ β N γ δ+d γ +d μJ hv v vA Ah h h h*I t
v μ β N γ +d δ β Nv v vAh h h

 


 
 

จะไดว้า่ 

 
     
  

 
  

     

 
    

     

β N γ +d +δ β N γ δ+d γ +d μJ hv v vA Ah h h h*I t
v μ β N γ +d δ β Nv v vAh h h

*δ β I t Nvh v*I t
* *h γ δ+d +β I t N γ +d δβ I t NA v vJ Ah h h hv v

*γ +d β I t NvA h h v*I t
* *h γ δ+d +β I t N γ +d δβ I t NJ v vJ Ah h h hv v

 


 


 


 

*I 0
v

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     
  

     

     

β N γ +d +δ β N γ δ+d γ +d μJ hv v vA Ah h h h
0

μ β N γ +d δ β Nv v vAh h h

β N γ +d +δ β N γ δ+d γ +d μ 0J hv v vA Ah h h h

β N γ +d +δ β N γ δ+d γ +d μJ hv v vA Ah h h h

 


 

  

 

 

นัน่คือ เม่ือ 

     

 
   

β N γ +d +δ β N γ δ+d γ +d μJ hv v vA Ah h h h

β N γ +d +δ β Nv vAh h h
1

γ δ+d γ +d μJ h vA h

D 1
0

 






 

เม่ือ  

พิจารณาความเสถียรภาพเชิงเส้น 

 จากสมการสามารถน ามาเขียนในรูปจาโคเบียนเมทริกซ์ดงัน้ี 

 

 

 * * *

h h vA J
I ,I ,I

γ +d δ 0
A h

* * * *J= β I N -β I N γ δ+d β N 1 I Iv v vJh h h hv v h h
JA

* * * *β N -β N I β N β N I β N I -β N I μv v v v v v vh h h h h hv v h h
J A

 
 
 
  
     

   
 
   
 
 

 

*I 0
v


 
   

β N γ +d +δ β Nv vAh h h
D

0
γ δ+d γ +d μJ h vA h



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 E 0,0,0
0

ค่าเจาะจงของสมการหาไดจ้ากสมการลกัษณะเฉพาะ (Characteristic equation) 

 det J-λI =0
3

 

เม่ือ I
3
เป็นเมทริกซ์เอกลกัษณ์ขนาด 3  3  

1 0 0

I = 0 1 0
3

0 0 1

 
 
 
 
 

 

จุดสมดุลภายใตส้ภาวะไร้โรค          

จะไดจ้าโคเบียนเมทริกซ์ของจุดสมดุลดงัน้ี 
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 

 

 

 

 

 

 

γ +d δ 0
A h

* * * *J= β I N -β I N γ δ+d β N 1 I Iv v vJh h h hv v h h
JA

* * * *β N -β N I β N β N I β N I -β N I μv v v v v v vh h h h h hv v h h
J A 0,0,0

γ +d δ 0
A h

J= 0 γ δ+d β NvJ h h

β N β N μv v vh h

γ +d λ δ 0
A h

J λI = 0 γ δ+d
J3 h

 
 
 
  
     

   
 
   
 
 

 
 
 

  
 

 
 

 

   

 

 

 

        

   

λ β Nvh

β N β N μ λv v vh h

γ +d λ δ 0
A h

det J λI = 0 γ δ+d λ β NvJ3 h h

β N β N μ λv v vh h

det J λI = γ +d λ γ δ+d λ μ λ δβ N β Nv v vJ3 A h h h h

β N β N γ +d λv v Ah h h

0

 
 
 
 
 

  
 

 

   

 

        

  


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ดงันั้นจะไดว้า่ 

          
        

   
      

      

γ +d λ γ δ+d λ μ λ δβ N β N β N β N γ +d λ 0v v v v vJA Ah h h h h h h

2γ +d γ δ+d + γ +d λ+ γ δ+d λ+λ μ λ δβ N β Nv v vJ JA Ah h h h h h

β N β N γ +d λ 0v v Ah h h

2μ γ +d γ δ+d μ γ +d λ μ γ δ+d λ μ λv v v vJ JA Ah h h h

2 2 3λ γ +d γ δ+d γ +d λ γ δ+d λ λ 0
J JA Ah h h h

μ γ +dv A

           

    

   

     

      

      

      

      

  

2γ δ+d +μ γ +d λ+μ γ δ+d λ+μ λv v vJ JAh h h h

2 2 3+λ γ +d γ δ+d + γ +d λ + γ δ+d λ +λ 0
J JA Ah h h h

3 2λ μ γ +d γ δ+d λ μ γ +d μ γ δ+d γ +d γ δ+d λv v vJ J JA A Ah h h h h h

+μ γ +d γ δ+d 0v JA h h

 

  

          
   

 

ก าหนดให ้

      

  

a μ γ γ δ+2dv J1 A h

a μ γ +d μ γ δ+d γ +d γ δ+dv v J J2 A Ah h h h

a μ γ +d γ δ+dv J3 A h h

   

    

 

 

จะได ้       3 2λ +a λ +a λ+a 0
1 2 3

  

จาก  Routh-Hurwitz Criteria จะไดว้า่ 

 
a 1 0
1a 1

1
H a H H a a a

1 1 2 3 3 2 1a a
3 2

0 0 a
3

 
  
    

      
 

 

จะได ้ 
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det H a
1 1

det H a a a
2 1 2 3

2det H a a a a
3 1 2 3 3



 

 

 
จุดสมดุลมีความเสถียรภาพกต่็อเม่ือ determinants ของ Hurwitz  matrices ทั้งหมดมีค่าเป็น

บวก 

ดงันั้น จุดสมดุลมีความเสถียรภาพกต่็อเม่ือ 

det H a 0
1 1

det H a a a 0
2 1 2 3

2det H a a a a 0
3 1 2 3 3

 

  

  

 
พิจารณาเง่ือนไขขา้งตน้ดงัน้ี 

พิจารณา a 0
1
  

จาก a μ γ γ δ+2dv J1 A h
     พบวา่ทุกพจนข์อง a 0

1


   

ดั้งนั้น   det H 0
1
 ดว้ย 

พิจารณา  a a a 0
1 2 3

 

 

      

  

      

         

a a a μ γ γ δ+2d μ γ +d μ γ δ+d γ +d γ δ+dv v vJ J J1 2 3 A A Ah h h h h

-μ γ +d γ δ+dv JA h h

γ γ δ+2d μ γ +d μ γ δ+d γ +d γ δ+dv vJA J Jh A Ah h h h

2 2μ γ +d μ γ δ+d μ γ +d γ δ+d -μ γ +d γ δ+dv v v vJ J JA A Ah h h h h h

γ γ δ+2d
JA h

 
 
 
  

 


 

          
   



       
 

     

         

   

μ γ +d μ γ δ+d γ +d γ δ+dv v J JA Ah h h h

2 2μ γ +d μ γ δ+dv v JA h h





    
 

  

พบวา่ทุกพจนข์อง a a a 0
1 2 3

 

   

ดั้งนั้น   det H 0
2
 ดว้ย 

พิจารณา  2a a a a 0
1 2 3 3

 
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 2a a a a a a a a
1 2 3 3 3 1 2 3

  

 

จาก   a μ γ +d γ δ+dv J3 A h h
   พบวา่ทุกพจนข์อง a 0

3


   

และ a a a 0
1 2 3

   นัน่

คือ 2a a a a 0
1 2 3 3

 

 

ดั้งนั้น   det H 0
3
 ดว้ย 

จากการพจิารณาเง่ือนไขข้างต้นพบว่า determinants ของ Hurwitz  matrices ทัง้หมดมีค่าเป็น

เป็นบวกแสดงวา่จุดสมดุลภายใตส้ภาวะไร้โรคมีความเสถียรภาพเม่ือD <1
0

 

จุดสมดุลภายใตส้ภาวะระบาดเร้ือรังจะไดจุ้ดสมดุล * * *E I , I , I
1 vh h

JA

 
 
 
   

 เม่ือ
  

 

 

 

 

จะไดจ้าโคเบียนเมทริกซ์ดงัน้ี 

 

 

 
     
  

 
  

     

 
    

     

β N γ +d +δ β N γ δ+d γ +d μJ hv v vA Ah h h h*I t
v μ β N γ +d δ β Nv v vAh h h

*δ β I t Nvh v*I t
* *h γ δ+d +β I t N γ +d δβ I t NA v vJ Ah h h hv v

*γ +d β I t NvA h h v*I t
* *h γ δ+d +β I t N γ +d δβ I t NJ v vJ Ah h h hv v

 


 


 


 
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 

 

 * * *

h h vA J
I ,I ,I

γ +d δ 0
A h

* * * *J= β I N -β I N γ δ+d β N 1 I Iv v vJh h h hv v h h
JA

* * * *β N -β N I β N β N I β N I -β N I μv v v v v v vh h h h h hv v h h
J A

 
 
 
  
     

   
 
   
 
 

 

 

 

γ +d -λ δ 0
A h

* * * *J- I = β I N -β I N γ δ+d -λ β N 1 I Iv v vJ3 h h h hv v h h
JA

* * * *β N -β N I β N β N I β N I -β N I μ -λv v v v v v vh h h h h hv v h h
J A



 
 
 
  
     

   
 
   
 
 
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 

 

 

     

 

γ +d -λ δ 0
A h

* * * *det J- I = β I N -β I N γ δ+d -λ β N 1 I Iv v vJ3 h h h hv v h h
JA

* * * *β N -β N I β N β N I β N I -β N I μ -λv v v v v v vh h h h h hv v h h
J A

* * *det J- I = γ +d -λ -β I N γ δ+d -λ β N I -β N I μ -λv v v vJ3 A h h h h hv h h
J A

*S β N 1 Ivh







 
    
 
 

  

 
              

 

 

 

* *I β N -β N Iv vh h vh h
JA

* * *β N β N I β N 1 I I γ +d -λv v v Ah h h hv h h
JA

* * *β N I -β N I μ -λ β I N δv v v vh h h vh h
J A

  
   
       

  
         
         

 
         

     * * *det J- I = γ +d -λ -β I N γ δ+d -λ β N I -β N I μ -λv v v vJ3 A h h h h hv h h
J A

* * *δβ N β N δβ N β N I δβ N β N I δβ N β N Iv v v v v v v vh h h h h h h h vh h
JA

* * * *+δβ N β N I I +δβ N β N I Iv v v vh h h hv vh h
JA

* * *β N β N I β N β N I β N Iv v v v vh h h h hv h
A


 

              

   

    
  

 γ +d +λ
A hh

J

* * * * * *+β N δβ I N I +β N δβ I N I +μ δβ I N +λδβ I Nv v v v v v vh h h h h hv v v vh h
J A

 
  
   

 

จะได ้
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  3 2 2 2det J-λI =-λ -δλ -δλd -2d λ -d λ+δN N β β +λN N β β +d N N β βv v v v v v3 h h h h h h h h h h

2 2 2-λδγ -λ γ -λd γ +N N β β γ -λ γ -λd γ -λγ γ -δλμ -λ μ -δd μv v v v vJ J JA A A A Ah h h h h

2 *-2λd μ -d μ -δγ μ -λγ μ -d γ μ -λγ μ -d γ μ -γ γ μ -δλN β Iv v v v v v v v vJ J JA A A Ah h h h h h
A

2 *-λ N β I -δdvh h
A

* * 2 * *N β I -2λd N β I -d N β I -δN N β β Iv v v v vh h h h h h h hh h h h
A A A A

* * * *-λN N β β I -d N N β β I -δN β γ I -λN β γ Iv v v v v vA Ah h h h h h hh h h h
A A A A

* * * *-d N β γ I -N N β β γ I -λN β γ I -d N β γ Iv v v v vJ JA Ah h h h h h hh h h h
A A A A

* * 2 * *-N β γ γ I -δλN β I -λ N β I -δd N β Iv v v vJAh h h h hh h h h
J JA

*-2λd N β Ivh h h
J J

2 * * * * *-d N β I -δN N β β I -λN β γ I -d N β γ I -N N β β γ Iv v v v v v vA A Ah h h h h h h h hh h h h h
J J J J J

* * * * 2 * *-λN β γ I -d N β γ I -N β γ γ I +δλN β I -λ N β I -λd N β Iv v v v v vJ J JAh h h h h h h hv v vh h h
J J J

* * * *-δN N β β I -λN N β β I -d N N β β I -λN β γ Iv v v v v v v Ah h h h h h h hv v v v
*-N N β β γ Iv v Ah h v

* * * * * *+δN β μ I -λN β μ I -d N β μ I -γ N β μ I +2δN N β β I Iv v v v v v v v v vAh h h h h h hv v v v vh
A

* *+2δN N β β I Iv vh h vh
J

จดัรูปสมการใหม่จะได ้

3 2λ +b λ +b λ+b 0
1 2 3

  

เม่ือ 
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* * *
b =δ+2d +γ +γ +μ +N β I +N β I +N β Iv v v vJ1 Ah h h h vh hJA

2
b =δd +d -N N β β +δγ +d γ +d γ +γ γ +δμ +2d μ +γ μ +γ μv v v v v vJ J J2 A A A Ah h h h h h h

* * * * * *
+δN β I +2d N β I +N N β β I +N β γ I +N β γ I +δN β Iv v v v v v vJAh h h h h h h hh h h h h hJA A A A A

* *
+2d N β I +N N β β I +N β γv v v v Ah h h h hh hJ J

* * * *
I +N β γ I -δN β I +d N β Iv v vJh h h hv vh hJ J

* * *
+N N β β I +N β γ I +N β μ Iv v v v vAh h h hv v v

 

b =-δN N β β -d N N β β -N N β β γ +δd μ +γ γ μ +d γ μ +d γ μv v v v v v v v v vJ J3 A A Ah h h h h h h h h h

2 * 2 * * *
+δγ μ +d μ +δd N β I +d N β I +δN N β β I +d N N β β Iv v v v v v v vA h h h h h h h h h hh h h hA A A A

* * * * *
+δN β γ I +d N β γ I +N N β β γ I +d N β γ I +δd N β Iv v v v v vJA A Ah h h h h h h h hh h h h hJA A A A

+N β γ γv Ah
* 2 * * * *

I +d N β I +δN N β β I +d N β γ I -N N β β γ Iv v v v v vJ A Ah h h h h h h hh h h h hJ J J JA

* * * * *
+d N β γ I +N β γ γ I +δN N β β I +d N N β β I +N N β β γ Iv v v v v v v vJ JA Ah h h h h h h h h hv v vh hJ J

* * * * * * *
+d N β μ I +γ N β μ I -2δN N β β I I -δN β μ I -2δN N β β I Iv v v v v v v v v vAh h h h h h h hv v v v vh hJA

 

จาก Routh-Hurwitz Criteria จะไดว้า่ 

 
b 1 0
1b 1

1
H b H H b b b

1 1 2 3 3 2 1b b
3 2

0 0 b
3

 
  
    

      
 

 

จะได ้ 

detH =b
1 1

detH =b b -b
2 1 2 3

2detH =b b b -b
3 1 2 3 3

 
จุดสมดุลมีความเสถียรภาพกต่็อเม่ือ determinants ของ Hurwitz matrices ทั้งหมดมีค่าเป็น

บวก 
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ดงันั้น จุดสมดุลมีความเสถียรภาพกต่็อเม่ือ 

det H b 0
1 1

det H b b b 0
2 1 2 3

2det H b b b b 0
3 1 2 3 3

 

  

    

พิจารณาเง่ือนไขขา้งตน้ดงัน้ี 

พิจารณา b 0
1
  

จาก * * *b =δ+2d +γ +γ +μ +N β I +N β I +N β Iv v v vJ1 Ah h h h vh h
JA

 พบวา่ทุกพจนข์อง 

b 0
1


   

 

ดั้งนั้น   det H 0
1
 ดว้ย 

พิจารณา  b b b 0
1 2 3

 
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พบวา่ b b b 0
1 2 3

   เม่ือ 

 

 

 

   

 

 

 

        >0 

นัน่
คือ  

 

> 
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จากเง่ือนไขขา้งตน้จะท าให ้det H 0
2
 ดว้ย 

พิจารณา  2b b b b 0
1 2 3 3

   

 2b b b b b b b b
1 2 3 3 1 2 3 3

    

เน่ืองจาก b b b 0
1 2 3

    ดงันั้น  b 0
3
   จึงจะท าให ้ 2b b b b 0

1 2 3 3
    นัน่คือ     

จาก 

b =-δN N β β -d N N β β -N N β β γ +δd μ +γ γ μ +d γ μ +d γ μv v v v v v v v v vJ J3 A A Ah h h h h h h h h h

2 * 2 * * *
+δγ μ +d μ +δd N β I +d N β I +δN N β β I +d N N β β Iv v v v v v v vA h h h h h h h h h hh h h hA A A A

* * * * *
+δN β γ I +d N β γ I +N N β β γ I +d N β γ I +δd N β Iv v v v v vJA A Ah h h h h h h h hh h h h hJA A A A

+N β γ γv Ah
* 2 * * * *

I +d N β I +δN N β β I +d N β γ I -N N β β γ Iv v v v v vJ A Ah h h h h h h hh h h h hJ J J JA

* * * * *
+d N β γ I +N β γ γ I +δN N β β I +d N N β β I +N N β β γ Iv v v v v v v vJ JA Ah h h h h h h h h hv v vh hJ J

* * * * * * *
+d N β μ I +γ N β μ I -2δN N β β I I -δN β μ I -2δN N β β I Iv v v v v v v v v vAh h h h h h h hv v v v vh hJA

 

จะไดว้า่ 
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-δN N β β -d N N β β -N N β β γ +δd μ +γ γ μ +d γ μ +d γ μv v v v v v v v v vJ JA A Ah h h h h h h h h h

2 * 2 * * *+δγ μ +d μ +δd N β I +d N β I +δN N β β I +d N N β β Iv v v v v v v vA h h h h h h h h h hh h h h
A A A A

* * * * *+δN β γ I +d N β γ I +N N β β γ I +d N β γ I +δd N β Iv v v v v vJA A Ah h h h h h h h hh h h h h
JA A A A

*+N β γ γ Iv JAh
2 * * * *+d N β I +δN N β β I +d N β γ I -N N β β γ Iv v v v v vA Ah h h h h h h hh h h h h

J J J JA

* * * * *+d N β γ I +N β γ γ I +δN N β β I +d N N β β I +N N β β γ Iv v v v v v v vJ JA Ah h h h h h h h h hv v vh h
J J

* * * * * * *+d N β μ I +γ N β μ I -2δN N β β I I -δN β μ I -2δN N β β I I 0v v v v v v v v v vAh h h h h h h hv v v v vh h
JA



นัน่คือ 

2 * 2 *δd μ +γ γ μ +d γ μ +d γ μ +δγ μ +d μ +δd N β I +d N β Iv v v v v v v vJ JA A Ah h h h h h h hh h
A A

* * * *+δN N β β I +d N N β β I +δN β γ I +d N β γ Iv v v v v vA Ah h h h h h h hh h h h
A A A A

* * * * 2 *+N N β β γ I +d N β γ I +δd N β I +N β γ γ I +d N β Iv v v v v vJ JA Ah h h h h h h h hh h h h h
J JA A A

*+δN N β β I +d Nv vh h h hh
J

* * * *β γ I +d N β γ I +N β γ γ I +δN N β β Iv v v v vJ JA Ah h h h h vh h h
J J J

* * * *+d N N β β I +N N β β γ I +d N β μ I +γ N β μ Iv v v v v v v vA Ah h h h h h h hv v v v

* * *δN N β β +d N N β β +N N β β γ +N N β β γ I +2δN N β β I Iv v v v v v v v v vA Ah h h h h h h h h h h vh h
J A

* * *+δN β μ I +2δN N β β I Iv v v vh h hv vh
J



 

จากเง่ือนไขท่ีท าให ้ det H 0
2
 และเง่ือนไขท่ีท าให ้ b 0

3
  ดั้งนั้นdet H 0

3
  ดว้ย 

 จากการพจิารณาเง่ือนไขข้างต้นพบว่า determinants ของ Hurwitz  matrices ทัง้หมด

มีค่าเป็นเป็นบวกเม่ือสอดคล้องกบัสองเง่ือนไขดงันี ้

เง่ือนไขท่ี 1 

 



 

แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของการระบาดโรคมาลาเรียตามกลุ่มอายขุองผูป่้วยและฤดูกาลในประเทศไทย                         ผูช่้วยศาสตราจารย ์ดร. พนัธนี พงศส์ัมพนัธ์ 

 

 

56 

 

 

> 

 

 

 

 

 

เง่ือนไขท่ี 2 

2 * 2 *δd μ +γ γ μ +d γ μ +d γ μ +δγ μ +d μ +δd N β I +d N β Iv v v v v v v vJ JA A Ah h h h h h h hh h
A A

* * * *+δN N β β I +d N N β β I +δN β γ I +d N β γ Iv v v v v vA Ah h h h h h h hh h h h
A A A A

* * * * 2 *+N N β β γ I +d N β γ I +δd N β I +N β γ γ I +d N β Iv v v v v vJ JA Ah h h h h h h h hh h h h h
J JA A A

*+δN N β β I +d Nv vh h h hh
J

* * * *β γ I +d N β γ I +N β γ γ I +δN N β β Iv v v v vJ JA Ah h h h h vh h h
J J J

* * * *+d N N β β I +N N β β γ I +d N β μ I +γ N β μ Iv v v v v v v vA Ah h h h h h h hv v v v

* * *δN N β β +d N N β β +N N β β γ +N N β β γ I +2δN N β β I Iv v v v v v v v v vA Ah h h h h h h h h h h vh h
J A

* * *+δN β μ I +2δN N β β I Iv v v vh h hv vh
J



 

แสดงวา่จุดสมดุลภายใตส้ภาวะโรคระบาดเร้ือรังมีความเสถียรภาพเม่ือ D >1
0
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3.3   ผลเฉลยเชิงตัวเลขของสมการ 

ผลเฉลยท่ีแสดงในส่วนน้ีค่าของตวัแปรไดจ้ากการสังเกตค่าจริง อายเุฉล่ียของคนคือ 65 ปี 

อายเุฉล่ียของยงุคือ 25 วนั  จ  านวนปีท่ีเดก็เป็นผูใ้หญ่คือ 15 ปี จ  านวนปีท่ีผูใ้หญ่ท่ีติดเช้ือ

กลายเป็นผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ืออีกคร้ังคือ 2 ปี จ  านวนปีท่ีเด็กท่ีติดเช้ือกลายเป็นผูท่ี้เส่ียงต่อ

การติดเช้ืออีกคร้ังคือ 1 ปี พารามิเตอร์ตวัอ่ืนเป็นการเลือกค่าท่ีเหมาะสม ใชก้ารวเิคราะห์เชิง

ตวัเลขไดผ้ลดงัน้ี 

ส าหรับ D0   <  1 

 

รูปท่ี 3.2 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของสัดส่วนผูใ้หญ่ท่ีติดเช้ือเม่ือเทียบกบัเวลา 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ N =1,000
h

 , N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v , 

D =
0

0.287901, β 0.009
h
 ,β 0.0000000007v  ผลเฉลยลู่เขา้สู่ผลเฉลยสภาวะไร้โรค  0, 0, 0  
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รูปท่ี 3.3 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของสัดส่วนเดก็ท่ีติดเช้ือเม่ือเทียบกบัเวลา 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ N =1,000
h

 , N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v , 

D =
0

0.287901, β 0.009
h
 ,β 0.0000000007v  . ผลเฉลยลู่เขา้สู่ผลเฉลยสภาวะไร้โรค  0, 0, 0  
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รูปท่ี 3.4 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของสัดส่วนยงุติดเช้ือเม่ือเทียบกบัเวลา 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ N =1,000
h

 , N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v , 

D =
0

0.287901, β 0.009
h
 ,β 0.0000000007v  . ผลเฉลยลู่เขา้สู่ผลเฉลยสภาวะไร้โรค  0, 0, 0  
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Infectious adult human proportion
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รูปท่ี 3.5 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของสัดส่วนเดก็ท่ีติดเช้ือกบัสัดส่วนของผูใ้หญ่ท่ีติดเช้ือ 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ N =1,000
h

 , N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v , 

D =
0

0.287901, β 0.009
h
 ,β 0.0000000007v  . ผลเฉลยลู่เขา้สู่ผลเฉลยสภาวะไร้โรค  0, 0, 0  
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Infectious adult human proportion
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รูปท่ี 3.6 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของสัดส่วนยงุท่ีติดเช้ือกบัสัดส่วนของผูใ้หญ่ท่ีติดเช้ือ 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ N =1,000
h

 , N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v , 

D =
0

0.287901, β 0.009
h
 ,β 0.0000000007v  . ผลเฉลยลู่เขา้สู่ผลเฉลยสภาวะไร้โรค  0, 0, 0  
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Infectious juvenile human proportion
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รูปท่ี 3.7 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของสัดส่วนยงุติดเช้ือกบัสัดส่วนของเดก็ท่ีติดเช้ือ 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ N =1,000
h

 , N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v , 

D =
0

0.287901, β 0.009
h
 ,β 0.0000000007v  . ผลเฉลยลู่เขา้สู่ผลเฉลยสภาวะไร้โรค  0, 0, 0  
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รูปท่ี 3.8 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของผูใ้หญ่ท่ีติดเช้ือเม่ือเทียบกบัเวลา 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ N =1,000
h

 , N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v , 

D =287.901
0

,β 0.0009v  ,β 0.000000007
h
 . 

ผลเฉลยลู่เขา้สู่สภาวะเร้ือรัง (0.00475034,0.000638251,0.99182) 
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รูปท่ี 3.9 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของเดก็ท่ีติดเช้ือเม่ือเทียบกบัเวลา 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ N =1,000
h

 , N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v , 

D =287.901
0

,β 0.0009v  ,β 0.000000007
h
 . 

ผลเฉลยลู่เขา้สู่สภาวะเร้ือรัง (0.00475034,0.000638251,0.99182) 
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รูปท่ี 3.10 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีติดเช้ือเม่ือเทียบกบัเวลา 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ N =1,000
h

 , N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v , 

D =287.901
0

,β 0.0009v  ,β 0.000000007
h
 . 

ผลเฉลยลู่เขา้สู่สภาวะเร้ือรัง (0.00475034,0.000638251,0.99182) 
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Infectious juvenile human proportion
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รูปท่ี 3.11 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของสัดส่วนผูใ้หญ่ท่ีติดเช้ือเทียบกบัสัดส่วนของเดก็ท่ีติดเช้ือ 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ N =1,000
h

 , N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v , 

D =287.901
0

,β 0.0009v  ,β 0.000000007
h
 . 

ผลเฉลยลู่เขา้สู่สภาวะเร้ือรัง (0.00475034,0.000638251,0.99182) 
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Infectious adult human proportion
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รูปท่ี 3.12 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของสัดส่วนยงุท่ีติดเช้ือเทียบกบัสัดส่วนของผูใ้หญ่ท่ีติดเช้ือ 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ N =1,000
h

 , N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v , 

D =287.901
0

,β 0.0009v  ,β 0.000000007
h
 . 

ผลเฉลยลู่เขา้สู่สภาวะเร้ือรัง (0.00475034,0.000638251,0.99182) 
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Infectious juvenile human proportion
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รูปท่ี 3.13 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของสัดส่วนยงุท่ีติดเช้ือเทียบกบัสัดส่วนของเดก็ท่ีติดเช้ือ 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ N =1,000
h

 , N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v , 

D =287.901
0

,β 0.0009v  ,β 0.000000007
h
 . 

ผลเฉลยลู่เขา้สู่สภาวะเร้ือรัง (0.00475034,0.000638251,0.99182) 

 

 

 



 

แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของการระบาดโรคมาลาเรียตามกลุ่มอายขุองผูป่้วยและฤดูกาลในประเทศไทย                         ผูช่้วยศาสตราจารย ์ดร. พนัธนี พงศส์ัมพนัธ์ 

 

 

69 

D
0

0 1 2 3 4 5

S
u
sc

e
p
ti

b
le

 h
u
m

a
n
 p

ro
p
o
rt

io
n

0.0

.2

.4

.6

.8

1.0

1.2

E0

E1

 

รูปท่ี 3.14 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ือเม่ือค่าสืบพนัธ์ุพื้นฐานมีค่าต่างกนั 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ  N =1,000
h

 ,   N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v . 
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รูปท่ี 3.15 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของเดก็ท่ีติดเช้ือเม่ือค่าสืบพนัธ์ุพื้นฐานมีค่าต่างกนั 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ  N =1,000
h

 ,   N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v . 
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รูปท่ี 3.16 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของเดก็ท่ีติดเช้ือเม่ือค่าสืบพนัธ์ุพื้นฐานมีค่าต่างกนั 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ  N =1,000
h

 ,   N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,     1/ 365*15  , μ =1/25v . 
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รูปท่ี 3.17 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือเม่ือค่าสืบพนัธ์ุพื้นฐานมีค่าต่างกนั 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ  N =1,000
h

 ,   N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v . 
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รูปท่ี 3.18 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีติดเช้ือเม่ือค่าสืบพนัธ์ุพื้นฐานมีค่าต่างกนั 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ  N =1,000
h

 ,   N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v . 
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บทที ่4 

แบบจ าลองทางคณติศาสตร์โรคมาลาเรียส าหรับเด็กและผู้ใหญ่ เมือ่พจิารณาการฟ้ืนไข้กลบั

ของเช้ือพลาสโมเดียม และการวเิคราะห์ 

4.1 แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์โรคมาลาเรียส าหรับเดก็และผู้ใหญ่เมือ่พจิารณาการฟ้ืนไข้กลับของเช้ือพลาสโม

เดยีม 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปท่ี 4.1 แผนภาพแสดงแบบจ าลองน้ีเม่ือพิจารณาการฟ้ืนไขก้ลบัของเช้ือพลาสโมเดียม 

จาก diagram  ของประชากรมนุษยจ์ะไดส้มการ 

 /S t
v   /I t

v  

     / / /γ I t +I t S tv h h v
J A

 
 
 

 /μ I tv v
 /μ S tv v

A

 /R t
h

J
 

μ N
Th

 /δI t
h

J

 /e I t
h h

J

 /e I t
h h

A

 /γ I t
A h1 A

 /e S t
h h

 /γ I t
J h1 J

 /S t
h

 

 /I t
h

J
 

 /I t
h

A

 

   / /γ I t S t
h hv

 /γ I t
J h2 J

 /e R t
h h

J

 /δR t
h

J

 /R t
h

A

 

 /e R t
h h

A

 /γ I t
A h2 A
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           

             

         

       

     

d / / / / / /S t μ N γ I t γ I t e S t γ I t S t
T JAh h h hvdt h h h h11 JA

d / / / / / / /I t γ I t S t δI t γ I t e I t γ I t
J Jh h hvdt h h h h h2 1J J J J J

d / / / / /I t δI t γ I t e I t γ I t
A Ahdt h h h h h2 1JA A A A

d / / / /R t γ I t e R t δR t
J hdt h h h h2J J J J

d / / /R t γ I t δR t e
A hdt h h h2 JA A

    

    

   

  

    /R t
h

A  

จาก diagram  ของประชากรยงุจะไดส้มการ 

         

         

d / / / / /S t A μ S t γ I t +I t S tv v h hv v vdt J A

d / / / / /I t γ I t +I t S t μ I tv vh hv v vdt J A

 
    

 

 
  

 

 

จาก           / / / / /N S t I t I t R t R t
T h h h h h

J JA A

    
 

โดยท่ีตวัแปรในแบบจ าลองมีความหมายดงัน้ี 

(t)S'
h คือจ านวนของผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ือ 

(t)I '
Jh คือจ านวนของเด็กท่ีติดเช้ือ 
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(t)I '
Ah คือจ านวนของผูใ้หญ่ท่ีติดเช้ือ 

(t)R '
Jh คือจ านวนของเด็กท่ีฟ้ืนไข ้

(t)R '
Ah คือจ านวนของผูใ้หญ่ท่ีฟ้ืนไข ้

(t)S'
v คือจ านวนของยงุท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือ 

(t)I '
v คือจ านวนของยงุท่ีติดเช้ือ 

พารามิเตอร์แต่ละตวัมีความหมายดงัน้ี 

h  คือ อตัราการเกิดของประชากร 

he   คือ อตัราการเสียชีวติของประชากร 

TN  คือ จ านวนประชากรทั้งหมด 

h   คือ อตัราการถ่ายทอดเช้ือของโรคน้ีจากยงุไปคน 

1J คือ อตัราท่ีเด็กท่ีติดเช้ือกลายเป็นเด็กท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ืออีกคร้ัง 

1A คือ อตัราท่ีผูใ้หญ่ท่ีติดเช้ือกลายเป็นผูใ้หญ่ท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ืออีกคร้ัง 

2J คือ อตัราการฟ้ืนไขข้องเด็ก 

2A คือ อตัราการฟ้ืนไขข้องผูใ้หญ่ 

 คือ อตัราท่ีเด็กเติบโตเป็นผูใ้หญ่ 

v คือ อตัราการถ่ายทอดเช้ือของโรคน้ีจากคนไปยงุ 

v  คือ อตัราการเสียชีวติของยงุ    

A  คือ จ านวนของยงุ ณ เวลาเร่ิมตน้ 

vN  คือ จ านวนของยงุทั้งหมด 
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จะได ้
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/γ I t
A h2 A

   

    

    

   

  

    

         

         

 

/ /δR t e R t
hh h

J A

/ / / / /μ N e S t e I t e I t e R t e R t
Th h h h h hh h h h h

J JA A

/ / / / /μ N e S t I t I t R t R t
Th h h h h h h

J JA A

μ N e N
T Th h

μ e N
Th h

0

 

     

 
      
 
 

 

 



 

เม่ือ 
        

 

จาก       

 

จะได ้

μ =e
h h

   / /N =S t +I tv v v
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    

   

             

 

   

    

d d / /N = S t +I tv v vdt dt

d d/ /S t + I t
v vdt dt

/ / / / / / /A μ S t γ I t +I t S t γ I t +I t S tv v vh h h hv v v
J JA A

/μ I tv v

/ /A μ S t μ I tv vv v

/ /A μ S t +I tv v v

A μ Nv v

0



   
      

   



  

 

 



เม่ือ N A/μv v  
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4.2 ผลการวเิคราะห์แบบจ าลอง 

ก าหนดให้ 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

/ /I t I t/S t h h
Jh AS t = I t I t =

h N N Nh h
JT T A T

/ /R t R t /S th h
J vAR t = R t = S t =vh hN N NJ A vT T

/I tvI t
v Nv





 

 

หาสมการไดด้งัน้ี 

หา                     จะไดว้า่
                   

   

 
 

   

    

   

           

 

         

           

/S t
hS t =

h N
T

/N S t =S t
T h h

d d /N S t = S t
T hdt dt h

d d /N S t = S t
T hdt dt h

d / / / / /N S t =μ N γ I t γ I t e S t γ I t S t
T T JAh h h h hvdt h h h11 JA

/ /γ I t γ I t / / /e S tJA γ I t S tμ N h h h1d 1 h hT J vh A hS t =
hdt N N N N N

T T T T T

d /S t =μ γ I t γ I t e S t γ I t S t
JAh h h h h h vdt h h11 JA

   

   

   

 

 

 

 
d

S t
hdt
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จาก  μ =e
h h

และ    /I t I t Nv vv
 จะไดว้า่ 

 

           

         

        

d /S t =μ γ I t γ I t e S t γ I t S t
JAh h h h h h vdt h h11 JA

=e γ I t γ I t e S t γ I t N S tvJAh h h h h vh h11 JA

e γ I t γ I t e γ I t N S tvJAh h h h h v h11 JA

   

   

    

 

หา                     จะไดว้า่
      

              
   

จาก 

 

 

   

/I t
h

JI t
Nh

J T

/I t N I t
Th h

J J





 

   

   

             

 
   

       

           

d d /I t N = I t
Tdt dth h

J J

d d /N I t I t
T dt dth h

J J

d / / / / / /N I t γ I t S t δI t γ I t e I t γ I t
T J Jh h hvdt h h h h h2 1J J J J J

/ / / /δI t γ I t e I t γ I t/ / J Jhγ I t S t h h h h2 1d h hv J J J JI t
dt N N N N Nh

J T T T T T

d /I t γ I t S t δI t γ I t e I t γ
J Jh h hvdt h h h h2 1J J J J

 
 
 
 



    

    

      

       

I t
h

J

d /I t γ I t S t δ γ e γ I t
J Jh h hvdt h h2 1J J

 
     

 

 

 

 

 
d

I t
dt h

J
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จาก    /I t I t Nv vv
 จะไดว้า่ 

       

       

d /I t γ I t S t δ γ e γ I t
J Jh h hvdt h h2 1J J

d
I t γ I t N S t δ γ e γ I tv J Jh h hvdt h h2 1J J

 
     

 

 
     

 

 

หา       
d

I t
dt h

A

    จะไดว้า่
      

จาก 

 

 

   

   

/I t
h

AI t =
Nh

A T

/I t N =I t
Th h

A A

d d /I t N = I t
Tdt dth h

A A

 
 
 
 

 

   

         

 

       

         

     

d d /N I t = I t
T dt dth h

A A

d / / / /N I t =δI t γ I t e I t γ I t
T A Ahdt h h h h h2 1JA A A A

/ / / /δI t γ I t e I t γ I t
A Ahh h h hd 2 1J A A AI t =

dt N N N Nh
A T T T T

d
I t =δI t γ I t e I t γ I t

A Ah h h h hdt h J 2 1A A AA

d
I t =δI t γ e γ I t

A Ah h hdt h J 2 1 AA

  

  

  

 
   
 

 

หา       
d /R t
dt h

J

    จะไดว้า่
      

 

 



 

แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของการระบาดโรคมาลาเรียตามกลุ่มอายขุองผูป่้วยและฤดูกาลในประเทศไทย                         ผูช่้วยศาสตราจารย ์ดร. พนัธนี พงศส์ัมพนัธ์ 

 

 

82 

จาก 

 

 

   

   

   

       

 

     

       

       

/R t
h

JR t =
h NJ T

/R t N =R t
Th hJ J

d d /R t N = R t
Thdt dt hJ J

d d /N R t = R t
T hdt dt hJ J

d / / /N R t =γ I t e R t δR t
T Jh hdt h h h2J J J J

/ / /γ I t e R t δR t
J hh h h2d J J JR t =

hdt N N NJ T T T

d
R t =γ I t e R t δR t

Jh h h h hdt 2J J J J

d
R t =γ I t e δ R t

Jh h h hdt 2J J J

 
 
 

 

 

 

 
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หา       
d /R t
dt h

A

    จะไดว้า่
      

จาก
 

 

 

 

   

   

   

       

 

     

       

/R t
h

AR t =
h NA T

/R t N =R t
Th hA A

d d /R t N = R t
Thdt dt hA A

d d /N R t = R t
T hdt dt hA A

d / / /N R t =γ I t δR t e R t
T Ah hdt h h h2A JA A

/ / /γ I t δR t e R t
A hh h hd 2 JA AR t =

hdt N N NA T T T

d
R t =γ I t +δR t e R t

Ah h h h hdt 2 JA A A

 
 
 

 

 

  
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หา   
d

S tv
dt

  จะไดว้า่ 

จาก 

 
 

   

   

   

/S t
vS t =v
Nv

/S t N S tv v v

d d /S t N = S tv v vdt dt

d d /N S t S tv v vdt dt





 

         

 
       

         

d / / / /N S t A μ S t γ I t +I t S tv v v v h hv vdt J A

/ / /γ I t +I t S t/ v h h vμ S tvd A J AvS tv
dt N N Nv v v

d / /S t μ μ S t γ I t +I t S tv v v v v vh hdt J A

 
    

 

 
 
   

 
    

 

 

 

 

จาก    /I t =I t N
Th h

J J

และ    /I t =I t N
Th h

A A

จะไดว้า่ 

 

         

         

d
S t μ μ S t γ I t N +I t N S tv v v v v vT Tdt h h

J A

d
S t μ μ S t γ I t +I t N S tv v v v v vTdt h h

J A

 
   
 
 

 
   
 
 
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หา   
d

I t
vdt

  จะไดว้า่ 

จาก 

 
 

   

/I tvI t
v Nv

/I t N I tv vv





 

    

   

         

 

       

         

d d /I t N I tv vvdt dt

d d /N I t I tv vvdt dt

d / / / /N I t γ I t +I t S t μ I tv v vh hv v vdt J A

/ / /γ I t +I t S t /v h h v μ I tvd J A vI t
vdt N Nv v

d / /I t γ I t +I t S t μ I tv v vh hv vdt J A





 
  

 

 
 
  

 
  

 

 

จาก    /I t =I t N
Th h

J J

และ    /I t =I t N
Th h

A A

จะไดว้า่ 

         
d

I t γ I t N +I t N S t μ I tv v vT Tv vdt h h
J A

 
  
 
 

 

จะไดเ้ง่ือนไขใหม่ดงัน้ี 

         
         

         

/ / / /I t I t R t R t/S t h h h h/ / J Jh A AS t I t I t R t R t
h N N N N Nh h h h

J JA A T T T T T

/ / / / /S t I t I t R t R t
h h h h h

J JA A

N
T

        

   



 

จาก           / / / / /N S t I t I t R t R t
T h h h h h

J JA A

    
 

จะไดว้า่ 
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         
N

TS t I t I t R t R t
h h h Nh h J AJ A T

1

    



 

 

 

และ 

   
   

   

/ /S t I tvvS t I tv v N Nv v

/ /S t I tvv

Nv

  




 

จาก                                                   จะไดว้า่ 
 

   
NvS t I tv v Nv

1

 

  
 

จะไดร้ะบบสมการใหม่ดงัน้ี 
 

       

     

       

       

         

d
I t γ I t N S t δ γ e γ I tv J Jh h hvdt h h2 1J J

d
I t =δI t γ e γ I t

A Ah h hdt h J 2 1 AA

d
R t =γ I t e δ R t

Jh h h hdt 2J J J

d
R t =γ I t +δR t e R t

Ah h h h hdt 2 JA A A

d
I t γ I t N +I t N S t μ I tv v vT Tv vdt h h

J A

 
     

 

 
   
 

 



 
  
 
 

 

โดยท่ี                                                                                                 และ  
 

 
 

   / /N =S t +I tv v v

         S t I t I t R t R t 1
h h hh h J AJ A

        S t I t 1v v
 
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จุดสมดุล * * * * *I ,I ,R ,R , I
vh h h h

J JA A

 
 
 
 

หาไดจ้าการจบัสมการขา้งตน้มาเท่ากบัศูนย ์จะได ้

 

จาก        * * *γ I t N S t δ γ e γ I t 0v J Jh hv h h2 1 J

 
     
 

 จะได ้

     

     

 
   

 

* * *γ I t N S t δ γ e γ I t 0v J Jh hv h h2 1 J

* * *γ I t N S t δ γ e γ I tv J Jh hv h h2 1 J

* *γ I t N S tvh v* hI t 1
δ γ e γh

J J Jh
2 1

 
     
 

 
    
 


  

 

จาก      * *δI t γ e γ I t 0
A Ahh h2 1J A

 
    
 

 จะได ้

   

 

 

 

* *δI t γ e γ I t
A Ahh h2 1J A

*δI t
h* JI t 2

γ e γh
A A Ah

2 1

 
   
 


 

 

จาก        * *γ I t e δ R t 0
J hh h2 J J

    จะได ้

     

 

 

 

* *γ I t e δ R t
J hh h2 J J

*γ I t
J h2* JR t 3

e δh
J h

 




 

จาก        * * *γ I t +δR t e R t 0
A hh h h2 JA A

   จะได ้
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     

 

   

 

* * *γ I t +δR t e R t
A hh h h2 JA A

* *γ I t +δR t
A h h2* JAR t 4

eh
A h





 

 
 

      
 

    

 
 

 

    

γ δ δγ* *γ I t N γ I t NA Jv v* h hv v2 2R t +
* * * *h e e δM+γ I t N P γ I t N M+γ I t N P γ I t NA v v v ve γ e γ h hh h h hv v v vA Ah h

2 1

γ δ δγ *γ I t NA J v* h v2 2R t +
* *h e e δ M+γ I t N P γ I t NA v ve γ e γ h h h hv vA Ah h

2 1

   
  

              
 

 
 
          

   





 


 

จาก          * * * *γ I t N +I t N S t μ I t 0v vT T v vh h
J A

 
   
 
 

 จะได ้

       

 

     

         

* * * *γ I t N +I t N S t μ I tv vT T v vh h
J A

* * *γ I t N +I t N S tv T T vh h
J A*I t

v μv

γ* * * *vI t I t +I t N S t 5
Tv vμ h hv J A

 
  
 
 

 
 
 
 



 
 
 
 

 

น า                                                                                                        แทนลงในสมการท่ี 1 
 

         * * * * *S t 1 I t I t R t R t
h h h h h

J JA A

    
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 

         

 
 

       

 
 

 
 

     

* * * * *γ I t N 1 I t I t R t R tvh v h h h h
J JA A*I t
δ γ e γh

J J Jh
2 1

*γ I t Nv* * * * *h vI t 1 I t I t R t R t
δ γ e γh h h h h

J J JJ J A Ah
2 1

* *γ I t N γ I t Nv v* * * * *h hv vI t I t 1 I t R t R t
δ γ e γ δ γ e γh h h h h

J J JJ J J J A Ah h
2 1 2 1

γ
1

 
    

  


  

 
     

     

 
     

        


 

 
 

     

 
 

     
 

     

* *I t N γ I t Nv v* * * *h hv vI t 1 I t R t R t
δ γ e γ δ γ e γh h h h

J JJ J J J A Ah h
2 1 2 1

δ γ e γ*γ I t N J Jhv* * * *h v 2 1I t 1 I t R t R t
*δ γ e γh h h h δ γ e γ +γ I t NJ JJ J A A vh J Jh h v2 1 2 1

* * * *I t 1 I t R t R
h h h

J JA

 
  

               

   
   

      
         

 

     
 

 

*γ I t Nvh vt
*h δ γ e γ +γ I t NA vJ Jh h v

2 1

 
   
   
      

 

น า                           แทนลงในสมการขา้งบน  
 

       
 

 

*γ I t Nv* * * * h vI t 1 I t R t R t
*h h h h δ γ e γ +γ I t NJ JA A vJ Jh h v

2 1

 
   

      
      

 

 

     2 , 3 , 4
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 

       
 

 

 

   

       

* * * *δI t γ I t γ I t +δR t *J A γ I t Nh h h h v2 2* hJ J J vAI t 1
*γ e γ e δ eh δ γ e γ +γ I t NJ A A vh h h J Jh h v2 1 2 1

* * * ** δI t γ I t γ I t +δR tδ γ e γ +γ I t N J AvJ Jh h h h h hv 21 2J J J2 1 A1
* * γ e γ e δ eγ I t N I t A Av h h hh v 2 1h

J

   
   
      

       
    

 
    

   
  

 

 

   

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

* ** γ I t δR tδ γ e γ +γ I t N γ AvJ J Jh h h hv 1 δ 2 J2 1 2 A
* * * *γ e γ e δγ I t N I t I t e I t eA Av h hh h hv 2 1h h h

J J J

* ** γ I t δR tδ γ e γ +γ I t N γ AvJ J Jh h h hv δ 1 2 J2 1 2 A
* * * *γ e γ e δγ I t N I t I t e I t eA Av h hh h hv 2 1 h h h

J J J

*δ γ e γ +γ I t NvJ Jh h v
2 1

*γ I
h





  

    
  

  

    
  

  

   

   

 

     

 

*γ δI t *δγ I tA h J2 J h2 J
γ e γγ

e δJ A Ahδ 12 2 1 h1
*γ e γ e δ e et N I tA Av h h h hv 2 1 h

J

* γ δδ γ e γ +γ I t N γ δγvJ J J A Jh h v δ 12 1 2 2 2
* *γ e γ e δ e e δγ I t N I tA Av h h e γ e γ h hh v 2 1 hA Ah h J2 1

*δ γ e γ +γ I t N
J Jh h v
2 1

 
 
 

  
     
   
 
 
 
 

  

    
     

  
 

  

     

 

   

γ δ γ δγv A J Jδ 12 2 2
* *γ e γ e δ e e δγ I t N I tA Av h he γ e γ h hh v 2 1 hA Ah h J2 1

* γδ γ e γ +γ I t N γvJ J A Jh h v δ δ 12 1 2 21 1
* *γ e γ e e δ eγ I t N I tA Av h h h hh v 2 1 h

J

    
    

  
 

      
       
         
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ให ้                                                                                                                                                                 จะได ้

 

 

   

 

 

 

   

    
   

 
 

    

*M+γ I t Nv 1h v P
* *γ I t N I tvh v h

J

* *M+γ I t N γ I t Nv v 1h hv vP
* * *γ I t N γ I t N I tv vh hv v h

J

* *M+γ I t N P γ I t Nv v 1h hv v
* *γ I t N I tvh v h

J

*γ I t Nv* h vI t
* *h M+γ I t N P γ I t NJ v vh hv v

 

 







 

ดงันั้นจะได ้     

 *δI t
h* JI t

γ e γh
A A Ah

2 1


 

 นัน่คือ 

 

 

 
 

    

*δI t
h* JI t

γ e γh
A A Ah

2 1

*γ I t Nvδ* h vI t
* *γ e γh M+γ I t N P γ I t NA A Ah v vh hv v2 1


 

 
 

        

และจะได ้

 

γ γ
A Jδ δ2 2P= 1 1 , M=δ γ e γ

J Jhγ e γ e e δ e 2 1A Ah h h h
2 1

   
        
         
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   
 

    
 

    

   
 

    
 *

* *
γ I t N γ I t Nδv v* * h hv vI t +I t

* * * *h h γ e γM+γ I t N P γ I t N M+γ I t N P γ I t NJ A A Ahv v v vh h h hv v v v2 1

*
γ I t Nδ v* * h vI t +I t 1

* *h h γ e γ M+γ I t N P γ I t NJ A A Ah v vh hv v2 1

 
  

 
  

 
 
 
 

 
 
 
 

 

  น า                                   และ  *   แทนลงในสมการท่ี 5 
 

        

        

             

γ Nv* * * *TI t I t +I t 1 I t
v vμ h hv J A

γ N γ Nv v* * * *T TI t I t + I t 1 I t
v vμ μh hv vJ A

γ N γ N γ N γ Nv v v v* * * * * * *T T T TI t I t + I t I t I t I t I t
v v vμ μ μ μh h h hv v v vJ JA A

 
  
 
 

 
  
 
 

  

 

   S t 1 I tv v
 
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             

         

     

   

γ N γ N γ N γ Nv v v v* * * * * * *T T T TI t I t I t I t I t I t + I t
v v vμ μ μ μh h h hv v v vJ JA A

γ N γ N γ Nv v v* * * * *T T T1 I t I t I t I t +I t
vμ μ μh h h hv v vJ JA A

γ N μv* * * vTI t I t +I t
v μ h hv J A * *μ γ N I t I tv v T h h

J A

*I
v

  

   
     
   
   

 
 

  
   
           

  

 

   

   

 

 

    
 

    

*
γ I t Nδ vh v

1
* *γ e γ M+γ I t N P γ I t NA Ah v vh hv v2 1

*
γ I t Nδ vh v

1
* *γ e γ M+γ I t N P γ I t NA Ah v vh hv v2 1

* *γ N I t +I tv T h h
J At

* *μ γ N I t I tv v T h h
J A

γ Nv T

*I t
v

γ Nv Tμv


  


  

 
 
 
 
 
  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
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 

 

    
 

    

 
  

 

*γ e γ +δ γ N γ I t NA Ah v vT h v2 1
* *γ e γ M+γ I t N P γ I t NA Ah v vh hv v* 2 1

I t
v *γ e γ +δ γ N γ I t NA Ah v vT h v2 1μv * *γ e γ M+γ I t N P γ I t NA Ah v vh hv v2 1

*
γ e γ +δ γ N γ I t Nv vTA Ah h v* 2 1

I t
v *

μ γ e γ +δ M+γ I t N P γv vA Ah h v2 1

 

  


 


  

 



  

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

      

       

       

       

* *
I t N γ e γ +δ γ N γ I t Nv v vTA Ah h hv v2 1

* * *
μ γ e γ +δ M+γ I t N P γ I t N I tv v vA Ah h hv v v2 1

* * *
γ e γ +δ γ N γ I t N I t γ e γ +δ γ N γ I t Nv v v vT TA A A Ah h h hv v v2 1 2 1

* * *
μ γ e γ +δ M+γ I t N P γ I t N I tv v vA Ah h hv v v2 1

γ e
A h

2

  

  

     

  

  

 
 
 

 
 
 

   
   
   

 
 
 

       

 

* * *
γ +δ γ N γ I t N I t γ e γ +δ γ N γ I t N 0v v v vT TA A Ah h hv v v1 2 1

* * * *I t μ γ e γ +δ M+γ I t N P γ I t N γ e γ +δ γ N γ I t N γ e γ +δv v v v vv v vTA A A A A Ah h h h h hv 2 1 2 1 2 1

                                               

   

        

   
   
   

γ N γ N 0v vT h

 
  
   

   
   

  



 

       

       

       

  

2 2

2

* * *
μ γ e γ +δ M+γ I t N P γ I t N I tv v vA Ah h hv v v2 1

* * *
γ e γ +δ γ N γ I t N I t γ e γ +δ γ N γ I t N 0v v v vT TA A A Ah h h hv v v2 1 2 1

* * *
μ γ e γ +δ MI t +γ I t N P γ I t Nv v vA Ah h hv v v2 1

*
γ e γ +δ γ N γ I tv TA Ah h v2 1

  

      

  

  

 
 
 

   
   
   

   
    
    

 
 
 

  

                
2

γ e γ +δ μ M γ N γ N γ e γ +δ γ N γ N μ 1 PA h A v v T h v A h A h v v T v2 1 2 1

*
N γ e γ +δ γ N γ I t N 0v v vTA Ah h v2 1

* *
I t I t 0

v v
       

   



   
  
  

 

ดงันั้นจะได ้  *I t 0
v

  และ 
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     

    

     

    

* *μ γ e γ +δ M+γ I t N P γ I t Nv v vA Ah h hv v
2 1

*γ e γ +δ γ N γ I t N γ e γ +δ γ N γ N 0v v v vT TA A A Ah h h hv
2 1 2 1

* *μ γ e γ +δ M+γ I t N P γ I t Nv v vA Ah h hv v
2 1

*γ e γ +δ γ N γ I t N γ e γ +δ γ N γ Nv v v vT TA A A Ah h h hv
2 1 2 1

μv

 
   

 

   
         
   

 
   

 

   
        
   

        
γ e γ +δ γ N γ Nv vTA Ah h* * * 2 1M+γ I t N P γ I t N γ N γ I t Nv v v vTh h hv v v

γ e γ +δ
A Ah

2 1

 
  
  
  

   
 

 
 
 
 
  
 

 

  
 

 

        
     

     

   

 

* * *μ M+γ I t N P γ I t N γ N γ I t N γ N γ Nv v v v v v vT Th h h hv v v

* * *μ M+μ γ N I t μ Pγ N I t γ N γ I t N γ N γ Nv v v v v v v v vT Th h h hv v v

* * *μ γ N I t μ Pγ N I t γ N γ I t N γ N γ N μ Mv v v v v v v v vT Th h h hv v v

*μ γ N μ Pγ N γ N γ N I t γ N γ N μ Mv v v v v v v v vT Th h h hv

γ N γ N μ Mv v v* T hI t
v μ γv

  

  

   

   




N μ Pγ N γ N γ Nv v v v vTh h h
 
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 E 0,0,0,0,0
0

ดงันั้นจะไดจุ้ดสมดุล
* * * * *I ,I ,R ,R , I

vh h h h
J JA A

 
 
 
   

สองจุดคือจุดสมดุลในสภาวะไร้โรคคือ 

 
และในสภาวะระบาดเร้ือรัง                                                                    เม่ือ

  

 

 
 

    

*γ I t Nv* h vI t
* *h M+γ I t N P γ I t NJ v vh hv v


  

 
 

    

*γ I t Nvδ* h vI t
* *γ e γh M+γ I t N P γ I t NA A Ah v vh hv v2 1

 
 

      

 

 
 

    

γ *γ I t NJ v* h v2R t
* *e δh M+γ I t N P γ I t NJ h v vh hv v

 
 

    
 

 

 
 

 

    

γ δ δγ *γ I t NA J v* h v2 2R t +
* *h e e δ M+γ I t N P γ I t NA v ve γ e γ h h h hv vA Ah h

2 1

 
  
              

   

 

 

 
γ N γ N μ Mv v v* T hI t

v μ γ N μ Pγ N γ N γ Nv v v v v vTh h h




 
 

จากจุดสมดุลภายใต้สภาวะระบาดเร้ือรังจะพบว่า                                         เมื่อ 

จาก 

 
γ N γ N μ Mv v v* T hI t

v μ γ N μ Pγ N γ N γ Nv v v v v vTh h h




 
 

จะได้ว่า 

 

* * * * *E I ,I ,R ,R , I
1 vh h h h

J JA A

 
 
 
 

*I 0
v

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γ N γ N μ Mv v vT h 0
μ γ N μ Pγ N γ N γ Nv v v v v vTh h h

γ N γ N μ M 0v v vT h

γ N γ N μ Mv v vT h




 

 



 

น่ันคือ                           เมื่อ 
γ N γ N >μ Mv v vT h

γ N γ Nv vT h >1
μ Mv

R >1
0

 

เมื่อ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

*I 0
v


γ N γ Nv vT hR
0 μ Mv

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 E 0,0,0,0,0
0

พจิารณาความเสถียรภาพ 

 จากสมการสามารถน ามาเขียนในรูปจาโคเบียนเมทริกซ์ดงัน้ี 

                  
 

 

          
 

* * * * * * * *
γ I t N δ γ e γ γ I t N γ I t N γ I t N γ N 1 I t I t R t R t

h v J h J h v h v h v h vv v v v h h h hJ A J A2 1

δ γ e γ 0 0 0
A h A

2 1
J= γ 0 e δ 0 0

J h
2

0 γ δ e 0
A h

2

γ N 1 I t γ N 1 I t 0 0 γ I t N +I t N μ
v T v T v T T vv v h h * * * * *J A I ,I ,R ,R ,I

h h h h vJ A J A

           

  

 



   

 
 
 
 
 
  

 

ค่าเจาะจงของสมการหาไดจ้ากสมการลกัษณะเฉพาะ (Characteristic equation) 

 det J-λI =0
5

 

เม่ือ I
3
เป็นเมทริกซ์เอกลกัษณ์ขนาด 5  5  

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

I = 0 0 1 0 0
5

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 

 

จุดสมดุลภายใตส้ภาวะไร้โรค                                จะไดจ้าโคเบียนเมทริกซ์ของจุดสมดุลดงัน้ี 
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                 

 
 

         
 

* * * * * * * *
γ I t N δ γ e γ γ I t N γ I t N γ I t N γ N 1 I t I t R t R tv v v v vJ Jh h h h h hv v v v2 1 h h h hJ JA A

δ γ e γ 0 0 0A Ah2 1

J= γ 0 e δ 0 0J h2

0 γ δ e 0A h2

* * * *
γ N 1 I t γ N 1 I t 0 0 γ I t N +I t N μv v v vT T T Tv v h hJ A 0,0,0,0,0

           

  

 



   

  
   

 
 
 
 
 
  

    

 

δ γ e γ 0 0 0 γ NvJ Jh h
2 1

δ γ e γ 0 0 0
A Ah

2 1
J=

γ 0 e δ 0 0
J h
2

0 γ δ e 0
A h

2

γ N γ N 0 0 μv v vT T

  
     
  

  
    
  
 

  
 
 
 
 

    
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 

 
 

δ γ e γ λ 0 0 0 γ NvJ Jh h
2 1

δ γ e γ λ 0 0 0
A Ah

2 1
J λI =

5
γ 0 e δ λ 0 0
J h
2

0 γ δ e λ 0
A h

2

γ N γ N 0 0 μ λv v vT T

δ γ e γ λ 0 0 0 γ NvJ Jh h
2 1

δ γ e γ λ 0 0 0
A Ah

2 1
det J λI =

5
γ 0 e δ λ 0 0
J h
2

0 γ
A

  
      
  

  
     
  

  
   

 
  
 
 

   

 
     
 

 
    
 


  

δ e λ 0
h

2

γ N γ N 0 0 μ λv v vT T

 

 

  det J λI =
5



 

                  =0 
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ดงันั้นจะไดว้า่ 

 
2 2

δ -3δe -6e +N N γ γ -δγ -3e γ -δγ -3e γ -3e γ -γ γ -γ γ
h h T v h v A h A A h A h J A J A J1 1 2 2 1 1 1 2 1

-δ-4e -γ -γ -γ -γ -μ
h A A J J v1 2 1 2

-3e γ -γ γ -γ γ -δμ -4e μ -γ μ -γ μ -γ μ -γ μ
h J A J A J v h v A v A v J v J v2 1 2 2 2 1 2 1 2

3 2 2 3
δ +2δ e -3δe -4e +δN N γ γ +3e N N

h h h T v h v h T

+ +
5 4 3

-λ λ

+

λ

 
 
 
 

2 2 2 2
γ γ +δ γ -2δe γ -3e γ +N N γ γ γ +δ γ -2δe γ -3e γ

v h v A h A h A T v h v A A h A h A1 1 1 1 2 2 2

2 2 2 2 2 2
+N N γ γ γ +δ γ -3e γ -2e γ γ -2e γ γ +δ γ -3e γ -2e γ γ -2e γ γ +δ μ -3δe μ -6e μ -δγ μ

T v h v A J h J h A J h A J J h J h A J h A J v h v h v A v2 1 1 1 1 2 1 2 2 1 2 2 2 1

-3e γ μ -δγ μ -3e γ μ -3e γ μ
h A v A v h A v h J1 2 2 1

-γ γ μ -γ γ μ -3e γ μ -γ γ μ -γ γ μ
v A J v A J v h J v A J v A J v1 1 2 1 2 1 2 2 2

3 2 2 3 4 2 2 3 2 2 3 3 2
δ e +δ e -δe -e -δ N N γ γ +2δe N N γ γ +3e N N γ γ +δ γ +δ e γ -δe γ -e γ +2e N N γ γ γ +δ γ +δ e γ

h h h h T v h v h T v h v h T v h v A h A h A h A h T v h v A A h A1 1 1 1 1 2 2

2 3
-δe γ -e γ +2e N N γ γ

h A h A h T v h v2 2

λ

+

2

 
 
 
 
 

2 3 2 2 2 2 2 3 2 2 2
γ +δ e γ -e γ +δ γ γ -e γ γ +δ γ γ -e γ γ +δ e γ -e γ +δ γ γ -e γ γ +δ γ γ

A h J h J A J h A J A J h A J h J h J A J h A J A J2 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 2

2 3 2 2 3 2 2 2 2 2
-e γ γ +δ μ +2δ e μ -3δe μ -4e μ +δ γ μ -2δe γ μ -3e γ μ +δ γ μ -2δe γ μ -3e γ μ +δ γ μ

h A J v h v h v h v A v h A v h A v A v h A v h A v J2 2 1 1 1 2 2 2 1

3 2 2
-δ N N γ γ  +

2
-3e γ μ -2e γ γ μ

v h J v

N N γ γ  +δN N γ γ  -δ e N N γ γ  -δ  N N γ γ γ +T v h v T v h v T v h v h T

h A J v1 1 1

2 2
-2e γ γ μ +δ γ μ -3e γ μ -2e γ γ μ -2e γ γ μ

h A J v J v h J v h A J v h A J v2 1 2 2 1 2 2 2

2 2 2
+e N N γ γ γ -δv h N N γ γ γ e N N γ γ γ -h T v h v A T v h v A h T v h v Av T v 1 2 2h v A1

λ



 
 
 
 
 
 
 

3 2 2 3
δe μ +δ e μ +δ e μh v h v h v

4 3 2 2 3 3 2 2 3 2 3 2 2 2
-e μ +δ γ μ +δ e γ μ -δe γ μ -e γ μ +δ γ μ +δ e γ μ -δe γ μ -e γ μ +δ e γ μ -e γ μ +δ γ γ μ -e γ γ μ +δ γ γ μh v A v h A v h A v h A v A v h A v h A v h A v h J v h J v A J v h A J v A J v1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 2 1

2 2 3 2 2
-e γ γ μ +δ e γ μ -e γ μ +δ γ γ μ -eh A J v h J v h J v A J v h2 1 2 2 1 2

2 2
γ γ μ +δ γ γ μ -e γ γ μA J v A J v h A J v1 2 2 2 2 2

0

 
 
 
 
 
 
 



 

ให้  

3 2 2 3 2
δ 2δ e 3δe 4e δN N γ γ 3e N N γ γ δ

h h h T v h v h T v h v
- + + - - -

δ+4e γ γ γ γ μ
h A A J J v1 2 1 2

2 2
δ 3δe 6e N N γ γ δγ 3e γ δγ 3e γ 3e γ γ γ γ γ 3e γ γ γ γ γ δμ 4e μ γ μ γ μ γ μ γ μ

h h T v h v A h A A h A h J A J A J h J A J A J v h v A v A v J v J v1 1 2 2 1 1 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2

+ + + + +

+ + - + + + + + + + + + + + + + + + +

a

a

a

=
1

=-
2

=-
3

2 2 2 2 2
γ 2δe γ 3e γ N N γ γ γ δ γ 2δe γ 3e γ N N γ γ γ δ γ 3e γ 2e γ γ

A h A h A T v h v A A h A h A T v h v A J h J h A J1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1

2 2 2 2
+2e γ γ δ γ 3e γ 2e γ γ 2e γ γ δ μ 3δe μ 6e μ δγ μ 3e γ μ δγ μ 3e γ μ 3e γ μ γ γ

h A J J h J h A J h A J v h v h v A v h A v A v h A v h J v A J2 1 2 2 1 2 2 2 1 1 2 2 1 1 1

+ + - - + + - - + +

- + + + - + + + + + + + + μ γ γ μ 3e γ μ γ γ μ γ γ μ
v A J v h J v A J v A J v2 1 2 1 2 2 2

3 2 2 3 4 2 2 3 2 2 3 3 2 2 3
δ e -δ e +δe +e +δ N N γ γ -2δe N N γ γ -3e N N γ γ -δ γ -δ e γ +δe γ +e γ -2e N N γ γ γ -δ γ -δ e γ +δe γ +e γ -2e N N γ γ γ

h h h h T v h v h T v h v h T v h v A h A h A h A h T v h v A A h A h A h A h T v h v A1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

2 3
-δ e γ +e γ

h J h J1

+ + + +

a =-
4

2 2 2 2 2 3 2 2 2 2 3 2 2 3 2
-δ γ γ +e γ γ -δ γ γ +e γ γ -δ e γ +e γ -δ γ γ +e γ γ -δ γ γ +e γ γ -δ μ -2δ e μ +3δe μ +4e μ -δ γ μ +2δe γ μ

A J h A J A J h A J h J h J A J h A J A J h A J v h v h v h v A v h A v1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 2 2 2 1 1

2 2 2 2 2
+3e γ μ -δ γ μ +2δe γ μ 3e γ μ -δ γ μ +3e γ μ +2e γ

h A v A v h A v h A v J v h J v h A1 2 2 2 1 1
+

2 2
γ μ +2e γ γ μ -δ γ μ +3e γ μ +2e γ γ μ +2e γ γ μ

J v h A J v J v h J v h A J v h A J v1 1 2 1 2 2 1 2 2 2
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2 2 2 3 2 2 3 4 3
-e N N γ γ γ +δ N N γ γ γ e N N γ γ γ +δe μ δ e μ -δ e μ +e μ -δ γ μ

h T v h v A T v h v A h T v

3 2 2
δ N N γ γ  -N N γ γ  -δN N γ γ  +δ e N N γ γ  +δ  N N γ γ γ -

T h v A h v h v h v h v A v1 2 2 1

2 2 3 3 2 2
-δ e γ μ +δe γ μ +e γ μ -δ γ μ -δ e γ μ +δe γ μ

h A v h A v h A v A

v h v T v h v T v h v h T

v h A

v h v

v h A1 1 1 2 2

T v h v A

2

1
-a =

5

3 2 3 2 2 2 2 2 3
e γ μ -δ e γ μ +e γ μ -δ γ γ μ +e γ γ μ -δ γ γ μ +e γ γ μ -δ e γ μ +e γ μ

v h A v h J v h J v A J v h A J v A J v h A J v h J v h J v2 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 2

2 2 2 2
-δ γ γ μ +e γ γ μ -δ γ γ μ +e γ γ μ

A J v h A J v A J v h A J v1 2 1 2 2 2 2 2

+

นัน่คือ 

5 4 3 2λ +a λ +a λ +a λ +a λ+a =0
51 2 3 4  

จาก The Routh-Hurwitz Criteria จะไดว้า่ 

 
a 1 0
1a 1

1
H a H H a a a

1 1 2 3 3 2 1a a
3 2

0 0 a
3

 
  
    

      
 

 

1

3 2 1
4

5 4 3 2

5 4

a 1 0 0

a a a 1
H

a a a a

0 0 a a

 
 
 
 
 
 

             

1

3 2 1

5 4 3 2 15

5 4 3

5

a 1 0 0 0

a a a 1 0

a a a a aH

0 0 a a a

0 0 0 0 a

 
 
 
 
 
 
 
 

 

จะได ้ 

2 2 2 2 2

4 1 2 3 4 2 3 5 1 4 5 3 4 1 4 1 2 5 5

2 2 2 2 2 2 2 3

5 1 2 3 4 5 2 3 5 1 4 5 3 4 5 1 4 5 1 2 5 5

detH =a
1 1

detH =a a -a
2 1 2 3

2detH =a a a -a
3 1 2 3 3

 det H =a a a a +a a a +2a a a -a a -a a -a a a -a  

det H =a a a a a +a a a +2a a a -a a a -a a a -a a a -a

 

 

จุดสมดุลมีความเสถียรภาพก็ต่อเม่ือ determinants ของ Hurwitz  matrices ทั้งหมดมีค่าเป็นบวก 

ดงันั้น จุดสมดุลมีความเสถียรภาพก็ต่อเม่ือ 
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2 2 2 2 2

4 1 2 3 4 2 3 5 1 4 5 3 4 1 4 1 2 5 5

2 2 2 2 2 2 2 3

5 1 2 3 4 5 2 3 5 1 4 5 3 4 5 1 4 5 1 2 5 5

detH =a >0
1 1

detH =a a -a >0
2 1 2 3

2detH =a a a -a >0
3 1 2 3 3

 det H =a a a a +a a a +2a a a -a a -a a -a a a -a   >0

det H =a a a a a +a a a +2a a a -a a a -a a a -a a a -a >0

 

 

จุดสมดุลภายใตส้ภาวะระบาดเร้ือรังจะไดจุ้ดสมดุล
                                                                   

 
เม่ือ

  

 
 

    

*γ I t Nv* h vI t
* *h M+γ I t N P γ I t NJ v vh hv v


  

 
 

    

*γ I t Nvδ* h vI t
* *γ e γh M+γ I t N P γ I t NA A Ah v vh hv v2 1

 
 

      

 

 
 

    

γ *γ I t NJ v* h v2R t
* *e δh M+γ I t N P γ I t NJ h v vh hv v

 
 

    
 

 

 
 

 

    

γ δ δγ *γ I t NA J v* h v2 2R t +
* *h e e δ M+γ I t N P γ I t NA v ve γ e γ h h h hv vA Ah h

2 1

 
  
              

   

 

 

 
γ N γ N μ Mv v v* T hI t

v μ γ N μ Pγ N γ N γ Nv v v v v vTh h h




 
 

 
 
 
 

* * * * *E I ,I ,R ,R , I
1 vh h h h

J JA A

 
 
 
 
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สมดุลภายใตส้ภาวะไร้โรค                                                                   จะไดจ้าโคเบียนเมทริกซ์ของจุด
สมดุลดงัน้ี 

                 

 
 

         

* * * * * * * *
γ I t N δ γ e γ γ I t N γ I t N γ I t N γ N 1 I t I t R t R tv v v v vJ Jh h h h h hv v v v2 1 h h h hJ JA A

δ γ e γ 0 0 0A Ah2 1

J= γ 0 e δ 0 0J h2

0 γ δ e 0A h2

* * * *
γ N 1 I t γ N 1 I t 0 0 γ I t N +I t N μv v v vT T T Tv v h hJ A

           

  

 



   

  
   

 
 
 
 
 
  

    

                  
 

 

          

* * * * * * * *
-γ I t N - δ+γ +e +γ -λ -γ I t N -γ I t N -γ I t N γ N 1-I t -I t -R t -R t

h v J h J h v h v h v h vv v v v h h h hJ A J A2 1

δ - γ +e +γ -λ 0 0 0
A h A

2 1
γ 0 - e +δ -λ 0 0

J h
2

0 γ δ -e -λ 0
A h

2
* * * *

γ N 1-I t γ N 1-I t 0 0 -γ I t N +I t N -μ -λ
v T v T v T T vv v h hJ A

J- I =
5



 
 
 
 
 
  

 

 det J- I =
5

  0  
 

นัน่คือ 

5 4 3 2
λ +b λ +b λ +b λ +b λ+b =0

51 2 3 4  
จาก The Routh-Hurwitz Criteria จะไดว้า่ 

 
b 1 0
1b 1

1
H b H H b b b

1 1 2 3 3 2 1b b
3 2

0 0 b
3

 
  
    

      
 

 

 

 

 

 

* * * * *E I ,I ,R ,R , I
1 vh h h h

J JA A

 
 
 
 
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1

3 2 1
4

5 4 3 2

5 4

b 1 0 0

b b b 1
H

b b b b

0 0 b b

 
 
 
 
 
 

             

1

3 2 1

5 4 3 2 15

5 4 3

5

b 1 0 0 0

b b b 1 0

b b b b bH

0 0 b b b

0 0 0 0 b

 
 
 
 
 
 
 
 

 

จะได ้ 

2 2 2 2 2

4 1 2 3 4 2 3 5 1 4 5 3 4 1 4 1 2 5 5

2 2 2 2 2 2 2 3

5 1 2 3 4 5 2 3 5 1 4 5 3 4 5 1 4 5 1 2 5 5

detH =b
1 1

detH =b b -b
2 1 2 3

2detH =b b b -b
3 1 2 3 3

 det H =b b b b +b b b +2b b b -b b -b b -b b b -b  

det H =b b b b b +b b b +2b b b -b b b -b b b -b b b -b

 

 

จุดสมดุลมีความเสถียรภาพก็ต่อเม่ือ determinants ของ Hurwitz  matrices ทั้งหมดมีค่าเป็นบวก 

ดงันั้น จุดสมดุลมีความเสถียรภาพก็ต่อเม่ือ 

2 2 2 2 2

4 1 2 3 4 2 3 5 1 4 5 3 4 1 4 1 2 5 5

2 2 2 2 2 2 2 3

5 1 2 3 4 5 2 3 5 1 4 5 3 4 5 1 4 5 1 2 5 5

detH =b 0
1 1

detH =b b -b 0
2 1 2 3

2detH =b b b -b 0
3 1 2 3 3

 det H =b b b b +b b b +2b b b -b b -b b -b b b -b   0

det H =b b b b b +b b b +2b b b -b b b -b b b -b b b -b 0











 



 

แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของการระบาดโรคมาลาเรียตามกลุ่มอายขุองผูป่้วยและฤดูกาลในประเทศไทย                         ผูช่้วยศาสตราจารย ์ดร. พนัธนี พงศส์ัมพนัธ์ 

 

 

106 

      

         

* * *
=δ+4e +γ +γ +γ +γ +μ -I N +γ -I N +2γ -I N

v h Th A A J J v v T1 2 1 2 v h hA J

2 2
=-δ +3δe +6e -N N γ γ + δ+3e γ +γ + 3e +γ +γ γ +γhT vh h h v A A h A A J J

1 2 1 2 1 2

* * * *
+ δ+4e +γ +γ +γ +γ μ +8γ + -δ-3e -γ -γ -γ -μ N I + I +I I t N Nh A A J v vh A A J J v h v T1 2 2 v h h vA J1 2 1 2

* *
-δI -δI -4e

h hA J

+

b
1

b
2

* *
I -4e I * * * * *

h hh h I +I +I -I IA J
h h v h vA J A

* * * * * * * *
-γ I -γ I -γ I N +14γ + -I I +R -R I N N γ γ

T T vA A A h vv1 h 1 h 2 h h v h h vA J A J A A
* * *

+R -R I* * * * *
h h v-γ I -γ I -γ I -γ I -γ I J J

A J J J J2 h 1 h 1 h 2 h 2 hJ A J A J

-δN N β β -d N N β β -N N β
h v h v h h v h v h v

=b
3

 
  
 

 
 

 
 

   
 

2 *
β γ +δd μ +γ γ μ +d γ μ +d γ μ +δγ μ +d μ +δd N β I

h v A h v A J v h J v h A v A v h v h h v hA

2 * * * * * *
+d N β I +δN N β β I +d N N β β I +δN β γ I +d N β γ I +N N β β γ I

h h v h v h v h h v h v h v A h h v A h v h v Ah h h h h hA A A A A A

* * * 2 * *
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+d N β γ I -N N β β γ I
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+d N β γ I +N β γ γ I +δN N β β I +d N N β β I +N N β β γ I +d N β μ I +γ N β μ I

h h v J h v A J h v h v h h v h v h v h v A h v h v A v h vh h v v v v vJ J
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h v h v v h v h v h vh v v h vA J

4 2
* *= -e -δ -1+I N N -1+I

v hT vh
b

4
 
 
 

3 3 2 2 2 2 3
* * *+I +R +R γ γ +δ γ +δ γ +δ γ γ +δ γ γ +δ γ γ +δ γ γ +δ μ

h h h vh v A A A J A J A J A JA J A J 1 2 1 1 2 1 1 2 2 2

2 2 2 2 3 * 2 * * * 2 *
+δ γ μ +δ γ μ +δ γ μ +δ γ μ -δ I N -γ -δ I N γ -γ -δI N γ γ -γ -δI N γ γ -γ -δ I N μ

v v v v v v v v v vA A J J h A h A J h A J h1 2 1 2 v v 1 v 1 2 v 2 2 v
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v vh A hv 2
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 
 
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v
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* * * * *
3 -1+I N -1+I +I +R +R γ γ

T h vv h h h h2 A J A J
+e +N

h v
*

+I δ+γ +γ +γ +γ +3μ -γ
A A J J v hv 1 2 1 2
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4.3 ผลเฉลยเชิงตัวเลขของสมการ                  

      จุดสมดุล ณ สภาวะไร้โรค                

                                                                                                

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 4.2 ผลเฉลยเชิงตวัเลขเทียบกบัเวลาของผูใ้หญ่ท่ีติดเช้ือเม่ือก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี N =500,000T
 ,    

N =100v  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, e =
h

1/(365*65)  day-1,  A=10,000 , 
1

γ =
A

1/365*2 day-1, 

2
γ =
A

1/14 day-1,  
1

γ =J 1/365*3  day-1,   
2

γ =J 1/14  day-1,  1/ 365*15  , μ =1/25v . 

R =
0

0.103489 , β 0.99
h
 ,β 0.0007v  . 
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รูปท่ี 4.3 ผลเฉลยเชิงตวัเลขเทียบกบัเวลาของเด็กท่ีติดเช้ือเม่ือก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี N =500,000T
 ,    

N =100v  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, e =
h

1/(365*65)  day-1,  A=10,000 , 
1

γ =
A

1/365*2 day-1, 

2
γ =
A

1/14 day-1,  
1

γ =J 1/365*3  day-1,   
2

γ =J 1/14  day-1,  1/ 365*15  , μ =1/25v . 

R =
0

0.103489 , β 0.99
h
 ,β 0.0007v  . 
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รูปท่ี 4.4 ผลเฉลยเชิงตวัเลขเทียบกบัเวลาของเด็กท่ีฟ้ืนไขเ้ม่ือก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี 
N =500,000T

 , N =100v  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, e =
h

1/(365*65)  day-1,  A=10,000 , 

1
γ =
A

1/365*2 day-1, 
2

γ =
A

1/14 day-1,  
1

γ =J 1/365*3  day-1,   
2

γ =J 1/14  day-1,  1/ 365*15  , 
μ =1/25v . R =

0
0.103489 , β 0.99

h
 ,β 0.0007v  . 
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รูปท่ี 4.5 ผลเฉลยเชิงตวัเลขเทียบกบัเวลาของผูใ้หญ่ท่ีฟ้ืนไขเ้ม่ือก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี 
N =500,000T

 , N =100v  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, e =
h

1/(365*65)  day-1,  A=10,000 , 

1
γ =
A

1/365*2 day-1, 
2

γ =
A

1/14 day-1,  
1

γ =J 1/365*3  day-1,   
2

γ =J 1/14  day-1,  1/ 365*15  , 
μ =1/25v . R =

0
0.103489 , β 0.99

h
 ,β 0.0007v  . 
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รูปท่ี 4.6 ผลเฉลยเชิงตวัเลขเทียบกบัเวลาของยงุท่ีติดเช้ือเม่ือก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี 
N =500,000T

 , N =100v  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, e =
h

1/(365*65)  day-1,  A=10,000 , 

1
γ =
A

1/365*2 day-1, 
2

γ =
A

1/14 day-1,  
1

γ =J 1/365*3  day-1,   
2

γ =J 1/14  day-1,  1/ 365*15  , 
μ =1/25v . R =

0
0.103489 , β 0.99

h
 ,β 0.0007v  . 
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จุดสมดุล ณ สภาวะเร้ือรัง 

 

 
 

รูปท่ี 4.7 ผลเฉลยเชิงตวัเลขเทียบกบัเวลาของผูใ้หญ่ท่ีติดเช้ือเม่ือก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี N =500,000T
 ,    

N =100v  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, e =
h

1/(365*65)  day-1,  A=10,000 , 
1

γ =
A

1/365*2 day-1, 

2
γ =
A

1/14 day-1,  
1

γ =J 1/365*3  day-1,   
2

γ =J 1/14  day-1,  1/ 365*15  , μ =1/25v , 

R =1.03489
0

,β 0.99v  ,β 0.00007
h
 . 
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รูปท่ี 4.8 ผลเฉลยเชิงตวัเลขเทียบกบัเวลาของเด็กท่ีติดเช้ือเม่ือก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี N =500,000T
 ,    

N =100v  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, e =
h

1/(365*65)  day-1,  A=10,000 , 
1

γ =
A

1/365*2 day-1, 

2
γ =
A

1/14 day-1,  
1

γ =J 1/365*3  day-1,   
2

γ =J 1/14  day-1,  1/ 365*15  , μ =1/25v , 

R =1.03489
0

,β 0.99v  ,β 0.00007
h
 . 
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รูปท่ี 4.9 ผลเฉลยเชิงตวัเลขเทียบกบัเวลาของเด็กท่ีฟ้ืนไขเ้ม่ือก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี 

N =500,000T
 ,    N =100v  , μ =

h
1/(365*65)  day-1, e =

h
1/(365*65)  day-1,  A=10,000 , 

1
γ =
A

1/365*2 day-1, 
2

γ =
A

1/14 day-1,  
1

γ =J 1/365*3  day-1,   
2

γ =J 1/14  day-1,  1/ 365*15  , 
μ =1/25v , R =1.03489

0
,β 0.99v  ,β 0.00007

h
 . 
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รูปท่ี 4.10 ผลเฉลยเชิงตวัเลขเทียบกบัเวลาของผูใ้หญ่ท่ีฟ้ืนไขเ้ม่ือก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี 
N =500,000T

 ,    N =100v  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, e =
h

1/(365*65)  day-1,  A=10,000 , 

1
γ =
A

1/365*2 day-1, 
2

γ =
A

1/14 day-1,  
1

γ =J 1/365*3  day-1,   
2

γ =J 1/14  day-1,  1/ 365*15  , 
μ =1/25v , R =1.03489

0
,β 0.99v  ,β 0.00007

h
 . 
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รูปท่ี 4.11 ผลเฉลยเชิงตวัเลขเทียบกบัเวลาของยงุท่ีติดเช้ือเม่ือก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี 
N =500,000T

 ,    N =100v  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, e =
h

1/(365*65)  day-1,  A=10,000 , 

1
γ =
A

1/365*2 day-1, 
2

γ =
A

1/14 day-1,  
1

γ =J 1/365*3  day-1,   
2

γ =J 1/14  day-1,  1/ 365*15  , 
μ =1/25v , R =1.03489

0
,β 0.99v  ,β 0.00007

h
 . 
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รูปท่ี 4.12 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของคนท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือเม่ือค่าสืบพนัธ์ุพื้นฐานมีค่าต่างกนั 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ  N =1,000
h

 ,   N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v . 
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รูปท่ี 4.13 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของผูใ้หญ่ท่ีติดเช้ือเม่ือค่าสืบพนัธ์ุพื้นฐานมีค่าต่างกนั 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ  N =1,000
h

 ,   N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของการระบาดโรคมาลาเรียตามกลุ่มอายขุองผูป่้วยและฤดูกาลในประเทศไทย                         ผูช่้วยศาสตราจารย ์ดร. พนัธนี พงศส์ัมพนัธ์ 

 

 

119 

R
0

0 1 2 3 4 5 6

In
fe

c
ti

o
u
s 

ju
v
e
n
il

e
 h

u
m

a
n
 p

ro
p
o
rt

io
n

0

1e-4

2e-4

3e-4

4e-4

5e-4

E
0

E
1

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 4.14 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของเด็กท่ีติดเช้ือเม่ือค่าสืบพนัธ์ุพื้นฐานมีค่าต่างกนั 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ  N =1,000
h

 ,   N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของการระบาดโรคมาลาเรียตามกลุ่มอายขุองผูป่้วยและฤดูกาลในประเทศไทย                         ผูช่้วยศาสตราจารย ์ดร. พนัธนี พงศส์ัมพนัธ์ 

 

 

120 

R
0

0 1 2 3 4 5 6

R
ec

o
v
er

ed
 j

u
v
en

il
e 

h
u
m

an
 p

ro
p
o
rt

io
n

0

1e-4

2e-4

3e-4

4e-4

5e-4

6e-4

7e-4

E
0

E
1

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 4.15 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของเด็กท่ีฟ้ืนไขเ้ม่ือค่าสืบพนัธ์ุพื้นฐานมีค่าต่างกนั 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ  N =1,000
h

 ,   N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v . 
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รูปท่ี 4.16 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของผูใ้หญ่ท่ีฟ้ืนไขเ้ม่ือค่าสืบพนัธ์ุพื้นฐานมีค่าต่างกนั 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ  N =1,000
h

 ,   N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v . 
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รูปท่ี 4.17 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีติดเช้ือเม่ือค่าสืบพนัธ์ุพื้นฐานมีค่าต่างกนั 

ค่าของพารามิเตอร์ คือ  N =1,000
h

 ,   N =v 9,500  , μ =
h

1/(365*65)  day-1, d =
h

1/(365*65)  day-1,  

D=40,000 , γ =
A

1/365*2  day-1,  γ =J 1/365*1 day-1,    1/ 365*15  , μ =1/25v . 
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บทที ่5 

แบบจ าลองทางคณติศาสตร์โรคมาลาเรียส าหรับประชากรแต่ละช่วงอายุตามฤดูกาลใน 

ประเทศไทย และการวเิคราะห์  

5.1 แบบจ าลองทางคณติศาสตร์โรคมาลาเรียส าหรับประชากรแต่ละช่วงอายุตามฤดูกาลในประเทศไทย 

 
รูปท่ี 5.1 แผนภาพแสดงแนวคิดในการสร้างแบบจ าลองคณิตศาสตร์ตามช่วงอายแุละตามฤดูกาล 
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โดยท่ีก าหนดพารามิเตอร์ดงัต่อไปน้ี  
พารามิเตอร์ ความหมาย 

 อตัราการเกิดของประชากรมนุษย ์

 อตัราการเสียชีวติของประชากรมนุษย ์

 อตัราท่ีประชากรมนุษยเ์ปล่ียนจากเด็กไปเป็นผูใ้หญ่ 

 
ความน่าจะเป็นของประชากรมนุษยท่ี์เปล่ียนจากสภาวะการติดเช้ือไปเป็นสภาวะท่ี

มีเช้ือฝังตวัอยู ่

 อตัราการติดเช้ือมาลาเรียของประชากรมนุษย ์

 
อตัราการมีชีวิตหลงเหลืออยูข่องปรสิตในประชากรมนุษย ์

 อตัราของการมีไขก้ลบัของประชากรมนุษย ์

 อตัราท่ีประชากรท่ีมีเช้ือฝังตวัอยูเ่ปล่ียนไปเป็นผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ืออีกคร้ัง 

 อตัราท่ีผูฟ้ื้นไขก้ลบัไปเป็นผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ืออีกคร้ัง 

 อตัราการฟ้ืนไขข้องประชากรมนุษย ์

ตารางท่ี 5.1 แสดงการก าหนดพารามิเตอร์ของแบบจ าลอง 

ตวัแปรในแบบจ าลองนิยามดงัต่อไปน้ี 

(t)  เป็นจ านวนของผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ือกลุ่มท่ี j, 

(t)   เป็นจ านวนของผูติ้ดเช้ือกลุ่มท่ี j, 

 (t)  เป็นจ านวนของผูท่ี้มีเช้ือฝังตวัอยูก่ลุ่มท่ี j, 

(t)   เป็นจ านวนของผูฟ้ื้นไขก้ลุ่มท่ี j, 

โดยท่ี  j = 1 หมายถึงกลุ่มของประชากรมนุษยท่ี์อายรุะหวา่ง 0 – 4 ปี 

           j  = 2  หมายถึงกลุ่มของประชากรมนุษยท่ี์อายรุะหวา่ง 5 – 9 ปี 

           j  = 3  หมายถึงกลุ่มของประชากรมนุษยท่ี์อายรุะหวา่ง 10 – 14 ปี 

           j  = 4  หมายถึงกลุ่มของประชากรมนุษยท่ี์อายรุะหวา่ง 15 – 24 ปี 
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           j  = 5  หมายถึงกลุ่มของประชากรมนุษยท่ี์อายรุะหวา่ง 25 – 34 ปี 

           j  = 6  หมายถึงกลุ่มของประชากรมนุษยท่ี์อายมุากกวา่ 35 ปี 

จากแผนภาพในรูปท่ี 5.1 สามารถน ามาเขียนเป็นระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ไดด้งัน้ี 

ส าหรับประชากรมนุษย ์

 

 

 

 

ส าหรับ   

 

   

(6) 
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ก าหนดให ้  เป็นจ านวนประชากรทั้งหมด นัน่ก็คือ 

 

เน่ืองจากก าหนดให ้จ านวนประชากรทั้งหมดคงท่ี ดงันั้น  

 

อตัราการเปล่ียนแปลงของประชากรมนุษยใ์นแต่ละกลุ่มสามารถเขียนไดด้งัน้ี 
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อตัราการเปล่ียนแปลงของประชากรมนุษยแ์ต่ละกลุ่มสามารถเขียนไดด้งัน้ี 
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โดยท่ี ,    ,   ,  

 

 

 

ประชากรทั้งหมดเป็นค่าคงท่ี นัน่ก็คืออตัราการเปล่ียนแปลงของประชากรมนุษยท์ั้งหมดมีค่าเท่ากบั 0  

จาก          , จะไดว้า่       (อตัราการเกิดเท่ากบัอตัราการเสียชีวติของประชากร) 

 

ส าหรับประชากรยงุ สมการของอตัราการเปล่ียนแปลงสามารถเขียนไดเ้ป็น 

,       (13) 

,      (14) 

,        (15) 
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โดยท่ีพารามิเตอร์นิยามดงัน้ี 

พารามิเตอร์ ความหมาย 

 อตัราการเกิดใหม่ของยงุ ณ ฤดูกาลท่ี i 

 อตัราการติดเช้ือของยงุ ณ ฤดูกาลท่ี i  

 อตัราการฟักตวัของเช้ือพลาสโมเดียมในยงุกน้ปล่อง 

 อตัราการเสียชีวติของยงุกน้ปล่อง 

ตารางท่ี 5.2  แสดงการก าหนดพารามิเตอร์ตามนิยามของแบบจ าลอง 

ตวัแปรในแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ ก าหนดไดด้งัน้ี 

 = จ  านวนของยงุท่ีเสียงต่อการติดเช้ือ ณ ฤดูกาลท่ี i, 

 = จ านวนของยงุท่ีติดเช้ือ แต่ไม่สามารถถ่ายทอดเช้ือได ้ณ ฤดูกาลท่ี i, 

 =  จ  านวนของยงุท่ีติดเช้ือ และสามารถถ่ายทอดเช้ือได ้ณ ฤดูกาลท่ี i, 

โดยท่ี i = 1 หมายถึง ฤดูฝน(ช่วงระหวา่งกลางเดือนพฤษภาคมถึงกลางเดือนตุลาคม) 

          i=2 หมายถึง ฤดูหนาว (ช่วงระหวา่งกลางเดือนตุลาคมถึงกลางเดือนกุมภาพนัธ์) 

          i=3 หมายถึง ฤดูร้อน (ช่วงระหวา่งกลางเดือนกุมภาพนัธ์ถึงกลางเดือนพฤษภาคม) 

นิยาม ให ้ =จ านวนยงุทั้งหมด   นัน่ก็คือ 

 

   

พิจารณา 
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เพราะจ านวนยงุเป็นค่าคงท่ี ดงันั้น   ,  นัน่ก็คือ     

5.2 ผลการวเิคราะห์แบบจ าลอง 

หาจุดสมดุลโดยการจดัอตัราการเปล่ียนแปลงของประชากรแต่ละกลุ่มใหเ้ท่ากบั 0 

นัน่ก็คือ     

        

;  

 

 

 

 

 

 

ส าหรับ  
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ดงันั้น 

       (16) 

    (17) 

       (18) 

                                                                (19) 

    (20) 

         (21) 

        (22) 

        (23) 
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      (24) 

       (25) 

          (26) 

       (27) 

จากสมการ (15),       

จากสมการ (16),       

จากสมการ (14),       

 

จากสมการ (20),     

 

จากสมการ (19),       

จากสมการ (18),       

จากสมการ (17),     

 

จากสมการ (23),   
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จากสมการ (24),       

จากสมการ (22),     

จากสมการ (21),     

ส าหรับประชากรยงุ เราจดัสมการทางขวามือของสมการ(13) ถึง สมการ(15)  ใหเ้ท่ากบั 0 

ดงันั้นส าหรับ   

       

 

 

 

      

 

ให ้  

 

 

 

แลว้จะไดว้า่ 
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เพื่อท่ีจะหาจุดสมดุล เราพิจารณา  

 . 

ดงันั้น 
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. 

จะไดว้า่ 

          (28) 

           (29) 

           (30) 

ส าหรับประชากรมนุษย ์

 

               (31) 

    (32) 

       (33) 

          (34) 

โดยท่ี   

จุดสมดุลสามารถของประชากรแต่ละกลุ่มสามารถหาไดด้งัสมการขา้งล่างน้ี 
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 จุดสมดุลของกลุ่มยอ่ยของประชากรแต่ละกลุ่มสามารถหาไดด้งัน้ี 

 

 

  

ส าหรับ   

 

 

 

 

 

 

 



 

แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของการระบาดโรคมาลาเรียตามกลุ่มอายขุองผูป่้วยและฤดูกาลในประเทศไทย                         ผูช่้วยศาสตราจารย ์ดร. พนัธนี พงศส์ัมพนัธ์ 

 

 

138 

 

ก าหนดให ้      ,      ,     ,   

           ,     ,     

แลว้สมการสามารถลดรูปไดเ้ป็น 

 

 

 

 

 

หาจุดสมดุลโดยการจดัสมการท่ีลดรูปแลว้ให้เท่ากบั  

 จุดสมดุลสามารถหาได ้2 จุด ดงัน้ี 

 i) จุดสมดุลสภาวะไร้โรค (1, 0, 0, 1, 0) 

ii) จุดสมดุลสภาวะเร้ือรัง  

โดยท่ี 
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5.3   ผลเฉลยเชิงตัวเลขของสมการ 

จุดสมดุล ณ สภาวะไร้โรค 
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รูปท่ี 5.2 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ือเทียบกบัเวลา โดยท่ีก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 

1/(365*65), hβ = 0.000001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 3S = 1/(365*5),   = 

1/(365*5), 

 = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.000002, M = 100, tN = 1000.  

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะไร้โรค 
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รูปท่ี 5.3 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของผูติ้ดเช้ือและสามารถถ่ายทอดเช้ือไดเ้ทียบกบัเวลา โดยท่ีก าหนด

พารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65), hβ = 0.000001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 

3S = 1/(365*5),   = 1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.000002, M = 100, 

tN = 1000.  

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะไร้โรค 
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รูปท่ี 5.4 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของผูท่ี้มีเช้ือฝังตวัอยูเ่ทียบกบัเวลา โดยท่ีก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 

1/(365*65), hβ = 0.000001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 3S = 1/(365*5),   = 

1/(365*5), 

 = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.000002, M = 100, tN = 1000.  

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะไร้โรค 
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รูปท่ี 5.5 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือเทียบกบัเวลา โดยท่ีก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 

1/(365*65), hβ = 0.000001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 3S = 1/(365*5),   = 

1/(365*5), 

 = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.000002, M = 100, tN = 1000.  

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะไร้โรค 
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รูปท่ี 5.6 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีติดเช้ือและสามารถถ่ายทอดเช้ือไดเ้ทียบกบัเวลา โดยท่ีก าหนด

พารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65), hβ = 0.000001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 

3S = 1/(365*5),   = 1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.000002, M = 100, 

tN = 1000.  

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะไร้โรค 
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จุดสมดุล ณ สภาวะเร้ือรัง 

 
 

รูปท่ี 5.7 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ือเทียบกบัเวลา โดยท่ีก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 

1/(365*65), hβ = 0.0001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 3S = 1/(365*5),   = 

1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.0002, M = 100, tN = 1000.  

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะเร้ือรัง 
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รูปท่ี 5.8 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ือเทียบกบัเวลา โดยท่ีก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 

1/(365*65), hβ = 0.0001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 3S = 1/(365*5),   = 

1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.0002, M = 100, tN = 1000.  

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะเร้ือรัง 
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รูปท่ี 5.9 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของผูท่ี้มีเช้ือฝังตวัอยูเ่ทียบกบัเวลา โดยท่ีก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 

1/(365*65), hβ = 0.0001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 3S = 1/(365*5),   = 

1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.0002, M = 100, tN = 1000.  

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะเร้ือรัง 
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รูปท่ี 5.10 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือเทียบกบัเวลา โดยท่ีก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี 

hμ = 1/(365*65), hβ = 0.0001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 3S = 1/(365*5),   = 

1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.0002, M = 100, tN = 1000.  

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะเร้ือรัง 
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รูปท่ี 5.11 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีติดเช้ือและสามารถถ่ายทอดเช้ือไดเ้ทียบกบัเวลา โดยท่ีก าหนด

พารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65), hβ = 0.0001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 3S = 

1/(365*5),   = 1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.0002, M = 100, tN = 

1000.  

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะเร้ือรัง 
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รูปท่ี 5.12 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของผูท่ี้ติดเช้ือและสามารถถ่ายทอดเช้ือไดเ้ทียบกบัผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ือ 

โดยท่ีก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65), hβ = 0.0001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 

1/(365*3), 3S = 1/(365*5),   = 1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.0002, M 

= 100, tN = 1000.  

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะเร้ือรัง 
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รูปท่ี 5.13 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของผูท่ี้มีเช้ือฝังตวัอยูเ่ทียบกบัผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ือ โดยท่ีก าหนด

พารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65), hβ = 0.0001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 3S = 

1/(365*5),   = 1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.0002, M = 100, tN = 

1000.  

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะเร้ือรัง 
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รูปท่ี 5.14 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือเทียบกบัผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ือ โดยท่ีก าหนด

พารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65), hβ = 0.0001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 3S = 

1/(365*5),   = 1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.0002, M = 100, tN = 

1000.  

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะเร้ือรัง 
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รูปท่ี 5.15 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีติดเช้ือและสามารถถ่ายทอดเช้ือไดเ้ทียบกบัผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ือ 

โดยท่ีก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65), hβ = 0.0001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 

1/(365*3), 3S = 1/(365*5),   = 1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.0002, M 

= 100, tN = 1000.   ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะเร้ือรัง 
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รูปท่ี 5.16 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของผูท่ี้มีเช้ือฝังตวัอยูเ่ทียบกบัผูท่ี้ติดเช้ือและสามารถถ่ายทอดเช้ือได ้โดยท่ี

ก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65), hβ = 0.0001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 

3S = 1/(365*5),   = 1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.0002, M = 100, 

tN = 1000.  

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะเร้ือรัง 
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รูปท่ี 5.17 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือเทียบกบัผูท่ี้ติดเช้ือและสามารถถ่ายทอดเช้ือได ้

โดยท่ีก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65), hβ = 0.0001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 

1/(365*3), 3S = 1/(365*5),   = 1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.0002, M 

= 100, tN = 1000. 

 ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะเร้ือรัง 
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รูปท่ี 5.18 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีติดเช้ือและสามารถถ่ายทอดเช้ือไดเ้ทียบกบัผูท่ี้ติดเช้ือและสามารถ

ถ่ายทอดเช้ือได ้โดยท่ีก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65), hβ = 0.0001,  = 0.0001, 1S = 

1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 3S = 1/(365*5),   = 1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, 

v = 0.0002, 

M = 100, tN = 1000.  

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะเร้ือรัง 
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รูปท่ี 5.19 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือเทียบกบัผูท่ี้มีเช้ือฝังตวัอยู ่โดยท่ีก าหนด

พารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65), hβ = 0.0001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 3S = 

1/(365*5),   = 1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.0002, M = 100, tN = 

1000.  

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะเร้ือรัง 

 

\ 
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รูปท่ี 5.20 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีเส่ียงติดเช้ือและสามารถถ่ายทอดเช้ือไดเ้ทียบกบัผูท่ี้มีเช้ือฝังตวัอยู ่

โดยท่ีก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65), hβ = 0.0001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 

1/(365*3), 3S = 1/(365*5),   = 1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.0002, M 

= 100, tN = 1000. 

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะเร้ือรัง 

 



 

แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของการระบาดโรคมาลาเรียตามกลุ่มอายขุองผูป่้วยและฤดูกาลในประเทศไทย                         ผูช่้วยศาสตราจารย ์ดร. พนัธนี พงศส์ัมพนัธ์ 

 

 

159 

 
 

รูปท่ี 5.21 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีติดเช้ือและสามารถถ่ายทอดเช้ือไดเ้ทียบกบัยงุท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือ 

โดยท่ีก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65), hβ = 0.0001,  = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 

1/(365*3), 3S = 1/(365*5),   = 1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, v = 0.0002, M 

= 100, tN = 1000. 

ผลเฉลยเชิงตวัเลขลู่เขา้สู่จุดสมดุลสภาวะเร้ือรัง 
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รูปท่ี 5.22 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ือเม่ือค่าสืบพนัธ์ุพื้นฐานมีค่าต่างกนั โดยท่ีก าหนด

พารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65),   = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 3S = 1/(365*5),  

  = 1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, M = 100, tN = 1000 
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รูปท่ี 5.23 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของผูท่ี้มีเช้ือฝังตวัอยูเ่ม่ือค่าสืบพนัธ์ุพื้นฐานมีค่าต่างกนั โดยท่ีก าหนด

พารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65),   = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 3S = 1/(365*5),   = 

1/(365*5), 

 = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, M = 100, tN = 1000 
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รูปท่ี 5.23 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของผูท่ี้ฟ้ืนไขเ้ม่ือค่าสืบพนัธ์ุพื้นฐานมีค่าต่างกนั โดยท่ีก าหนดพารามิเตอร์

ดงัน้ี hμ = 1/(365*65),   = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 3S = 1/(365*5),   = 1/(365*5), 

 = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, M = 100, tN = 1000 
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รูปท่ี 5.24 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีเส่ียงต่อการติดเช้ือเม่ือค่าสืบพนัธ์ุพื้นฐานมีค่าต่างกนั โดยท่ีก าหนด

พารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65),   = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 3S = 1/(365*5),  

  = 1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, M = 100, tN = 1000 
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รูปท่ี 5.25 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีติดเช้ือแต่ไม่สามารถถ่ายทอดเช้ือไดเ้ม่ือค่าสืบพนัธ์ุพื้นฐานมีค่า

ต่างกนั โดยท่ีก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65),   = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3),  

3S = 1/(365*5),   = 1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, M = 100, tN = 1000 
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รูปท่ี 5.26 ผลเฉลยเชิงตวัเลขของยงุท่ีติดเช้ือและสามารถถ่ายทอดเช้ือไดเ้ม่ือค่าสืบพนัธ์ุพื้นฐานมีค่า

ต่างกนั โดยท่ีก าหนดพารามิเตอร์ดงัน้ี hμ = 1/(365*65),   = 0.0001, 1S = 1/(365*4), 2S = 1/(365*3), 

3S = 1/(365*5),  

  = 1/(365*5), = 1/(365*5), vμ := 1/25, '
vλ  := 1/14, M = 100, tN = 1000 
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บทที ่6 
สรุป วจิารณ์ และเสนอแนะงานวจิยัในอนาคต 

 

ในงานวิจยัฉบบัน้ีเราไดศึ้กษาพฤติกรรมของผลเฉลยในแบบจ าลองโดยค านึงถึงอิทธิพลของอายุ
ของประชากรท่ีเป็นโรคมาลาเรียและฤดูกาลในประเทศไทยโดยประยุกตว์ิธีการของการจ าลองเชิงพลวตั
มาตรฐาน ท าให้ได ้เง่ือนไขท่ีจ าเป็นส าหรับตวัแปรท่ีท าให้เกิดความเสถียรภายในของจุดสมดุลภายใต้
สภาวะไร้โรคและสภาวะระบาดอยา่งเร้ือรัง โดยการใชเ้ง่ือนไข Routh-Hurwitz  ตรวจสอบความเสถียร
ของแต่ละจุดสมดุล ผลท่ีไดจ้ากทฤษฎี ท าใหไ้ดชุ้ดของค่าพารามิเตอร์ท่ีสามารถลดการระบาดของโรคได ้
ซ่ึงแสดงในรูปของเง่ือนไข ซ่ึงครอบคลุมถึงความเสถียรของสภาวะระบาดภายในและสภาวะระบาดอยา่ง
เร้ือรัง ซ่ึงชุดของพารามิเตอร์แต่ละชุดท่ีไดน้ั้นจะมีผลท าให้ลดการระบาดของโรคน้ี ซ่ึงในทางการแพทย์
นั้น ชุดของพารามิเตอร์แต่ละชุดท่ีท าให้เกิดความเสถียรนั้นสามารถควบคุมการระบาดของโรคน้ีได้
นัน่เอง 

อยา่งไรก็ตาม ในงานวจิยัช้ินน้ียงัไม่ไดค้  านึงถึงระยะเวลาของการฟักตวัของเช้ือพลาส        โมเดียม
ในคนและในยุงกน้ปล่อง ซ่ึงระยะการฟักตวัน้ีมีอิทธิพลต่อการระบาดของโรคน้ี งานวิจยัในอนาคตนั้น
ควรมีการค านึงถึงอิทธิพลน้ี  
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A1. Theoretical Background 

 

           Many biological problems can be explained mathematically by a set of differential 
equation, which may be nonlinear. In many situations, it is possible to replace the nonlinear 
differential equation by a set of related linear differential equation that approximates the 
real nonlinear equation close enough to give useful effects. The method of “linearization” 
may not always be appropriated. Then the original nonlinear differential equation must be 
considered. The study of nonlinear differential equation is usually confined to a variety of 
special cases and we have to use various approximation methods. In this part, we shall give 
an introduction to the method which we use in this research. 
        Definition A.1   A point Xe n    is an equilibrium point (or stationary point, 
singular point, critical point or rest point) of   

                                                   X)f(t,    
dt

dX
                                                      

(A.1) 
if   0    )Xf(t, e   for all  *t  t   .  
        If  Xe  is an equilibrium point of (A.1) at  *t , then it is an equilibrium point for all 

*t  τ   . 
        Definition A.2 The equilibrium point X = 0 of (A.1) is stable if for every δ > 0 
and any t0    there is a 0)t,( 0   such that  

        ),t,t( u 0             for   every   0t  t    
whenever         )t,(        0    where      ),t( u   is the solution of  (A.1). 
        Definition A.3 The equilibrium point X = 0 of (A.1) is asymptotically stable if  

1) it is stable and 
2) for every t0   0 there is an  (t0) > 0 such that 

                                       ),t,t(ulim 0
t




 =  0  whenever        [54]                 (A.2) 
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        Definition A.4 The equilibrium point X = 0 of (A.1) is unstable if it is not stable.  
In this case there is a t0   0 and a sequence n  0 of initial points and a sequence tm  
such that         ),t,tt( u m0m0  for every m, tm    0. 
      For more general setting, consider a system of two autonomous first -order 
differential equations : 

)Y,X(g
dt

dX
1                                                    (A.3) 

)Y,X(g
dt

dY
2                                                    (A.4) 

where  1g  and  2g  are nonlinear functions. We let ( X, Y ) is the equilibrium point, then  
                                  )Y,X(g1    =   )Y,X(g2    =      0.                                      (A.5)  
        Setting the solution at any time in the form  
                                           X(t)    =     X  +  )t(x                                                  (A.6) 
and 
                                             Y(t)    =     Y   +  )t(y .                                              (A.7) 
This method is called perturbation of the equilibrium point. We substitute X(t) and Y(t) 
from (A.6) and (A.7) into (A.3) and (A.4) ,  

)yY,xX(g x)X(
dt

d
1                                (A.8) 

)yY,xX(g y)Y(
dt

d
2                                (A.9) 

        On the left hand side, we expand the derivatives and on the right hand side, we 
expand 1g  and 2g  in a Taylor series about the equilibrium point ( X, Y ). Then we 
obtain 

              

higher, and xy,y,order x of terms                         

y)Y,X(gx)Y,X(g)Y,X(g           
dt

dx
    

dt

Xd

22

y1x11





                             (A.10) 
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              higher, and xy,y,order x of terms                      

y)Y,X(gx)Y,X(g)Y,X(g           
dt

dy
    

dt

Yd

22

y2x22





               (A.11) 

        where  )Y,X(g
x1  is 

x

g1



  calculated at  )Y,X( and similarly for 

)Y,X(g),Y,X(g
x2y1 , )Y,X(g

y2  and other terms. 

        By the definition of the equilibrium point, we have 0    
dt

Xd
 , 0      

dt

Yd
 , 

0   )Y,X(g1  and 0   )Y,X(g2  . We consider only linear term. Thus from (A.10) and 
(A.11), we obtain 

              ,yaxa           
dt

dx
 1211           

                                                     .ygxa           
dt

dy
 2221   

       We denote J as the Jacobian matrix of equations (A.3) and (A.4) and is given by  

.

y

g

x

g

y

g

x

g

    
aa

aa
    )Y,X( J

)Y,X(

22

11

2221

1211











































  

Letting    2211 aa   

21122211 aaaa   

and     42    is called the discriminant. 
Then the characteristic equation is    02   
       The eigenvalues are obtained from: 

2
      2,1


  

       A linear system can have at most one equilibrium point, (0,0)  if    .0Jdet   
        Theorem A.1 The equilibrium point X = 0 of  (A.1) is stable if all eigenvalues of 
J have negative real parts and every eigenvalues of J which has a zero real part is a 
simple  zero of the characteristic polynomial of J.  
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      The behavior of the equilibrium points of the system of equations (A.3) and (A.4) 
can be determined by considering the different kinds of eigenvalues of the Jacobian 
matrix.       
        The different behavior of equilibrium points are determined from the 
characteristics of  eigenvalues of  J.  

       i)  The eigenvalues of  J  are real and distinct.  

              ii) The eigenvalues of  J  are real and repeated. 
              iii) The eigenvalues of  J  are complex. 
       The behaviors of the equilibrium points for all three cases are described as follows.  
Case I The eigenvalues of  J  are real and distinct. There are three possible behaviors. 

a. If both eigenvalues of  J  are negative, the equilibrium point will be a stable -
two tangent node (Figure A.1). 

Figure A.1   A stable two-tangent node. 
 
       b. If both eigenvalues of  J  are positive, the equilibrium point will be an unstable     
            two - tangent node(Figure A.2). 
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Figure A.2   An unstable two-tangent node. 
       c. If the eigenvalues of  J   have opposite signs, the critical point  will  be a saddle  
           point (Figure A.3). 

Figure A.3   A saddle point. 
 
ii) The eigenvalues of  J  are real and repeated. There are two possible behaviors.  

       a. If   J   is diagonal and   J   is similar to  the  matrix  as  













0

0
J  , then   the  

critical  point  is  called  a  stellar  node  which be stable if 0  and unstable if   

0  (Figure A.4). 

(a)  Stable                              (b)  Unstable 
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Figure A.4   A stellar node. 
 b. If    J   is not diagonal , then  it  is  not  similar to a diagonal matrix. The criti cal 

     point  is called  a stable one-tangent node if 0λ  , and an unstable one-tangent   
      node  if  0  (Figure A.5). 
 
                         (a) Stable                                                                 (b) Unstable 
 
Figure A.5   The one-tangent node. 
 
iii) The eigenvalues of  J  are complex. 
       It is necessary and sufficient that   42  is negative and then   

2

i
2,1


  

There are six possible behaviors as follows. 
       a. If    > 0  and   > 0 , then the equilibrium point will be unstable node.  
       b. If     < 0 and    > 0 , then the equilibrium point will be stable node. 
       c. If     < 0  then the equilibrium point will be a saddle point. 
       d. If    42  and   > 0  ,  then   the   equilibrium   point   will  be  an unstable 
spiral node (Figure A.6). 
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Figure A.6   An unstable spiral node. 
 
       e. If    42   and   < 0, then  the equilibrium  point  will  be  a  stable  spiral  
node  

Figure A.7  A stable spiral node. 
       f. If    42  and   = 0 mean that the eigenvalues of  J  are purely imaginary, 
then  the critical point will be a center (Figure A.8). 
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Figure A.8   A center. 
        In this section, we use the above ideas to apply for systems of n > 2 equations.  
        Consider 
                      )X,...,X,X(f               k21jdt

dX      where j = 1,2,…,k                 (A.12) 
            or in the form of vector notation 
                      F(X)                     

dt

dX                                                                   (A.13) 
for   X   =  (X1, X 2,…, X k)  and  F =  (f1, f2,…, fk)  where each function f j depend on all 
or some Y1, Y 2,…, Yk. The equilibrium  point Y  is obtained by solving F(Y) = 0. The 
next step is to determine stability properties of this equilibrium point.  
        When we linearlize equation (A.13), the Jacobian is obtained by setting  

                          )YF( 
X

                    J



                                                            (A.14) 

where J is a kk matrix. The eigenvalues   of the matrix satisfy )IJdet(   = 0. We 
obtain a characteristic equation in the form 
                                               0      bb k

1k
1

k                                  (A.15) 
        The stability of the equilibrium point can be determined without solving the actual 
values of eigenvalues by using the Routh-Hurwitz criteria. 
        Definition A.5 (Routh-Hurwitz criteria for local asymptotical stability) 
        Take the characteristic equation (A.15), define k matrices as follows:  
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H1 = [b1],        

 H2 = 








23

1

bb

1b ,       

H3 = 
















345

123

1

bbb

bbb

01b

,…, 

Hj = 





















 j4j23j22j21j2

2345

123

1

bbbbb

0bbbb

01bbb

0001b









,…,        

Hk = 


















k

123

1

b00

0bbb

001b









,      

where the (l,m) term in the matrix H j is  
        b2l-m       for    0   <    2l-m   <    k 
          1          for                2l     =   m  
          0           for                2l   <   m    or    2l   >   k + m. 
        Then all eigenvalues have negative real part. This means that the equilibrium 
point X is stable if and only if the determination of all Hurwitz matrices   are positive 
which is  
Det Hj    >      0     for    j    =    1, 2, 3,…, k. 
        Next, we show conditions of  Routh-Hurwitz criteria for case k = 3 and 5 which 
are appeared in the thesis. 
        For k = 3;  
        We need to show that  Det Hj    >    0     for    j    =    1, 2 and 3. 
H1   =   [b1];                    Det H1 = b1,      

H2   =   








23

1

b b

1b ;        Det H2 = b1b2 -  b3 ,   

H3 = 
















345

123

1

b b b

b b b

01b

;      Det H3 =  514
2
1

2
3321 bbbbbbbb  .  
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        Since coefficients b4 and b5  in  3rd order characteristic polynomial equation  equal 
to zero then we have 
Det H1   =    b1,     
Det H2    =    b1b2 -  b3    and   
Det H3  =       )bbb(b    bbbb 3213

2
3321  . 

        So the three conditions which correspond to Det H j    >    0  for  j    =    1, 2 and 3 
are  b1      >     0,    b3      >    0    and   b1b2   >    b3. 
        Therefore the three conditions of Routh-Hurwitz criteria for local asymptotical 
stability in  3rd order characteristic polynomial equation are   
  i)   b1      >     0,     
 ii)   b3      >    0    and   
iii)   b1b2   >    b3. 
For k = 5  
        We need to show that  Det Hj    >    0     for    j    =    1, 2, 3, 4 and 5. 
H1   =   [b1];                    Det H1 = b1,      

H2   =   








23

1

b b

1b ;        Det H2 = b1b2 -  b3 ,   

H3 = 
















345

123

1

b b b

b b b

01b

;      Det H3 =  514
2
1

2
3321 bbbbbbbb  , 
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Det H5 = 6
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3

1   
     Since the coefficients b6, b7, b8  and b9  in  5th order characteristic polynomial 
equation  equal to zero then we have 
Det H1 = b1,      
Det H2 = b1b2 -  b3 ,   
Det H3 =  514

2

1

2

3321 bbbbbbbb   
            =   )bbb(b)bbb(b 54113213  , 
Det H4 = 2

55415325

2

21

2

4

2

14

2

34321 bbbb2bbbbbbbbbbbbbb   
             = )bbb2bbbb(b-)bb-b-bbb(b 54132

2
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2

1

2

33214  ,           
Det H5 =  3

5

2
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2

532

2

5

2

215

2

4

2

154

2

354321 bbbb2bbbbbbbbbbbbbbbbb        
             =  5b ( )bbb2bbbb(b-)bb-b-bbb(b 54132

2

2154

2

1

2

33214  )   
So the conditions which correspond to Det Hj    >   0  for   j    =    1, 2, 3, 4 and 5. 
are    b1                                                                                                                                                          >         0,      
         b1b2 -  b3                                                                                                                                         >         0,   
         )bbb(b)bbb(b 54113213                                                         >         0, 
         )bbb2bbbb(b-)bb-b-bbb(b 54132

2

2154

2

1

2

33214           >          0. 
        After we rearrange all above inequalities, we get  the conditions of Routh -Hurwitz 
criteria for local asymptotical stability in  5 th order characteristic polynomial equation  
  i)      bi          >     0 (i  =  1, 2, 3, 4, 5)     
 ii)   b1b2b3      >    4

2

1

2

3 bbb    and   
iii)   2

51

2

32154

2

1

2

3321541 bb)bbb(b)bbbbbb)(bbb(  . 
 

        A2. Numerical Solutions of Differential Equations  
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        In this research, we use Runge-Kutta-Fehlberg’s method [13] which is one of the 
most widely used methods, and is particularly suitable in cases when the computation 
of higher derivatives is complicated. It can be used for equations of arbitrary order by 
means of a transformation to a system of first-order equations. We shall discuss the 
solution of  three first-order equations. Let this system be 

        t)z,y,f(x,      
dt

dx
  

        t)z,y,g(x,     
dt

dy 
  

        t)z,y,h(x,     
dt

 dz
  

with initial point )t,z,y,(x 0000  and interval length h. 
        Runge-Kutta-Fehlberg’s method for finding approximate values of x,y and z  at each 
step is 
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and the error for each step will be  
 

 .
50

k

75240

2197k
-

4275

128k
-

360

k
  Error  5431   

621 r,...,r,r and the error of y value can be evaluated from the above equations. 

621 s,...,s,s and the error of z value can be evaluated from the above 
equations. 621 k,...,k,k  and error of x by replacing function f with function g and function 
h. 
        Runge-Kutta-Fehlberge’s method can be applied directly to a system of n first- 
order differential equations 
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