
 บทที่ 2 

การวเิคราะห์คุณลกัษณะสายอากาศวงแหวนวงกลม 
2.1  บทน า 

สายอากาศวงแหวนวงกลมลอ้มรอบโพรบ เป็นสายอากาศท่ีมีการแพร่กระจายคล่ืนแบบ
สองทิศทาง โดยการแพร่กระจายคล่ืนเป็นปัญหาท่ีพิจารณารวมแหล่งก าเนิดสนามซ่ึงได้แก่
สายอากาศ ท าให้สมการคล่ืนเป็นสมการไม่เอกพนัธ์ การแกปั้ญหาท่ีจะกล่าวต่อไปน้ีจึงแบ่งเป็น
สองวธีิ กล่าวคือ การหาค าตอบของสนามจากวิธีฟังก์ชนัศกัยเ์วกเตอร์ (Vector Potential Functions) 
และวธีิฟังกช์นักรีนไดแอดิก (Dyadic Green Function)  

ฟังก์ชันกรีนไดแอดิกเป็นฟังก์ชันถ่ายโอนของระบบท่ีมีแหล่งก าเนิดเป็นฟังก์ชันอิมพลัส์ 
กล่าวคือฟังกช์นักรีนไดแอดิกคือสนามแม่เหล็กไฟฟ้าซ่ึงเกิดจากไดโพลจ๋ิว ซ่ึงฟังก์ชนักรีนไดแอดิก
ในปัญหาท่ีแตกต่างกนัจะมีเง่ือนไขขอบเขตท่ีต่างกนั การหาผลเฉลยของปัญหา จะรู้จากฟังก์ชัน
กรีนไดแอดิกของปัญหานั้นๆ ซ่ึงมีแหล่งก าเนิดเป็นฟังก์ชนัอิมพลัส์ อินทิเกรตตลอดปริมาตรของ
แหล่งก าเนิดของผลคูณระหว่างฟังก์ชันกรีนไดแอดิกกับการกระจายความหนาแน่นกระแสท่ี
แหล่งก าเนิดนั้นๆ  

การวิเคราะห์สายอากาศวงแหวนวงกลมลอ้มรอบดว้ยโพรบโดยใชว้ิธีฟังก์ชนักรีนชนิดได
แอดิกน้ีเป็นวธีิการวเิคราะห์ท่ีใหค้วามแม่นย  า จะน ามาใชเ้พื่อค านวณหาแหล่งก าเนิดความหนาแน่น
ของกระแสแม่เหล็กสมมูลและกระแสไฟฟ้าสมมูลท่ีเกิดจากสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กใน
โหมดรวมตามล าดบั ในบทความน้ีไดแ้สดงการพิสูจน์หาสนามแม่เหล็กและสนามไฟฟ้าท่ีรวมผล
ของโพรบในโหมดคล่ืนไฟฟ้าตามขวางและโหมดคล่ืนแม่เหล็กตามขวาง เพื่อน าไปหาความ
หนาแน่นของกระแสไฟฟ้าสมมูลและกระแสแม่เหล็กสมมูล และน าไปค านวณหาสนามไฟฟ้า
ระยะไกลต่อไป ท าให้เพิ่มความแม่นย  าในการหาความหนาของวงแหวนเพื่อให้ไดค้่าสภาพเจาะจง
ทิศทางสูงสุด  

 

2.2    โครงสร้างสายอากาศทีใ่ช้วงแหวนวงกลมล้อมรอบโพรบ 
โครงสร้างของสายอากาศประกอบไปดว้ยโพรบไฟฟ้าเชิงเส้นยาว l  ยื่นออกมาจากสายน า

สัญญาณแกนร่วม (Coaxial Line) วางในแนวแกน y  ท่ีต  าแหน่ง z  เท่ากบัศูนย ์ โดยโพรบถูก
ลอ้มรอบดว้ยวงแหวนท่ีมีรัศมีและความหนาเป็น a  และ d  ตามล าดบั การพิจารณาจะให้วงแหวน
เป็นส่วนหน่ึงของท่อน าคล่ืนรูปทรงกระบอกกลมท่ีวางตามแนวแกน z  ดังนั้ นการพิสูจน์
สนามแม่เหล็กไฟฟ้าบริเวณช่องเปิดของวงแหวนจะอยู่ในรูปของพิกัดทรงกระบอก ส าหรับ
สนามแม่เหล็กไฟฟ้าท่ีแพร่กระจายคล่ืนออกทางช่องเปิดของวงแหวนคือในทิศทาง z  และ z  ดงั
แสดงในรูปท่ี 2.1 
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รูปที ่2.1 สายอากาศแบบสองทิศทางโดยใชโ้พรบกระตุน้วงแหวนวงกลม 
 
การพิจารณาจะให้วงแหวนเป็นส่วนหน่ึงของท่อน าค ล่ืนรูปทรงกระบอกกลม 

สนามแม่ เหล็กไฟฟ้าท่ีแพร่กระจายคล่ืนออกจากช่องเปิดของวงแหวนจะสอดคล้องกับ
สนามแม่เหล็กไฟฟ้าประกอบดว้ยโหมดคล่ืนต่าง ๆ มากมายท่ีอยู่ภายในท่อน าคล่ืนทรงกระบอก 
ดงันั้นรัศมีของท่อน าคล่ืนจะถูกออกแบบเพื่อท าให้โหมดคล่ืนอ่ืน ๆ ถูกตดัออกไปให้เหลือเพียง
โหมดคล่ืนหลกั (Dominant Mode : TE11) เพียงโหมดเดียว โดยเฉพาะโหมดคล่ืนอ่ืน ๆ ท่ีอยูติ่ดกบั
โหมดคล่ืนหลกัคือ TE21 ดงันั้นการเลือกค่ารัศมีจะตอ้งให้อยู่ใกลค้วามถ่ีตดั (Frequency Cut Off) 
ของท่อน าคล่ืนมากท่ีสุดสามารถแสดงไดด้งัน้ี 

 

0.293 0.486a                    (2.1) 
 

เม่ือ   คือ ความยาวคล่ืนท่ีความถ่ีปฏิบติัการ (Operating Frequency) โดยใชค้วามถ่ี 2.45 GHz 
 

 ในการวิเคราะห์จะเลือกใช้รัศมีของวงแหวนท่ีรัศมีเท่ากบั 0.35 ทั้งน้ีเน่ืองจากเหตุผลท่ี
กล่าวมาขา้งตน้และวสัดุท่ีใช้สามารถหาซ้ือไดง่้าย นอกจากน้ีขนาดความหนาของวงแหวนจะตอ้ง
เลือกใหเ้หมาะสมดว้ย เพราะท่ีบริเวณใกลก้บัโพรบจะมีโหมดคล่ืนอยูม่ากมาย เม่ือระยะทางท่ีคล่ืน
เดินทางออกจากโพรบมีค่ามากข้ึนโหมดคล่ืนอ่ืน ๆ ท่ีไม่ใช่โหมดหลกัจะเป็นรูปแบบของคล่ืน
เรียกวา่ คล่ืนจางหาย (Evanescent Wave) จะมีขนาดลดลงอยา่งรวดเร็ว ดว้ยเหตุน้ีจะตอ้งเลือกความ
หนาของวงแหวนให ้เหมาะสมโดยการพิจารณาโหมดคล่ืนต่าง ๆ  
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2.3  การวเิคราะห์การแพร่กระจายคลืน่โดยอาศัยฟังก์ชันกรีนไดแอดิก 
ฟังก์ชันของกรีนไดแอดิกแบบไฟฟ้าสามารถจ าแนกตามเง่ือนไขขอบเขตท่ีสอดคล้องกบั

ฟังก์ชันได้สองชนิด คือ ฟังก์ชนักรีนไดแอดิกแบบไฟฟ้าชนิดท่ีหน่ึง 1eG  ซ่ึงจะสอดคล้องกบั
เง่ือนไขขอบเขตดิริเคท ์(Dirichlet Boundary Condition) พบวา่องคป์ระกอบของฟังก์ชนักรีนไดแอ
ดิกชนิดท่ีหน่ึงในแนวสัมผสักบัผิวของปัญหามีค่าเป็นศูนย ์ และฟังก์ชนัไดแอดิกแบบไฟฟ้าชนิดท่ี
สอง 2eG  จะตอ้งรองรับเง่ือนไขขอบเขตของนอยมานน์ (Neumann Boundary Condition) พบว่า
องคป์ระกอบของฟังกช์นักรีนไดแอดิกชนิดน้ีในแนวตั้งฉากกบัผิวของปัญหามีค่าเป็นศูนย ์ในส่วน
ของฟังก์ชนักรีนไดแอดิกแบบแม่เหล็กใช้เง่ือนไขขอบเขตแบบดิริเคท์และเง่ือนไขขอบเขตนอย
มานน์สามารถแบ่งฟังกช์นัเป็นสองชนิดเช่นเดียวกบัฟังกช์นักรีนไดแอดิกแบบไฟฟ้า  

การพิสูจน์หาสนามแม่เหล็กไฟฟ้าระยะไกลนั้นจะเร่ิมจาก สมการทัว่ไปของสนามท่ี
แพร่กระจายออกจากตวัสายอากาศ  ซ่ึงเป็นการหาค าตอบของสมการคล่ืนแบบเวกเตอร์ส าหรับพิกดั
ทรงกระบอก หลังจากนั้นค าตอบท่ีได้จากสมการคล่ืนแบบเวกเตอร์หรือฟังก์ชันเจาะจงในรูป 
สเกลาร์ท่ีเหมาะสมมากท่ีสุด จะน ามาใช้เพื่อหาฟังก์ชันกรีน ชนิดไดแอดิกทั้งแบบไฟฟ้าและ
แม่เหล็กท่ีเกิดจากความหนาแน่นของกระแส เพื่อน าไปหาสมการของการกระจายสนามไฟฟ้าและ
สนามแม่เหล็กบริเวณช่องเปิดของวงแหวน และท าการแปลงสนามดังกล่าวให้อยู่ในรูปความ
หนาแน่นกระแสแม่เหล็กสมมูลและความหนาแน่นกระแสไฟฟ้าสมมูลเพื่อน าไปหาสนามไฟฟ้า
ระยะไกล แสดงล าดบัการค านวณไดด้งัรูปท่ี 2.2 
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รูปที ่2.2 ไดอะแกรมการหาค าตอบของสนามจากแหล่งก าเนิด 
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               2.3.1  การหาค าตอบจากสมการเวกเตอร์ของคลืน่ส าหรับระบบพกิดัทรงกระบอก 
เม่ือพิจารณาสมการเวกเตอร์ของคล่ืนส าหรับสภาวะท่ีเป็นอิสระจากแหล่งจ่าย  (Source-

free) และตวักลางท่ีไม่เกิดการสูญเสีย  (Lossless Media) ของสนามไฟฟ้าในระบบพิกัด
ทรงกระบอก สามารถแสดงไดด้งัน้ี 
 

จาก 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ˆˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )zE z E z E z E z zr fr f r f r r f f r f                        (2.2) 

 

เม่ือ 1 1 1, , zr f  คือ ค่าในระบบพิกดัทรงกระบอก   
 และรูปแบบท่ีง่ายท่ีสุดส าหรับการหาสมการคล่ืนแบบเวกเตอร์ส าหรับสนามไฟฟ้าและ
สนามแม่เหล็กสามารถแสดงไดด้งัน้ี  

2
2

2

E
E

t



 


                 (2.3) 

 
2

2

2

H
H

t



 


                 (2.4) 

 

เม่ือแทนสมการ (2.2) ลงในสมการ (2.3) จะไดว้า่ 
 

 )  )2 2ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ
z zE E E z k E E E zr f r fr f r f                                    (2.5) 

 

จากสมการ (2.5) สามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปทัว่ไปไดว้า่ 
 

2 2E k E                     (2.6) 
 

จากคุณสมบติัลาปลาเซียนของเวกเตอร์ (Laplacian of Vector) สามารถเขียนไดว้า่ 
 

 )2E E E     

 

 ) 2E E k E                                                   (2.7) 
 

เม่ือแทนสนามไฟฟ้าท่ีอยูใ่นสมการ  (2.2) ลงในสมการ (2.7) จะไดค้  าตอบท่ีอยูใ่นรูปแบบ
ดงัต่อไปน้ี 
 

2 2

2 2

11 1

2E E
E k E

r f

r r
fr r

 
      

 
                                    (2.8) 

 

2 2

2 2

11 1

2E E
E k E

f r

f f
fr r

 
      

 
                                    (2.9) 

 

       2 2

z zE k E                                     (2.10) 
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 เม่ือ  2

1 1 1( , , )z r f  คือ  ลาปลาเซียนของสเกลาร์  (Laplacian of Scalar) ซ่ึงมีค่าในระบบ
พิกดัทรงกระบอกดงัน้ี 
 

                
2 2

2

1 1 1 1 2 2 2

1 1 1 1 1 1

1 1
( , , )z

z

  
 r f r

r r r r f

    
    

    
 

 

       
2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

1 1

z

   

r r r r f

   
   
   

                             (2.11) 

 

จากสมการ (2.8) และ (2.9) จะมีส่วนประกอบของสนามไฟฟ้ามากกวา่  1 องคป์ระกอบ  ซ่ึง
ยากต่อการหาค าตอบ  ดงันั้น  เราจะใช้สมการ (2.10) ซ่ึงมีส่วนประกอบของสนามไฟฟ้าเพียง
องคป์ระกอบเดียวในการหาค าตอบจากสมการคล่ืน 
 

จากสมการ (2.11) ดงันั้นสมการ (2.10) สามารถเขียนไดใ้หม่ดงัน้ี 
 

2 2 21 1 2
2 2 2 2

1 11 1 1 1

F F F F
k F

zr rr r f

   
    

  
                                  (2.12) 

 

 เม่ือ 1 1 1( , , )F zr f  คือ ฟังกช์นัของสเกลาร์  (Scalar Function) ท่ีแสดงถึงศกัยเ์วกเตอร์ไฟฟ้า 
(Electric Vector Potential) และสมมติใหศ้กัยเ์วกเตอร์ไฟฟ้าน้ีมีค าตอบท่ีอยูใ่นรูปแบบดงัน้ี 
 

1 1 1 1 1 1( , , ) ( ) ( ) ( )F z f g h zr f r f                                        (2.13) 
 

แทนค่าสมการ (2.13) ลงในสมการ (2.12) จะไดว้า่ 
 

2 2 2
2

2 2 2 2

1 11 1 1 1

1 1f f g h
gh gh fh fg k fgh

zr rr r f

   
    

  
                  (2.14) 

 

 หารทั้งสองขา้งของสมการดว้ย  fgh  และเปล่ียน  d

x dx





 จากสมการ (2.14) สามารถ

เขียนไดใ้หม่ดงัน้ี 
 

2 2 2
2

2 2 2 2

1 11 1 1 1

1 1 1 1 1 1d f df d g d h
k

f f d g hd d dzr rr r f
                         (2.15) 

 

จะพบวา่ในแต่ละพจน์ของสมการ (2.15) จะเป็นฟังก์ชนั  ของตวัแปรอิสระเพียงตวัเดียว
เท่านั้น ดงันั้นผลรวมของทุกพจน์จะมีค่าเท่ากบั  2k  ก็ต่อเม่ือค่าของแต่ละพจน์จะตอ้งเป็นค่าคงท่ี 
จะไดว้า่ 
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2 2

2 2

2 2

1 1

1
      z z

d h d h
k k h

h dz dz
                                 (2.16) 

 

เม่ือ zk  คือค่าคงท่ี  
น าสมการ (2.16) แทนลงในสมการ (2.15) แลว้คูณทั้งสองขา้งของสมการดว้ย 2

1r  จะไดว้า่  
 

 )
2 2 2

22 21 1
12 2

11 1

1
0z

d f df d g
k k

f f d gd d

r r
r

rr f
                                (2.17) 

 

เน่ืองจากพจน์ท่ี  3 ของสมการ (2.17) เป็นฟังก์ชนัของ  f  เพียงอยา่งเดียว  ดงันั้นสามารถท่ี
จะก าหนดใหเ้ท่ากบัค่าคงท่ีใด ๆ สามารถแสดงไดด้งัน้ี 
 

        
2 2

2 2

2 2

1 1

1
       

d g d g
n n g

g d df f
                                   (2.18) 

 

และก าหนดให ้              2 2 2 2 2 2      z p p zk k k k k k                                             (2.19) 
 

น าสมการ (2.18) แทนลงในสมการ (2.17) จะไดว้า่  
 

 )
2

2 2 2

1 1 12

11

( ) 0p

d f df
k m f

dd
r r r

rr
                                  (2.20) 

 

จากสมการ (2.19) จะถูกเรียกว่าเป็น  สมการการจ ากดั  (Constraint Equation) ส าหรับ
ค าตอบท่ีไดจ้ากสมการคล่ืนในระบบพิกดัทรงกระบอก  และสมการ (2.20) จะถูกเรียกว่าเป็น 
สมการเชิงอนุพนัธ์ของเบสเซล (Bessel Differential Equation)  

ดงันั้น ค าตอบท่ีไดจ้ากสมการ (2.12)โดยการสมมติค าตอบดงัสมการ (2.13) แสดงไดด้งัน้ี 
 

 )
2

2 2 2

1 1 12

11

( ) 0p

d f df
k n f

dd
r r r

rr
         (2.21) 

 
2

2

2

1

d g
n g

df
           (2.22) 

 
2

2

2

1

z

d h
k h

dz
          (2.23) 

 

โดยท่ี     2 2 2

zk k kr     
และค าตอบท่ีไดจ้ากสมการ (2.21)-(2.23) สามารถแสดงไดด้งัน้ี ตามล าดบั 
 

          1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )n nf A J k BY kr rr r r                                           (2.24) 
             (1) (2)

2 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )n nf C H k D H kr rr r r                                   (2.25) 



 17 

             1 1

1 1 2 2( )
jn jn

g A e B e
f ff  

                                                       (2.26) 
 

               2 1 2 1 2 1( ) cos( ) sin( )g C n D nf f f                                          (2.27) 
 

             1 1

1 1 3 3( ) z zjk z jk z
h z A e B e

 
                                                      (2.28) 

 

          2 1 3 1 3 1( ) cos( ) sin( )z zh z C k z D k z                                        (2.29) 
 

โดยท่ี   1( )nJ krr   คือ ฟังกช์นัเบสเซลชนิดท่ี 1 

1( )nY krr   คือ ฟังกช์นัเบสเซลชนิดท่ี 2 
            (1)

1( )nH krr  คือ ฟังกช์นัแฮงเกิล (Hankel function) ชนิดท่ี 1 
            (2)

1( )nH krr  คือ ฟังกช์นัแฮงเกิล (Hankel function) ชนิดท่ี 2 
 

โดยทัว่ไปแลว้  ส าหรับท่อน าคล่ืนแบบทรงกระบอก (Cylindrical Waveguide) นั้นค าตอบ
ท่ีไดจ้ากสมการเวกเตอร์ของคล่ืนท่ีเหมาะสมมากท่ีสุดส าหรับท่อน าคล่ืนแบบทรงกระบอก ท่ีแสดง
ในรูปท่ี 2.3 นั้นสามารถแสดงไดด้งัน้ี 
 

.r


1f
a

z
1 

, z

x

y

 
 

รูปที ่2.3 ท่อน าคล่ืนแบบทรงกระบอกท่ีระนาบ 1 0z   
 

1 1 1 1 1 1( , , ) ( ) ( ) ( )F z f g h zr f r f  
           1 1

1 1 1 1 2 1 2 1 3 3( ) ( ) cos( ) sin( ) z zjk z jk z

n nA J k BY k C n D n A e B er rr r f f             (2.30) 
 

จากสมการ (2.30) เม่ือพิจารณา 1 0r  พบวา่ nY   ซ่ึงจะไม่เป็นจริงตามเง่ือนไขท่ีสนามท่ี
แพร่กระจายคล่ืนจะตอ้งมีค่าจ  ากดัดงันั้นจะให ้ 1 0B   และเพื่อจะลดความยุง่ยากจะพิจารณาเฉพาะ
คล่ืนท่ีเดินทางในทิศ z  ดงันั้นจะให ้ 3 0B  และให ้ 2 2C D  ดงันั้นสมการใหม่จะเขียนไดด้งัน้ี 
 

  1

1 1 1 1 1 1( , , ) ( ) cos( ) sin( ) zjk z

nF z AJ k n n err f r f f 
               (2.31) 
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 2.3.2  ฟังก์ชันคลืน่เวกเตอร์ในพกิดัทรงกระบอก 
ฟังก์ชนัคล่ืนเวกเตอร์ (Vector Wave Function) คือฟังก์ชนัเจาะจง (Eigen Function) หรือ

ฟังก์ชนัคุณลกัษณะ (Characteristic Function) ท่ีเป็นผลเฉลยของสมการคล่ืนเวกเตอร์เอกพนัธ์ 
(Homogeneous Vector Wave Equation) 
 

2 0F F                  (2.32) 
 

สมการ (2.32) เป็นสมการคล่ืนเวกเตอร์เอกพนัธ์ โดยท่ี   เป็นค่าใดๆ เราจะได้ฟังก์ชันคล่ืน
เวกเตอร์ในระบบคาร์ทีเชียน ดงัต่อไปน้ี 
 

1
ˆ( )F c                 (2.33)  

 

โดยท่ี 1  คือ ฟังกช์นัเจาะจงซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมการคล่ืนสเกลาร์ 
 

2 2 0                    (2.34) 
 

และ ĉ  เป็นค่าคงท่ีเวกเตอร์ (Constant Vector) ไดแ้ก่ ˆ ˆ,x y  หรือ ẑ  เพื่อความสะดวกเราจะเรียก ĉ  
วา่เวกเตอร์น าร่อง (Piloting Vector) และ   วา่เป็นฟังก์ชนัก าเนิด (Generating Function) หาก 1  
เป็นผลเฉลยส าหรับสมการ (2.34) จะได ้(2.33) เป็นผลเฉลยส าหรับสมการ (2.32) ดว้ยเช่นกนั ซ่ึง
เราจะให ้M เป็นฟังกช์นัคล่ืนเวกเตอร์ นัน่คือ 
 

1 1
ˆ( )M c               (2.35) 

 

ส่วนฟังกช์นัคล่ืนเวกเตอร์อีกชุดหน่ึงซ่ึงแทนดว้ย N  จะไดว้า่ 
 

2 2

1
ˆ( )N c


                 (2.36) 

 

โดยท่ี 2  คือฟังก์ชนัเจาะจงท่ีสอดคลอ้งกบัสมการ (2.34) และ 2N  คือผลเฉลยส าหรับสมการ 
(2.32) ในกรณีท่ีใช ้ฟังกช์นัก าเนิด   เหมือนกนัทั้ง M  และ N  เราจะไดค้วามสัมพนัธ์ท่ีสมมาตร
กนัระหวา่งฟังกช์นัสองชนิดน้ี 
 

1
N M


       (2.37) 

 

1
M N


        (2.38) 

 



 19 

ในการวเิคราะห์ปัญหาท่ีมีลกัษณะเป็นท่อน าคล่ืนทรงกระบอก (Cylindrical Waveguide) มี
ความยาวในแนวแกน (ทิศ z) มีโครงสร้างเป็นท่อตวัน าสมบูรณ์ทรงกระบอกปลายเปิดทั้งสองขา้ง
แสดงดงัรูปท่ี 2.4 

f
s2a z

r

y

x

 
 

รูปที ่2.4 ท่อน าคล่ืนทรงกระบอก 
 

 การพิสูจน์ฟังก์ชนักรีนชนิดไดแอดิกของโครงสร้างท่ีเป็นท่อน าคล่ืนทรงกระบอก จะเร่ิม
พิจารณาจากฟังก์ชนัเจาะจงในรูปสเกลาร์  (Scalar Eigenfunction) โดยใช้วิธีการแยกตวัแปร 
(Method of Separation of Variable) โดยพิจารณาจากสมการ (2.30) ดงันั้นจะได ้
 

1

1 1

cos
( ) ( ) ( )

sin

jh z

nne
o

h J n e 


 r f

 
  

 
    (2.39) 

 

โดยท่ี   เป็นตวัแทนของ   หรือ   ท่ีสัมพนัธ์กบัโหมดคล่ืนไฟฟ้าตามขวาง (TE) หรือโหมดคล่ืน
แม่เหล็กตามขวาง (TM) ตามล าดบั และค่าเจาะจง (Eigenvalues) nmq a   และ nmp a   
 

จากสมการ (2.35) และ (2.36) ฟังก์ชนัคล่ืนของท่อน าคล่ืนทรงกระบอกสามารถแสดงในรูปของ
ฟังกช์นัเจาะจงในรูปสเกลาร์ไดด้งัน้ี 
 

(1) ( ) [ ( ) ]e
o n ne

o
M h h z  

               (2.40) 
 

(1) 1
( ) [ ( ) ]e

o n ne
o

N h h z  





               (2.41) 

เม่ือ 2 2h     
 

แทนค่าสมการ (2.31) ลงในสมการ (2.30) และ (2.41) จะไดส้มการฟังกช์นัคล่ืนดงัต่อไปน้ี  
 

 )  )
11 1(1)

1 1

1 1

sin cos ˆˆ( ) ( ) ( )
cos sin

jh zn n

ne
o

nJ J
M h n n e 



r r
f r f f

r r

  
  

 
              (2.42) 

 

 )  )
 ) 111(1) 2

1 1 1 1

1 1

cos sin cos1 ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
sin cos sino

jh znn

nne

jh nJJ
N h jh n n J n z e 

 


rr
f r f f  r f

 r r

 
    

 

    (2.43) 



 20 

        2.3.3 ฟังก์ชันกรีนไดแอดิกบริเวณภายในท่อน าคลื่นทรงกระบอก 
ก่อนอ่ืนเราจะหา 2 ( , )mG R R  เน่ืองจากเป็นฟังก์ชันไดแอดิกโซลีนอยด์ (Solenoidal 

Dyadic Function) นัน่คือ องคป์ระกอบของฟังก์ชนักรีนไดแอดิกชนิดน้ีในแนวตั้งฉากกบัผิวของ
ปัญหามีค่าเป็นศูนย ์
 

2( , ) 0mG R R          (2.44)  
 

จากนั้นใชค้วามสัมพนัธ์ระหวา่งฟังก์ชนักรีนไดแอดิกเพื่อหาฟังก์ชนัท่ีเหลือ นัน่คือ 1eG , 2eG  และ 

1mG  
เราจะประยกุตใ์ชว้ธีิการ Ohm-Rayleigh [7] เพื่อหาฟังก์ชนักรีนไดแอดิกแบบแม่เหล็กชนิด

ท่ีสอง ( 2mG ) ส าหรับท่อน าคล่ืนเซกเตอร์ทรงกระบอกแกนร่วมซ่ึงจะสอดคลอ้งกบัสมการ  
 

2

2 2( , ) ( , ) [ ( )]m mG R R k G R R I R R        (2.45) 
 

โดยท่ี ar  ; sf f  ; / 2 / 2c z c    และเง่ือนไขขอบเขตนอยมานน์ 
 

2
ˆ ( , ) 0mn G R R        (2.46) 

 

ท่ี  ar   และ 0, sf f  ซ่ึง k    
 

จากสมการ (2.45) ก่อนอ่ืนเราจะตอ้งหาฟังกช์นัเจาะจงส าหรับแหล่งก าเนิด [ ( )]I R R    โดย
ใชฟั้งก์ชนัคล่ืนเวกเตอร์โซลีนอยด์ (Solenoidal Vector Wave Function) ท่ีกล่าวถึงในหวัขอ้ก่อน
หน้าน้ี ฟังก์ชนัท่ีเหมาะสมคือ ( )e

n
o

M h


 และ ( )e
n

o

N h


 เน่ืองจากเป็นไปตามเง่ือนไขขอบเขตใน

สมการ (2.46) ดงันั้นเราจะได ้
 

(1) (1)

0 1

[ ( )] [ ( ) ( ) ( ) ( )]
n n n n

n m

e e e e
o o o o

I R R dh N h A h M h B h
       


 


 

                (2.47) 
 

เม่ือ ( )
ne

o
A h


และ ( )

ne
o

B h


 เป็นสัมประสิทธ์ิเวกเตอร์ (Vector Coefficient) ซ่ึงหาไดโ้ดยการ

อินทิเกรตตลอดปริมาตรในสมการท่ี (3.45) หลงัจากท่ีคูณเชิงสเกลาร์ขา้งหนา้ดว้ย ( )
ne

o
N h


   และ 

( )
ne

o
M h


   และใชท้ฤษฎีเกาส์ไดแอดิก (Dyadic Gauss Theorem) ร่วมกบัความสัมพนัธ์ออร์โธ

โกนลั (Orthogonal Relation) ระหวา่งฟังกช์นัคล่ืนเวกเตอร์ ดงันั้น 
 

0

2 2

(2 )
( ) ( )

4n ne e
o o

A h M h
I



  


 

 


                (2.48) 

 

0

2 2

(2 )
( ) ( )

4n ne e
o o

B h N h
I



  


 

 


                 (2.49) 



 21 

ดงันั้นเม่ือแทนสัมประสิทธ์ิในสมการ (2.48) และ (2.49) ลงในสมการ (2.47) จะได ้ 
 

(1)0

2 2 2 2
0 1

(1)

2 2 2

2
( , ) ( ) ( )

4 ( )

                                                     ( ) ( )
( )

HJ n n
n m

n n

e e
o o

e e
o o

G R R dh N h M h
I k

M h N h
I k



   
 



  
 



  



 

 


 


  




 

 


  (2.50) 

 

เม่ือ (1) คือจุดสังเกตใด  ๆ  ของสนามบริเวณภายในทรงกระบอก และ เคร่ืองหมาย “ไพร์ม” แสดง
ต าแหน่งของแหล่งก าเนิด ซ่ึงพิจารณาในระบบพิกดัทรงกระบอก 
 การอินทิเกรตในสมการ (2.50) จะใช้วิธีการอินทิเกรตคอนทวัร์ เม่ือต าแหน่งขั้ว(pole) 

2 2h k k        ดงันั้นจะได้ฟังก์ชันกรีนชนิดไดแอดิกแบบแม่เหล็กท่ีมีแหล่งก าเนิดเป็น
ความหนาแน่นของกระแสไฟฟ้าส าหรับโครงสร้างท่อน าคล่ืนทรงกระบอก ( ( , )

HJ
G R R ) จะแสดง

ในรูปของฟังกช์นัคล่ืนไดด้งัน้ีคือ 
 

     1(1) (1)

0 1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,HJ n n n n
n m

e e e e
o o o o

z z
G R R k c N k M k c M k N k

z z
        

 

 


      
  

        (2.51) 
 

เม่ือ 
0

2 2

(2 )

4

j
c

I k


 



 

 
      (2.52) 

 
0

2 2

(2 )

4
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จากสมการทฤษฎีดงักล่าวขา้งตน้เราสามารถแตกองคป์ระกอบของไดแอดิกไดท้ั้งหมด 9 
องคป์ระกอบดว้ยกนัยกตวัอยา่งเช่น ( , )HJG R Rrr    หมายถึงฟังก์ชนักรีนไดแอดิกในทิศทาง r  ท่ี
สังเกตท่ีต าแหน่ง ( , , )zr f  เกิดจากแหล่งก าเนิดท่ีอยูใ่นทิศทางแกน r  อยูท่ี่ต  าแหน่ง ( , , )zr f  

แสดงไดด้งัน้ี 
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 ส าหรับฟังก์ชันกรีนชนิดไดแอดิกแบบไฟฟ้าท่ีมีแหล่งก าเนิดเป็นความหนาแน่นของ
กระแสไฟฟ้าส าหรับโครงสร้างท่อน าคล่ืนทรงกระบอกเม่ืออาศยัความสัมพนัธ์ระหว่าง EJG  และ 

HJG  จะได ้
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จากสมการทฤษฎีดงักล่าวขา้งตน้เราสามารถแตกองคป์ระกอบของไดแอดิกไดท้ั้งหมด 9 
องคป์ระกอบดว้ยกนัแสดงไดด้งัน้ี  
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               2.3.4  การกระจายสนามแม่เหลก็ไฟฟ้าบริเวณช่องเปิดของวงแหวน 
 สนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กภายในโครงสร้างรูปทรงกระบอกท่ียาวอนันต์ท่ีเกิดจาก
แหล่งก าเนิดเป็นความหนาแน่นของกระแส แสดงไดด้งัน้ีคือ 
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เม่ือพิจารณาเส้นผา่นศูนยก์ลางของโพรบมีขนาดเล็กเม่ือเทียบกบัความยาวคล่ืน ดงันั้นจะสมมติการ
กระจายกระแสตามความยาวโพรบในรูปของฟังกช์นัไซน์ไดด้งัน้ี 
 

  ˆ( ) sin ( )  ; - , / 2, 0mJ R J k a l a l a zr r r f             (2.77) 
 

เม่ือ mJ  คือค่าสูงสุดของกระแส 
 ดงันั้นองค์ประกอบของสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็กในแนวสัมผสักับระนาบ 1z  ท่ี
ต  าแหน่งใด ๆ จะไดด้งัต่อไปน้ี 
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เม่ือ 
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
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               2.3.5  สมการสนามไฟฟ้าระยะไกล 
 การหาสนามไฟฟ้าท่ีแพร่กระจายออกจากช่องเปิดจะเร่ิมจากการพิจารณาคล่ืนท่ีเดินทาง 

z  เม่ือพิจารณาจากรูปท่ี 2.5 โดยท่ี n̂  คือเวกเตอร์หน่ึงหน่วยท่ีมีทิศทางตั้งฉากกบัระนาบช่องเปิด 
S  (ระนาบ 1 / 2z c ) และช่องเปิดวางอยู่บนช่องว่างอิสระ ดังนั้นเม่ือทราบสนามไฟฟ้าและ
สนามแม่เหล็กในแนวสัมผสัผิวของระนาบช่องเปิด S  ท่ีไดจ้ากหัวขอ้ท่ีแลว้ ความหนาแน่นของ
กระแสแม่เหล็กสมมูลและกระแสไฟฟ้าสมมูลก็จะสามารถหาไดด้งัสมการ (2.67) และ (2.68) 
 

z1=c/2

S

n̂

 
 

รูปที ่2.5 การพิจารณาความหนาแน่นของกระแสแม่เหล็กสมมูลและกระแสไฟฟ้าสมมลู 
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1 11 1 1 1 1 1 / 2 1 1 1 / 2
ˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , )s z c z cM z E z n E z zr f r f r f        (2.84) 

 

1 11 1 1 1 1 1 / 2 1 1 1 / 2
ˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( )s z c z cJ z H z n H z zr f r f r f        (2.85) 

 

รูปท่ี 2.6 แสดงรูปโครงสร้างเชิงเรขาคณิตของช่องเปิดแบบวงกลมท่ีวางอยูบ่นช่องวา่งอิสระ ดงันั้น
สนามไฟฟ้าระยะไกลท่ีหาไดเ้วกเตอร์ของการแพร่กระจายคล่ืน แสดงไดด้งัสมการ (2.68) และ 
(2.69) 
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รูปที ่2.6 ช่องเปิดแบบวงกลมท่ีวางอยูบ่นช่องวา่งอิสระ 
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จากรูปท่ี 2.6 เป็นกรณีท่ีพิจารณาช่องเปิดวางอยูบ่นระนาบ 1 0z  และเม่ือ 1 / 2z c จะเขียนไดใ้หม่
เป็น 
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โดยท่ีองคป์ระกอบของฟังกช์นัการแพร่กระจายคล่ืนคือ 
 

        1 1

2

sin cos( )

1 1 1 1 1

0 0

cos( )cos( ) cos( )sin( )

a

jk
N J J e d d


r q f f

q r fq f f q f f r r f              (2.90) 

 

       1 1

2

sin cos( )

1 1 1 1 1

0 0

sin( ) cos( )

a

jk
N J J e d d


r q f f

f r ff f f f r r f                                 (2.91) 

 

        1 1

2

sin cos( )

1 1 1 1 1

0 0

cos( )cos( ) cos( )sin( )

a

jk
L M M e d d


r q f f

q r fq f f q f f r r f            (2.92) 

 

        1 1

2

sin cos( )

1 1 1 1 1

0 0

sin( ) cos( )

a

jk
L M M e d d


r q f f

f r ff f f f r r f                                  (2.93) 

 

สนามไฟฟ้าท่ีแพร่กระจายออกจากช่องเปิดจะเร่ิมจากการพิจารณาคล่ืนท่ีเดินทาง z  หา
ไดจ้ากทฤษฎีของการเปล่ียนแกน (Coordinate Transformations) เน่ืองจากโพรบวางอยูท่ี่ต  าแหน่ง
ก่ึงกลางของความหนาวงแหวน ( 0z  ) โดยท่ีโพรบวางอยูใ่นทิศทาง y  และช่องเปิดทั้ง 2 อยูห่่าง
จากต าแหน่งการวางของโพรบเป็นระยะทางท่ีเท่ากนัคือ / 2c  ดงันั้นสนามไฟฟ้ารวมท่ีเกิดจาก
ผลรวมของการแพร่กระจายคล่ืนออกจากช่องเปิดในทิศทาง z  กบัทิศทาง z  จะไดด้งัต่อไปน้ี 
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2.4   แบบรูปการแพร่กระจายคลืน่ของสายอากาศ 
 แบบรูปการแพร่กระจายคล่ืน คือ รูปกราฟหรือฟังกช์นัทางคณิตศาสตร์ท่ีใชแ้สดงความเขม้
ของสัญญาณท่ีเป็นฟังกช์นัของทิศทางหรือมุม โดยรูปกราฟน้ีแบ่งเป็น กราฟเชิงเส้นมุมฉาก (Linear 
Plot) และกราฟวงกลม (Polar Plot) ซ่ึงจะแสดงความสัมพนัธ์ระหวา่ง แอมพลิจูด (Amplitude) ของ
ก าลงังาน (Power) หรือ สนาม (Field) กบัทิศทาง (Direction) ของการแพร่กระจายคล่ืนของ
สายอากาศ ซ่ึงแสดงอยูใ่นรูปของมุมในหน่วยองศา (Degree) หรือเรเดียน(Radian)แสดงดงัรูปท่ี 2.7 
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       ระนาบสนามแม่เหล็ก                             ระนาบสนามไฟฟ้า 
 

รูปที่ 2.7 แบบรูปการแพร่กระจายคล่ืนในระนาบสนามแม่เหล็กและสนามไฟฟ้าเม่ือความ 
 หนาของวงแหวนมีขนาดต่าง ๆ  

      
แบบรูปการแพร่กระจายคล่ืนในระนาบสนามแม่เหล็ก พบวา่เม่ือความหนาของวงแหวนมี

ขนาดนอ้ย ๆ แบบรูปการแพร่กระจายคล่ืนจะมีแนวโนม้ใกลเ้คียงกบัสายอากาศไดโพลกล่าวคือจะมี
ลกัษณะการแพร่กระจายคล่ืนออกรอบตวั เม่ือความหนาของวงแหวนเพิ่มข้ึน สนามท่ีบริเวณ
ด้านข้างจะเร่ิมลดลง และความกวา้งของล าคล่ืนจะแคบลงด้วย แต่เม่ือความหนาของวงแหวน
มากกวา่ 0.20  ความกวา้งของล าคล่ืนจะกลบัมากวา้งข้ึนอีก ในส่วนของ แบบรูปการแพร่กระจาย
คล่ืนในระนาบสนามไฟฟ้า พบวา่เม่ือความหนาของวงแหวนเพิ่มข้ึนความกวา้งของล าคล่ืนจะกวา้ง
ข้ึน และล าคล่ืนจะเอียงไปจากมุม 0 และมุม 180  ไปเล็กน้อยเน่ืองจากผลของโพรบ แต่อยา่งไรก็
ตามเม่ือความหนาของวงแหวนมีค่ามากกวา่ 0.5  ลกัษณะของล าคล่ืนท่ีไดจ้ะแตกออกเป็นสองล า
คล่ืน ซ่ึงเป็นลกัษณะท่ีไม่ตอ้งการ เพราะฉะนั้นในการวเิคราะห์จะพิจารณาขนาดของวงแหวนท่ีมาก
ท่ีสุดท่ี 0.5  ก็เพียงพอ  

      

2.5  ค่าสภาพเจาะจงทศิทาง 
ค่าสภาพเจาะจงทิศทางของสายอากาศ เป็นค่าท่ีแสดงวา่สายอากาศมีความแรงท่ีทิศทางต่าง ๆ 

มากนอ้ยเพียงใดเทียบกบัตวัแพร่กระจายคล่ืนไอโซทรอปิกมีหน่วยเป็น dBi ซ่ึงในการพิจารณาจะ
ใชค้่าสภาพเจาะจงทิศทางท่ีมากท่ีสุด โดยไดจ้ากความสัมพนัธ์  
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 
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 
              (2.96) 
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เม่ือ ( , )U q f คือก าลงังานท่ีแพร่กระจายออกจากสายอากาศต่อหน่วยมุมตนั (ตลอดพื้นผิวทรงกลม) 
แสดงความสัมพนัธ์ของความเขม้การแพร่กระจายคล่ืนกบัสนามไฟฟ้าของสายอากาศในระยะไกล 
ไดด้งัน้ี 
 

 )  )
2

22

( , ) , ,
2

r
U E Eq fq f q f q f


   
  

                                      (2.97) 

 

 โดย ,E Eq f  คือ ส่วนประกอบของสนามไฟฟ้าในระยะไกล 
                   คือ อิมพีแดนซ์อินทรินสิค (Intrinsic Impedance) ของตวักลาง มีค่าประมาณ 120     
 

และ maxU  คือ ค่าสูงสุดของความเขม้การแพร่กระจายคล่ืน 
        radP    คือ ก าลงังานท่ีแพร่กระจายคล่ืนทั้งหมดท่ีหาไดจ้าก 
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 ท่ีความหนาของวงแหวนมีขนาดน้อย ๆ ค่าสภาพเจาะจงทิศทางจะมีค่าน้อย และจะมี
ค่าสูงสุดเม่ือวงแหวนมีความหนาประมาณ 0.2 และจะลดลงอีกเม่ือความหนาของวงแหวนเพิ่มข้ึน 
ซ่ึงเปรียบเทียบไดจ้ากความกวา้งของล าคล่ืนคร่ึงก าลงัในรูปท่ี 2.8 คือ ถา้ล าคล่ืนมีความกวา้งมาก ๆ 
ค่าสภาพเจาะจงทิศทางก็จะมีค่านอ้ย และเม่ือล าคล่ืนมีความกวา้งนอ้ย ๆ ค่าสภาพเจาะจงทิศทางก็จะ
มีค่าท่ีสูง ดงันั้นบริเวณท่ีให้ค่าสภาพเจาะจงทิศทางสูงท่ีสุดคือบริเวณท่ีวงแหวนมีความหนาเท่ากบั 

0.2  
 

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0

5.5

6.0

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50

d / 

D
ir

ec
ti

v
it

y
 (
d

B
i)

  
 

รูปที่ 2.8  ค่าสภาพเจาะจงทิศทางของสายอากาศเม่ือความหนาของวงแหวนมีขนาดต่าง ๆ 
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             ระนาบสนามแม่เหล็ก                      ระนาบสนามไฟฟ้า 

 
รูปที่ 2.9  แบบรูปการแพร่กระจายคล่ืนในระนาบสนามแม่เหล็กและสนามไฟฟ้าเม่ือความ 
                   หนาและขนาดของวงแหวนและความยาวโพรบมีขนาดต่าง ๆ 
 

แบบรูปการแพร่กระจายคล่ืนในระนาบสนามแม่เหล็ก และสนามไฟฟ้าเม่ือพิจารณาทั้ง
ความหนา ขนาด และความยาวของโพรบพบว่าเม่ือความหนา ขนาด และความยาวของโพรบมี
ขนาดนอ้ย ๆ แบบรูปการแพร่กระจายคล่ืนจะมีลกัษณะใกลเ้คียงกบัสายอากาศไดโพล กล่าวคือจะมี
ลกัษณะการแพร่กระจายคล่ืนออกรอบตวั  แต่เม่ือความหนา ขนาด และความยาวของโพรบของวง
แหวนเพิ่มข้ึน สนามท่ีบริเวณดา้นขา้งจะเร่ิมลดลง และความกวา้งของล าคล่ืนจะแคบลงดว้ย และ
เม่ือเพิ่มความหนาของวงแหวนเท่ากบั 0.35  เพิ่มขนาดของวงแหวนวงกลมเท่ากบั 0.40  เพิ่ม
ความยาวของโพรบเท่ากบั 0.30  พบว่าแบบรูปการแพร่กระจายคล่ืนในระนาบสนามแม่เหล็ก 
และสนามไฟฟ้าเปล่ียนแปลงไปเพียงเล็กน้อยเท่านั้น ซ่ึงอาจเป็นเพราะว่าขนาดของวงแหวนมีค่า
น้อยกว่ า  0.486  และ  ก ารวิ เ คราะ ห์หาค่ าขนาดของวงแหวน  ควร มีค่ า อยู่ ร ะหว่ า ง 
0.293 0.486a    เพื่อท าให้โหมดคล่ืนอ่ืน ๆ ถูกตัดออกไปให้เหลือเพียงโหมดคล่ืนหลัก 
(Dominant Mode : TE11) เพียงโหมดเดียว  โดยโหมดคล่ืนอ่ืน ๆ ท่ีอยูติ่ดกบัโหมดคล่ืนหลกัคือ TE21  

อยา่งไรก็ตามถึงแมแ้บบรูปการแพร่กระจายคล่ืนของสายอากาศจะไม่เปล่ียนแปลงมากนกั แต่ก็จะมี
ลกัษณะท่ีแตกออกเป็นสองล าคล่ืนซ่ึงเป็นลกัษณะท่ีไม่ตอ้งการ เพราะฉะนั้นในการวิเคราะห์จะ
พิจารณาความหนาของวงแหวนท่ีมากท่ีสุดท่ี 0.29  ขนาดของวงแหวนท่ีมากท่ีสุดท่ี 0.35 และ 
ความยาวของโพรบท่ีมากท่ีสุดท่ี 0.25 ก็เพียงพอ  
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2.6   สรุป 
 ในบทน้ีไดอ้ธิบายเก่ียวกบัหลกัการและทฤษฎีท่ีส าคญัส าหรับสายอากาศโพรบกระตุน้วง
แหวนวงกลม โดยได้วิเคราะห์โครงสร้างสายอากาศ และพารามิเตอร์ต่างๆท่ีมีผลต่อการ
เปล่ียนแปลงคุณลกัษณะของสายอากาศ เช่น รัศมีและความหนาของวงแหวนวงกลมเพื่อให้ไดค้่าท่ี
เหมาะสมท่ีจะท าใหส้ายอากาศมีประสิทธิภาพมากท่ีสุด มีการแพร่กระจายคล่ืนเป็นแบบสองทิศทาง
ท่ีมีค่าสภาพเจาะจงทิศทางสูง  อีกทั้งได้น าวิธีฟังก์ชันกรีนไดแอดิกมาวิเคราะห์ร่วมด้วยเพื่อให้มี
ความแม่นย  ามากยิง่ข้ึน โดยไดข้นาดของความหนาของวงแหวนวงกลมเท่ากบั 0.29 หรือ 3.5 ซม.
รัศมีของสายอากาศเท่ากบั 0.35 หรือ 4.28 ซม. และความยาวโพรบเท่ากบั 0.25  หรือ 3.06 ซม.
จากนั้นก็จะน าสายอากาศวงแหวนวงกลมท่ีไดอ้อกแบบน้ีไปวิเคราะห์ร่วมกบัตวัสะทอ้นคล่ืนซ่ึงจะ
กล่าวถึงในบทต่อไป 
 
 
 


