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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 

 ในการคนควาอิสระนี้ เราศึกษาเรื่องราวของกรุปซึ่งทุกกรุปยอยเปนกรุปยอยปกติ และ
เขียนกรุปเหลานั้นใหอยูในรูปผลคูณตรงของกรุปยอยบางกรุป โดยเราใชทฤษฎีบทเกี่ยวกับผลคูณ
ตรงของกรุปวัฏจักรมาชวยในการพิสูจน  เราแบงกรุปที่ศึกษาออกเปนสองชนิดคือกรุปอาบีเลียน
และกรุปนอนอาบีเลียน  ในกรณีของกรุปอาบีเลียนเราศึกษาโครงสรางของกรุปอาบีเลียนขนาด
จํากัด และพิสูจนทฤษฎีบทหลักมูลของกรุปอาบีเลียนขนาดจํากัด และในกรณีของกรุปนอนอาบี
เลียนเราศึกษาสมบัติของกรุปฮามิลทอเนียน 
 
 ในบทที่ 2  กลาวถึงความรูพื้นฐานซึ่งประกอบดวยบทนิยามและทฤษฎีบทเบื้องตนเกี่ยว 
กับกรุป ไดแก การนิยามกรุป กรุปอาบีเลียน กรุปนอนอาบีเลียน กรุปยอยปกติ อันดับของกรุป 
และทฤษฎีบทที่สําคัญตางๆ ของกรุป พอสังเขปโดยละการพิสูจนไว 
 
 ในบทที่ 3  กลาวถึงบทนิยามและทฤษฎีบทของนอรมัลไลเซอร ศูนยกลางของกรุป ทฤษฎีบท 
เกี่ยวกับศูนยกลางของกรุป บทนิยามและทฤษฎีบทเกี่ยวกับกรุปยอยคอมมิวเตเตอร   
 
 ในบทที่ 4  เราสรางกรุบใหมจากกรุบเดิมที่มีสมาชิกจํานวนจํากัด แลวเรียกกรุปนั้นวา   
ผลคูณตรง  ศึกษาความสัมพันธระหวางผลคูณภายนอกและผลคูณภายใน ศึกษาทฤษฎีบทของโค
ชีและใชเปนเครื่องมือในการพิสูจนทฤษฎีบทของซีโลว แลวใชทฤษฎีบทเหลานี้ศึกษาโครงสราง
ของกรุปอาบีเลียนที่มีขนาดจํากัด  ผลที่ไดจากการศึกษาโครงสรางนี้สรุปไดเปนทฤษฎีบทหลักมูล
ของกรุปอาบีเลียนขนาดจํากัดคือ ทุกกรุปอาบีเลียนขนาดจํากัดเปนผลคูณตรงของกรุปวัฏจักรที่มี
อันดับเปนกําลังของจํานวนเฉพาะ 
 
 

1 
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ในบทที่ 5  เราไดแสดงวานอกจากกรุปอาบีเลียนที่มีกรุปยอยทุกกรุปเปนกรุปยอยปกติ
และสามารถเขียนกรุปอาบีเลียนใหอยูในรูปผลคูณตรงไดแลว ยังมีกรุปนอนอาบีเลียนที่มีกรุปยอย
ทุกกรุปเปนกรุปยอยปกติซึ่งเรียกวากรุปฮามิลทอเนียน เราพิสูจนวากรุปฮามิลทอเนียนคือผลคูณ
ตรงของกรุปยอยควอเทอรเนียน กับกรุปยอยอาบีเลียนซึ่งทุกสมาชิกมีอันดับเปนจํานวนคี่ และกรุป
ยอยอาบีเลียนที่มีทุกสมาชิกมีอันดับสอง 
 



บทที่ 2 
 

ความรูพืน้ฐาน 
 

2.1  สมบัติเบื้องตนของกรุป 
 
คําวา “กรุป” กําหนดขึ้นเปนครั้งแรกโดย กาลัวส (Galois) ราวป ค.ศ.1830 ซึ่งเขาได

อธิบายเกี่ยวกับเซตของฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งบนเซตจํากัด ตอมาในป ค.ศ.1852 ไดมีนักคณิตศาสตร
สองทานคือ Heinrich Weber และ Walter von Dyck  ใหความหมายของกรุปในเชิงนามธรรม ใน
หัวขอนี้จะกลาวถึงบทนิยามของกรุป และทฤษฎีกรุปที่สําคัญโดยจะขอละการพิสูจนไว 

 
2.1.1 บทนิยาม กรุป (group) คือโครงสราง ( )o,G  ที่ประกอบดวยเซต ≠G ∅  กับการดําเนิน 
การทวิภาค o  ซึ่งสอดคลองสมบัติ  ดังนี้  

1. การดําเนินการ o  สอดคลองสมบัติการเปลี่ยนหมู (association) 
2. มีสมาชิก Ge∈  ซึ่ง eaaae oo ==  สําหรับทุกสมาชิก Ga∈  เรียก e  วาสมาชกิ

เอกลักษณ (identity) ของ G  ภายใต o  
3. แตละสมาชิก Ga∈  มี Gb∈  ซึ่ง abeba oo ==  เรียก b  วาตวัผกผัน (inverse) 

ของ a  ภายใต o  และจะแทนตวัผกผันของ a  ดวยสัญลักษณ 1a−  
ตอไปในกรณีที่จะไมทําใหเกิดการสับสนเราอาจจะการเขียนกรุป ( )o,G  เพยีง G  และ 

อาจเขียน ab  แทน ba o  
 

2.1.2 บทนิยาม  กรุป G  เปน กรุปอาบีเลียน (abelian group) ถาการดําเนินการ o   สอดคลอง
สมบัติสลับที่ (commutative) นั่นคือ baab =  สําหรับทุกสมาชิก Gb,a ∈   
 ถามีสมาชิก a  และ b  ใน G  ซึ่ง baab ≠  จะเรียก G  วากรุปนอนอาบีเลียน (non-
abelian group) 
 
2.1.3 ทฤษฎีบท  กําหนดให G  เปนกรุป แลว 
 1.  ( ) aa

11 =
−−   สําหรับทกุสมาชกิ Ga∈  

3 



 4

2.  ( ) 111 abab −−− =   สําหรับทกุสมาชกิ Gb,a ∈    
 
2.1.4 บทนิยาม  ให G  เปนกรุป และสําหรับแตละจํานวนเต็มบวก n  เราจะใชสัญลักษณ 

∏
=

n

1i
ia  แทนผลคูณ n21 a...aa  ของสมาชิก n21 a...,,a,a  ใน G  และกําหนดผลคูณในรูป

อุปนัยดังนี้ 

   n
1n

1i
i

n

1i
i aaa ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∏∏

−

==
   

 

 จากบทนิยาม 2.1.4 จะไดวา ,aa 1
1

1i
i =∏

=
,aaa 21

2

1i
i =∏

=
( ) ,aaaa 321

3

1i
i =∏

=
=∏

=

4

1i
ia   

( )( ) ...,aaaa 4321=   เปนตน 
 เนื่องจากการดําเนินการของ G  สอดคลองกฎการเปลี่ยนหมู ซึ่งแสดงวาสัญลักษณ 
( ) 321 aaa  และ ( )321 aaa  แทนสมาชิกตัวเดียวกันในกรุปนั้น ทําใหเราอาจละวงเล็บในการเขียน

ผลคูณของ 3 สมาชิก แลวการเขียนผลคูณ ∏
=

n

1i
ia เมื่อ 3n ≥  อาจจะละวงเล็บไดเชนเดียวกับกรณี 

3n =  หรือไม เราจะแสดงความจริงนี้ในชื่อวา “การวางนัยทั่วไปของกฎการเปลี่ยนหมู” 
 
 

2.1.5 ทฤษฎีบทการวางนัยทั่วไปของกฎการเปลี่ยนหมู 
ให G  เปนกรุป ถา n21 a...,,a,a  เปนสมาชิก n  ตัวใน G  สําหรับจํานวนเต็มบวก n

แลวการเปลี่ยนหมูในอันดับ n21 a...,,a,a  จะเปนเชนใดก็ตาม ผลคูณของสมาชิก n  ตัวจะเทา 

กันและเทากับ ∏
=

n

1i
ia n21 a...aa=  

 
 โดยหลักอุปนยัเชิงคณิตศาสตรและทฤษฎีบทการวางนยัทั่วไปของกฎการเปลี่ยนหมู เรา
สามารถขยายทฤษฎีบท 2.1.3 ขอ 2 สําหรบัทุกจาํนวนเต็มบวก n  ไดดังนี้ 
 
2.1.6 บทแทรก  ให G  เปนกรุป ถา n  เปนจํานวนเต็มบวก และ Ga,...,a,a n21 ∈  แลว 
( ) 1

1
1

2
1

1n
1

n
1

n21 aa...aaa...aa −−−
−

−− =  
 
2.1.7 บทนิยาม  ให G  เปนกรุป จะเรียกขนาด (cardinality) ของเซต G  วาอันดับ (order) 
ของกรุป และเขียนเทนดวย G  
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 ถาอันดับของกรุป G  เปนจํานวนจํากัดแลวอันดับของ G  เทากับจํานวนสมาชิกของ G   
จะเรียก G  วากรุปจํากัด (finite group) แตถา G  ไมเปนกรุปจํากัด จะเรียก G  วากรุปอนันต
(infinite group) 
 
2.1.8 บทนิยาม  ให G  เปนกรุปที่มี e  เปนเอกลักษณ และ Ga∈  จะใชสัญลักษณ 0a  แทน e  
และสําหรับจํานวนเต็มบวก n  จะแทน 1naa −  ดวย na  และอานวา กําลัง n  ของ a  หรือ a  ยก
กําลัง n  และจะใชสัญลักษณ na−  แทนตัวผกผันของ na  
 
2.1.9 ทฤษฎบีท  กําหนด Ga∈  และ m  และ n  เปนจํานวนเต็ม แลว 
 1.  ( ) ( )n11nn aaa −−− ==  
 2.  mnmn aaa +=  
 3.  ( ) nmmn aa =  
 
2.1.10 ทฤษฎีบท  ถา G  เปนกรุปจํากัดและ Ga∈  แลวจะมีจาํนวนเต็มบวก k  ซึง่ eak =    
 
2.1.11 บทนิยาม  ให A  เปนเซตที่ไมใชเซตวาง เรากลาววา σ  เปนการเรียงสับเปลี่ยน 
(permutation) บน A  ถา σ  เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งแบบทั่วถึงจาก A  ไป A  
 
2.1.12 ทฤษฎีบท  สําหรับแตละจํานวนเต็มบวก n  ให { }n...,,3,2,1A =  และให nS  แทนเซต
ของวิธีเรียงสับเปล่ียนทั้งหมดบน A  และให o  แทนการประกอบ (composition) ระหวาง
ฟงกชันแลว ( )o;Sn  เปนกรุป  และเราเรียก ( )o;Sn  วากรุปสมมาตร (symmetric group)  
ขนาด n   
 
 ให n  เปนจํานวนเต็มบวก และ { }n...,,3,2,1A =  เรานิยมเขียนสมาชิกของ nS  ในรูป
ของเมทริกซขนาด n2×  กลาวคือ ใหแถวแรกแทนสมาชกิใน A  ทัง้หมด และในแถวที่สอง 
ตําแหนงที ่ i2  เมื่อ ni1 ≤≤  แทนคา ( )iσ  ของการเรียงสบัเปลี่ยน นัน่คือถา nS∈σ  เราเขียน
แทน σ  ดวยเมทริกซไดดังนี ้

( ) ( ) ( )⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
σσσ

=σ
n...

n...
21

21  
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 การเรียนสับเปลี่ยนเอกลักษณ (identity permutation) ใน nS  เขียนไดในรูปของเมทริกซ
ไดดังนี้ 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
n...
n...

21
21  

และนิยมเขยีนแทนดวยสัญลกัษณส้ันๆ เปน ( )1  
 
2.2  กรุปยอย 

 
ในหวัขอนี้เราจะกลาวถงึเซตยอยของกรปุที่มีสมบัติแบบเดียวกับกรุป  ซึ่งเราจะเรียกกรุป

นั้นวากรุปยอย โดยมกีารใหบทนิยามและกลาวถงึทฤษฎีบทที่จาํเปนที่จะนาํไปใชชวยในการพิสูจน
ทฤษฎีบทในบทตอไป 

 
2.2.1 บทนิยาม  ให G  เปนกรุป และ ∅ GH ⊆≠  จะเรียก H  วากรุปยอย (subgroup) ของ  
G  ถา H  เปนกรุปภายใตการดําเนินการทวิภาคของ G  ซึ่งกํากัดลงบน H  เขียนแทนดวย
สัญลักษณ GH ≤   และถา { }eH ≠  และ GH ≠  เราจะเรียก H  วากรุปยอยแท (proper 
subgroup) ของ G  เขียนแทนดวยสัญลักษณ GH <  
 
2.2.2 ทฤษฎีบท  กําหนด G  เปนกรุปและ ∅  GH ⊆≠  แลว H  เปนกรุปยอยของ G  ก็ตอเมื่อ 

Hx 1∈−  และ Hxy∈  สําหรับทุกๆ Hy,x ∈  
 
2.2.3 ทฤษฎีบท  กําหนด G  เปนกรุปและ ∅  GH ⊆≠  แลว H  เปนกรุปยอยของ G  ก็ตอเมื่อ 

Hxy 1 ∈−   สําหรับทุกๆ Hy,x ∈  
 
2.3  กรุปวัฏจักร 
 
 ในหวัขอนี้เราจะกลาวถงึบทนิยามและทฤษฎีบทเกีย่วกบักรุปยอยวัฏจักร เรากลาววา G   
เปนกรุปวัฏจกัร เมื่อแตละสมาชิกของ G  เขยีนไดในรูปกาํลังตางๆ ของ Ga∈  ซึ่งเปนตัวกอกาํเนิด
ของ G  และเรายงัไดวากรุปวัฏจักรเปนกรุปอาบีเลียนดังบทนิยามและทฤษฎีบทตอไปนี ้
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2.3.1 บทนิยาม  ให G  เปนกรุปและ Ga∈  ถามี n  เปนจํานวนเต็มบวกตัวนอยสุดซึ่ง ean =  
เรากลาววา n  เปนอันดับ (order) ของ a  และจะแทนอันดับของ a  ดวยสัญลักษณ ( ) nao =

และในกรณีที่ไมมีจํานวนเต็มบวก n  ใด ๆ ที่ทําให ean =  เราจะกลาววา a  มีอันดับอนันต 
(infinite order)   
 
2.3.2 ทฤษฎีบท  ให G  เปนกรุป และ Ga∈  ให m  และ n  เปนจํานวนเต็มบวก ถา ( ) na =ο  
แลว eam =  ก็ตอเมื่อ mn  
 

2.3.3 ทฤษฎีบท  ให G  เปนกรุบและ Ga∈  แลว { na n  เปนจํานวนเต็ม } เปนกรุปยอย
ของG  
 

2.3.4 บทนิยาม  ให G  เปนกรุปและ Ga∈  จะเขียนแทนกรุปยอย { na n เปนจํานวนเต็ม }  
ดวยสัญลักษณ a  และเรียกวากรุปยอยวัฏจักรของG ที่กอกําเนิดโดย a  (cyclic subgroup 
of G  generated by a ) 
 
2.3.5 บทแทรก  ให G  เปนกรุปวัฏจักรจํากัดที่มีอันดับ n  ถา a  เปนตัวกอกําเนิดของ G  แลว   

1n210 a,...,a,a,ae −=  เปนสมาชกิทีต่างกนัทัง้หมดของ G  และ  { ...,,a,a,aa 210=  

}1na −  
 
2.3.6 ทฤษฎีบท  ให G  เปนกรุปและ Ga∈  แลว ( ) aa =ο  
 
2.3.7 ทฤษฎบีท  ให G  เปนกรุปและ ∅ GA ⊆≠   กาํหนด HA ∩=  เมื่อ { GKH ≤∈  

}KA ⊆  แลว A  เปนกรุปยอยของ G  ทีก่อกําเนิดโดย A  และไดวา A  เปนกรุปยอยเลก็
สุด ของ G   ทีม่ี A  เปนเซตยอย 
 ในกรณีเฉพาะถา { }n21 a,...,a,aA =  แลวเราจะเขียน A   ดวย n21 a,...,a,a    
  
2.3.8 ทฤษฎีบท  ให G  เปนกรุปและ ∅  GA ⊆≠  แลว { nn2211 a...aaA ααα= ia  

,A∈ ,aa 1ii +≠ iα  เปนจํานวนเต็ม สําหรับ ni1 ≤≤  และ n  เปนจํานวนเต็มบวก } 
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2.3.9 บทแทรก  ให G  เปนกรุปและ Ga,...,a,a n21 ∈   แลว  { 1
1n21 ba,...,a,a α=   

mm22 b...b αα { }n21i a,...,a,ab ∈ , ,bb 1ii +≠ iα  เปนจํานวนเต็ม สําหรับ mi1 ≤≤   
และ m  เปนจํานวนเต็มบวก }  
 
2.3.10 บทแทรก  ให G  เปนกรุปอาบีเลียนและ Ga,...,a,a n21 ∈  แลว n21 a,...,a,a  
{ nn2211 a...aa ααα=  iα  เปนจํานวนเต็ม สําหรับ ni1 ≤≤ }  

 
2.3.11 บทนิยาม  ให G  เปนกรุป เราจะเรียก G  วากรุปวัฏจักร (cyclic group) ถามี Ga∈  
ซึ่ง aG =  และเรียก a  วาตัวกอกําเนิด (generator) ของ G  
 
2.3.12 ทฤษฎีบท  ถา G  เปนกรุปวัฏจักร แลว G  เปนกรุปอาบีเลียน 
 
2.3.13 ทฤษฎีบท  ถา G  เปนกรุปวัฏจักรและ GH ≤  แลว H  เปนกรุปวัฏจักร 
 
2.3.14 บทนิยาม  ให G  เปนกรุป GH ≤  และ Ga ∈  จะเรียกเซต 
  { }HhahaH ∈=  วา โคเซตซาย (left coset) ของ H  ใน G  
และจะเรียกเซต { }HhhaHa ∈=  วา โคเซตขวา (rigth coset) ของ H  ใน G  

จํานวนโคเซตซายทั้งหมดของ H  ใน G  เทากบัจํานวนโคเซตขวาทัง้หมดของ H  ใน G  
และจะเรียกจาํนวนเต็มนีว้าดรรชนี (index) ของ H  ใน G  เขียนแทนดวยสญัลักษณ [ ]H:G     
 
2.3.15 ทฤษฎีบทลากรองจ (Lagrange’s Theorem) 

ให m  และ n  เปนจํานวนเต็มบวก ถา G  เปนกรุปที่มีขนาดเทากบั n  และ GH ≤  ซึง่ 
mH =  แลว nm  

 
2.3.16 ทฤษฎีบท  ให G  เปนกรุปซึ่ง pG =  เมื่อ p  เปนจํานวนเฉพาะแลว G เปนกรุปวัฏจักร 
 
2.3.17 ทฤษฎีบท  ให G  เปนกรุปและให H  และ K  เปนกรุปยอยอันดับจํากัดของ G  ซึ่ง
ตางกัน ถา ( ) 1K,H =  หรือ H  และ K เปนจํานวนเฉพาะสัมพัทธ แลว { }eKH =∩  
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2.3.18 บทนิยาม  ให G  เปนกรุป และ GK,H ⊆  ซึ่ง H  และ K  ไมเปนเซตวาง กําหนด HK  
เปนเซตนิยามโดย { }Kb,HaabHK ∈∈=  
 โดยทัว่ไป KHHK ≠  
 
2.3.19 ทฤษฎีบท  ให H  และ K  เปนกรุปยอยของ G  แลว HK  เปนกรุปยอยของ G  กต็อเมือ่ 

KHHK =  
 
2.3.20 บทแทรก  ให G  เปนกรุป ถา H  และ K  เปนกรุปยอยอันดับจํากัดของ G  ซึ่ง 

{ }eKH =∩  แลว KHHK =  
 
2.4  กรุปยอยปกติและกรุปผลหาร 
 
 ในหวัขอนี้เรากลาวถึงกรุบยอยที่มีโคเซตซายเทากบัโคเซตขวาซึ่งกรุบยอยที่มีลักษณะเชน 
นี้เราใหชื่อวากรุปยอยปกต ิ และกลาวถงึกรุปผลหาร ซึง่มีบทนิยามและทฤษฎีบทดงันี ้
 
2.4.1 บทนิยาม  ให G  เปนกรุป และ N  เปนกรุปยอยของ G  จะกลาววา N  เปนกรุปยอย
ปกติ (normal subgroup) ของ G  ก็ตอเมื่อ NaaN =  สําหรับทุกสมาชิก a  ใน G  
 
2.4.2 บทนิยาม  ให G  เปนกรุป และ N  เปนกรุปยอยของ G  และ Ga ∈  เราเรียกเซตยอยของ 
G  ซึ่งนิยามดังนี้ 

{ }NhahaaNa 11 ∈= −−  
วา สังยุค (conjugate) ของ N   
 
2.4.3 ทฤษฎีบท  ให N  เปนกรุปยอยของ G  ขอความตอไปนี้สมมูลกัน 
  1.  N  เปนกรุปยอยปกติของ G   

2.  NaNa 1 ⊆−  สําหรับสมาชิกทุกๆ a  ใน G   
3.  NaNa 1 =−  สําหรับสมาชิกทุกๆ a  ใน G  

 
2.4.4 ทฤษฎีบท  ให G  เปนกรุป และ N  เปนกรุปยอยของ G  ถา [ ] 2N:G =  แลว N  เปน
กรุปยอยปกติของ G      
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2.4.5 ทฤษฎีบท  ถา G  เปนกรุปอาบีเลียนและ N  เปนกรุปยอยของ G  แลว N  เปนกรุปยอย
ปกติของ G   
 
2.4.6 ทฤษฎีบท  ให G  เปนกรุป  จะไดวา  ถา  1N   และ  2N  เปนกรุปยอยปกติของ G  แลว 

21 NN ∩  เปนกรุปยอยปกติของ G  
 
2.4.7 ทฤษฎีบท  ให N  เปนกรุปยอยของ G  แลว N  เปนกรุบยอยปกติของ G  ก็ตอเมื่อ 
สําหรับสมาชิก a  และ b  ใน G  จะได ( )( ) ( )NabbNaN =  
 
 ถากาํหนดสัญลักษณ N

G  แทนเซตของโคเซตซายทั้งหมดของ N  ใน G  นั่นคอื N
G  

{ }GaaN ∈=   และกาํหนดการดําเนินการระหวางเซตนีโ้ดยการคูณดังทฤษฎีบท 2.4.7 แลว  

N
G  เปนกรุป และทําใหไดทฤษฎีบทตอไปนี้ 
 
2.4.8 ทฤษฎีบท  ให N  เปนกรุปยอยปกติของ G  แลว N

G   เปนกรุปภายใตการคูณระหวางโค
เซต ซึ่งนิยามดังนี้ ( )( ) ( )NabbNaN =  เมื่อ a  และ b  เปนสมาชิกใน G   
 
2.4.9 บทนิยาม  เรียกกรุป N

G  วากรุปผลหาร (factor group) ของ N  ใน G  
 
2.4.10 ทฤษฎีบท  ถา G  เปนกรุปอาบีเลียนและ N  เปนกรุปยอยของ G  แลว N

G  เปนกรุป
อาบีเลียน  
 
2.4.11 ทฤษฎีบท  ถา G  เปนกรุปวัฏจักรและ N  เปนกรุปยอยของ G  แลว N

G  เปนกรุปยอย 
วัฏจักรของ 
 

2.4.12 ทฤษฎีบท  ถา G  เปนกรุปจํากัด แลว [ ]H:G
H
G

H
G ==  

 
2.5  สาทิสสณัฐานและสมสัณฐาน 
 
 ในหวัขอนี้เราศึกษาความสมัพันธระหวางกรุปสองกรุป แตเนื่องจากกรุปคือ เซตกับการ 
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ดําเนนิการทวภิาค ดังนัน้ การศึกษาความสัมพนัธระหวางกรุปทัง้สองก็คือ การศึกษาฟงกชนัจาก
กรุปหนึง่ไปยงัอีกกรุปหนึ่ง โดยที่ฟงกชนันัน้รักษาสมบัติของการดําเนนิการทวิภาคของกรุปทัง้สอง 
 
2.5.1 บทนิยาม  ให G  และ H  เปนกรุป และให HG:f →  เรากลาววา f  เปนสาทิสสัณฐาน 
(homomorphism) จาก G  ไปยัง H  ถา ( ) ( ) ( )bfafabf =  สําหรับทุก Gb,a ∈  
 
2.5.2 บทนิยาม  ให G  และ H  เปนกรุป และให HG:f →  เปนสาทิสสัณฐาน ถา f  เปนเปน
ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก G  ไปทั่วถึง H  เรากลาววา f เปนสมสัณฐาน (isomorphism) จาก G  
ไป H  และเรียกวา G  สมสัณฐานกัน (isomorphic) กับ H  ถามีฟงกชันสมสัณฐานจาก G  ไป 
H  เขียนแทนดวยสัญลักษณ  HG ≅   
 
2.5.3 ทฤษฎีบท  ให f  เปนสาทิสสัณฐานจากกรุป G  ไปยังกรุป H  แลว 
 1.  ( ) eef ′=  เมื่อ e  และ e′  เปนสมาชิกเอกลักษณใน G  และ H  ตามลําดบั 
 2.  ( ) ( )( ) 11 gfgf −− =  สําหรับทกุ Gg∈  
 3.  ( ) ( ){ } HGggfGf ≤∈=  
 
2.5.4 ทฤษฎีบท  ให H,G  และ K  เปนกรุป แลว 
 1.  GG ≅  
 2.  ถา  HG ≅  แลว  GH ≅  
 3.  ถา  HG ≅  และ KH ≅  แลว HG ≅  
 
2.5.5 ทฤษฎีบท  ถา G  และ H  เปนกรุปวัฏจักรซึ่ง HG =  แลว HG ≅  
 
2.5.6 ทฤษฎีบท  ให f  เปนสาทิสสัณฐานจากกรุป G  ไปยังกรุป H  และ n เปนจํานวนเต็มบวก   
แลว ( ) ( ) ( ) ( )n21n21 gfgfgfgggf ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅  สําหรับ Gg...,,g,g n21 ∈  
 
2.5.7 บทนิยาม  ให f  เปนสาทิสสัณฐานจากกรุป G  ไปยังกรุป H  ถา S  เปนกรุปยอยของ H  
นิยาม ( ) ( ){ }SxfSxSf 1 ∈∈=−  และเรยีกวาภาพผกผันสาทสิสณัฐาน (homomorphic 
inverse image ) ของ S  
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2.5.8 ทฤษฎีบท  ถา f  เปนสาทิสสัณฐานจากกรุป G  ไปยังกรุป H  และ K  เปนกรุปยอยของ 
H  แลว ( )Kf 1−  เปนกรุปยอยของ G  
 
2.5.9 บทนิยาม  ให G  และ H  เปนกรุป และ He  เปนเอกลักษณของ H  และให HG:f →  
เปนสาทิสสัณฐาน และให 

( ){ }HexfGxfker =∈=  
เราเรียก fker  วาแกนกลาง (kernel) ของ f  
 
2.5.10 ทฤษฎีบท  ให G  และ H  เปนกรุป ถา HG:f →  เปนสาทิสสัณฐาน แลว fker  เปน
กรุปยอยปกติของ G  
 
2.5.11 ทฤษฎีบท  ให N  เปนกรุปยอยปกติของกรุป G  แลวจะมีฟงกชันสมนัยหนึ่งตอหนึ่ง
ระหวางเซตของกรุปยอย H  ของ G  ซึ่ง HN ⊆  และเซตของกรุปยอย K  ของกรุปผลหาร N

G  
 
2.5.12 บทแทรก   

1. H  เปนกรุปยอยของ G  ซึ่ง HN ⊆  ก็ตอเมื่อ N
H  เปนกรุปยอยของ N

G  
2. ( ) HN

H1 =η−  เมื่อ η  เปนสาทิสสัณฐานธรรมชาติของ G   ไปบน N
G  

 
 2.6  ความสมัพันธสมมลูและเซตอันดับ 

 
หัวขอนีเ้ราศึกษาความสัมพนัธสมมูลซึ่งจะขอกลาวถึงบทนยิามความสัมพันธสมมูลและ

ผลแบงกั้น และศึกษาความสัมพันธที่เปนอันดับและเซตอันดับ ซึ่งเปนความสมัพันธทีม่ีสมบัติ
สะทอน  สมบติัปฏิสมมาตร  และสมบัติถายทอด 
 
2.6.1 บทนิยาม  ให X  เปนเซตที่ไมใชเซตวาง และ ~  เปนความสัมพันธ (relation) บน X  เรา
เรียก ~  วาความสัมพันธสมมูล (equivalence relation) บน X  ถา ~  สอดคลองกับสมบัติ
ตอไปนี้ 
 1.  สมบัติสะทอน (reflexive) นั่นคือ a~a  สําหรับทุกๆ X∈  
 2.  สมบัติสมมาตร (symmetric) นัน่คือ สําหรับทุกๆ Xb,a ∈   ถา b~a  แลว a~b  
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 3.  สมบัติถายทอด (transitive) นัน่คือ สําหรับทุกๆ Xc,b,a ∈   ถา b~a  และ c~b  
แลว c~a  
 
2.6.2 บทนิยาม  ให a  และ b  เปนจํานวนเต็ม และ m  เปนจํานวนเต็มบวก เรากลาววา a  สมภาค 
(congruence) กับ b  มอดุโล m  ถา m  เปนตัวหารของ ba −  และเขียนแทนดวยสัญลักษณ 

( )mmodba ≡  
 
2.6.3 บทนิยาม  ให X  เปนเซตที่ไมใชเซตวาง และ ( )XP  เปนสัญลักษณแทนเซตกําลัง (power 
set) ของ X  เรากลาววา ∅  ( )XPP ⊆≠  เปนผลแบงกั้น (partition) ของ X  ถา 
 1.  ∅  P∉  
 2.  BA =  หรือ =∩BA ∅  สําหรับทุกๆ PB,A ∈  
และ 3.  XA

PA
=∪

∈
 

 
2.6.4 บทนิยาม  กําหนด S  เปนเซตและ ≤  เปนความสัมพันธบน S  เราเรียก ≤  วาอันดับ 
(order) บน S  ถา ≤  สอดคลองสมบัติตอไปนี้ 
 1.  สมบัติสะทอน (reflexive) นั่นคือ aa ≤  สําหรับทุกๆ Sa∈   
 2.  สมบัติปฏิสมมาตร (anti-symmetric) นั่นคือ ถา ba ≤  และ ab ≤  แลว ba =  
สําหรับทุกๆ Sb,a ∈    
 3.  สมบัติถายทอด (transitive) นั่นคือ ถา ba ≤  และ cb ≤  แลว ca ≤  สําหรับทุกๆ 

Sc,b,a ∈    
และเรียกโครงสราง ( )≤,S  วา เซตอันดับ (ordered set)   
 โดยทัว่ไปอันดบับนเซต S  เขียนแทนดวยสญัลักษณ  ≤   และสัญลักษณ  ( )∈≤b,a   จะ
เขียนแทนดวย  ba ≤   
 
2.6.5 ตัวอยาง   ให R  เปนความสัมพันธบนเซตของจํานวนเต็ม Z  ซึ่งนิยามโดย  

( ){ }0abZZb,aR ≥−×∈=  
 แลว R  เปนอนัดับบน Z  
 
2.6.6 ตัวอยาง  ให  S  เปนเซตและให ( )SP   เปนเซตกําลังของ S  ให  R  เปนความสัมพันธบน 
( )SP   ซึ่งนิยามโดย ( ) ( ) ( ){ }BASPSPB,AR ⊆×∈=  แลว R เปนอันดับบน ( )SP   
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2.6.7 บทนิยาม  เรากลาววาเซตยอย H  ของเซตอันดับ ( )≤,S   เปนเซตยอยอันดับเชิงเสน 
(linearly ordered set) หรือ โซ (chain)  ถา yx ≤  หรือ xy ≤  สําหรับทุกๆ สมาชิก Hy,x ∈   
 เซตอันดับในตัวอยาง 2.6.5  เปนเซตยอยอันดับเชงิเสน แตเซตอันดับในตัวอยาง 2.6.6  
ไมเปนเซตยอยอันดับเชงิเสน เพราะวาถา S  มีสมาชิกที่แตกตางกนั  คือ a  และ b  แลว { }a  และ 
{ }b  ไมเปรียบเทียบกัน 
 
2.6.8 บทนิยาม  กําหนด ( )≤,S  เปนเซตอันดับ และ SH ⊆  ถา Sc∈  และ ca ≤  สําหรับทุกๆ 

Ha ∈  เราจะเรียก c  วาขอบเขตบน (upper bound)  ของ  H   ใน  S  
 ถามี d  เปนขอบเขตบนของ H  ซึ่ง cd ≤ สําหรับทกุๆ ขอบเขตบน c  ของ H  จะเรียก d  
วาขอบเขตบนนอยสุด (least upper bound)  ของ H  
 ในทางกลบักนัถา Sl∈  และ al ≤  สําหรับทุกๆ Ha ∈  เราจะเรียก l  วาขอบเขตลาง
(Lower bound)  ของ H   ใน  S  
 และถามี s  เปนขอบเขตลางของ H  ซึ่ง sl ≤  สําหรับทุกๆ ขอบเขตลาง l  ของ H  แลว
จะเรียก s  วาขอบเขตลางมากสุด (greatest lower bound) ของ H  
 
2.6.9 บทนิยาม  กําหนด ( )≤,S  เปนเซตอันดับและ SP ⊆  เราเรียก Pu∈  วาสมาชิกใหญสุด
เฉพาะกลุม (maximal element)  ของ P  ถา vu =  เมื่อ Pvu ∈≤   
 และจะเรียกสมาชิก Ps∈  วา สมาชิกนอยสดุเฉพาะกลุม (minimal element) ของ P   
ถา  vs =  เมื่อ Pvs ∈≥  
  
2.6.10 Zorn’s Lemma:  ถาทุกๆ เซตยอยอันดับเชิงเสนในเซตอันดับ ( )≤,S  มีขอบเขตบนใน S   
แลว S  มีสมาชิกใหญสุดเฉพาะกลุม 
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บทที่ 3  
 

กรุปยอยนอรมัลไลเซอรและคอมมิวเตเตอร 
 
 ในบทนี้เรากลาวถึงบทนิยามและทฤษฎีบทของกรุปยอยนอรมัลไลเซอร  และบทนิยาม
และทฤษฎีบทเกี่ยวกับกรุปยอยคอมมิวเตเตอร   
 
3.1  กรุปยอยนอรมัลไลเซอร 
  

ในหัวขอนี้เรากลาวถึงบทนิยามและทฤษฎีบทของกรุปยอยนอรมัลไลเซอร และกลาวถึง
ศูนยกลางของกรุป 
 
3.1.1 ทฤษฎีบท  ให G  เปนกรุป และ GH ≤  แลวเซต [ ] { }HHggGgHN 1 =∈= −   เปน
กรุปยอยของ G  และ H  เปนกรุปยอยปกติของ [ ]HN  
 
บทพิสจูน  ให G  เปนกรุป และ GH ≤  และใหเซต [ ] { }HHggGgHN 1 =∈= −   

ตองการแสดงวา [ ] GHN ≤  เนื่องจาก Ge∈  และ HHee 1 =−   ดังนั้น  [ ]HNe∈  ซึ่ง
แสดงวา [ ] ≠HN ∅  ให [ ]HNb,a ∈  แลว Gb,a ∈  ซึ่ง HHaa 1 =−  และ HHbb 1 =−  ฉะนัน้  

HbbHaa 11 −− =  ทาํใหได ( ) 11111 HababHabbaH −−−−− == นัน่คือ ( ) HHabab 111 =−−−  
เนื่องจาก Gab 1 ∈−  ดังนั้น [ ]HNab 1 ∈−  เพราะฉะนั้น [ ]HN  เปนกรุปยอยของ G   

ตอไปจะแสดงวา H  เปนกรุปยอยปกติของ [ ]HN   ให  Hh∈  แลว  HHhh 1 =−  ซึ่ง
แสดงวา [ ]HNh∈  ดังนั้น [ ]HNH ⊆  เนื่องจาก GH ≤  และ  [ ] GHN ≤  ดังนัน้ [ ]HNH ≤  
และจากบทนยิามของ [ ]HN  จะไดวา HHgg 1 =−  สําหรับทุกๆ [ ]HNg∈  ดังนัน้  H  เปนกรุป
ยอยปกติของ [ ]HN                          
 
3.1.2 บทนิยาม เราเรียกกรุปยอย [ ] { }HHggGgHN 1 =∈= −  วานอรมัลไลเซอร          
(normalizer) ของ  H  ใน G  

15 
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3.1.3 ทฤษฎีบท  ให K  และ H  เปนกรุปยอยของ G  และ H  เปนกรุปยอยปกติของ K  แลว 
K  เปนกรุปยอยของ [ ]HN   
 
บทพิสจูน  ให K  และ H  เปนกรุปยอยของG  และให H  เปนกรุปยอยปกติของ K  เราจะ
แสดงวา [ ]HNK ≤   ให Kk∈  แลว HHkk 1 =−  ฉะนัน้ [ ]HNk∈  ทาํใหไดวา [ ]HNK ⊆   
เนื่องจาก GK ≤  และ [ ] GHN ≤  ดังนัน้  [ ]HNK ≤              
  
 โดยทฤษฎีบท 3.1.1 และ 3.1.3 ทําใหไดวา [ ]HN  เปนกรุปยอยที่ใหญที่สุดของ G  ซึ่งม ี
H  เปนกรุปยอยปกติ 
 
3.1.4 ทฤษฎีบท  ให G เปนกรุป แลวเซต ( ) { xaaxGaGZ =∈= สําหรับทุก x  ใน }G  เปน
กรุปยอยปกติของ G  
 
บทพิสจูน  เนื่องจากเอกลักษณ  Ge∈  สอดคลองสมบัติ xeex =  สําหรับทุกๆ Gx∈   ดังนั้น  

( )GZe∈   ซึ่งทาํใหไดวา ( ) ≠GZ  ∅   ให ( )GZb,a ∈  จะไดวา xaax =  และ xbbx = สําหรับ 
Gx∈  ดังนั้น axbabx = xab=  ทําใหไดวา ( )GZab∈  และเนือ่งจาก ( )GZa∈  ดังนัน้  1a−  
( )GZ∈  เพราะฉะนัน้ ( )GZ  เปนกรุปยอยของ G  ตอไปจะแสดงวา ( ) ( )gGZGgZ =  ให 
Gg∈  ถา ( )GgZx∈  แลวจะม ี ( )GZa∈   ซึ่ง agga =  และ gax =  ฉะนั้น ( )gGZagx ∈=  

ดังนัน้ ( ) ( )gGZGgZ ⊆  ถา ( )gGZx∈  แลวจะมี ( )GZa∈  ซึ่ง agga =  และ agx = ฉะนัน้ 
gax = ( )GgZ∈  ดังนัน้ ( ) ( )GgZgGZ ⊆  ทําใหไดวา ( ) ( )gGZGgZ =  เพราะฉะนัน้ ( )GZ  

เปนกรุปยอยปกติของ  G                    
 
3.1.5 บทนิยาม  เราเรียก ( ) { xaaxGaGZ =∈= สําหรับทุก x  ใน }G  วาศูนยกลาง
(center)  ของ  G  
 
3.1.6 ทฤษฎีบท  ให G  เปนกรุป แลว 
 1.  ( )GZ  เปนกรุปอาบีเลียน 
 2.  G  เปนกรุปอาบีเลียน ก็ตอเมื่อ ( )GZG =  
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บทพิสจูน  1.  ให  ( )GZb,a ∈  แลว Gb,a ∈  ทาํใหไดวา baab =  ดังนัน้ ( )GZ  เปนกรุป    
อาบีเลียน 

2. ( )→   สมมติ G   เปนกรุปอาบเีลียน  และให  Ga∈   แลว  xaax =  สําหรับทุก 
Gx∈  ดังนัน้  ( )GZa∈  นัน่คือ ( )GZG ⊆  เนื่องจาก ( ) GGZ ⊆  ดังนัน้  ( )GZG =  

                 ( )←   ให  ( )GZG =   แลวโดยขอ 1. จะไดวา G  เปนกรุปอาบีเลียน         
 
3.2  กรุปยอยคอมมิวเตเตอร 
 
 ในหัวขอนี้เราจะใหบทนิยามของคอมมิวเตเตอรของสมาชิกและกรุปยอยคอมมิวเตเตอร  
รวมทั้งแสดงความสัมพันธของสมาชิกคอมมิวเตเตอรในกรุปดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 
 
3.2.1 บทนิยาม  กําหนด G  เปนกรุป และ Gb,a ∈  จะเรียก 11baba −−   วาคอมมิวเตเตอร 
(commutator)  ของ a  และ b  และเขียนแทนดวยสัญลักษณ ( )b,a  
 
3.2.2 ทฤษฎีบท  ให G  เปนกรุป และ Gc,b,a ∈  
 1.  ถา ( ) eb,a =  แลว baab =  

2.  ถา ( ) ( )GZc,a ∈  แลว  ( ) ( )( )c,ab,abc,a =  
3.  ถา ( ) ( )GZc,b ∈  แลว ( ) ( )( )c,bc,ac,ab =  
4.  ถา ( ) ( )GZb,a ∈  แลว  ( ) ( )nn b,ab,a =   และ ( ) ( )b,ab,a nn =   สําหรบัทุกจาํนวน

เต็มบวก n  

5.  ถา ( ) ( )GZb,a ∈  แลว ( ) ( ) ( ) nn1nn
2
1n baa,bab −=   สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  

 
บทพิสจูน  ให Gc,b,a ∈  

1.  ให  ( ) eb,a =  แลว ebaba 11 =−−  ดังนัน้ baab =  
 
 2.  ให ( ) ( )GZc,a ∈   แลว ( ) ( ) ( ) ( )aaabbcabcabcabcabc,a 111111 −−−−−− ===  

( ) 1111111 bcacaababcca −−−−−−− = ( ) ( ) ( )( )c,ab,ac,abababc,aaba 1111 === −−−−  
ดังนัน้ ( ) ( )( )c,ab,abc,a =  
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3.  ให  ( ) ( )GZc,b ∈    แลว    ( ) ( ) === −−−−− 11111 caabcbcababcc,ab  
( ) ( ) ( ) ( ) ==== −−−−−−−−−−− 11111111111 cac,bacccac,baccacbcbacaccabcb   
( ) ( ) ( )( )c,bc,ac,bcacacc,baca 1111 == −−−−   ดังนั้น  ( ) ( )( )c,bc,ac,ab =  

 
 4.  ให   ( ) ( )GZb,a ∈  สําหรบัแตละจํานวนเต็มบวก n  ให ( )nP  แทนขอความ 
( ) ( )nn b,ab,a =  

ข้ันที่ 1   เพราะวา  ( ) ( ) ( )11 b,ab,ab,a ==  ดังนั้น  ( )1P  เปนจริง 
ข้ันที่ 2   ให k  เปนจํานวนเตม็บวกซึง่ ( )kP   เปนจริง แลว ( ) ( )kk b,ab,a =  ทําใหได  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ===== −−−−+ k1kk1kkk1k bb,aaabb,abaabb,ab,ab,ab,ab,a   
( ) ( )1k1k11kk11kk111k b,abaabbbbaabbbabaaab ++−−+−−−−−−− ===  ดังนั้น 

( )1kP +  เปนจริง โดยอุปนัยเชงิคณิตศาสตรจะไดวา ( )nP  เปนจริงสาํหรับทุกจํานวนเต็มบวก n   
ดังนัน้ ( ) ( )nn b,ab,a =  สําหรับทุกจาํนวนเต็มบวก n    

โดยการพิสูจนทํานองเดยีวกนัเราไดวา ( ) ( )b,ab,a nn =  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  
 

 5.  ให ( ) ( )GZb,a ∈  สําหรับแตละจํานวนเตม็บวก n  ให ( )nP  แทนขอความ 
( ) ( ) ( ) nn1nn

2
1n baa,bab −=   

 ข้ันที่  1  เพราะวา  ( ) ( ) ( ) 11111
2
11 baa,bab −⋅⋅=     ดังนั้น  ( )1P   เปนจริง 

ข้ันที่  2  ให k  เปนจํานวนเตม็บวกซึง่ ( )kP  เปนจริง แลว ( ) ( ) ( ) kk1kk
2
1k baa,bab −=   

ทําใหได 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) babaa,ba,b

baba,baa,b

babaabbaa,b

babababaa,b

abbaa,b

ababab

kkk1kk
2
1

kkk1kk
2
1

k1kkk1kk
2
1

k1kkk1kk
2
1

kk1kk
2
1

k1k

−

−

−−−

−−−

−

+

=

=

=

=

=

=

    

 ( ) ( ) 1k1kk1kk
2
1

baa,b +++−=  
 ( ) ( ) 1k1kk1k

2
1

baa,b +++=  
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ดังนัน้  ( )1kP +   เปนจริง  โดยอุปนัยเชงิคณิตศาสตรจะไดวา ( )nP   เปนจริงสําหรับทุกจํานวน

เต็มบวก n  เพราะฉะนั้น ( ) ( ) ( ) nn1nn
2
1n baa,bab −=   สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n             



บทที ่4 
 

กรุปอาบีเลียนขนาดจํากดั 
 
ในบทนี้เราศึกษาผลคูณตรงของกรุป ทฤษฎีบทของโคชีและนําทฤษฎีบทของโคชีมาชวย

พิสูจนทฤษฎีบทซีโลว แลวประยุกตทฤษฎีบทของซีโลวในการพิสูจนวากรุปอาบีเลียนอันดับจํากัด 
เขียนไดในรูปผลคูณตรงของกรุปวัฏจักรขนาดจํากัด 
 
4.1  ผลคูณตรงของกรปุ 

 
ในหัวขอนี้เราศึกษาการนํากรุปจํานวนจํากัดกรุปมาสรางกรุปข้ึนใหม  เราเรียกวากรุปผล

คูณตรง ตลอดจนศึกษาทฤษฎีบทตาง ๆ ที่สําคัญของผลคูณตรง 
 
4.1.1 ทฤษฎีบท  ให  n21 G...,,G,G  เปนกรุป และ ผลคูณคาทีเซียน ( cartesian product )  
ของ n21 G...,,G,G  เขียนแทนดวย n21 G...GG ×××   นิยามโดย 

( ){ }n,...,2,1i;Ggg...,,g,gG...GG iin21n21 =∈=×××  
และให  ( ) ( ) ( )n21n21n21 G...GGG...GGG...GG: ×××→×××××××o   นิยามโดย   

( ) ( ) ( )nn2211n21n21 hg...,,hg,hgh...,,h,hg...,,g,g =o  
สําหรับทุกๆ ( )n21 g...,,g,g   และ  ( )n21 h...,,h,h   ใน  n21 G...GG ×××   แลว  
( )o;G...GG n21 ×××   เปนกรุป 
 
บทพิสจูน  ให  n21 G...,,G,G   เปนกรุป 
1.  ให ( )n21 g...,,g,g , ( )n21 h...,,h,h  และ ( )n21 i...,,i,i  เปนสมาชิกของ 

n21 G...GG ×××   แลว ( ) ( )( ) ( )n21n21n21 i...,,i,ih...,,h,hg...,,g,g oo  
         ( ) ( )n21nn2211 i...,,i,ihg...,,hg,hg o=  
         ( ) ( ) ( )( )nnn222111 ihg...,,ihg,ihg=  
         ( ) ( ) ( )( )nnn222111 ihg...,,ihg,ihg=  
         ( ) ( )nn2211n21 ih...,,ih,ihg...,,g,g o=

20 
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( ) ( ) ( )( )n21n21n21 i...,,i,ih...,,h,hg...,,g,g oo=  
ดังนัน้ o  สอดคลองสมบัติการเปลี่ยนหมูบน n21 G...GG ×××   
2.  ให ie  เปนเอกลักษณของ iG  สําหรับ n...,,2,1i =  แลว 
( ) n21n21 G...GGe...,,e,e ×××∈   ให  ( ) n21n21 G...GGg...,,g,g ×××∈   แลว 

( ) ( ) ( )nn2211n21n21 eg...,,eg,ege...,,e,eg...,,g,g =o  
                   ( )n21 g...,,g,g=  
        ( )nn2211 ge...,,ge,ge=  
        ( ) ( )n21n21 g...,,g,ge...,,e,e o=  
ดังนัน้ ( )n21 e...,,e,e  เปนเอกลักษณของ n21 G...GG ×××   ภายใต  o  
3.  ให  ( ) n21n21 G...GGg...,,g,g ×××∈   แลว  ii Gg ∈  สําหรับ  n...,,2,1i =  
เพราะวาแตละ n21 G...,,G,G  เปนกรุป ดังนัน้ i

1
i Gg ∈−  สําหรับทุกๆ n...,,2,1i =  ทาํใหได

วา  ( ) n21
1

n
1

2
1

1 G...GGg...,,g,g ×××∈−−−   โดยที่   
 ( ) ( ) ( )1

nn
1

22
1

11
1

n
1

2
1

1n21 gg...,,gg,ggg...,,g,gg...,,g,g −−−−−− =o   
          ( )n21 e...,,e,e=  
          ( )n

1
n2

1
21

1
1 gg...,,gg,gg −−−=  

          ( ) ( )n21
1

n
1

2
1

1 g...,,g,gg...,,g,g o−−−=  
ดังนัน้ ( )1

n
1

2
1

1 g...,,g,g −−−  เปนตัวผกผนัของ ( ) n21n21 G...GGg...,,g,g ×××∈  
ภายใต o  
เพราะฉะนัน้  ( )o;G...GG n21 ×××   เปนกรุป             
 
4.1.2 บทนิยาม  เราเรียกกรุป ( )o;G...GG n21 ×××  ในทฤษฎีบท 4.1.1 วาผลคูณตรง 
(direct product ) ของกรุป n21 G...,,G,G  
 
4.1.3 บทนิยาม  ให n21 G...,,G,G  เปนกรุป เรากลาววา G  เปน ผลคูณภายนอก (external 
direct product ) ของ n21 G...,,G,G  ถา G  สมสัณฐานกันกับผลคูณตรงของ 

n21 G...,,G,G  
 
4.1.4 ทฤษฎีบท  ให n  เปนจํานวนเต็มบวก และให n21 G...,,G,G  เปนกรุป แลวสําหรับแต
ละ  ni1 ≤≤  จะมีกรุปยอยปกติ iG  ของกรุป n21 G...GG ×××   ซึ่ง   
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 1.  iG  สมสัณฐานกนักับ iG  ทุกๆ ni1 ≤≤  
 2.  ( ) ( ){ }n21n1i1i21i e...,,e,eG...GG...GGG =∩ +−  สําหรับแตละ ni1 ≤≤  
 3.  n21n21 G...GGG...GG =×××   สําหรับแตละ ni1 ≤≤  
 
บทพิสจูน  ให n  เปนจาํนวนเต็มบวก และให n21 G...,,G,G  เปนกรุป สําหรับแตละ 

n,...,2,1i =   ให  ( ){ }iin1ii21i Gge,...,e,g...,,e,eG ∈= +  แลว  ii Gg ∈   ก็ตอเมื่อ  
( )n1ii21i e,...,e,g...,,e,eg +=  สําหรับบาง ii Gg ∈  เราจะพิสูจนวา iG  เปนกรุปยอยปกติ

ของกรุป n21 G...GG ×××  สําหรับแตละ n,...,2,1i =  
 เพราะวา n21 G...,,G,G  เปนกรุป แลวแตละ iG  จะมี ie  เปนเอกลักษณ สําหรับแต
ละ  n,...,2,1i =  ดังนัน้ ( ) in21 Ge...,,e,e ∈  เปนเอกลกัษณของ n21 G...GG ×××  ทาํให  

≠iG ∅  สําหรับทุกๆ n,...,2,1i =  
   i)  ให { }n,...,2,1i∈  และ ( ) ( ) in1ii21n1ii21 Ge,...,e,h...,,e,e,e,...,e,g...,,e,e ∈++ แลว 
( )( ) ( )n1iii21n1ii21n1ii21 e,...,e,hg...,,e,ee,...,e,h...,,e,ee,...,e,g...,,e,e +++ = ∈  

iG  ดังนัน้ iG  มีสมบัติปดภายใตการดําเนินการของ n21 G...GG ×××  
   ii) ให  ( ) in1ii21 Ge,...,e,g...,,e,e ∈+  แลว ii Gg ∈  ดังนัน้ม ี i

1
i Gg ∈−  ทําใหมี  

( ) in1i
1

i21 Ge,...,e,g...,,e,e ∈+
−   ซึง่ทาํให   

( )( )n1i
1

i21n1ii21 e,...,e,g...,,e,ee,...,e,g...,,e,e +
−

+  
  ( )n1i

1
ii21 e,...,e,gg...,,e,e +
−=  

  ( )n21 e...,,e,e=  
  ( )n1ii

1
i21 e,...,e,gg...,,e,e +
−=  

  ( )( )n1ii21n1i
1

i21 e,...,e,g...,,e,ee,...,e,g...,,e,e ++
−=  

ดังนัน้ ( )n1i
1

i21 e,...,e,g...,,e,e +
−  เปนตวัผกผันของ ( )n1ii21 e,...,e,g...,,e,e +  

เพราะฉะนัน้ iG  เปนกรุปยอยของกรุป n21 G...GG ×××  
   iii) ให ( ) in1ii21 Ge,...,e,g...,,e,e ∈+ และให ( ) n21n21 G...GGg...,,g,g ×××∈   
แลว  ( )( )( ) 1

n21n1ii21n21 g...,,g,ge,...,e,g...,,e,eg...,,g,g −
+  

           ( )( )( )1
n

1
2

1
1n1ii21n21 g...,,g,ge,...,e,g...,,e,eg...,,g,g −−−

+=  
           ( )1

nnn
1
1i1i1i

1
iii

1
1i1i1i

1
222

1
111 geg...,,geg,geg,geg...,,geg,geg −−

+++
−−

−−−
−−=  

           ( )1
nn

1
1i1i

1
ii

1
1i1i

1
22

1
11 gg,...,gg,gg,gg,...,gg,gg −−

++
−−

−−
−−=  

           ( ) in1ii21 Ge,...,e,g...,,e,e ∈= +  



 23

ดังนัน้ ( ) ( ) i
1

n21in21 Gg...,,g,gGg...,,g,g ⊆−  ทุกๆ ( ) ...GGg...,,g,g 21n21 ××∈  
nG×  เพราะฉะนั้น iG  เปนกรุปยอยปกติของกรุป 21 GG × nG...××  

 ตอไปเราจะพสูิจนวา 
1.  iG  สมสัณฐานกนักับ iG  ทุกๆ ni1 ≤≤  
2.  ( ) ( ){ }n21n1i1i21i e...,,e,eG...GG...GGG =∩ +−  สําหรับแตละ ni1 ≤≤  
3.  n21n21 G...GGG...GG =×××  สําหรับแตละ ni1 ≤≤  
1. ให  n,...,2,1i =  และให ii GG: →α  นยิามโดย ( ) in1ii21 ae,...,e,a,...,e,e =α +  
สําหรับทุกๆ ii Ga ∈  จะไดวา α  เปนฟงกชัน 
   1.1  ให  ( ) ( ) in1ii21n1ii21 Ge,...,e,b,...,e,e,e,...,e,a,...,e,e ∈++   แลวจะไดวา 
 ( )( )( )n1ii21n1ii21 e,...,e,b,...,e,ee,...,e,a,...,e,e ++α  
  ( )n1iii21 e,...,e,ba,...,e,e +=  
  iiba=  
  ( ) ( )n1ii21n1ii21 e,...,e,b,...,e,ee,...,e,a,...,e,e ++ αα=  
        เพราะฉะนัน้  α   เปนสาทิสสัณฐาน 
   1.2  ให  ( ) in1ii21 Ge,...,e,a,...,e,e ∈+  และ ( ) in1ii21 Ge,...,e,b,...,e,e ∈+   ซึ่ง   
        ( ) ( )n1ii21n1ii21 e,...,e,b,...,e,ee,...,e,a,...,e,e ++ α=α   แลว  ii ba =  
        ดังนัน้  ( ) ( )n1ii21n1ii21 e,...,e,b,...,e,ee,...,e,a,...,e,e ++ =  
        เพราะฉะนัน้  α   เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึ่ง 
   1.3  ให  ii Ga ∈   แลว  ( ) in1ii21 Ge,...,e,a,...,e,e ∈+   ซึง่       
        ( ) in1ii21 ae,...,e,a,...,e,e =α +  เพราะฉะนัน้ α  เปนฟงกชันทัว่ถงึ 
ดังนัน้ iG  สมสัณฐานกันกับ iG  ทกุๆ ni1 ≤≤  
2.  ให  ( ) ( )n1i1i21in21 G...GG...GGGg...,,g,g +−∩∈  แลว ( ) in21 Gg...,,g,g ∈  
และ  ( ) n1i1i21n21 G...GG...GGg...,,g,g +−∈  เพราะวา  ( ) in21 Gg...,,g,g ∈  แลว  
( ) ( )n1ii21n21 e,...,e,g,...,e,eg...,,g,g +=  ดังนัน้ kk eg =   ทุกๆ nik1 ≤≠≤  
เพราะวา  ( ) n1i1i21n21 G...GG...GGg...,,g,g +−∈  แลวจะมี  kk Gg =  สําหรับ  

nik1 ≤≠≤  ซึ่ง ( ) n1ii1i21n1i1i21n21 g...geg...ggg...gg...ggg...,,g,g +−+− ==  
( ) ( )n1ii1i21n21 g,...,g,e,g,...,g,gg...,,g,g +−=  
เพราะฉะนัน้  ( ) ( )n1ii1i21n1ii21 g,...,g,e,g,...,g,ge,...,e,g...,,e,e +−+ =  
จะไดวา ii eg =  เพราะฉะนัน้ ( ) ( )n21n21 e,...,e,eg...,,g,g =  
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และในทางกลบักัน ( ) in21 Ge,...,e,e ∈  และ ( ) n1i1i21n21 G...GG...GGe,...,e,e +−∈  
จะไดวา ( ) ( )n1i1i21in21 G...GG...GGGe,...,e,e +−∩∈  
เพราะฉะนัน้  ( ) ( ){ }n21n1i1i21i e...,,e,eG...GG...GGG =∩ +−  โดยที ่ n,...,2,1i =  
3.  ให  ( ) n21n21 G...GGg...,,g,g ×××∈   แลว   
      ( ) ( )( ) ( ) n21n21n321n21n21 g...ggg,...,e,e...e,...,e,g,ee,...,e,gg...,,g,g ==  
เพราะฉะนัน้  ( ) n21n21 G...GGg...,,g,g ∈    
และในทางกลบักันให n21n21 G...GGg...gg ∈  แลว ( )( )e,...,e,g,ee,...,e,gg...gg 21n21 =  
( ) ( ) n21n21n G...GGg...,,g,gg,...,e,e... ×××∈=  เพราะฉะนัน้ =××× n21 G...GG  

n21 G...GG  สําหรับแตละ ni1 ≤≤                           
 
เมื่อเราศึกษาผลคูณภายนอกและทฤษฎีบทเกีย่วกับผลคูณภายนอกแลวตอไปเราจะ

ศึกษาผลคูณของกรุปซึ่งเรียกวาผลคูณภายในและศึกษาทฤษฎีบทที่เกี่ยวของกับผลคูณภายใน 
 
4.1.5 บทนิยาม  ให G  เปนกรุปที่มี e  เปนเอกลักษณ และ n21 G...,,G,G  เปนกรุปยอยปกติ
ของ G  เรากลาววา G  เปนผลคูณภายใน ( internal direct product ) ของ  n21 G...,,G,G   
ถา 
 1.  n21 G...GGG =  
 2.  ( ) { }eG...GG...GGG n1i1i21i =∩ +−   สําหรับแตละ  ni1 ≤≤  
 
4.1.6 ทฤษฎีบท  ให n21 G...,,G,G  เปนกรุปยอยปกติของกรุป G  ที่มี e  เปนเอกลักษณ  ถา 
G  เปนผลคูณภายในของ n21 G...,,G,G  แลว 
 1.  { }eGG ji =∩   สําหรับทกุๆ nji1 ≤≠≤  
 2.  ijji hhhh =  สําหรับทกุๆ ii Gh ∈  และ jj Gh ∈  และ nj,i1 ≤≤  
 
บทพิสจูน  ให  n21 G...,,G,G  เปนกรุปยอยปกติของกรุป G  ทีม่ี e  เปนเอกลักษณ และให  
G  เปนผลคูณภายในของ n21 G...,,G,G    
1.  ให  nji1 ≤<≤  และให  ji GGk ∩∈  แลว iGk∈  และ jGk∈  ให ees =  ทกุๆ 

n,...,2,1s =   แลว 
n1i1i21n1j1j1i1i21 G...GG...GGe...kee...ee...eek +−+−+− ∈=  
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เพราะฉะนัน้  ( )n1i1i21i G...GG...GGGk +−∩∈  ทาํใหได  ek =  
2.  ให nj,i1 ≤≤  และให ii Gh ∈  และ jj Gh ∈  แลวเพราะวา i

1
i Gh ∈−  และ ∈−1

jj h,h  G  
และ iG  เปนกรปุยอยปกติของกรุป G  ดังนัน้  i

1
j

1
ij Ghhh ∈−−  ให  ∈= −− 1

j
1

iji hhhs  iG  
ทําใหได ( ) iii

1
j

1
iji

1
j

1
iji Gshhhhhhhhh ∈== −−−−  แลวเพราะวา  jj Gh ∈   และ 

Gh,h 1
ii ∈−  และ jG เปนกรุปยอยปกติของกรุปG  ดังนั้น j

1
iji Ghhh ∈−  ให 1

ijij hhht −=  
jG∈  ทําใหได ( ) == −−−− 1

j
1

iji
1

j
1

iji hhhhhhhh j
1

jj Ght ∈−  แลว  ∈−− 1
j

1
iji hhhh  

{ }eGG ji =∩  เพราะฉะนั้น  ehhhh 1
j

1
iji =−−   แลว  ijji hhhh =                      

 
 จากบทนยิาม 4.1.5  แสดงใหเห็นวา G  เปนผลคูณภายในของ n21 G...,,G,G  แลว  

n21 G...GGG =  ทาํใหไดวาแตละ Gg∈  ยังเขียนไดในรูป n21 g...ggg =  โดยที่ ii Gg ∈  
ตอไปจะแสดงใหเหน็วาแตละ Gg∈  เขียนในรูป n21 g...ggg =  ไดเพียงแบบเดียวเทานั้น 
 
4.1.7 ทฤษฎีบท  ให n21 G...,,G,G  เปนกรุปยอยปกติของกรุป G  ถา G  เปนผลคูณภายใน
ของ n21 G...,,G,G  แลวแตละ Gg∈  เขียนไดในรูป n21 g...ggg =  โดยที่ ii Gg ∈   สําหรับ
แตละ  n,...,2,1i =   ไดเพียงแบบเดียวเทานั้น 
 
บทพิสจูน  ให n21 G...,,G,G  เปนกรุปยอยปกติของกรุป G  และให G  เปนผลคูณภายใน
ของ  n21 G...,,G,G  
 ให  Gg∈  และสมมติมี  ii Gg ∈  และ ii Gh ∈  เมือ่ n,...,2,1i =   ซึง่  n21 g...ggg =   
และ  n21 h...hhg =   แลว  n21n21 h...hhg...gg =   จะแสดงวา  ii hg =   ทุกๆ 

n,...,2,1i =  
 ให  { }n,...,2,1i∈   แลวจะไดวา  n21n21 h...hhg...gg =   ดังนัน้ 
   ( ) ( )( ) 1

n2i1in21
1

1i21i g...ggh...hhg...ggg −
++

−
−=  

        1
1i

1
1n

1
nn21

1
1

1
2i

1
1i ...ggg...hhh...ggg −

+
−
−

−−−
−

−
−=  

        ( )( ) ( )( ) ( )1
nn

1
1i1i

1
1i1i

1
22

1
11i gh...ghgh...ghghh −−

++
−
−−

−−=  
ทําใหไดวา ( )( ) ( )( ) ( )1

nn
1
1i1i

1
1i1i

1
22

1
11

1
ii gh...ghgh...ghghhg −−

++
−
−−

−−− =  
ซึ่งแสดงวา n1i1i21

1
ii G...GG...GGhg +−
− ∈  และ i

1
ii Ghg ∈−  

เพราะฉะนัน้  ( )n1i1i21i
1

ii G...GG...GGGhg +−
− ∩∈  
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ดังนัน้  ehg 1
ii =−   เพราะฉะนัน้  ii hg =                       

 
 ตอไปเราจะแสดงความสมัพันธระหวางผลคูณภายนอกและผลคูณภายใน 
  
4.1.8 ทฤษฎีบท  ให n21 G...,,G,G,G  เปนกรุป แลว G  เปนผลคูณภายนอกของ ,G1  

n2 G...,,G  ก็ตอเมื่อ มีกรุปยอยปกติ n21 N...,,N,N  ของ G  ซึ่ง ii NG ≅  สําหรับแตละ 
ni1 ≤≤  และ  G  เปนผลคูณภายในของ  n21 N...,,N,N  

 
บทพิสจูน  ให  n21 G...,,G,G,G   เปนกรุป   
( )→   ให G  เปนผลคณูภายนอกของ n21 G...,,G,G   แลวจะมี n21 G...GGG: ×××→α   
เปนสมสัณฐาน และโดยทฤษฎีบท 4.1.4  จะมี iG  เปนกรุปยอยปกติของ n21 G...GG ×××   
ซึ่ง  ii GG ≅  สําหรับแตละ ni1 ≤≤   และเพราะอิมเมจผกผนัภายใตสาทสิสัณฐานของกรุปยอย
ปกติเปนกรุปยอยปกติ เราจะไดวา  ( )i

1 G−α   เปนกรุปยอยปกติของ G  สําหรับแตละ  ni1 ≤≤    
 สําหรับแตละ ni1 ≤≤  ให ( )i

1
i GN −α=  แลว ( ) iii GGN ≅=α  และจะได  

( ) iiii GGNN ≅=α≅   ดังนั้น  ii NG ≅  สําหรับแตละ ni1 ≤≤    
 ตอไปจะแสดงวา G  เปนผลคูณภายในของ n21 N...,,N,N  
1.  ให  Gg∈  แลว ( ) n21 G...GGg ×××∈α  และโดยทฤษฎีบท 4.1.4(3)  จะม ี  ii Gg ∈   
สําหรับแตละ ni1 ≤≤  ที่ทาํให ( ) n21 g...ggg =α  แต ( )iii NGg α=∈  สําหรับแตละ  

ni1 ≤≤  ดังนัน้จะมี ii Nx ∈  ซึ่ง ( )ii xg α=   สําหรับทุกๆ ni1 ≤≤  ทําใหได ( ) 1gg =α  
( ) ( ) ( )n21n2 x...xxg...g ααα=  เพราะวา α  เปนสาทิสสัณฐาน ดังนัน้ ( ) ( )n21 x...xxg α=α  

และเพราะ α  เปนฟงกชนัหนึง่ตอหนึ่ง เพราะฉะนัน้ n21 x...xxg =  เพราะฉะนัน้ ...NNG 21=  

nN  
2.  ให  ni1 ≤≤  และให  ( )n1i1i21i N...NN...NNNy +−∩∈  แลว iNy∈  และ  ∈y  

n1i1i21 N...NN...NN +−  เพราะวา iNy∈  แลวจะม ี ii Nx ∈  ที่ทาํให ixy =  ดังนัน้ ( ) =α y  
( ) ii gx =α   เพราะฉะนัน้  ( ) iGy ∈α  และเพราะวา n1i1i21 N...NN...NNy +−∈  แลวจะมี 

jj Nx ∈ สําหรับ nij1 ≤≠≤ ที่ทาํให  n1i1i21 x...xx...xxy +−=   ดังนัน้   
( ) ( )n1i1i21 x...xx...xxy +−α=α  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n1i1i21 x...xx...xx ααααα= +−  
          n1i1i21 g...gg...gg +−=  
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         n1i1i21 G...GG...GG +−∈    
ดังนัน้ ( ) ( ) ( ){ }n21n1i1i21i e...,,e,eG...GG...GGGy =∩∈α +−  โดยที ่ ii Ge ∈  สําหรับ 

ni1 ≤≤  เพราะฉะนั้น ( ) ( )n21 e...,,e,ey =α  เปนเอกลักษณใน n21 G...GG ×××  
ทําใหได ( ) ( )ey α=α  แต α  เปนฟงกชนัหนึ่งตอหนึง่ เพราะฉะนัน้ ey =  
 ในทางกลบักนั เพราะวา n21 N...,,N,N  เปนกรุปยอยปกติของ G  ดังนัน้  ...NN 21  

n1i1i N...NN +−  เปนกรุปยอยของ G  ทําใหได iNe∈  และ n1i1i21 N...NN...NNe +−∈  
เพราะฉะนัน้ ( ) { }eN...NN...NNN n1i1i21i =∩ +−  ดังนั้น G  เปนผลคูณภายในของ  

,N,N 21  nN...,  
( )←  ให n21 N...,,N,N  เปนกรุปยอยปกติของ G  ซึ่ง ii NG ≅  โดยสาทิสสัณฐาน iα  
สําหรับแตละ ni1 ≤≤  และให G  เปนผลคูณภายในของ  n21 N...,,N,N  จะแสดงวา G  เปน
ผลคูณภายนอกของ n21 G,...,G,G  นั่นคือจะแสดงวา n21 G...GGG ×××≅  
 ให n21 G...GGG: ×××→α  นิยามโดย ( ) ( )n21 g,...,g,gg =α  สําหรับแตละ 

Gg∈   โดยที่ n21 x...xxg =  ซึ่ง  ii Nx ∈  และ ( ) iii gx =α  ทุกๆ ni1 ≤≤  
1.  ให  Gh,g ∈  ซึ่ง hg =  เมื่อ n21 x...xxg =  โดยที่ ii Nx ∈  และ ( ) iii gx =α  ทุกๆ  

ni1 ≤≤  และ n21 y...yyh =   โดยที ่ ii Ny ∈   และ  ( ) iii hy =α  ทุกๆ ni1 ≤≤  แลว 
n21n21 y...yyhx...xxg ===  จากทฤษฎีบท 4.1.7  จะไดวา ii yx =  ทกุๆ ni1 ≤≤    

แลว       ( ) ( )n21 x...xxg α=α  
           ( ) ( ) ( )( )nn2211 x,...,x,x ααα=  
           ( ) ( ) ( )( )nn2211 y,...,y,y ααα=  
           ( )n21 y...yyα=  
           ( )hα=  
เพราะฉะนัน้  α   เปนฟงกชนั 
2.  ให Gh,g ∈  เมื่อ n21 x...xxg =  โดยที่ ii Nx ∈  และ ( ) iii gx =α  ทกุๆ ni1 ≤≤  และ  

n21 y...yyh =   โดยที่ ii Ny ∈  และ ( ) iii hy =α   ทุกๆ ni1 ≤≤  
แลว  ( ) ( )n21n21 y...yyx...xxgh α=α  
  ( )nn2211 yx...yxyxα=  
  ( ) ( ) ( )( )nnn222111 yx,...,yx,yx ααα=  
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )nnnn22221111 yx,...,yx,yx αααααα=  
  ( )nn2211 yx,...,yx,yx=  
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และ ( ) ( ) ( )( ) ( )nn2211n21n21 yx,...,yx,yxy,...,y,yx,...,x,xhg ==αα  
ดังนัน้ α  เปนสาทิสสัณฐาน 
3.  ให  Gh,g ∈  ซึ่ง ( ) ( )hg α=α   เมื่อ n21 x...xxg =  โดยที ่ ii Nx ∈   และ  ( ) iii gx =α   
ทุกๆ  ni1 ≤≤  และ n21 y...yyh =  โดยที ่ ii Ny ∈   และ  ( ) iii hy =α  ทุกๆ ni1 ≤≤   แลว 

( ) ( )iiii yx α=α  ทกุๆ ni1 ≤≤  ทาํให ii yx =   ทกุๆ ni1 ≤≤  จะได hg =  เพราะฉะนัน้  α   
เปนฟงกชนัหนึ่งตอหนึง่ 
            
4.  ให  ( ) n21n21 G...GGg,...,g,g ×××∈  แลว ii Gg ∈  ทําให ( ) iiii Nxg ∈=α  สําหรับ
แตละ  ni1 ≤≤  เลือก n21 ...xxxg =   แลว 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )n21nn2211n21 g,...,g,gx,...,x,xx...xxg =ααα=α=α  
ดังนัน้ α  เปนฟงกชันทั่วถึง  
เพราะฉะนัน้ α  เปนสาทิสสัณฐาน ดังนั้น  n21 G...GGG ×××≅                         
 
4.1.9 ทฤษฎีบท  ให G  เปนกรุปและให n21 G...,,G,G  เปนกรุปยอยของ G  ซึ่ง G  เปนผล
คูณภายในของ n21 G...,,G,G   ถา n21 N...,,N,N  เปนกรุปซึ่ง ii NG ≅  สําหรับแตละ 

,1i =  n,...,2   และ N   เปนผลคูณภายนอกของ n21 N...,,N,N  แลว NG ≅  
 
บทพิสจูน  ให G  เปนกรุปและให n21 G...,,G,G  เปนกรุปยอยของ G  ซึ่ง G  เปนผลคณู
ภายในของ n21 G...,,G,G  และให n21 N...,,N,N  เปนกรุปซึ่ง  ii NG ≅  สําหรับแตละ 

,1i =  n,...,2   และ N  เปนผลคูณภายนอกของ n21 N...,,N,N  
ให  iii GN:f →  เปนสมสณัฐานจาก iN  ไปยัง iG  และให  GN:f →   นยิามโดย  

( )( ) ( ) ( ) ( )nn2211n21 xf...xfxfx,...,x,xf =  
1.  ให  ( ) ( ) n21n21n21 N...NNy,...,y,y,x,...,x,x ×××∈   ซึ่ง  ( ) =n21 x,...,x,x  
( )n21 y,...,y,y  แลว ii yx =  สําหรับแตละ n,...,2,1i =  แลว  ( )( ) ( )11n21 xfx,...,x,xf =    
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n21nn2211nn22 y,...,y,yfyf...yfyfxf...xf ==  เพราะฉะนั้น  f   เปนฟงกชัน 

2.  ให  ( ) ( ) n21n21n21 N...NNy,...,y,y,x,...,x,x ×××∈   แลว 
( )( )( ) ( )( )nn2211n21n21 yx,...,yx,yxfy,...,y,yx,...,x,xf =  

       ( ) ( ) ( )nnn222111 yxf...yxfyxf=  
         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nnnn22221111 yfxf...yfxfyfxf=  
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       ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )nn2211nn2211 yf...yfyfxf...xfxf=  
       ( ) ( )n21n21 y,...,y,yfx,...,x,xf=  
เพราะฉะนัน้  f   เปนสาทิสสัณฐาน 
3.  ให  ( ) n21n21 N...NNx,...,x,x ×××∈  ซึ่ง ( )( ) ex,...,x,xf n21 =  แลว ( )n21 x,...,x,x  

( )fker∈  แลว ( )( ) ex,...,x,xf n21 =  แลว ( ) ( ) ( ) n21nn2211 e...eexf...xfxf =  จะได ( ) =ief  
ie  สําหรับ n,...,2,1i =  เพราะวา if เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึ่ง ดังนัน้ ii ea = สําหรับ ,...,2,1i = n   

แลว ( ) ( )n21n21 e,...,e,ex,...,x,x =   ซึ่งก็คือเอกลักษณของ N  เพราะฉะนั้น f  เปนฟงกชัน
หนึง่ตอหนึ่ง 
4.  ให  Gg∈  ซึ่ง n21 g...ggg =  โดยที่ ii Gg ∈  เนื่องจาก if  เปนฟงกชนัทัว่ถงึ จะมี ii Nx ∈  
ซึ่ง ( ) iii gxf =  แลว ( ) Nx,...,x,x n21 ∈   ซึง่  ( )( ) ( ) ( ) ( )nn2211n21 xf...xfxfx,...,x,xf =  

gg...gg n21 ==  เพราะฉะนั้น  f   เปนฟงกชันทั่วถงึ 
เพราะฉะนัน้  f   เปนสมสัณฐาน  ดังนัน้  NG ≅              
 
4.1.10 บทแทรก  ให G  เปนกรุปและให n21 G...,,G,G  เปนกรุปยอยปกติของ G  แลว  G  
เปนผลคูณภายนอกของ n21 G...,,G,G  ก็ตอเมื่อ G  เปนผลคูณภายในของ n21 G...,,G,G  
 
บทพิสจูน  ให  G   เปนกรุปและให n21 G...,,G,G  เปนกรปุยอยปกติของ  G    
( )→  ให  G   เปนผลคณูภายนอกของ  n21 G...,,G,G  
เราจะแสดงวา  G   เปนผลคูณภายในของ  n21 G...,,G,G  
1.  ให  n21 G...GGg ×××∈  โดยทฤษฎีบท  4.1.4(3)  จะมี  ii Gg ∈  สําหรับแตละ ni1 ≤≤   
ที่ทาํให n21 g...ggg =  แต  ii Gg ∈  และ  ii GG ≅  สําหรบัแตละ ni1 ≤≤  ทาํใหได  =g  

n21 g...gg   เพราะฉะนัน้ n21 G...GGG =  
2.  ให  ni1 ≤≤  และให ( )n1i1i21i G...GG...GGGk +−∩∈  แลว iGk∈ และ ...GGk 21∈   

n1i1i G...GG +−  เพราะวา  iGk∈  ทาํใหไดวา ii Gg ∈   ทีท่ําให  ii ggk ==   เพราะฉะนัน้  
iGk∈  และเพราะวา n1i1i21 G...GG...GGk +−∈  ดังนัน้จะมี jj Gg ∈  สําหรับ nji1 ≤≠≤   

ที่ทาํให  n1i1i21n1i1i21 g...gg...ggg...gg...ggk +−+− ==   เพราะฉะนัน้  ...GGk 21∈  
n1i1i G...GG +−  เพราะฉะนั้น  ( ) ( ){ }n21n1i1i21i e...,,e,eG...GG...GGGk =∩∈ +−  

โดยที่ ii Ge ∈  สําหรับ ni1 ≤≤  เพราะฉะนัน้ ( )n21 e...,,e,ek =  เปนเอกลักษณใน 
n21 G...GG ××× เพราะฉะนัน้ ek =  
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 ในทางกลบักนั  เพราะวา n21 G...,,G,G  เปนกรุปยอยปกติของ G  ดังนัน้  ∈k  
( )n1i1i21i G...GG...GGG +−∩  เปนกรุปยอยของ G  ทําใหได iGe∈  และ ...GGe 21∈  

n1i1i G...GG +−  เพราะฉะนั้น ( ) eG...GG...GGG n1i1i21i =∩ +−  ดังนัน้  G   เปนผลคูณ
ภายในของ n21 G...,,G,G  
( )←  ให G เปนผลคณูภายในของ n21 G...,,G,G  เราจะแสดงวา G  เปนผลคณูภายนอก
ของ n21 G...,,G,G  นั่นคือจะแสดงวา  n21 G...GGG ×××=  
 ให  n21 G...GGg∈  โดยทฤษฎีบท 4.1.4(1) ทาํใหได n21 G...GGg∈   และ   

n21n21 G...GGG...GG =×××   ดังนั้น  n21 G...GGg ×××∈  เพราะฉะนั้น  
n21 G...GGG ×××=  ดังนัน้  G   เปนผลคูณภายนอกของ  n21 G...,,G,G          

 
4.2  ทฤษฎีบทของโคช ี
 
 ในหวัขอนี้เราจะศึกษาแอคชันของกรุปบนเซต บทนยิามของ −G เซต  และออรบิท แลว
เราจะประยกุตแอคชันของกรุปบนเซตในการพิสูจนทฤษฎีบทของโคชี 
 
4.2.1 บทนิยาม  กําหนดให  X   เปนเซตที่ไมใชเซตวาง และให G  เปนกรุป เราเรียกฟงกชัน 

XXG:* →×  วา แอคชันของ G  บน X  (action of G  on X ) ถาเงื่อนไขตอไปนี้เปนจริง 
 1.  x)x,e(* =  สําหรับทุกๆ Xx∈  
 2.  ))x,g(*,g*()x,gg(* 2121 =  สําหรับทกุๆ Xx∈  และสําหรับทุกๆ Gg,g 21 ∈  
และเราเรียก X  วา −G เซต  ( −G set) 
 
4.2.2 ขอตกลง ถา *  เปนแอคชันของกรุป G  บนเซต X  แลวสําหรับแตละ Gg∈  และ Xx∈  
เราอาจขียน ( )x,g*  ดวย gx   
 
4.2.3 บทนิยาม  ให G  เปนกรุปจํากัดและ X  เปน −G เซต  สําหรับแตละ Xa ∈  นิยาม 
( ) { XxaG ∈= มี Gg∈  ซึ่ง }gax =  และเรียก ( )aG  วา ออรบิทของ a  ใน X  ภายใต 

G  (orbit of a in X  under G ) 
 
4.2.4 ทฤษฎีบท  ให G  เปนกรุปจํากัดและ X  เปน −G เซต ที่เปนเซตจํากัด และ Xa ∈  แลว 
 1.  { }agaGgGa =∈=  เปนกรุปยอยของ G  
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 2.  ( ) [ ]aG:GaG =  
 
บทพิสูจน  ให  Xa ∈  
 1.  ให  a21 Gg,g ∈   แลว  aag1 =   และ  aag2 =   ทําใหได  ( )aggaga 211 ==  
( )agg 21=  ซึ่งแสดงวา a21 Ggg ∈   ดังนั้น aG  มีสมบัติปดภายใตการดําเนินการของ G  

 เนื่องจาก ( ) ( ) agaggaggeaa 1
11

1
11

1
1

−−− ====  แสดงวา a
1

1 Gg ∈−   
เพราะฉะนั้น aG  เปนกรุปยอยของ G  
 2. ให { }GggGH a ∈=  และสังเกตวาถา ( )aGx∈  แลวจะม ี Gg∈ ทีท่ําให 

gax =   
ตอไปให  ( ) ( ){ }gaxHaGgG,x a =×∈=ϕ   สมมติมี Gg,g 21 ∈  ซึ่ง agag 21 =  

ดังนัน้ ( ) agga 2
1

1
−=  ซึ่งแสดงวา a2

1
1 Ggg ∈−  แลว a2a1 GgGg =  ฉะนัน้ ( ) ( )21 xx ϕ=ϕ  

เพราะฉะนัน้ ϕ  เปนฟงกชนั ตอไปจะแสดงวา ϕ  เปนฟงกชนัชนิดหนึง่ตอหนึง่ ให a21 Gx,x ∈

โดยที ่ a2a1 GgGg = เมื่อ agx 11 =  และ agx 22 =  แลว a2
1

1 Ggg ∈−  ทาํใหได 
( ) ( )aggagga 2

1
12

1
1

−− ==  ดังนัน้ agag 21 =   นัน่คือ  21 xx =  
 สุดทายให HgGa ∈  และเลือก gax =  ดังนัน้ม ี ( )aGgax ∈=  ซึ่ง ( ) agGx =ϕ  
เพราะฉะนัน้ ϕ  เปนฟงกชนัไปบน H  แสดงวา ϕ  เปนฟงกชนัหนึ่งตอหนึง่จาก ( )aG   ไปบนเซต
ของโคเซตซาย H  ของ aG ใน G  เพราะฉะนัน้ ( ) [ ]aG:GaG =                     
 
 จากบทนยิาม 4.2.3  สําหรับแตละ Xa∈  เราจะเขียนออรบิทของ a  ใน X  ดวย 
( ) { }GggaaG ∈=   และแตละสมาชิกของ X  จะเปนสมาชิกของออรบิทใดออรบิทหนึ่งเพียง  

ออรบิทเดียว ดังนัน้ถามีออรบิทในX  ภายใต G  จํานวน r  เซต และสําหรับแตละ { }r...,,2,1i∈  
เลือก ia  เพียงตวัเดียวจากออรบิท ( )iaG  แลว 

    ( )∑
=

=
r

1i
iaGX     ...(4.2.1) 

 ถาเรานิยามเซตยอย GX  ของ X  ดังนี ้
   { agaXaXG =∈=  สําหรับทุกๆ }Gg∈  
แลว GX เปนยเูนยีนของออรบิทใน X  ที่ประกอบดวยสมาชกิเพียงหนึง่ตัว สมมติวามีออรบิทใน 
X  ที่ประกอบดวยสมาชิกเพียงตัวเดียวจํานวน s  ออรบิท โดยที ่ rs0 ≤≤  และ ( ),aG 1s+  
( ),aG 2s+ ( )raG...,  เปนออรบิทใน X  ที่ประกอบดวยสมาชิกมากกวาหนึง่ตัว จะได sXG =  

และสามารถเขียน(4.2.1) ไดใหมดังนี ้
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    ( )∑
+=

+=
r

1si
iG aGXX    ...(4.2.2) 

4.2.5 ทฤษฎีบท  ให p  เปนจํานวนเฉพาะและ G  เปนกรุปขนาด np  เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มที่
ไมใชจํานวนเต็มลบ ถา X  เปน −G เซต ที่เปนเซตจํากัด แลว ( )pmodXX G≡  
 
บทพิสจูน  ให X  เปน −G เซต ที่เปนเซตจํากดั แลว X  สอดคลองกับเงื่อนไข (4.2.2) นัน่คือ 

( )∑
+=

+=
r

1si
iG aGXX  แลวโดยทฤษฎีบท 4.2.4 ถา Xa ∈  แลว ( ) [ ]aG:GaG =  และ

เพราะ [ ]aG:G  เปนตัวหารของ npG =  ดังนั้น p  เปนตัวหารของ ( )aG  ทําใหไดวา p  เปน

ตัวหารของ ( )∑
+=

r

1si
iaG  นัน่คือ p หาร ( )GXX −  ลงตัว เพราะฉะนัน้ ( )pmodXX G≡    

       
 
4.2.6 บทนิยาม  ให G เปนกรุป และ p เปนจํานวนเฉพาะ เรากลาววาG เปน −p กรุป (p-
group) ถาสําหรับแตละ Gg∈  ที่ eg ≠  จะมีจํานวนเต็มบวก n  ซึ่ง ( ) npgo =  (นั่นคืออันดับ
ของแตละสมาชิกใน G เปนจํานวนในรูปกําลังของ p ) 
 
4.2.7 บทนิยาม  ให G เปนกรุป และ H เปนกรุปยอยของ G  เรากลาววา H  เปน −p กรปุยอย 
(p-subgroup) ของ G  ถา H  เปน −p กรุป 
 
4.2.8 ทฤษฎีบทของโคชี (Cauchy’s Theorem) 
 ให G เปนกรุปจํากัดและ p เปนจํานวนเฉพาะ ถา p  เปนตัวประกอบของ G  แลวจะมี 

Ga∈  ซึ่ง ( ) pao =  
 
บทพิสจูน  ให ( ){ GgGg...,,g,gX i

p
p21 ∈∈=  และ }eg...gg p21 =  เราจะพิสูจนวา p  

เปนตัวหารของ X  
 ให ( ) Xg...,,g,g p21 ∈  แลว eg...gg p21 =   ดังนั้น ( ) 1

1p21p g...ggg −
−=  ในทาง

กลับกัน ถา Gg...,,g,g 1p21 ∈−  และเลือก ( ) 1
1p21p g...ggg −
−=  แลว eg...gg p21 =  

ดังนัน้ X  เทากบัจํานวนวิธีเลอืกสมาชกิใน G  เพื่อวางลงใน 1p −  ตําแหนง เพราะฉะนัน้ 
1pGX −=  และเพราะ p  เปนตัวหารของ G  ทาํใหไดวา p  เปนตัวหารของ XG 1p =−   
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 ตอไปเรานิยาม XXS:* p →×  สําหรับ ( ) Xg...,,g,g p21 ∈  และ pS∈σ  โดย 
( )( ) ( ) ( ) ( )( )p21p21 g...,,g,gg...,,g,g,* σσσ=σ  

จะแสดงวา * เปนแอคชันของ pS  บน X  ดังนี ้
 1.  ให ( ) Xg...,,g,g p21 ∈  แลว 
  ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )p12111p21 g...,,g,gg...,,g,g,1* =  
             ( )p21 g...,,g,g=  
และ 2.  ให p21 S, ∈σσ  และ ( ) Xg...,,g,g p21 ∈  แลว 
  ( )( ) ( ) ( ) ( )( )p21221121p2121 g...,,g,gg...,,g,g,* σσσσσσ=σσ  
         ( )( ) ( )( ) ( )( )( )p21221121 g...,,g,g σσσσσσ=  
         ( ) ( ) ( )( )( ),g...,,g,g,* p222121 σσσσ=  
         ( )( )( )p2121 g...,,g,g,*,* σσ=  
จาก 1. และ 2. จะไดวา * เปนแอคชัน 
 ให ( ) pSp...21 ∈=σ  แลว ( ) po =σ  และพิจารณายูเนยีนของออรบิท 
  ( ) ( ) ( ){ }p21p21p21 g...,,g,gg...,,g,gXg...,,g,gX =σ∈=σ  
แลวโดยทฤษฎีบท 4.2.5 จะได ( )pmodXX σ≡  แต p  เปนตัวหารของ X  ดังนั้น  p  

เปนตัวหารของ σX  ดวย และเนือ่งจาก ( ) σ∈Xe...,,e,e p21  ดังนัน้ ≠σX ∅  แสดงวา 

pX ≥σ  
 ให ( ) σ∈Xg...,,g,g p21  ที่ egk ≠  สําหรับ pk1 ≤≤  แลว ( ) =σ p21 g...,,g,g   
( )p21 g...,,g,g  แต ( ) ( ) ( ) ( )( ) ==σ σσσ p21p21 g...,,g,gg...,,g,g ( )1p32 g,g...,,g,g  
แสดงวา 21 gg =  pg... ==  
 ให p21 g...gga ====  จะได eag...gg p

p21 ==  เพราะฉะนั้น ( ) pao =        
 
4.2.9 บทแทรก  ให G เปนกรุป และ p เปนจํานวนเฉพาะ แลว G เปน −p กรุป ก็ตอเมื่อ มี n  
เปนจํานวนเต็มบวก ซึ่ง npG =  
 
บทพิสูจน  ให G เปน −p กรุป สมมติมีจํานวนเฉพาะ q  ที่เปนตัวหารของ G  ที่ pq ≠  แลว
โดยทฤษฎีบทของโคชี จะมี Ga ∈  ซึ่ง ( ) qa =ο  แตเนื่องจาก G เปน −p กรุป แสดงวามี k  เปน
จํานวนเต็มบวกซึ่ง ( ) kpa =ο  ทําใหได kpq =  เกิดขอขัดแยงกับ q  เปนจํานวนเฉพาะดังนั้น 
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pq =  นั่นคือ มีจํานวนเฉพาะ p  เพียงหนึ่งเดียวที่เปนตัวหารของ G  ดังนั้นจะมี n  เปนจํานวน
เต็มบวก ซึ่ง npG =  
 ในทางกลบักนัให n  เปนจาํนวนเต็มบวก ซึ่ง npG =  และให Gg∈  เนื่องจาก ( )gο  
เปนตัวหารของ G   ดังนัน้ ( )gο  เปนตัวหารของ np  นั่นคือจะมีจํานวนเต็ม k  ซึง่ nk0 ≤≤  ที่
ทําให ( ) kpg =ο  เพราะฉะนัน้ G เปน −p กรุป             
 
4.2.10 ทฤษฎีบท  ให p  เปนจํานวนเฉพาะ และ G  เปนกรุปจํากัด ถา H  เปน −p กรุปยอย
ของ G  แลว [ ][ ] [ ] ( )pmodH:GH:HN ≡  
 
บทพิสจูน  ให { }GggH ∈=Α  แลว [ ]H:GA =  และนิยาม AAH: →×ϕ  โดย 

( ) ( )HhggH,h =ϕ   สําหรับทกุๆ Hh∈  และ Gg∈  
 ให Hh,h 21 ∈  และ Gg,g 21 ∈  ซึ่ง ( ) ( )Hg,hHg,h 2211 =  แลว 21 hh =  และ 

HgHg 21 =   ดังนั้น  Hgg 2
1

1 ∈−   แตเนื่องจาก ( ) ( ) ( )( ) == −−−
22

1
1

1
122

1
11 ghhgghgh  

( ) Hggeggghhg 2
1

12
1

122
1

1
1

1 ∈== −−−−  ดังนั้น ( ) ( )HghHgh 2211 =  ทาํใหได ( )Hg,h 11ϕ  
( )Hg,h 22ϕ=  เพราะฉะนั้น ϕ  เปนฟงกชัน 

 ตอไปจะแสดงวา A  เปน −H เซต ดังนี้  
 1.  ให Gg∈  แลว ( ) ( ) gHHeggH,e ==ϕ  
และ 2.  ให  Hh,h 21 ∈  และ AgH∈  แลว ( ) ( )( ) ( )( )HghhHghhgH,hh 212121 ==ϕ  

( )( ) ( )( )gH,h,hHgh,h 2121 ϕϕ=ϕ  
 เพราะฉะนัน้ ϕ  เปนแอคชันของ H  บน A  
 ตอไปให Gg∈  และนิยาม ( ){ gHhgHAgHAH =∈=  สําหรับทุกๆ }Hh∈  
และ [ ]{ }HNgAgHB ∈∈=  แลวจะแสดงวา BAH =  
 ให HAgH∈  แลว AgH∈  และ ( )gHhgH =  สําหรับทกุๆ Hh∈  เราจะแสดงวา 

BgH∈  ให Hh∈  แลว ( ) ( )HhggHhgH ==  ทําใหไดวา hgHgH 1−=  และทําใหไดวา 
( ) Hghghgg 1111 ∈= −−−−  แลว H  เปนกรุปยอยปกตขิอง G  โดยทฤษฎีบท 2.4.4 จะได 

HgHg 1 =−  และไดวา [ ]HNg∈  เพราะฉะนัน้ BgH∈  ทําใหไดวา BAH ⊆  
 ในทางกลบักนัให BgH∈  แลว AgH∈  และ [ ]HNg∈  เราจะแสดงวา HAgH∈  
เนื่องจาก [ ]HNg∈  จะไดวา HgHg 1 =−  ดังนัน้ H  เปนกรุปยอยปกติของ G  ให Hh∈  แลว 
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( ) Hhggghg 1111 ∈= −−−−  ทาํใหได HhgHg 1 =−  และไดวา ( ) ( ) gHHhggHh ==  ดังนัน้ 
HAgH∈  ทาํใหไดวา HAB ⊆  

 ดังนัน้ BAH =  แต [ ][ ]H:HNB =  จะไดวา [ ][ ]H:HNAH =  และเนื่องจาก H  
เปน −p กรุปยอย โดยบทแทรก 4.2.9 จะมี จาํนวนเต็มบวก n  ซึ่ง npH =  และโดยทฤษฎีบท 
4.2.5  จะไดวา ( )pmodAA H≡  เพราะฉะนัน้ [ ] [ ][ ]( )pmodH:HNH:G ≡          
 
  
4.3  ทฤษฎีบทซีโลว 

 
ในหวัขอนี้เราจะศึกษาทฤษฎีบทซีโลว ซึง่ประกอบดวย 3   ทฤษฎีบท ซึ่งไดรับการยกยอง 

วาเปนรากฐานของการศึกษากรุปจาํกัด 
ทฤษฎีบททีห่นึ่งของซโีลวแสดงวา  บทกลับของลากรองจเปนจริงในกรณีที่ตัวหารของ

ขนาดของกรุปอยูในรูปเลขยกกําลงัของจาํนวนเฉพาะจาํนวนหนึ่ง 
ทฤษฎีบทที่สองและที่สามของซีโลวกลาวถึงการหาจํานวนกรุปยอยของกรุปจํากัดทีก่ําหนด  

นั่นคือ ทฤษฎีบทของซโีลวไดแสดงใหเห็นความสมัพันธของขนาดของกรุปที่กาํหนดกับลักษณะ
ของ กรุปยอยที่เกิดขึ้น 
 
4.3.1 ทฤษฎบีทที่หนึ่งของซีโลว (The First Sylow's Theorem)  

ให G  เปนกรุปจํากัดอันดับ spn m=  โดยที่ m  และ s เปนจํานวนเต็มบวกและ p  
เปนจํานวนเฉพาะซึง่ ( ) 1s,p =  แลวจะมกีรุปยอยของ G  อันดบั kp  สําหรับแตละ k  ซึ่ง 

mk1 ≤≤   และแตละกรุปยอยอันดับ kp  เมื่อ  1m,...,2,1k −=   จะเปนกรุปยอยปกติของกรุป 
ยอยอันดับ  1kp +   อยางนอย 1 กรุปยอย  
 

บทพิสจูน  เราจะแสดงโดยอุปนัยเชงิคณิตศาสตรวา G  จะมีกรุปยอยอันดับ kp สําหรับแตละ k   
ซึ่ง mk1 ≤≤  อยางแรกโดยทฤษฎีบทของโคชี จะม ี Ga∈   ซึ่ง  ( ) pao =  แลว  a  เปนกรุป
ยอยของ G  ซึ่ง pa =  นัน่คือ G มีกรุบยอยอันดับ p  ตอไปให H  เปนกรุบยอยของ G  ซึง่  

kpH =  โดยที ่ 1mk1 −≤≤  แลว 0km >−  แต [ ] ==== − sp
p

sp
H
G

H:G km
k

m
  

( )spp 1km −−  ทาํใหไดวา p  หาร [ ]H:G  ลงตัว และโดยทฤษฎบีท 4.2.จ เราไดวา  [ ][ ]H:HN  
[ ]H:G≡ ( )pmod  แต p  หาร [ ]H:G  ดังนั้น p  หาร [ ][ ]H:HN  ลงตัวดวย เนื่องจาก H  เปน



 36

กรุปยอยปกตขิอง [ ]HN  ดังนัน้ [ ]
H

HN  เปนกรุปผลหารซึ่ง p  เปนตัวหารของ [ ] =H
HN   

[ ][ ]H:HN  โดยทฤษฎีบทของโคชีจะไดวา [ ]
H

HN  มีกรุปยอย K  อันดับ  p    
 เนื่องจาก H  เปนกรุปยอยปกติของ [ ]HN  ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 2.5.11  จะมีฟงกชันสมนัย
หนึง่ตอหนึ่งระหวางเซตของกรุปยอยของ [ ]HN  ซึ่งม ี H  เปนกรุปยอยกับเซตของกรุปยอยของ 
[ ]HN  โดยเฉพาะอยางยิ่งจะมีกรุปยอย =S ( )K1−η  ของ [ ]HN  เมื่อ η  เปนสาทิสสัณฐาน

ธรรมชาติจาก [ ]HN   ไปยงั  [ ]
H

HN    ซึง่  SH ⊆  และ  KH
S =   จะได  == HH

SS  
1kk pppHK +==  

 สุดทายเราจะแสดงวาแตละกรุปยอยอันดบั kp  ซึ่ง  1m...,,2,1k −=  จะเปนกรุปยอย
ปกติของกรุปยอยอันดับ  1kp +   อยางนอย 1 กรุปยอย 
 ให Sa ∈  เนื่องจาก [ ]HNS ⊆  ดังนัน้ [ ]HNa∈  ทําใหไดวา HaHa 1 =−  ดังนัน้ H  
เปนกรุปยอยปกติอันดับ kp  ของ S                       
 
4.3.2 บทนิยาม  ให G  เปนกรุปจํากัด และ p  เปนจํานวนเฉพาะ เรากลาววา H  เปนกรุปยอย 
−p ซีโลว (p-Sylow subgroup)  ของ G  ถา H  เปน −p กรุปยอยใหญสุดเฉพาะกลุม 

(maximal p-subgroup) ของ G  (นั่นคือ ถา K  เปน −p กรุปยอยของ G  ซึ่ง HK ⊇  แลว  
HK = ) 

 ให G  เปนกรุปจํากัดอันดับ spn m=  โดยที่ m  และ s  เปนจาํนวนเต็มบวก และ p   
เปนจํานวนเฉพาะซึง่ ( ) 1s,p =  ทฤษฎีบททีห่นึง่ของซีโลวไดแสดงวากรุปยอย −p ซีโลว ของ G  
เปนกรุปยอยอนัดับ mp  ทฤษฎบีทตอไปจะแสดงวาถา H  เปนกรุปยอย −p ซีโลว ของ G  แลว
ทุกๆ สังยุคของ  H  จะเปนกรุปยอย −p ซีโลว ของ G  ดวย 
 
4.3.3 ทฤษฎีบท  ให G  เปนกรุปจํากัดอันดับ spn m=  โดยที่ m  และ s  เปนจํานวนเต็มบวก  
และ p  เปนจํานวนเฉพาะซึ่ง ( ) 1s,p =  ถา H  เปนกรุปยอย −p ซีโลว ของ G  แลว 1gHg−   
เปนกรุปยอย −p ซีโลว ของ G  สําหรับทุกๆ Gg∈  
 
บทพิสูจน  ให  H  เปนกรุปยอย −p ซีโลว ของ G  โดยทฤษฎีบท 4.3.1 จะไดวา H  มีอันดับ  

mp  ตอไปให Gg∈  เราจะแสดงวา HgHg 1 =−  ดวยการนิยาม 1gHgH: −→α   โดย  
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( ) 1ghgh −=α  สําหรับทุก Hh∈  แลวจะแสดงวา α  เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก H  ไปบน  
1gHg−   
ตอไปให Hh,h 21 ∈  โดยที ่ ( ) ( )21 hh α=α  แลว  1

2
1

1 gghggh −− =  ทาํใหได 
( ) ( )ggghgggghg 1

2
11

1
1 −−−− =  นัน่คือ  ( ) ( )=−− gghgg 1

1
1 ( ) ( )gghgg 1

2
1 −−   ดังนั้น  

21 hh =   เพราะฉะนัน้ α   เปนฟงกชันหนึง่ตอหนึ่ง  
ให 1gHgk −∈  เลือก kggh 1−=  ทําใหได ( ) ( )kggh 1−α=α ( ) kgkggg 11 == −−  

เพราะฉะนัน้ α  เปนฟงกชนัไปทั่วถงึ 1gHg−   
เนื่องจาก α  เปนฟงกชนัหนึง่ตอหนึง่จาก H  ไปทั่วถึง 1gHg−  ดังนัน้ =−1gHg H  

ทําใหได m1 pgHg =−  ให 11
2

1
1 gHgggh,ggh −−− ∈  แลวจะไดวา ( )( ) 11

2
1

1 gghggh
−−−   

( )( )11
2

1
1 gghggh −−−=  ( ) ( ) 11

21
11

2
1

1 ghhgghgggh −−−−− == 1gHg−∈  ดังนัน้ 1gHg−  เปน
กรุปยอยของ  G  เนื่องจาก 1gHg−  เปนกรุปยอยอนัดับ mp  ของ G  ดังนัน้ 1gHg−  เปนกรุป
ยอย  −p ซีโลว  ของ  G                
 
4.3.4 ทฤษฎีบทที่สองของซีโลว (The Second Sylow’s Theorem) 
 ให G  เปนกรุปจํากัดอันดับ spn m=  โดยที่ m  และ s  เปนจาํนวนเต็มบวก และ p   
เปนจํานวนเฉพาะซึง่ ( ) 1s,p =  แลวกรุปยอย −p ซีโลว ของ G  เปนสังยคุของกันและกัน 
 
บทพิสจูน  ให  1H  และ 2H  เปนกรุปยอย −p ซีโลว ของ G  แลว m

21 pHH ==  ให  
{ }GxxHS 1 ∈=  และนิยาม SSH: 2 →×ϕ  โดย ( ) ( ) 11 HyxxH,y =ϕ  สําหรับทุกๆ 

2Hy∈   และ  Gx∈  ให 221 Hy,y ∈  และ SHx,Hx 1211 ∈  โดยที่ ( ) =111 Hx,y  
( )122 Hx,y  แลว  21 yy =  และ 2211 HxHx =  ดังนัน้ 12

1
1 Hxx ∈−  นั่นคือ 12

1
1 Hexx ∈−  

แต 21 yy =  จึงไดวา 122
1

1
1

1 Hxyyx ∈−−  นั่นคอื ( ) ( ) 122
1

11 Hxyxy ∈−  แสดงวา 
( ) ( ) 122111 HxyHxy =  ทาํใหได ( ) ( )122111 Hx,yHx,y ϕ=ϕ  ดังนั้น ϕ  เปนฟงกชัน 
 ตอไปจะแสดงวา S  เปน −2H เซต 
 1.  ให  Gx∈   แลว  ( ) ( ) 111 xHHexxH,e ==ϕ  
และ 2.  ให  SxH1∈    และ   221 Hy,y ∈      แลว        ( ) ( )( ) ==ϕ 121121 HxyyxH,yy   

( )( ) ( )( ) ( )( )121121121 xH,y,yHxy,yHxyy ϕϕ=ϕ=  
 จากขอหนึ่งและขอสองจะไดวา ϕ  เปนแอคชันของ 2H  บน S  ฉะนัน้ S  เปน −2H เซต 



 38

ให 1Hx∈  แลวโดยนยิามของ GX  เราจะได 
  ( ){ 1112H xHxH,ySxHS =ϕ∈= สําหรับทุกๆ }2Hy∈  
           ( ){ 111 xHHyxSxH =∈= สําหรับทุกๆ }2Hy∈   

ทําใหไดโดยทฤษฎีบท 4.2.5 วา ( )pmodSS 2H ≡  แตเพราะ [ ] ===
1

1 H
G

H:GS  

s
p

sp
m

m
=  และ ( ) 1s,p =  แลว p  ไมเปนตัวหารของ S  ทําใหไดวา 0S 2H ≠  นั่นคือ ≠2HS  

∅   ให 2H1 SxH ∈  แลว 11 xHyxH =  สําหรับทุกๆ 2Hy∈  ซึ่งทําให 11
1 HyxHx =−  สําหรับ

ทุกๆ 2Hy∈  แสดงวา 1
1 Hyxx ∈−  สําหรับทกุๆ 2Hy∈  ดังนัน้ xHx 2

1−  เปนกรุปยอยของ 

1H  แต xHxHH 2
1

21
−==  เราจะได xHxH 2

1
1

−=                
 
4.3.5 บทแทรก  ให G  เปนกรุปจํากัดอันดับ spn m=  โดยที่ m  และ s  เปนจํานวนเต็มบวก
และ p  เปนจํานวนเฉพาะซึ่ง ( ) 1s,p =  ถา K  เปนกรุปยอย −p ซีโลว ของ G  แลว K  เปนกรปุ
ยอยปกติของ G  ก็ตอเมื่อ K  เปนกรุปยอย −p ซีโลวเพยีงกรุปเดียวของG  
 
บทพิสจูน  สมมติวา K  เปนกรุปยอยปกตขิอง G  และให P  เปนกรุปยอย −p ซีโลว ของ G   
แลวโดยทฤษฎีบทที่สองของซีโลว  จะมี Gx∈  ซึ่ง  KxxP 1−=   แต K  เปนกรุปยอยปกติของ 
G  จะไดวา KKxxP 1 == −  ดังนัน้ K  เปนกรุปยอย −p ซีโลวเพยีงกรุปเดียวของ G  
 ในทางกลบักนั  สมมติวา  K   เปนกรุปยอย −p ซีโลวเพยีงกรุปเดียวของ G   แลว  

KKxx 1 =−   สําหรับทกุๆ Gx∈   ดังนั้น  K   เปนกรุปยอยปกตขิอง G                
 
 
4.3.6 ทฤษฎบีทที่สามของซีโลว (The Third Sylow’s Theorem) 
 ให  G   เปนกรุปจํากัดอันดับ spn m=   โดยที่ m  และ s   เปนจาํนวนเต็มบวกและ  p   
เปนจํานวนเฉพาะซึง่ ( ) 1s,p =  และให  pn  เปนจํานวนกรุปยอย −p ซีโลวทัง้หมดของG  แลว  

( )pmod1n p ≡  และ pn  เปนตัวหารของ G  
 
บทพิสจูน  ให H  เปนกรุปยอย −p ซีโลว ของ G  แลว mpH =  และให S  เปนเซตของกรุป
ยอย −p ซีโลวทั้งหมดของ G  แลว  Sn p =  
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 นิยาม  SSH: →×ϕ   โดย  ( ) 1xTxT,x −=ϕ   สําหรับทกุๆ Hx∈   และ  ST∈   แลว
จะแสดงวา  S  เปน −H เซต 
 1.  ให   ST∈      แลว   ( ) TeTexT,e 1 ==ϕ −  
และ 2.  ให   ST∈      แลว   Hx,x 21 ∈      แลว    ( ) ( ) ( ) ==ϕ −1

212121 xxTxxT,xx  
( ) ( ) ( ) ( )( )T,x,xTxx,xxxTxx 21

1
221

1
2

1
121 ϕϕ=ϕ= −−−  

 จากทั้งขอ 1. และ 2. จะไดวา ϕ  เปนแอคชนัของ H  บน S  ฉะนัน้ S  เปน −H เซต โดย 
นิยามของ GX  เราจะได ( ){ TT,xSTSH =ϕ∈=  สําหรับทุกๆ }Hx∈ { ST∈=  

TxTx 1 =− สําหรับทุกๆ }Hx∈  แลวโดยทฤษฎีบท 4.2.5 วา ( )pmodSSH ≡  ให  
HST∈   แลว  TxTx 1 =−  สําหรบัทุกๆ Hx∈  ดังนัน้ H  เปนกรุปยอยของ [ ]TN   และแนนอน

วา T  เปนกรุปยอยของ [ ]TN   จึงไดวา H  และ T  ตางเปนกรุปยอย −p ซีโลวของ [ ]TN   ดังนั้น
โดยทฤษฎีบทที่สองของซโีลว  จะม ี [ ]TNx∈  ซึ่ง TxxH 1−=  แต T  เปนกรุปยอยปกติ
ของ [ ]TN  ทําใหไดวา xTTx =  และได xTxTxxH 11 −− ==  T=   ดังนัน้ { }TSH =   นัน่คอื 

1SH =  และโดยทฤษฎีบท 4.2.5  จะไดวา ( )pmodSS H≡   นั่นคอื ( )pmod1n p ≡  
 ตอไปเรานิยาม  SSG:* →×   โดย  ( ) 1gTgT,g* −=  สําหรับทุกๆ Gg∈  และ ST∈   
แลว  G  เปน −S เซต ดังนัน้ทกุๆ กรุปยอย −p ซีโลว ของ G  เปนสงัยุคซึ่งกันและกัน  จึงทาํใหมี
ออรบิทใน S  ภายใต G  เพียง 1 ออรบิทเทานัน้ 
 ให ST∈  แลว { } [ ]HNHgHgGgG 1

H ==∈= −   โดยทฤษฎีบท 4.2.4  จะได 

pn  เทากับขนาดของออรบิทใน [ ]HG:GH =  เนื่องจาก [ ]HH G:GGG =  เพราะฉะนั้น 
[ ]HG:G  หาร G  ลงตัว นัน่คือ pn  หาร G  ลงตัว                       
 
 
4.4  กรุปอาบีเลียนขนาดจํากัด 

 
ในหัวขอนี้จะศึกษาเกี่ยวกับโครงสรางของกรุปอาบีเลียนขนาดจํากัด และแสดงวากรุป   

อาบีเลียนขนาดจํากัดเปนผลคูณตรงของกรุปวัฏจักร 
 
4.4.1 ทฤษฎีบท  ถา G  เปนกรุปอาบีเลียนขนาดจํากัดแลว G เปนสมสัณฐานกันกับผลคูณตรง
ของกรุปยอยซีโลวของ G    
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บทพิสูจน  ให G  เปนกรุปอาบีเลียนขนาดจํากัด และให 1k
1pG = mk

m
2k

2 p...p  เมื่อ m  เปน
จํานวนนับ และ ik  เปนจํานวนเต็มบวก และแตละ ip  เปนจํานวนเฉพาะที่แตกตางกันทั้งหมด 
สําหรับ mi1 ≤≤  แลว ( ) 1p,p ji =  ถา mji1 ≤≠≤  ทําใหไดโดยทฤษฎีบท 4.3.1 วามีกรุป
ยอย −ip ซีโลวของ  G  ที่มี อันดับ  ik

ip  เมื่อ mi1 ≤≤  ให   iS  เปนกรุปยอยของ  G  ซึ่ง 
ik

ii pS =  สําหรับแตละ mi1 ≤≤  แลวโดยบทแทรก 4.3.5 จะไดวา iS  เปนกรุปยอย −ip

ซีโลวเพียงกรุบยอยเดียว G  สําหรับทุก ๆ mi1 ≤≤  นอกจากนี้ { }eSS ji =∩   
ตอไปให ii Sa ∈  และ jj Sa ∈  สําหรับแตละ mj,i1 ≤≤  แลว ijji aaaa =   เราจะ

แสดงวา ( ) { }eS...SS...SSS m1i1i21i =∩ +−   ให ( )m1i1i21i S...SS...SSSa +−∩∈  แลว 
iSa∈  และ m1i1i21 S...SS...SSa +−∈   ทําใหไดวา ji Sa ∈  สําหรับ mji1 ≤≠≤  ซึ่ง 

m1i1i21 a...aa...aaa +−=  และเพราะวา 1ik
1i

1ik
1i

2k
2

1k
1m1i1i21 pp...ppS...SS...SS +

+
−

−+− =  
mk

mp...  ดังนัน้ ( ) mk
m

1ik
1i

1ik
1i

2k
2

1k
1 p...pp...ppa +

+
−

−ο  แต ( ) ik
ipaο  ดังนัน้ ( ) 1a =ο  ฉะนั้น 

ea =  ทาํใหได ( ) { }eS...SS...SSS m1i1i21i =∩ +−  
ตอไปจะแสดงวา m21 S...SSG =   เนื่องจาก ji pp ≠  สําหรับ mji1 ≤≠≤  และ ip  

หาร  G  ลงตัว  สําหรับแตละ  mi1 ≤≤  และเพราะวา  ji SS ≠  และ  ( ) 1S,S ji =  เมื่อ 
mji1 ≤≠≤  โดยบทแทรก 2.3.20 จะได =m21 S...SS  == mk

m
2k

2
1k

1m21 p...ppS...SS  
G  และเนื่องจาก GS...SS m21 ⊆  ดังนั้น m21 S...SSG =  ฉะนั้น  G  เปนผลคูณภายในของ 

m21 S...,,S,S   
แลวโดยบทแทรกที่ 4.1.10  จะไดวา G  เปนผลคูณภายนอกของ m21 S...,,S,S  นั่นคือ 

m21 S...SSG ×××≅                     
 
 ในทฤษฎีบท 4.4.1 เราไดแสดงวากรุบอาบีเลียนขนาดจํากัดสมสัณฐานกันกับผลคูณตรง 
ของกรุปยอย −p ซีโลว ตอไปเราจะแสดงวาแตละกรุปยอย −p ซีโลว สมสัณฐานกันกับผลคูณ
ตรง ของกรุปยอยวัฏจักร 
 
4.4.2 ทฤษฎีบท  ให G  เปนกรุปอาบีเลียนขนาดจํากัดและเปน −p กรุป เมื่อ p  เปนจํานวน
เฉพาะ แลวจะมี Ga ∈  และกรุปยอยแท H  ของ G  ซึ่ง HaG ×≅   
 
บทพิสจูน  ให p  เปนจํานวนเฉพาะและG  เปนกรุปอาบีเลยีนขนาดจาํกัดและเปน −p กรุป แลว
โดยทฤษฎีบทโคชี จะม ี Ga∈  ซึง่ ( ) pa =ο  ดังนั้นให Ga∈  เปนสมาชกิทีม่ีอันดับมากสดุใน
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บรรดาเหลาสมาชิกของ G  แลวจะมีจาํนวนเต็มบวก k  ซึ่ง ( ) kpa =ο  ถา Ga =  แลว 
{ }≅× ea { }eaG =  เราจึงพิจารณากรณี ถา Ga ⊂  ให aGa −∈  และให aA =  

แลว { }eaA =∩  โดย Zorn’s Lemma สมมติวา H  เปนกรุปยอยใหญสุดเฉพาะกลุมของ G  
ซึ่ง { }eHa =∩   เนื่องจาก G  เปนกรุปอาบีเลียน ดังนัน้ H  เปนกรุปยอยปกติ แลวตองการ
แสดงวา HaG =   โดยสมมติ HaG ≠    
 ให HaGx −∈  เนื่องจาก a เปนสมาชิกทีม่ีอันดับมากสดุในบรรดาเหลาสมาชกิของG  

และ ( ) kpa =ο  ดังนั้น ex
kp =  ทําใหได Hax

kp ∈  ให r เปนจํานวนนับนอยสุดซึ่ง ∈
rpx  

Ha  แลว kr ≤  ให 1rpxg
−

= จะไดวา Hag∉  แต ∈=
rpp xg  Ha  ดังนั้นจะมีจาํนวน

เต็ม q  และ Hh∈   ซึ่ง  hag qp =   ทาํใหไดวา  ==
kpge ( ) ( ) ==

−− 1kpq1kpp hag  
1kp1kqp ha
−−  ดังนัน้ Hha

1kp1kqp ∈=
−−−   เพราะวา aa

1kqp ∈
−   ฉะนัน้  1kqpa

−  
{ }eHa =∩=  จะไดวา ea

1kqp =
−   ดังนั้น  ( ) 1kqpa −ο  ทาํใหได  1kk qpp − ดังนัน้ qp   

ให s  เปนจาํนวนเต็มซึ่ง psq =  เนื่องจาก Hag∉  ดังนัน้ Hga s ∉−  แต ( ) pspps agga −− =  
Hhag qp ∈== −   ให HgaK s−=  เนื่องจาก KH ⊆  จะได Kga s ∈−  แต Hga s ∉−  

ดังนัน้ KH ≠  เนื่องจาก H  เปนกรุปยอยใหญสุดเฉพาะกลุมของ G  ซึ่ง { }eHa =∩  และ 
KH ⊆  จึงไดวา { }eaK ≠∩   

 ให be ≠ Ka ∩∈  แลวจะม ี เปนจํานวนเตม็ t  และ u  และให Hh1 ∈   ซึง่ == tab   
( ) 1

us hga−  สมมติ up  แลวจะมีจํานวนเตม็ v  ซึ่ง pvu =  และทําใหได  ( ) == −
1

us hgab  
( ) ( )( ) 1

vps
1

pvs hgahga −− =  เพราะวา ( ) Hga ps ∈−  จึงไดวา ( )( ) 1
vps hga−  H∈  ฉะนัน้ 

Hb∈  เนื่องจาก ab∈  ดังนัน้ { }eHab =∩∈  เกิดขอขัดแยงกับ eb ≠  เพราะฉะนัน้ p  
ไมเปนตัวหารของ u เนื่องจาก p  เปนจํานวนเฉพาะ ดังนั้น ( ) 1u,p =  แลวจะมีจาํนวนเต็ม c และ 
d  ซึ่ง udpc1 +=  ทําใหไดวา ( ) ( )ducpudpc gggg == +  เพราะวา ∈pg  Ha  ทําใหได  
( ) Hag cp ∈  และเนื่องจาก ( ) 1

ust hgaa −=  ดังนั้น  ∈= −1
1

sutu haag  Ha  ทาํใหไดวา 
Hag∈   เกิดขอขัดแยงกับที่สมมติวา Hag∉  ดังนั้น HaG =  เพราะฉะนัน้ G  เปนผล

คูณภายในของ a  และ H  
  โดยทฤษฎีบท 4.1.10 เราไดวา G  เปนผลคูณตรงของ a  และ H  ดังนัน้ HaG ×≅

                   
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4.4.3 บทแทรก  ถา G  เปนกรุปอาบีเลียนขนาดจํากัดและเปน −p กรุป เมื่อ p  เปนจํานวน
เฉพาะ แลว G  เปนผลคูณตรงของกรุปยอยวัฏจักรที่มีอันดับเปนกําลังของ p  
 
บทพิสจูน  ให G  เปนกรุปอาบีเลียนขนาดจํากัดและเปน −p กรุป เมื่อ p  เปนจํานวนเฉพาะ 
แลวจะมีจาํนวนเต็มบวก k  ซึง่ kpG =  ดังนัน้โดยทฤษฎีบท 4.4.2 จะม ี Ga∈  และมกีรุปยอย 
H  ของ G  ซึง่ HaG ×≅  ให Ga1 ∈  เปนสมาชกิที่มีอันดับมากสุดที่ทาํใหม ี GH1 ≤  ซึ่ง 

11 HaG ×≅   ให ( ) 1k
1 pa =ο เมื่อ 1k  เปนจํานวนเต็มบวก แลว 1kk

1 pH −=  ดังนั้น 1H  
เปนกรุปอาบีเลียนขนาดจํากัดและเปน −p กรุป สมมติให 1kk Ha −∈  เปนสมาชิกทีม่ีอันดับมาก
สุดที่ทาํใหม ี GHk ≤  ซึ่ง ××≅ 21 aaG kk Ha... ××  และ ( ) ik

i pa =ο  เมื่อ ik  เปน
จํานวนเตม็บวก ซึง่ ki1 ≤≤  เนื่องจาก kpG =  ดังนั้น kk...1kk

k pH −−−= ทําใหไดวา 
kH  เปนกรุปอาบีเลียนขนาดจาํกัดและเปน −p กรุป แลวโดยทฤษฎีบท 4.4.2 ทําใหไดวาม ี

k1k Ha ∈+  เปนสมาชิกที่มีอันดับมากสุดที่ทาํใหมี k1k HH ≤+  ซึ่ง 1k1kk HaH ++ ×≅  
ดังนัน้ ×××≅ ...aaG 21 1k1kk Haa ++ ××  โดยอุปนัยเชงิคณิตศาสตรเราไดวา ⊇G  

{ }e...HH 21 ⊇⊇⊇  ทาํใหได 1...HHG 21 ≥≥≥≥  แต G  เปนจํานวนจาํกัด ดังนัน้จะม ี
จํานวนเตม็บวก n  ซึ่ง { }eHn =  และ 1nn Ha −∈  ดังนัน้ ≅G  { }ea...aa n21 ××××  
เพราะฉะนัน้ G  เปนผลคูณตรงของกรุปยอยวัฏจักรที่มีอันดับเปนกาํลังของ p          
 
 ตอไปเราจะกลาวทฤษฎีบทหลักมูลของกรุปอาบีเลียนขนาดจาํกัดซึ่งเปนผลโดยตรงของ
ทฤษฎีบท 4.4.1 และบทแทรก 4.4.3 
 
4.4.4 ทฤษฎีบทหลักมูลของกรุปอาบีเลียนขนาดจํากัด (The Fundamental Theorem of  
Finite Abelian Groups)   
 ทุกกรุปอาบีเลยีนขนาดจํากดัเปนผลคูณตรงของกรุปวัฏจักรที่มีอันดับเปนกาํลังของจาํนวน
เฉพาะ 
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บทที่  5 
 

กรุปฮามลิทอเนียน 
 

ในการศึกษาสมบัติของกรุปในบทที่ 4 ไดมีการพิสูจนวากรุปอาบีเลียนสามารถเขียนไดใน
รูปผลคูณตรงของกรุปยอยวัฏจักรและแตละกรุปยอยของกรุปวัฏจักรเปนกรุปยอยปกติ แตกรุป
โดยทั่วไปที่ไมใชกรุปอาบีเลียนอาจไมมีสมบัติเชนนี้  และการศึกษาลักษณะเฉพาะของกรุปที่ไมใช
กรุปอาบีเลียนยังคงเปนปญหาเปดอยู  อยางไรก็ตามไดมีการศึกษาเพื่อหาลักษณะเฉพาะสําหรับ
กรุปนอนอาบีเลียนที่มีสมบัติเชนเดียวกับกรุปอาบีเลียน นั่นคือกรุปที่มีกรุปยอยทุกกรุปเปนกรุปยอย
ปกติและเรียกกรุปนั้นวา กรุปฮามิลทอเนียน  ในบทนี้เราศึกษาลักษณะเฉพาะของกรุปฮามิลทอเนียน 

 
5.1 กรุปควอเทอรเนียน 
 

ให  { }k,k,j,j,i,i,1,1Q −−−−=   และนยิามการดําเนนิการทวิภาคบน Q  คือการคูณ โดย 
มี 1 เปนสมาชกิเอกลักษณการคูณ และกาํหนด ( ) 11 2 =−  และ  1ijkkji 222 −====  แลว
ตารางการคูณบน  Q   แสดงดังตารางขางลางนี ้

 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 

ตาราง 1 

 1 -1 i -i j -j k -k 
1 1 -1 i -i j -j k -k 
-1 -1 1 -i i -j j -k k 
i i -i -1 1 k -k -j j 
-i -i I 1 -1 -k k j -j 
j j -j -k k -1 1 i -i 
-j -j J k -k 1 -1 -i i 
k k -k j -j -i i -1 1 
-k -k K -j j i -i 1 -1 

43 
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จากตารางการคูณของ Q  เห็นไดวา Q  ไมเปนกรุปอาบีเลียนเพราะมี Qj,i ∈  ซึง่  
kij =  และ kji −=  นัน่คือ jiij ≠ หรือ jiij −=  

ถาแทนสมาชกิของ Q  ใหมโดยให bj,ai ==  และ abk =  แลว ,aa,1a 32 −=−=   
1a 4 =  และจะได  1abab,babba,a1b 422423222 ======−=  และ =−= kba   

baabaab1 32 ==−  ทาํใหไดตารางการคูณในตวัแปร a  และ b  แสดงดังตาราง 2 ขางลางนี ้
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตาราง 2  
  

จะเหน็วากรุป Q  เปนกรุปที่กอกําเนิดโดยสมาชิก 2 ตัว คือ a  และ b   ซึ่งมีความสัมพนัธ 
( ) 22 ba,4ao ==  และ baba 3=   

 
5.1.1 บทนิยาม  เรียกกรุป G  วา กรุปควอเทอรเนียน (quaternion group)  ถา G  มีตัว
กอกําเนิด 2 ตัว คือ a  และ b  ซึ่งมีความสัมพันธ 224 ba,1a ==  และ baba 3=   
 
 เพื่อความสะดวกถา Q  เปนกรปุควอเทอรเนยีนเราจะใชสัญลักษณแทน ดังนี ้ b,aQ =  
 

 1 a  2a  3a  b  ab  ba 2  ba3  
1 1 a  2a  3a  b  ab  ba 2  ba3  

a  a  2a  3a  1 ab  ba 2  ba3  b  
2a  2a  3a  1 a  ba 2  ba3  b  ab  
3a  3a  1 a  2a  ba3  b  ab  ba 2  

b  b  ba3  ba 2  ab  2a  a  1 3a  

ab  ab  b  ba3  ba 2  3a  2a  a  1 

ba 2  ba 2  ab  b  ba3  1 3a  2a  a  

ba3  ba3  ba 2  ab  b  a  1 3a  2a  
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5.2 กรุปฮามิลทอเนียน 
 
 ในหัวขอนี้ศึกษาสมบัติของกรุปฮามิลทอเนียนและพิสูจนทฤษฎีบทที่แสดงเงื่อนไขจําเปน 
ของกรุปฮามิลทอเนียน 
 
5.2.1 บทนิยาม  เราเรียกกรุปนอนอาบีเลียนที่มีกรุบยอยทุกกรุบเปนกรุบยอยปกติ วากรุปฮามิล
ทอเนียน (Hamiltonion group) 
 
 ขอทบทวนวา สัญลักษณ ( )b,a  หมายถงึคอมมวิเตเตอรของ a  และ b  นั่นคือ  ( ) =b,a  

11baba −−  
 
5.2.2 ทฤษฎีบทประกอบ  ถา G  เปนกรุปฮามิลทอเนียน แลว ( ) bab,a ∩∈  สําหรับทุกๆ 

Gb,a ∈   
 
บทพิสจูน  ให Gb,a ∈  ถา baab =  แลว ( ) baebabab,a 11 ∩∈== −−  เราจึงพิจารณา
กรณี baab ≠  ให ( ) 11babab,ac −−==  เนือ่งจาก G  เปนกรุปฮามิลทอเนียน และ a  กับ 
b  เปนกรุบยอยของ G  ดังนัน้ a  และ b  เปนกรุปยอยปกติของ G  ทาํใหไดวา 

baba 1∈−  ดังนัน้ ( ) 1111 babababa −−−− = bbb 1 ⊆∈ −  ซึ่งแสดงวา bc∈  โดยการ
พิสูจนในทาํนองเดียวกัน เราจะไดวา ac∈  เพราะฉะนั้น bac ∩∈                   
 
 สําหรับกรุปนอนอาบีเลยีน G  ที่ไมเปนกรปุฮามิลทอเนยีนแลวอาจจะมี Gb,a ∈   ซึง่  

baab ≠  ที่ทาํให ( ) bab,a ∩∉  ตัวอยางเชน กรุป baba,eb,eab,a 324 ===  เห็นได

วา baab ≠   และ  { }b,eb =   เปนกรุปยอยของ baba,eb,eab,a 324 ===   เนื่องจาก  

( ) baabbababababab,a 2311 ∉==== −−   ดังนั้น  ( ) bab,a ∩∉  
 
5.2.3 ทฤษฎีบท   ถา H  เปนกรุปยอยนอนอาบีเลียนของกรุปฮามิลทอเนียน G  แลวจะมีกรุป
ยอย Q  ของ H  ซึ่ง Q  เปนกรุปควอเทอรเนียน 
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บทพิสจูน  ให G  เปนกรุปฮามิลทอเนียน และ H  เปนกรุปยอยนอนอาบีเลียนของ G  แลวจะม ี 
Hb,a ∈  ซึ่ง baab ≠  และโดยทฤษฎีบทประกอบ 5.2.2  จะไดวา ( ) bab,a ∩∈  
ให ( ) 11babab,ac −−==  แลว ec ≠  และจะมีจํานวนเตม็ที่ไมเทากับศูนย r  และ s  ซึ่ง 

sr bca ==   
 ให Q  เปนกรุปยอยของ H  ซึ่งกอกําเนิดโดย a  และ b นั่นคือ b,aQ =  

1. จะแสดงวา c  เปนกรุปยอยแทของ a  และของ b  
1.1  จะแสดงวา  ( )QZc∈  

ให  Qx∈  แลวจะมีจํานวนเต็มบวก n  และจํานวนเต็ม ik  สําหรับ n,...,3,2,1i =   ซึง่  
nk1nk4k3k2k1k ba....babax −=   ทําใหไดวา   

( )
( )( )

( )
( )

( )( )
( )( )

( )
( ) ( )

( )
( ) xccba....baba

bba....baba

......
ba....baaba

ba....baba

ba....babba

ba....babaa

ba....baba

ba....baba

ba....babaa

ba....babaccx

nk1nk4k3k2k1k

snk1nk4k3k2k1k

nk1nk4k3kr2k1k

nk1nk4k3k2ks1k

nk1nk4k3k2ks1k

nk1nk4k3k2kr1k

nk1nk4k3k2kr1k

nk1nk4k3k2k1kr

nk1nk4k3k2k1kr

nk1nk4k3k2k1k

==

=

=
=

=

=

=

=

=

=

=

−

−

−

−+

−

−

−+

−+

−

−

 

ดังนัน้ cxxc =  สําหรับทุกๆ Qx∈  เพราะฉะนัน้ ( )QZc∈  
 1.2  จะแสดงวา ca∉  และ cb∉  

สมมติให ca∈  แลวจะมีจาํนวนเต็ม k  ซึ่ง kca =  เนื่องจาก ( )QZc∈  ทําใหไดวา  
cbcacbcccbcbcab 2k1k1kk −−− ==== babccbc...cbcc k1k23k ===== −−  เกิดขอ 

ขัดแยง ดังนั้น ca∉  ในทํานองเดยีวกนั เราสามารถสรุปไดวา cb∉  เพราะฉะนัน้ c  เปน
กรุปยอยแทของ a  และของ b  

2. จะแสดงวาทุก ๆ สมาชกิของ H   มีอันดับจํากัด 
2.1  จะแสดงวา  a   และ  b   มอัีนดับจํากัด 
เพราะวา ( ) ( ) ( ) ( )r11r1r11r1s1rs1ss aaaaabaaabaabb,a +−+−−+−−−− ====  
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ea0 ==  และ ( ) ( )sss b,ab,ac ==   จะได ecs =  และจากกาํหนดให rac =  จะได 
( ) ea

sr =  โดยที ่ rs  เปนจาํนวนเต็มซึ่งไมเทากับศูนย แสดงวามีจาํนวนเต็มบวก m  ซึ่ง eam =   
และจากกาํหนดให sbc =  ทาํใหได ( ) eb

ss =  โดยที ่ 2s  เปนจํานวนเต็มซึง่ไมเทากับศูนย แสดง
วามีจาํนวนเตม็บวก n   ซึ่ง  ebn =   ดังนัน้  a  และ b  ตางมีอันดับจาํกัด 

2.2  จะแสดงวา Hh∈  ซึง่ { }b,ah∉  มีอันดบัจํากัด 
ให Hh∈  ถา ahha ≠  หรือ bhhb ≠  แลวโดยการพิสูจนในทํานองเดียวกับ 2.1 จะได

วา h  มีอันดับจํากัด ถา haah =  และ hbbh =  สมมติวา ( ) ( )ahbbah =  จะได == bhahab  
hba  ทําใหได baab =  เกิดขอขัดแยง ดังนั้น ( ) ( )ahbbah ≠  และในทํานองเดียวกันจะได 
( ) ( )abhbha ≠  โดยการพิสูจนในทํานองเดียวกับ 2.1 จะได ah  มีอันดับจํากัด ให m  เปนจํานวน

เต็มบวก  ซึ่ง eam =  และให s  เปนจํานวนเต็มบวกซึ่ง ( ) eah s =  พิจารณา ( ) msmms hah =  
( ) ( ) ( )( ) eahahha

msmsmssm ====  ดังนั้น eh ms =  ฉะนั้น  h   มีอันดับจํากัด 
 

ให a  และ b  เปนสมาชกิทีม่ีอันดับนอยสุดในเหลาสมาชิก g,f   ใน  H  ซึ่ง  gffg ≠   
ให  ( )am ο=  และ  ( )bn ο=  และให  p  เปนจํานวนเฉพาะซึง่ mp  ดังนัน้จะมีจาํนวนเต็ม s  ซึง่ 

mps =   และไดวา ( )sppsm aaae ===   ดังนัน้ ( ) msa p <≤ο  ในทาํนองเดียวกนั ให q  เปน
จํานวนเฉพาะซึ่ง nq  ดังนัน้จะมจีํานวนเตม็ t  ซึง่ nqt =  ดังนัน้ ( ) ntaq <≤ο   

สมมติ pp baba ≠  เนื่องจาก a  และ b  เปนสมาชิกทีม่ีอันดับนอยสดุในเหลาสมาชิก 
g,f   ใน H  ซึ่ง gffg ≠  เพราะฉะนั้น ( ) ma p ≥ο  ทาํใหเกิดขอขัดแยง ดังนั้น pp baba =  ทาํให

ไดวา ( ) eb,a p =  โดยการพิสูจนทํานองเดียวกัน จะไดวา ( ) eb,a q =  เนื่องจาก ( ) == pp b,ac     
( ) ( ) ( ) qqqp cb,ab,aeb,a ====  ทาํใหไดวา ( ) pcο  และ ( ) qcο  ดังนั้น ( ) 1c =ο  หรือ 
( )cο   qp ==  เพราะวา ec ≠  ดังนัน้ ( ) qpc ==ο  

เนื่องจาก  m  สามารถเขียนไดในรูปผลคูณจํากัดของกาํลังของจํานวนเฉพาะตางๆ นัน่คือ   
มีจํานวนเต็มบวก M1 t,...,t,M  และจํานวนเฉพาะ M1 p,...,p  ที่ทาํให Mt

M2t
21t1 p...ppm =   

และโดยใชการพิสูจนในทาํนองเดียวกับกอนหนานี้ เราจะได  e...cc 2p1p ===   จงึทาํใหได
วา  pp...pp M21 ====   ทาํใหเราสรุปไดวา  จะมีจํานวนเต็มบวก  u   ซึ่ง  upm =   และ
โดยการพิสูจนในทาํนองเดียวกัน  จะไดวา  มีจํานวนเต็มบวก  v   ซึ่ง  vpn =  
 ตอไปจะแสดงวา  mp2   และ  np2   โดยการแสดงวา  2u ≥   และ  2v ≥    
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 สมมติให 1u =  จะไดวา pm =  เนื่องจาก ecp =  และ ec ≠  ดังนั้น pac ==  
ซึ่งแสดงวา ac =  และเกิดขอขัดแยงกับที่แสดงไววา c  เปนกรุปยอยแทของ a  ดังนั้น 

2u ≥  ในทํานองเดียวกันเราไดวา 2v ≥  
 ตอไปจะแสดงวา pa  อยูใน ( )QZ  ให Qx∈  ถา iax =  สําหรับ i  ที่เปนจํานวนเต็ม  
เราไดวา ppiipipp xaaaaaaxa ==== +  ถา jbx =  สําหรับ j  ที่เปนจํานวนเตม็และจาก 
( ) eb,ap =  เราไดวา ( ) ( ) ( ) ======= −−− pip1i1ip1ipjpp abbab...bbabbabaxa  

pxa  ถา nk1nk4k3k2k1k ba....babax −=  สําหรับจาํนวนเต็มบวก n  และ ik  เปนจาํนวน
เต็ม ซึ่ง n,...,3,2,1i =  โดยการแสดงกรณีที่ iax =  และ jbx =  เราจะได  

 

( )
( )( )

( )( )
...

ba....baaba

ba....babaa

ba....babaaxa

nk1nk4k3kp2k1k

nk1nk4k3k2kp1k

nk1nk4k3k2k1kpp

=
=

=

=

−

−

−

 

   
( )

p

pnk1nk2k1k

nkp1nk1k

xa

aba...ba

baa...a

=

=

=

−

−

 

จากกรณทีั้งหมดเราไดวา pp xaxa =  สําหรับทุกๆ Qx∈  ดังนัน้ pa  อยูใน ( )QZ  และ
โดยการพิสูจนในทาํนองเดียวกัน เราจะไดวา pb  อยูใน ( )QZ  

เนื่องจาก ,ac r=  ( ) ecaa pprrp ===  และจาก ( ) upa =ο  เราจะได rppu   ดังนัน้
จะมีจํานวนเตม็บวก j  ซึ่ง ujprp =  และไดวา 1ujpr −=  ถา p  เปนตัวหารของ j  แลวจะมี
จํานวนเตม็บวก t  ซึ่ง ptj =  และจาก 1ujpr −=  เราจะไดวา u1u tpptpr == −  และ == rac   

eaa
tuputp =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=  เกิดขอขัดแยงกับ ec ≠  ดังนัน้ p  ไมเปนตัวหารของ j  และ 1ujpac

−
=  

โดยการพิสูจนในทาํนองเดียวกัน จะไดวามีจํานวนเต็มบวก k  ซึ่ง p  ไมเปนตัวหารของ k  ที่ทาํให 
1vkpbc
−

=  
 โดยไมเสียนยัสมมติ vu ≥  เนื่องจาก ( ) ( )kkk b,ab,ac ==  k1k baab −−=   และ p  
ไมเปนตัวหารของ k  ดังนัน้ k1kk baabce −−=≠  ซึง่แสดงวา abab kk ≠  

ให kvujp
1 bab

−−=  จะแสดงวา abab 11 =    เนื่องจาก   =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

−− kvujp
1 baaab   
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( ( )QZc,b,a pp ∈Q ) 

kvujp1 ba
−− kvujp baa ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

−−  และ abaab kvujp
1 ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

−−  ดังนั้น =
−− kvujp aba  

aba kvujp −−  ทําใหไดวา abab kk =  เกิดขอขัดแยง ดังนั้น abab 11 ≠  และจะไดวา 1b  มี
อันดับจํากัด และจากการสมมติวาสมาชิก a  และ b  เปนสมาชิกที่มีอันดับนอยสุดในเหลาสมาชกิ 

g,f  ใน  H  ซึ่ง gffg ≠  ดังนัน้ ( ) ( )bb1 ο≥ο  ทาํใหได eb
1vp

1 ≠
−  

เนื่องจาก   
p

kvujpp
1 bab ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

−−  

            

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )2/1ppvujkpkp
vujpp

2/1ppvujkpkp
vujpp

2/1ppvujpkpk
pvujp

cba

b,aba

a,bba

−−−−

−−−−

−−−−−

=

=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

 

ทําใหไดวา   

          ( ) 2vpp
1

1vp
1 bb

−−
=  

          ( ) ( ) ( )( )
2vp

2/1ppvujkpkp
vujpp cba

−

−−−−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=  

                      ( )( ) 1vp2/1pvujkp
k1vp

vujp1vp cba
−−−−

−−−
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=   

                    

( )

( )

( ) 2/1p1ujkp

2/1p1ujkp1vkp1vkp

2/1p1ujkp1vkp1ujp

c

cbb

cba

−−

−−−−−

−−−−−

=

=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

 

ดังนัน้ ( ) ec 2/1p1ujkp ≠−−  สมมติ p  เปนจาํนวนเฉพาะคี่  แลวจะมีจาํนวนเต็มบวก t  ซึ่ง 

1t2p +=  หรือก็คือ t21p =−  ทําใหไดวา ( ) ( ) jkt1up2/t21ujkp2/1p1ujkp ccc
−−−−

==  

( ) ec
jkt2upp ==

−
  เกิดขอขัดแยงกับ  ( ) ebc

1vp
1

2/1p1ujkp ≠=
−−−   ดังนั้น 2p =  

 สมมติให  2u >   แลว  12u ≥−   ซึง่ทาํใหได   ( ) ( ) 2/121u2jk2/1p1ujkp cc −−−−
=  
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11u2jkc
−−

= ( ) 3u2jk2c
−

= e=  เพราะวา ecc 2p ==  ซึ่งเกิดขอขัดแยงในทํานองเดียวกับ

ขางตน ดังนั้น 2u =  และเนื่องจาก 1ujpac
−

=  และ 2p =  ทาํใหไดวา j2ac =  เนื่องจาก 2 ไม
เปนตัวหารของ j  ดังนัน้ j  เปนจํานวนคี ่ แลวจะมีจาํนวนเต็ม t  ซึ่ง 1t2j +=  ทาํใหไดวา 

( ) ( ) 22t421t2 aaaac === +   เนื่องจาก 2vu ≥≥  และ 2u =  จึงไดวา 2v =  และโดยการ
พิสูจนในทาํนองเดียวกัน จะไดวา 2bc =  ทําใหไดวา abbac,ba 1122 −−==  และ ec2 =  

เนื่องจาก abbaca 112 −−==   และ  22 baba =  จะไดวา abbbaaba 113 −−=  
baabbabb 2121 === −−   ดังนั้น  baba 3=   

เพราะฉะนัน้  b,aQ =   เปนกรุปควอเทอรเนยีน                       
 
5.2.4 ทฤษฎีบท  ถา G  เปนกรุปฮามิลทอเนียน แลวจะมีกรุปยอยควอเทอรเนียน Q  ของ G   ซึง่  

QCG =  โดยที่ C  เปนเซตกําหนดเชิงศูนยกลางของ Q  ใน G  
 
บทพิสจูน  ให G  เปนกรุปฮามิลทอเนียน แลวโดยทฤษฎบีท 5.2.3 จะมีสมาชิก a  และ b  ใน G    
เปนสมาชิกทีม่ีอันดับนอยสดุในเหลาสมาชิก Gy,x ∈  ซึ่ง yxxy ≠  ซึ่ง b,aQ =  เปนกรุป
ยอยควอเทอรเนียนของ G  ให C  เปนเซตกาํหนดเชิงศนูยกลางของ Q  ใน G  หรือ ( )QZC =  
เนื่องจาก Q  และ C  เปนกรุปยอยของ G  ดังนัน้  GQC⊆  
 ให  Gx∈  ถา Cx∈  และเพราะวาเอกลักษณ e  ของ G  เปนสมาชกิของ Q  ทีท่ําให  

exx =  ดังนัน้ QCx∈  ถา Cx∉  แลวมี Qt∈  ซึ่ง txxt ≠  สมมติวา axxa =  และ bxxb =   
เนื่องจาก Qt∈  ดังนั้น มจีํานวนเต็มบวก n  และจํานวนเตม็ ik  เมื่อ n,..,3,2,1i =  ซึ่ง 1kat =   

nk1nk4k3k2k ba....bab −  แลวโดย axxa =  และ bxxb =  เราจะไดวา 
      ( )nk1nk4k3k2k1k ba....babaxxt −=  

  

( )
( )

( )

tx
xba....baba

xba....a

.......
ba....baxba

ba....babxa

nk1nk4k3k2k1k

nk1nk1k

nk1nk4k3k2k1k

nk1nk4k3k2k1k

=
=

=

=
=

=

−

−

−

−

 

เกิดขอขัดแยง เพราะฉะนั้น axxa ≠  หรือ bxxb ≠  



  51 

1. สมมติวา axxa ≠  และ bxxb =  โดยทฤษฎีบทประกอบ 5.2.2  จะไดวา 11xaxa −−  
xa ∩∈  เนื่องจาก ( ) 4a =ο  ดังนั้น { }32 a,a,a,ea =  ถา axaxa 11 =−−  แลว axaax =  

ทําใหไดวา ( ) ( )axaaxa 1−= ( ) eaxax 1 == −  เกิดขอขัดแยงเนื่องจาก ea ≠  ถา  =−− 11xaxa  
3a  แลว 211 axxa =−−  ทําใหได xaax 2= axbxab 22 ==  ดังนั้น eab2 =  นั่นคือ ea3 =  

เกิดขอขัดแยง ดังนั้น 211 axaxa =−−   จะไดวา axxa 11 =−−   นั่นคือ axxa 1 =−   ให =c  
abba 11 −−   ดังนั้น  211 xbxbbabbxaxc === −−   จะไดวา =xb  abxa 11 −−   ทําใหได 

( ) == −− aabxaaxb 11  =−− 211 abxa ( )xbabxabbxa 1211 == −−−  นั่นคือ ( ) ( )xbaaxb =  
ตอไปจะแสดงวา txbxbt =  สําหรับทุก Qt∈  ให Qt∈  แลวจะมีจํานวนเต็มบวก n  และ
จํานวนเต็ม ik  เมื่อ n,...,3,2,1i =  ซึ่ง ....babat 4k3k2k1k=   nk1nk ba −  แลวโดย =xb   
bx  และ ( ) ( )xbaaxb =  เราจะไดวา     

( )nk1nk4k3k2k1k ba....babaxbxbt −=  
           ( ) nk1nk4k3k2k1k ba....babxba −=  
           ( ) nk1nk4k3k2k1k ba....babbxa −=  

           

( )
( )

( )
( )
txb

xbba....baba

bxba....baba

....
ba....baxbba

ba....baxbba

nk1nk4k3k2k1k

nk1nk4k3k2k1k

nk1nk4k3k2k1k

nk1nk4k3k2k1k

=
=

=

=
=

=

−

−

−

−

 

นั่นคือ  Cxb∈   จะไดวา  ม ี Ct∈   ซึ่ง  txb =   ทําใหไดวา  QCtbtbx 11 ∈== −−  
2.  สมมติวา axxa =  และ bxxb ≠  โดยทฤษฎีบทประกอบ 5.2.2 จะไดวา 11xbxb −−  

xb ∩∈  เนื่องจาก ( ) 4b =ο  ดังนั้น { }32 b,b,b,eb =  โดยการพสูิจนในทํานองเดียวกนัเรา
จะไดวา 211 bxbxb =−−  และไดวา 1xbbx −=  
ตอไปจะแสดงวา ( ) ( )xabbxa =  จาก abbaca 112 −−==  จะไดวา abbaaa 113 −−=   

abb 1−=  และได abxbxa 13 −=  และ 2123 abaxbaxa −=  ดังนั้น 31abxbxa −=  หรือ 
bxaaxbbabxbxab 131 === −−  axb 1−=  โดยการพสูิจนในทํานองเดียวกนักับการพิสูจน

วา txbxbt =  สําหรับทกุ Qt∈  เราจะไดวา txaxat =  สําหรับทุก Qt∈  นั่นคือ Cxa∈  จะได
วาม ี Ct∈  ซึ่ง txa =  ทาํใหไดวา QCtatax 11 ∈== −−  
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3.  สมมติวา axxa ≠  โดยทฤษฎีบทประกอบ 5.2.2 จะไดวา xaxaxa 11 ∩∈−−  
และโดยการพสูิจนแบบเดียวกันกับทฤษฎบีท 5.2.3 ขอ 1.2 เราจะไดวา 211 axaxa =−−  ทําใหได 

axxa 1 =−  และเพราะวา ( ) ( ) 4ba =ο=ο  และ baba 3=  ดังนัน้ ( ) === − xbabxaxaba 1  
( )axabbxaabxa 34 ==  ฉะนัน้ ( ) ( )axabxaba =  ในทาํนองเดียวกันสมมติ bxxb ≠  จะได  

( ) =xabb ( )bxab  
ตอไปจะแสดงวา txabxabt =  สําหรับทกุ Qt∈  ให Qt∈  แลวจะมีจํานวนเต็มบวก n   

และจํานวนเต็ม ik  เมื่อ n,...,3,2,1i =  ซึง่ nk1nk4k3k2k1k ba....babat −=  แลวโดย 
( ) ( )xabaaxab =  และ ( ) ( )xabbbxab =  จะไดวา 
  ( )nk1nk4k3k2k1k ba....babaxabxabt −=  
             ( ) nk1nk4k3k2k1k ba....babxaba −=  

  

( )

( )
( )
txab

xabba....baba

bxaba....baba

....
ba....baxabba

nk1nk4k3k2k1k

nk1nk4k3k2k1k

nk1nk4k3k2k1k

=
=

=

=
=

−

−

−

 

นั่นคือ Cxab∈  จะไดวามี Ct∈  ซึ่ง txab =  ทําใหไดวา ( ) QCtabatbx 1111 ∈== −−−−  
ไมวากรณีใดๆ ไดวา QCx∈  ทาํใหไดวา QCG ⊆  นัน่คือ QCG =                     

 
5.2.5 ทฤษฎบีท  ถา G  เปนกรุปฮามิลทอเนียน แลวจะม ี Q  ซึง่เปนกรุปยอยควอเทอรเนียน มี Z  
เปนกรุปยอยอาบีเลียนซึ่งทุกสมาชิกมีอันดับเปนจํานวนคี่ และมี U  เปนกรุปยอยอาบีเลียนที่มีทุก
สมาชิกมีอันดับสอง ที่ทําให ZUQG ××≅  
 
บทพิสจูน  ให G  เปนกรุปฮามิลทอเนียน และให a  และ b  เปนสมาชิกที่มอัีนดับนอยสุดใน 
เหลาสมาชิก g,f  ใน G ซึ่ง gffg ≠ แลวโดยทฤษฎีบท 5.2.3 จะไดวาม ี b,aQ =  เปนกรุป
ยอยควอเทอรเนียนของ G  และโดยทฤษฎีบท 5.2.4 จะไดวา QCG =  เมื่อ ( )QZC =  

1. จะแสดงวาทุกสมาชิกใน G  มีอันดับจํากดั ให Gg∈  ถา ( )GCg∉  แลวจะม ี Gh∈  
ซึ่ง hggh ≠  แลวโดยใชการพิสูจนในทฤษฎีบท 5.2.3  จะไดวา g  มีอันดับจํากัด และถา 

( )GCg∈  แลว agga =  สมมติ gabbga =  แลว gabgba =  ทําใหได ( ) ( )gabggbag 11 −− =   
นั่นคือ abba =  เกิดขอขัดแยง ดังนั้น gabbga ≠  แลวโดยการพิสูจนในทฤษฎีบท 5.2.3  ทาํใหได
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วา b  และ ga  มีอันดับจํากัด ให d  เปนจํานวนเต็มบวกซึง่ ( ) ega d =  เนื่องจาก ea4 =  จึงได
วา  ( )( ) == 4dgae  ( )( ) ( ) == egag d4d4d4 d4g   ซึง่แสดงวา g  มีอันดับจาํกัด 

2. จะแสดงวา C  ไมมีสมาชิกที่มีอันดับ 4 สมมติวามี Cx∈  ซึ่ง ex4 =  จาก axxa =  
ทําใหได ( ) ( )bxaaxb ≠  เนื่องจาก abxaxbxab ==  ดังนัน้ ( ) ( )bxaabx ≠  และ เนื่องจาก a  
และ b  เปนสมาชิกที่มีอันดับนอยสุดในเหลาสมาชกิ g,f  ใน G  ซึง่ gffg ≠   ดังนั้น 
( ) ( ) 4bbx =ο≥ο  และ ex4 =  ฉะนั้น ( ) exbbx 444 ==  นั่นแสดงวา ( ) 4bx ≤ο    เพราะฉะนัน้ 
( ) ( )b4bx ο==ο  โดยการพิสูจนในทฤษฎีบท 5.2.3 จะไดวา bx,a  เปนกรุปยอยควอเทอรเนยีน

ของ G  ทําใหไดวา ( ) ====== 22222222224 xaaxbabxaaaae  224 xxa =   
ฉะนัน้ ( ) 2x ≤ο  เกิดขอขัดแยงกับ ( ) 4x =ο  ดังนัน้ C  ไมมีสมาชิกที่มีอันดับ 4  เพราะฉะนัน้ C  
ไมมีกรุปยอยควอเทอรเนยีน ทําใหไดวา C  เปนกรุปอาบีเลียน 

3. ให { CxZ ∈= อันดับของ x  เปนจํานวนคี่ } และ { }exCxZ 2
1 =∈=       

จะแสดงวา Z  และ 1Z  เปนกรุปยอยของ C  ให Zy,x ∈  แลวจะมีจํานวนเต็มบวก m  และ n  ที่
นอยสุดซึ่ง ex 1m2 =+   และ  ey 1n2 =+   จะไดวา ( )( )( ) ( )( )1n21m21n21m2 xxy ++++ =  
( )( )1n21m2y ++ ( )( )( ) ( )( )( )

eyx
1m21n21n21m2 ==

++++  ดังนั้น xy  มีอันดับเปนจํานวนคี่ 
ฉะนั้น Zxy∈  เพราะวา ( ) ( ) == +−+ 1m21m2 xxe ( ) ( )( ) ( ) 1m211m211m2 xxex

+−+−+− ==  
จะไดวา 1x−  มีอันดับเปนจํานวนคี่ ดังนั้น Zx 1∈−  ทําใหไดวา Z  เปนกรุปยอยของ C  ให 

1Zy,x ∈  แลว ex2 =  และ ey2 =  จะไดวา ( ) exyyx 222 ==  ฉะนั้น 1Zxy∈  และจะได 
( ) ( )22222 xexxxe −−− ===  ทําใหได ( )212 xxe −− ==  ซึ่งแสดงวา 1

1 Zx ∈−  ดังนั้น 
1Z  เปนกรุปยอยของ  C  

4.  จะแสดงวา 1ZZC =  ให Cx∈  แลวเพราะวาทุกสมาชิกใน G  มีอันดบัจํากัด จะได
วา x  มีอันดับจาํกัด ถาอันดับของ x  เปนจาํนวนคี่แลว Zx∈  และเพราะ 1Ze∈  ทาํให xex =  

1ZZ∈  ถาอันดับของ x  เปนจํานวนคู แลวจะมีจํานวนเต็มบวก m  ซึง่ ( ) m2x =ο  สมมติ m เปน
จํานวนคู จะไดวามีจาํนวนเต็มบวกk  ซึ่ง k2m =  ที่ทําให ( ) exx k22m2 ==  นั่นคือ ( ) ex

4k =  
แตจากการพิสูจนในขอ 2  เราไดวาทกุสมาชิก x   ใน C   ถา ex4 =   แลว  ex2 =   จะไดวา 
( ) ex 2k =  นัน่คือ ex k2 =  เกิดขอขัดแยงกับ ( ) m2x =ο  เนื่องจาก m2k2 <  ดังนัน้ m  เปน
จํานวนคี่  ฉะนั้นมจีํานวนเต็มบวก k  ซึ่ง 1k2m +=  ดังนัน้ ( ) ( ) exx 1k2221k2 == ++  ทําใหได
วา 1

1k2 Zx ∈+  หรือ ( ) ex
1k22 =
+   แสดงวา Zx2 ∈  และเนื่องจาก === xxexx m2  
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( ) ( ) === +++ xxxxxxx k21k22k41k22 ( ) ( )1k21k2 xx ++  ดังนั้น 1ZZx∈  ฉะนัน้ 1ZZC ⊆  
เนื่องจาก Z  และ 1Z  เปนกรุปยอยของ C   ดังนัน้ CZZ1 ⊆  เพราะฉะนัน้ 1ZZC =  เนื่องจาก 
C  เปนกรุปอาบีเลียน ดังนัน้ Z  และ 1Z   เปนกรุปยอยปกติของ C  เนื่องจาก 1ZZC =  และ 

{ }eZZ 1 =∩  จึงไดวา 1ZZC ×≅   
5. เพราะวา ec2 =  ดังนัน้ 1Zc∈  จะแสดงวาเซตอันดบั { DDH =  เปนกรุปยอยของ 

1Z  และ }Dc∉  มีสมาชกิใหญสุดเฉพาะกลุม ให P  เปนเซตยอยอนัดับเชิงเสนของ H   

สมมติ U
PK
Kc

∈
∈  แลวจะมีจาํนวนเต็มบวก n  และ PD,...,D,D n21 ∈  ซึ่ง 

...xc 1=  nx  โดยที่ ii Dx ∈  เมื่อ ni1 ≤≤  และเพราะ P  เปนอันดับเชงิเสน เราอาจสมมติให 
⊆1D  n2 D...D ⊆⊆  แลว ni Dx ∈  สําหรบัทุกๆ ni1 ≤≤  จะได n21 x...xxc =   nD∈  

เกิดขอขัดแยงเพราะวา HDn ∈  และ Dc∉  ทุกๆ HD∈  เพราะฉะนัน้ U
PK
Kc

∈
∉  ทําใหได

วา HK
PK

∈
∈
U   

เนื่องจาก D เปนกรุปยอยของ U
PK
K

∈
 สําหรับทกุๆ PD∈  ดังนั้น U

PK
K

∈
 เปน

ขอบเขตบนของ P  ใน H  ทําใหโดย Zorn’s Lemma เราไดวา H จะมีสมาชิกใหญสุดเฉพาะกลุม  
ให U  เปนสมาชกิใหญสุดเฉพาะกลุมของH แลว U  เปนกรุปยอยใหญสุดเฉพาะกลุมของ 1Z ซึง่ 

Uc∉  
6.  จะแสดงวา x,Uc,U =  สําหรับทุกสมาชิก UZx 1 −∈   
ให UZx 1 −∈  แลว  1Zxc∈  ถา xc,Uc∈  แลวจะม ี Ut∈  ซึ่ง ( ) cxct =  จะไดวา 

Utx 1∈= −  เกิดขอขัดแยง  ดังนัน้ xc,Uc∉  ทําใหได xc,U  เปนกรุปยอยของ 1Z  ซึ่ง 
xc,Uc∉  ดังนัน้ 1Zxc,U ≠   แต U  เปนกรุปยอยใหญสุดเฉพาะกลุมของ 1Z  ซึ่ง Uc∉  

และ 1Zxc,UU ⊂⊆  ดังนัน้ =U  xc,U  ทาํใหไดวา Uxc∈  ดังนั้นจะมี Uu∈  ซึ่ง 
uxc =  หรือ cuucx 1 == −  นั่นแสดงวา c,Ux∈  และทําใหไดวา uxuxc 1 == −  หรือ 

x,Uc∈   ดังนั้น x,Uc,U ⊆  และโดยการพิสูจนในทาํนองเดียวกันจะได x,Uc,U =  
7.  จะแสดงวา cUZC ××≅   
เนื่องจาก 1ZU ⊂  และ 1Zc ⊂  ดังนัน้ 1Zc,U ⊆  ให  1Zt∈  ถา Ut∈  จะไดวา 
c,Ut∈  ถา Ut∉  จะไดวา UZt 1 −∈  โดยขอ 6 เราไดวา t,Uc,U =  และ c,Ut∈  
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จากทั้งสองกรณีทําใหไดวา c,UZ1 ⊆  ฉะนั้น c,UZ1 =  เพราะวา { }ecU =∩  ดังนัน้ 
cUZ1 ×≅  และเนื่องจาก 1ZZC ×≅   ดังนัน้ cUZC ××≅  

8.  จะแสดงวา cCQ =∩   
ให CQt ∩∈  แลว Qt∈  และ Ct∈  เนื่องจาก =Q  { }3332 ab,ab,b,b,a,a,a,e  

และ Cb,a ∉   ดังนัน้ at ≠  และ bt ≠  ถา 3at =   แลวจะไดวา === abababa 233  
baabababbabababa 222233 =====  ทําใหไดวา baab =  เกิดขอขัดแยง  ดังนั้น  

3at ≠  ถา 3bt =  แลวจะได abbababaabababab 222233 =====  ทําใหไดวา baab =  
เกิดขอขัดแยง ดังนั้น  3bt ≠  ถา abt =  แลว aababa =  หรือ abba =  เกดิขอขัดแยง  ดังนัน้ 

abt ≠  ถา 3abt =  แลว bbbaabaab 3233 ===  ทําใหไดวา ( ) ( )=== baabaaabaab 23   
babaaa3 =  เกิดขอขัดแยง ดังนั้น 3abt ≠  เพราะฉะนัน้ et =  หรือ cat 2 ==  ทําใหไดวา  

cCQ ⊆∩   
โดยการพิสูจนในทฤษฎีบท 5.2.3 เราไดวา ( ) CQZca 2 =∈=  ดังนั้น CQc ∩∈  และ 

ทําใหไดวา CQc ∩⊆  ดังนัน้ cCQ =∩   
9.  จะแสดงวา ZUQG ××≅   
เนื่องจาก Z,Q  และ U  เปนกรุปยอยของ G  ดังนัน้  ( ) GUZQ ⊆×    เนื่องจาก 

( )( ) ( )CQUZQ ∩⊆×∩  และ cCQ =∩  ดังนัน้ ( ) cUZQ ⊆×∩   สมมติให ZUc∈  
แลวจะมี  Zz∈  และ  Uu∈  ซึ่ง  zuc =  ทาํใหไดวา cuz =  หรือ  ( ) ecuz 22 ==   เกิดขอ
ขัดแยง และเนือ่งจาก z  มีอันดับเปนจํานวนคี่ ดังนั้น ZUc∉  ฉะนั้น ( )UZQc ×∩∉  c⊆  
เพราะฉะนัน้ ( ) { }eUZQ ⊆×∩  

ให Gg∈  แลวเพราะวา QCG =   จะม ี Qq∈  และ Cy∈   ซึ่ง  qyg =   
เนื่องจาก cUZC ××≅   ดังนัน้ม ี Zz∈  และ Uu∈  และ cc∈   ซึ่ง  qzucg = qczu=   
และเนื่องจาก Qc,q ∈  ดังนั้นมี Qq∈  ซึ่ง qcq =  ทําใหไดวา zuqg =  ดังนัน้ ( )UZQg ×∈     
ฉะนัน้ ( )UZQG ×⊆   ทําใหไดวา ( )UZQG ×=   และเนื่องจาก ( ) { }eUZQ ⊆×∩   และ  

( )UZQG ×=   ดังนั้น ZUQG ××≅                                                   
 
5.2.6 ทฤษฎีบท  ถา QUZG ××=  โดยที่ Z  เปนกรุปยอยอาบีเลียนซึ่งทุกสมาชิกมีอันดับเปน
จํานวนคี่ U  เปนกรุปยอยอาบีเลียนที่ทุกสมาชิกมีอันดับสองและ Q  เปนกรุปยอยควอเทอรเนียน 
แลว G  เปนกรุปฮามิลทอเนียน   
 



  56 

..............(5.2.3) 

..............(5.2.2) 

บทพิสจูน  ให QUZG ××=  โดยที ่ Z  เปนกรุปยอยอาบีเลียนซึง่ทกุสมาชกิมอัีนดับเปน
จํานวนคี ่ U  เปนกรุปยอยอาบีเลียนที่ทกุสมาชิกมีอันดับสองและ Q  เปนกรุปยอยควอเทอรเนยีน 
ตองการแสดงวา G  เป ็นกรุปฮามิลทอเนยีน นัน่คือตองแสดงวา กรุปยอยใด ๆ ของ G  เปนกรุป
ยอยปกติ  ให H  เปนกรุปยอยของ G  ถา { }eH =  แลว H  เปนกรุปยอยปกติของ G  จึง
พิจารณากรณี { }eH ≠   

เราจะพิสูจนวา GHgg 1 ⊆−  สําหรับทุกๆ Gg∈   
ให Gg∈  และให Hh∈  แลวจะม ี Ub,Za ∈∈  และ Qq∈  ซึ่ง ( )q,b,ah =  และ

จะมี U,Z ∈β∈α  และ Q∈γ  ซึ่ง  ( )γβα= ,,g   ทาํใหได  
  =− hgg 1  ( ) 1,, −γβα ( )q,b,a ( )γβα ,,     
                       ( )γγββαα= −−− q,b,a 111  
                       ( )γγ= − q,b,a 1      (เพราะวา  Z   และ  U    เปนกรุปอาบีเลยีน) 
ดังนัน้   ( )γγ= −− q,b,ahgg 11      …....................................... (5.2.1) 
เราต องการแสดงวา Hhgg 1 ∈−  ซ ึ่งสมมูลกับการแสดงวา ( ) Hq,b,a 1 ∈γγ−   พิจารณา γγ− q1  
เนื่องจาก Qq∈   ด ังนัน้ eq4 =  เพราะวากรุปยอย q  เปนกรุปยอยปกติของ Q  เนือ่งจาก 

Q∈γ  และ qq∈  ด ังนัน้ qq1 ∈γγ−  ฉะนัน้ 21 q,q,eq =γγ−  หรือ  3q  ถา eq1 =γγ−  
แลว γ=γq   ทําใหไดวา eq 1 =γγ= −  นั่นแสดงวา ( )e,b,ah =  และไดสมการ (5.2.1) เปน 

( ) ( ) he,b,aq,b,ahgg 11 ==γγ= −−  ดังนัน้ Hhgg 1 ∈−  ถา qq1 =γγ−  แลว =− hgg 1   
( ) ( ) hq,b,aq,b,a 1 ==γγ− ดังนัน้ Hhgg 1 ∈−  ถา 21 qq =γγ−   แลว ( ) ( ) eqq 2221 ==γγ−  
ฉะนัน้ ( )( ) eqq 11 =γγγγ −−  หรือ eq21 =γγ−  ดังนัน้ eq2 =  เพราะฉะนัน้ { }q,eq =  ทําให
ไดวา eq1 =γγ−  หรือ qq1 =γγ−  ดังนัน้  Hhgg 1 ∈−  และถา   31 qq =γγ−  เราจะไดวา 

( ) ( )311 q,b,aq,b,ahgg =γγ= −− ( )( )== 2q,e,eq,b,a ( )2q,e,eh   
ตอไปจะแสดงวา ( )2q,e,e  เปนสมาชิกของ H  เนื่องจาก Za∈  จึงไดวามีจํานวนเต็ม

บวก n  ซึ่ง ( ) 1n2a +=ο  ให ( ) 4q =ο  ให 1n2k +=  จะไดวา 
ea k =  

และเนื่องจาก ( ) 4q =ο  จึงไดวา  
( ) ( ) ( ) 22n2n42n41n22k2 qqeqqqqq ===== ++  

  



  57 

..............(5.2.4) 

และเนื่องจาก U  เปนกรุปอาบีเลียนซึง่ 222 C...CCU ×××=  จํานวน m คร้ัง เมื่อ 2C  คือ กรุป
ยอยวัฏจักรทีทุ่กสมาชิกมีอันดับสอง  ดังนั้น สําหรับแตละสมาชกิ b  ใด ๆ ใน U  จะไดวา 

eb2 =  
เนื่องจาก ( )q,b,ah =  เปนสมาชกิของกรุปยอย H  ดังนั้น k2h  เปนสมาชิกของกรุปยอย H  
โดยสมการ (5.2.2), (5.2.3) และ (5.2.4)  จะได ( ) ( )=== k2k2k2k2k2 q,b,aq,b,ah   
( )2q,e,e  ดังนัน้ ( ) Hhq,e,e k22 ∈=   

ฉะนัน้ ( ) Hq,e,ehhgg 21 ∈=−   ดังนั้น H  เปนกรุปยอยปกติของ G  เพราะฉะนั้น G  
เปนกรุปฮามิลทอเนยีน                              
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