
บทที่ 4 
ตัวทํานาย 

 

4.1  กลาวนํา 
 

ในบทนี้เราจะไดนําเสนอ อัลกอริทึมที่ใชในการพยากรณความตองการใชงานโทรศัพทซ่ึง
มีช่ือเรียกวา ดสิครีทคาลมานฟลเตอร (Discrete Kalman filter) และคุณสมบัติของแบบจําลองการ
พยากรณความตองการใชงานโทรศัพท  ซ่ึงมีรูปแบบการพยากรณในลักษณะคลายคลึงตัวเอง 
 
4.2  ดีสครีทคาลมานฟลเตอร 
 

คาลมานฟลเตอรเปนกลุมสมการทางคณิตศาสตร ซ่ึงใหประสิทธิภาพตอการแกปญหาการ
คํานวณแบบวนซ้ําดวยวิธีการ least-squares ตัวฟลเตอรนี้จะมีประโยชนอยางมากสําหรับการใชงาน
ในหลาย ๆ รูปแบบ โดยจะสนับสนุนตอการประมาณเหตุการณสถานะในอดีต ปจจุบัน  และ
อนาคต และสามารถที่จะทํางานไดในสภาวะที่เราไมทราบลักษณะที่แนนอนของระบบแบบจําลอง 
 

 4.2.1  การประมาณกระบวนการ 
คาลมานฟลเตอรจะกลาวถึงปญหาโดยทัว่ไป ของความพยายามทีจ่ะประมาณสถานะ kχ  

ของตัวควบคมุกระบวนการเวลาที่ไมตอเนื่อง (discrete-time controlled process) ซ่ึงกําหนดโดย
สมการความแตกตางสโตแคสติกลักษณะเชิงเสน (linear stochastic difference equation)  
                                        

      process noise                                              measurement noise 
                                                     kW                                                                          kV  
   
 input                                                                                                                    measument 
   kU                                                                                                                                              

kZ          
 
                   
                        PLANT                                                  MEASURMENT 
                                                                                           MODEL 
 

รูปท่ี 4.1  การวัดคาของสัญญาณระบบเชิงเสนแบบเวลาไมตอเนื่องเมือ่มีสัญญาณรบกวนเขามา          
                เกี่ยวของ 
 

B 1−Ζ  H 

A 
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จากรูปที่ 4.1 เราสามารถแสดงสมการความแตกตางสโตแคสติกแบบเชิงเสนไดดังนี ้
 

+Β+Α= −− 11 kkkkk uχχ 1−kw     (4.1)  
 

เมื่อ kχ  แทนสถานะทีเ่วลา k  
  ku  แทนสัญญาณอินพุต  
 1−kw  แทนการรบกวนของกระบวนการที่สถานะ 1−k  
 kΑ  แทนเมตริกซแสดงความสัมพันธระหวางสถานะที่  k  กับ 1−k  
 kΒ  แทนเมตริกซแสดงความสัมพันธกันกับตัวควบคุมทางเขา ku ที่สถานะ kχ   
 ตัวแปรสุม kw  แทนการรบกวนของกระบวนการ มีคาเฉลี่ยเทากับศนูย ( )0=kw และมี
คาโควาเรียนเทากับ ( )k

T
kkk QwwQ =  ในการวัดสัญญาณนัน้ กําหนดใหคาที่วัดไดเปน kΖ  จะ

ไดสมการดังนี ้คือ 
 

   kkkk vz +Η= χ      (4.2) 
  

คา kz  ที่วดัไดจะขึ้นอยูกับคาปจจุบันของ kχ  เมตริกซ kΗ จะสัมพนัธกันกับสถานะของ
การวัด kz การวัดนี้มีคาการรบกวน  แทนการรบกวนของการวัดมีคาเฉลี่ยเทากับศูนย ( )0=kv  จะ
มีคาโควาเรียนเทากับ ( )k

T
kkk RvvR =  โดยตวัแปร kw  และ kv  เปนอิสระซ่ึงกนัและกนั นัน่คือ

จะไมเกี่ยวของกันเลย และเปนกระบวนการรบกวนสขีาวแบบคงที ่ (stationary white noise 
process) ซ่ึงมีสัญลักษณ คือ 

 

( ),,0 Qwk =       (4.3) 
    

      ( )Rvk ,0=       (4.4) 
 

 ในทางปฏิบัตแิลวเมตริกซโควาเรียนการรบกวนของกระบวนการ kQ  และเมตริกซโควา
เรียนการรบกวนของการวัด kR  จะแสดงถึงความนาเชื่อถือของระบบและการวัด ซ่ึงอาจจะวดัมีคา
เปลี่ยนแปลงทีแ่ตละจังหวะเวลา (step time) หรือแตละการวัด ตามลําดบั 
 

 4.2.2  การคํานวณของคาลมานฟลเตอร 
  เรานิยาม n

k ℜ∈−χ̂  (สังเกตที่เครื่องหมายลบ) เปนการประมาณสถานะขางหนาที่ลําดับ 
k  และ n

k ℜ∈χ̂  เปนการประมาณสถานะขางหลังที่ลําดับ k  กําหนดใหการวัดเปน kz                       
เราสามารถนิยามความผิดพลาดของการประมาณขางหนาและขางหลัง คือ 
 

   ,ˆ −− −= kkk χχl   kkk χχ ˆ−=l  
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ความแปรปรวนรวมของการประมาณขางหนาที่ผิดพลาด คือ 
 

    [ ]T
kkk eeEP −−− =     (4.5) 

 
และความแปรปรวนรวมของการประมาณขางหลังที่ผิดพลาด คือ 
 

    [ ]T
kkk eeEP =      (4.6) 

 
             ku  

                                                                               −
kχ̂                         +                     kχ̂  

                                                                                                                                             

            kz       +                                                                                              −
kHχ̂

+ 

                         -                         1ˆ +kχ                       
 
 
 
 
                ( )−− kk HzK χ̂  
 

รูปท่ี 4.2   การสรางระบบจําลองมาเพื่อประมาณ kχ  
  
การไดมาของสมการคาลมานฟลเตอรนั้น เร่ิมตนดวยจดุมุงหมายทีจ่ะสรางสมการ ซ่ึงคํานวณการ
ประมาณสถานะขางหลัง kχ̂ โดยการรวมแบบเชิงเสนของการประมาณขางหนา −

kχ̂  และน้ําหนกั 
(weighted) ที่แตกตางกนัระหวางการวัดคาจริง kz  และการทํานายการวดั −

kkH χ̂  ซ่ึงสมการที่ได
แสดงดังรูปที่ 4.2 
 

   ( )−− −+= kkkkkk HzK χχχ ˆˆˆ     (4.7) 
 
  เมตริกซ ในสมการที่ (4.7) เรียกวา อัตราขยายคาลมาน (Kalman gain : K) หรือตัว
ประกอบของความกลมกลนื(blending factor) ซ่ึงมีคาโควาเรียนขางหลังที่ผิดพลาดในสมการที่ 
(4.6) ต่ําที่สุด (ภาคผนวก ค) และสามารถที่จะทําใหสมบูรณไดโดย แทนสมการที่ (4.7) ลงในนิยาม
ขางบนสําหรับคา ke  แลวแทนลงในสมการที ่ (4.6) ทําการหาคาความคาดหวัง (Expectation) โดย

B 

1−z  H 

A 

K 
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ผลลัพธที่ไดจากการทํานายจะเกีย่วของกับคา kK  ใหผลลัพธมีคาเทากบัศนูย แลวแกสมการหาคา 
kK   จะได 

 

   ( ) 1−−− += k
T
kkk

T
kkk RHPHHPK  

        
k

T
kkk

T
kk

RHPH
HP

+
= −

−

     (4.8) 

 
จากสมการที่ (4.8) เราพบวา ขณะที่คาโควาเรียนการวดัที่ผิดพลาด kR  มีคาเขาใกลศูนย 

อัตราขยายคาลมาน kK   จะมีน้าํหนักของสิ่งที่เหลืออยูอยางมาก ๆ โดยเฉพาะเมื่อ 
 

    1

0
lim −

→
= kkR

HK
k

 
 

หรืออีกนัยหนึง่ก็คือ คาโควาเรียนของการประมาณขางหนาที่ผิดพลาด −
kP  มีคาเขาใกล

ศูนย อัตราขยายคาลมาน kK   จะมีน้ําหนกัของสิ่งที่เหลืออยูนอยมาก เมื่อ 
 

    0lim
0

=
→−

kP
K

k

 

 
 วิธีการอยางหนึ่งของการคิดเกี่ยวกับน้ําหนกัของ kK   นัน่คอืโควาเรียนการวัดที่ผิดพลาด 

kR  มีคาเขาใกลศูนย การวัดคาจริง kz  จะมีความนาเชื่อถือมาก ๆ ขณะทีก่ารวัดการทํานาย 
−
kkH χ̂  จะมีความนาเชื่อถือนอยมาก หรืออีกนยัหนึ่งก็คือ โควาเรียนของการประมาณขางหนาที่

ผิดพลาด −
kP  มีคาเขาใกลศูนย การวัดคาจริง kz   จะมีความนาเชื่อถือนอยมาก ขณะที่การวัดการ

ทํานาย −
kkH χ̂   จะมคีวามนาเชื่อถือสูงมาก 

 

4.2.3 อัลกอริทึมของดีสครีทคาลมานฟลเตอร 
 ฟลเตอรแบบคาลมานจะมวีิธีการทํางาน โดยอาศัยรูปแบบหนึ่งของการควบคุมการปอนกลับ
ของสัญญาณ (feedback control) ซ่ึงวิธีการก็คือ ตัวฟลเตอรนี้จะประมาณสถานะของขบวนการ
ขณะใดขณะหนึ่ง หลังจากนัน้จะนําไปปอนกลับในรูปแบบของการวดัคาสัญญาณรบกวน ซ่ึงสมการ
สําหรับคาลมานฟลเตอรจะแบงออกเปน 2 สวน คือ สมการปรับเวลา (time update) และ สมการ
ปรับการวัด (measurement update) สมการปรับเวลา ก็คือ ตัวทีต่อบสนองตองานลวงหนาที่
สถานะปจจุบนั และโควาเรียนของการประมาณที่ผิดพลาด เพื่อใหไดมาซึ่งการประมาณลวงหนา
ของชวงเวลาตอไป สวนสมการปรับการวัดจะตอบสนองตอการปอนกลับคือ การวัดครั้งใหมจะ
ถูกรวมเขากับการประมาณ เพื่อใหไดมาซึ่งการปรับปรุงการประมาณลวงหนา โดยสมการปรับ
เวลาสามารถเรียกไดวาเปน “สมการตัวทํานาย” (Predictor) และสมการปรับการวดัจะเรยีกวาเปน 
“สมการตรวจแก” (Corrector) ดังรูปที่ 4.1  
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รูปท่ี 4.3 รูปแบบการทํางานของฟลเตอรแบบคาลมาน 
 
สมการปรับเวลา 

    

uBA kkkkk 11ˆˆ
−−

− += χχ     (4.9)    
                                 

   k
T
kkkk QPP AA += −

−
1     (4.10) 

 
สมการปรับการวัด 

  

   ( ) 1−−− += k
T
kkk

T
kkk RHPHHPK    (4.11) 

 

   ( )−− −+= kkkkkk HzK χχχ ˆˆˆ     (4.12) 
 

   ( ) −−= kkkk PHKIP      (4.13) 
โดยที ่
 −

kχ̂  คือ การประมาณการสถานะขางหนาหรือคาทํานายกอนการปรับการวัด 
  kχ̂  คือ การประมาณการสถานะขางหลังหรือผลการทํานายทีม่ีการปรับการวัดแลว 

−
kP  คือ โควาเรียนของการประมาณการขางหนาที่ผิดพลาด 
kP  คือ โควาเรียนของการประมาณการขางหลงัที่ผิดพลาด 
kR  คือ โควาเรียนการรบกวนของการวัด 
kQ  คือ โควาเรียนการรบกวนของกระบวนการ 
kA  คือ เมททริกคงที่ที่สัมพันธกับสถานะที่เวลา kไปยัง k+1 
kH  คือ เมททริกคงที่ที่สัมพันธกับสถานะของการวัด 

kB  คือ เมททริกคงที่ที่สัมพันธกับการควบคุมทางเขา 
 
 สมการที่ (4.9) ถึง สมการที่ (4.13) เปนสมการรูปแบบทั่วไปของคาลมานฟลเตอร           
เมื่อนํามาประยุกตใชในการพยากรณความตองการใชงานโทรศัพท เนื่องจากเปนการทํานายคา

Time Update 
(Prediction) 

Measurement 
(Correct) 
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แบบสุม 1 มิติ ดังนั้นคาคงที ่ kA , kB  และ kH  จึงมีคาเทากับ 1 และไมมีตวัควบคุมทางเขาคา ku           
จึงเทากับศูนย ดังนั้นสมการรูปแบบโดยทัว่ไปของคาลมานฟลเตอรสามารถลดรูปไดเปน 
 
สมการปรับเวลา 
   

   1ˆˆ −
− = kk χχ       (4.14) 

    

kkk QPP += −
−

1      (4.15) 
 
สมการปรับการวัด 
   

   
kk

k
k RP

P
K

+
= −

−

     (4.16) 

    
( )−− −+= kkkk zK χχχ ˆˆˆ     (4.17) 

    
( ) −−Ι= kkk PKP      (4.18) 

 
เมื่อ 
 

   kkk vz += χ       (4.19) 
 
โดยที ่       kz  คือ  คาพยากรณของความตองการใชงานโทรศัพทจริง kχ รวมกับคาความ 
                                  คลาดเคลื่อน kv  

−
kχ̂  คือ  คาการพยากรณความตองการใชงานโทรศัพทกอนมกีารปรับการวดั 
kχ̂  คือ  ผลการพยากรณความตองการใชงานโทรศัพทหลังมีการปรับการวดัแลว 

 

 ส่ิงแรกที่ตองกระทํากอนการปรับการวัดคือ การคํานวณอตัราขยายคาลมาน โดยที่คา kK  
ดูไดจากสมการที่ (4.16) ลําดับตอมาคือการวัดคาจริงของกระบวนการซึ่งจะรวมมากบัการรบกวน
ของการวัดเพือ่หาคา kz  ดังสมการที่ (4.19) และหลังจากนั้นจึงสรางการประมาณสถานะขางหลัง
หรือก็คือการทํานายที่มีการปรับการวัดแลว โดยการรวมการวัด เขากบัสมการที่ (4.17) ตอไปคือ 
การหาคาความแปรปรวนรวมของการประมาณการขางหลังที่ผิดพลาดดวยสมการที ่ (4.18) ขัน้ตอน
สุดทายคือ การหาคาการทํานายกอนการปรับการวัด และคาความแปรปรวนรวมของการประมาณ
การขางหนาทีผิ่ดพลาดดวยสมการที่ (4.14) และสมการที่ (4.15) ตามลําดับ หลังจากแตละชวงเวลา
และคูของสมการปรับการวดั กระบวนการก็จะถูกทําซ้ําดวยการประมาณกระบวนการหลังกอน 
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หนานี้ เพื่อทีจ่ะทํานายดวยการประมาณลวงหนาใหม วิธีการนี้คือหนึ่งในขบวนการของฟลเตอร
แบบคาลมาน ซ่ึงจะเหมาะในการใชและเปนไปไดจริงกวาการทํางานของฟลเตอรแบบเวยีนเนอร 
(Weiner) ซ่ึงถูกออกแบบใหเปนตัวควบคุมขอมูลทุกตัวแบบตรง ๆ ฟลเตอรแบบคาลมานจะเขามา
แทนเงื่อนไขของการประมาณปจจุบนัในการวัดคาในอดตี 
 

4.2.4  ตัวแปรฟลเตอรและการปรับแตง 
ในการสรางฟลเตอรทีแ่ทจริงนั้นโควาเรียนการรบกวนของการวดั kR  เปนการวดัขางหนา

ตอการทํางานของฟลเตอร การวัดคาความแปรปรวนรวมของการวดัที่ผิดพลาด kR  สามารถ
กระทําไดจริง เนื่องจากเราตองการวัดกระบวนการ (ในขณะทีฟ่ลเตอรทํางาน) อยางไรก็ตาม เรา
ควรทําการวัดคาในอดีตแบบสุม เพื่อที่จะกําหนดคาความแปรปรวนของการรบกวนการวดั การ
กําหนดคาความแปรปรวนรวมของการรบกวนในกระบวนการ kQ  นั้น โดยทั่วไปแลวกระทําได
ยากมาก ดวยเหตุที่เราไมมีความสามารถเฝามองกระบวนการที่เรากําลังประมาณไดโดยตรง 
บางครั้งความสัมพันธของแบบจําลองกระบวนการสามารถสรางผลลัพธใหเปนทีย่อมรับได ถา
ปอนคาความไมแนนอนเพียงพอใหกับกระบวนการโดยการเลือกคา kQ  แนนอนที่สุดในกรณนีี ้
ความหวังอยางหนึ่งตอการวดักระบวนการก็คือ ความนาเชื่อถือนั่นเอง ในกรณีอีกอนัหนึ่ง เรามี
เหตุผลที่สําคัญตอการเลือกตัวแปร บอยคร้ังที่สมรรถนะของฟลเตอรจะดีกวา ซ่ึงสามารถที่จะทํา
ไดโดยการปรับแตงตัวแปรฟลเตอร kQ  และ kR  การปรับ แตงกระทําแบบการวัดคาในอดตี ดวย
การปรับเปลี่ยนคาตัวแปรทั้งสอง ซ่ึงคาลมานฟลเตอรในกระบวนการทั่วไปจะอางถึงระบบการ
แยกแยะ ในการเลือกคาตัวแปรนั้น เราสังเกตวาภายใตเงือ่นไขที่ kQ  และ kR  เปนคาคงที่แทจริง 
ทั้งคาความแปรปรวนรวมของการประมาณหลังการปรบัการวัดที่ผิดพลาด kP  และอัตราขยายคาล
มาน kK  จะมีเสถียรภาพอยางรวดเร็ว ในกรณีที่ตวัแปรเหลานี้สามารถคํานวณได โดยใหการ
ทํางานของฟลเตอรเปนแบบการคํานวณคาในอดีตหรือกาํหนดคาสถานะคงตัวของ kP  อยางไรก็
ตามในทางปฏบิัติแลวความผดิพลาดของการวัดจะไมมีคาเหลืออยู 
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รูปท่ี 4.4   การทํางานของคาลมานฟลเตอร 
 

   1−Ζ k     kZ  
 
 
สถานะที่ทํานาย (k-1)-  (k-1) (k-1)+ (k)- (k) (k)+ 
การทํานาย ( −

−1ˆ kχ )  ( 1ˆ −kχ ) ( −
kχ̂ )  ( kχ̂ ) 

ความแปรปรวน ( −
−1kP )  ( 1−kP ) ( −

kP )  ( kP ) 
รวม  ทํานาย  ปรับ ทํานาย  ปรับ 
 

รูปท่ี 4.5   ความหมายของตวัแปรในสมการดีสครีทคาลมานฟลเตอร 
 
 ในรูปที่ 4.5 จะแสดงถึงความหมายของตวัแปรตาง ๆ ที่ใชในสมการของดีสครีตคาลมาน
ฟลเตอร ซ่ึงแบงออกเปน 2 สวนดวยกันคือ สวนของสมการของการทํานายและสวนของสมการ
ปรับการวัด ดงัมีขั้นตอนการทํานายและการปรับการทํานายดังรูปที่ 4.4 
                                                  
 

สมการตัวทํานาย 
1. หาคาการประมาณการกอนการปรับ
การวัด 
 1ˆˆ −

− = kk χχ  
2. หาคาโควาเรียนการประมาณการกอน
การปรับการวัดที่ผิดพลาด 

สมการตรวจแก 
1. หาคาอัตราขยายคาลมาน 
 ( ) 1−−− += kkkk RPPK  
2. หาคาการประมาณการหลังการปรับการ
คิด 
 ( )−− −+= kkkkk zK χχχ ˆˆˆ  
3. หาคาโควาเรียนการประมาณการหลังการ
ปรับการวัดที่ผิดพลาด 

เริ่มตนการประมาณ
การ 


