
บทที่ 2 
ทฤษฎีและงานวิจัยที่เก่ียวของ 

 
 ในบทนีจ้ะกลาวถึงความรูพืน้ฐานที่ใชในงานวิจยันี้ ที่ประกอบไปดวยทฤษฎีและแนวคิด 
รวมทั้งงานวจิยัตางๆ ที่เกี่ยวของกับสมการ KdV โดยที่เนื้อหาหลักจะมุงประเด็นไปที่ทฤษฎีที่
เกี่ยวของกับวธีิเพอรเทอรเบชันแบบเอกฐาน (Singular Perturbation) ซ่ึงทําโดยการใชการกระจาย
เชิงเสนกํากับแบบคู (Double Asymptotic Expansion) ที่ถูกนํามาใชเพื่อหาสัมประสิทธิ์เฉพาะ
สําหรับกรณีทีศ่ึกษา และทําใหไดผลเฉลยที่เปนสมการ KdV ที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปร จากนัน้
พิจารณาการแผขยายของคลื่นน้ําในแมน้ําลําคลองที่ความลึกระดับตางๆ ในสมการ KdV ที่เปนผล
เฉลยที่ไดนี้ ซ่ึงทฤษฎีและแนวคิดที่อยูในบทนี้เปนสวนประกอบสําหรับงานวิจยัอยางมาก 
 
2.1 ทฤษฎีท่ีเกี่ยวของ 
 

2.1.1 กฎทรงมวล (Conservation of Mass) 
 กฎทรงมวลกลาวไววา “ผลรวมของอัตราการผานเขาออกพื้นผิวของเอลิเมนตเล็กๆ และ
อัตราการเปลี่ยนแปลงมวลภายในเอลิเมนตเล็กๆมีคาเทากบัศูนย” [3] หรือถาเขียนในรูปของ
สมการเชิงอินทิกรัลคือ 0
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ρ ρ
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∂
⋅ + ∀ =

∂∫ ∫
GG  ในที่นี้จะหาอัตราการผานเขาออกพื้นผิว

ของเอลิเมนตเล็กๆ และอัตราการเปลี่ยนแปลงมวลภายในเอลิเมนตเล็กๆในรูปของสมการเชิง
อนุพันธ เอลิเมนตที่ใชนีจ้ะใชเปนรูปแบบเอลิเมนตในระบบแกนตั้งฉาก ( X Y Z− − ) ทั้งนี้เพื่อ
ความสะดวกในการวิเคราะหปญหา สําหรับการวิเคราะหจะทําการกําหนดคุณสมบัติที่ตําแหนง
กึ่งกลางเอลิเมนต จากนั้นกห็าอัตราการเปลี่ยนแปลงของคุณสมบัติดังกลาวบนแตละดานของ
พื้นผิวเอลิเมนตโดยใชการกระจายอนุกรมเทเลอรรอบจุดศูนยกลางเอลิเมนต ซ่ึงสามารถทําได
เพราะวากําหนดใหของไหลเปนสารที่มีความตอเนื่องทาํใหคุณสมบัตติางๆของของไหลสามารถ
เขียนไดในรูปของตําแหนง และเวลา สําหรับการสรางสมการเชิงอนุพันธสําหรับกฎทรงมวลใน
ระบบแกนตั้งฉากเปนดังนี ้
 จะใชเอลิเมนตเล็กๆ รูปลูกบาศกที่มีขนาด dx dy  และ dz เพื่อใชในการสรางสมการเชิง
อนุพันธที่แสดงไดในรูปที ่ 2.1 โดยกําหนดใหความหนาแนน และความเร็วของของไหลที่จุด
ศูนยกลางของเอลิเมนต “O” มีคาเทากับ ρ  และ ˆˆ ˆV ui vj wk= + +

G  ตามลําดับ 
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z  

 
รูปท่ี 2.1 แสดงเอลิเมนตรูปลูกบาศกขนาด dx dy  และ dz   

 
การหาคุณสมบัติที่แตละดานของพื้นผิวเอลิเมนตรูปลูกบาศก ทําไดโดยการกระจายอนุกรมเท
เลอรของคุณสมบัตินั้นๆรอบจุดศูนยกลางเอลิเมนต “O” ตัวอยางเชน ความหนาแนนที่พื้นผิว (1) 
ทางดานหนาจะได 
 

2 32 3

2 3
2

1 1 ...
2 2! 2 3! 2

dxx

dx dx dx
x x x
ρ ρ ρρ ρ

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
 เนื่องจากกําหนดใหเอลิเมนตมีขนาดเล็กมาก ทําใหเทอมที่มีขนาดของเอลิเมนตยกกําลัง
สองขึ้นไปสามารถกําหนดใหมีคานอยมาก และตดัทิ้งได ดังนั้นสมการขางตนจึงลดรูปเหลือ 
 

2 2
dxx

dx
x
ρρ ρ

+

∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 
 ในทํานองเดียวกัน เมื่อใชการกระจายอนุกรมเทเลอรของความเร็วรอบจุดศูนยกลางเพื่อ
หาความเรว็ทีพ่ื้นผิวดานหนาซึ่งหมายถึงความเร็วในทิศทางตามแนวแกน x  ซ่ึงก็คือ u นั่นเองจะ
ได 
 

2 2
dxx

u dxu u
x+

∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 

x  

y

dy  

dz  
 

dx  

3 

5 

6 
1 
 

4 

2 

O 
w

u v
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 ขั้นตอนเชนเดยีวกันนี้สามารถนําไปใชหาความหนาแนน และความเรว็ที่พื้นผิวดานอื่นๆ
ที่เหลือ ในที่นีจ้ะสรุปไดดังนี้ 
 ที่พื้นผิวดานหลัง (2) 

 

2 2
dxx

dx
x
ρρ ρ

−

∂ −⎛ ⎞⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 

2 2
dxx

u dxu u
x−

∂ −⎛ ⎞⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 
 ที่พื้นผิวดานขวามือ (3) 
 

2 2
dyy

dy
y
ρρ ρ

+

⎛ ⎞∂
= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

 

2 2
dyy

v dyv v
y+

⎛ ⎞∂
= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

 
 ที่พื้นผิวดานซายมือ (4) 
 

2 2
dyy

dy
y
ρρ ρ

−

⎛ ⎞∂ −⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 

2 2
dyy

v dyv v
y−

⎛ ⎞∂ −⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 
 ที่พื้นผิวดานบน (5) 
 

2 2
dzz

dz
z
ρρ ρ

+

∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

  

2 2
dzz

w dzw w
z+

∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 
ที่พื้นผิวดานลาง (6) 
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2 2
dzz

dz
z
ρρ ρ

−

∂ −⎛ ⎞⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠
 

  

2 2
dzz

w dzw w
z−

∂ −⎛ ⎞⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠
 

  
จากการพจิารณาความหนาแนน และความเร็วที่แตละพืน้ผิวของรูปลูกบาศก ทําให

สามารถหาอัตราการผานเขาออกของมวลที่แตละพื้นผิวของรูปลูกบาศกได 
CS

V dAρ
⎛ ⎞

⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫

GG  และ

เมื่อนํามารวมกันจะทําใหไดอัตราการเคลื่อนผานเขาออกสุทธิของมวลของเอลิเมนตรูปลูกบาศกนี้
โดยมีขั้นตอนตางๆดังตอไปนี้ 
 อัตราการผานออกของมวลที่พื้นผิวดานหนา (1) คือ 
 
 

2 2
dx u dxu dydz

x x
ρρ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

 
21

2 2
u u dxudydz u dxdydz dydz

x x x x
ρ ρρ ρ∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎛ ⎞= + + + ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠

 

 

แตเนื่องจากเอลิเมนตมีขนาดเล็ก ดังนั้นเทอมสุดทายที่มี 
2

2
dx⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 จึงมีคานอยเพยีงพอที่จะ

ทําใหตัดเทอมสุดทายทิ้งได ดังนั้นอัตราการผานออกของมวลที่พื้นผิวดานหนาคือ 
 

1
2

uudydz u dxdydz
x x
ρρ ρ∂ ∂⎡ ⎤+ +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 

  
อัตราการผานเขาของมวลที่พื้นผิวดานหลงั (2) คือ 

  

2 2
dx u dxu dydz

x x
ρρ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ − ∂ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
1
2

uudydz u dxdydz
x x
ρρ ρ∂ ∂⎡ ⎤= − + +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 

 
สาเหตุที่มีเครื่องหมายลบเนือ่งจากทิศทางของความเร็ว และของพื้นทีบ่ริเวณพืน้ผิว

ดานหลังมีทิศทางตรงกันขาม 
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u v wu v w dxdydz
x x y y z z
ρ ρ ρρ ρ ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

 อัตราการผานออกของมวลที่พื้นผิวดานขวามือ (3) คือ 
 

 1
2 2 2
dy v dy vv dxdz vdxdz v dxdydz

y y y y
ρ ρρ ρ ρ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
+ + = + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

  
อัตราการผานเขาของมวลที่พื้นผิวดานซายมือ (4) คือ 
 

 1
2 2 2
dy v dy vv dxdz vdxdz v dxdydz

y y y y
ρ ρρ ρ ρ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ − ∂ − ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + = − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

  
อัตราการผานออกของมวลที่พื้นผิวดานบน (5) คือ 

  
1

2 2 2
dz w dz ww dxdy wdxdz w dxdydz

z z z z
ρ ρρ ρ ρ∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + = + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

  
อัตราการผานเขาของมวลที่พื้นผิวดานลาง (6) คือ 

  
1

2 2 2
dz w dz ww dxdy wdxdz w dxdydz

z z z z
ρ ρρ ρ ρ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ − ∂ − ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤− + + = − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 
นําอัตราการผานเขาออกของมวลที่แตละพื้นผิวดังแสดงขางตนมารวมกันจะไดอัตราการ

ผานเขาออกสุทธิของมวลของเอลิเมนตรูปลูกบาศกดังนี้ 
  

CS

V dAρ ⋅ =∫
GG  

            
    
 
 
 
 
 
 
 

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

u uudydz u dxdydz udydz u dxdydz
x x x x

v vvdxdz v dxdydz vdxdz v dxdydz
y y y y

w wwdxdz w dxdydz wdxdz w dxdydz
z z z z

ρ ρρ ρ ρ ρ

ρ ρρ ρ ρ ρ

ρ ρρ ρ ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
+ + + − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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หรือ       u v w dxdydz
x y z
ρ ρ ρ⎡ ⎤∂ ∂ ∂

= + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
              (2.1) 

 
ตอไปจะหาอตัราการเปลี่ยนแปลงของมวลภายในเอลิเมนตรูปลูกบาศกซ่ึง m

t
∂
∂

 จะพบวา

มีคาเทากับ 
 

dxdydz
t
ρ∂
∂

 

 
เมื่อ  m dA dxdydzρ ρ= =                  (2.2) 

 
จากสมการที่ (2.1) และ (2.2) เมื่อแทนคาลงในสมการของกฎทรงมวลทําใหไดสมการเชิง

อนุพันธสําหรับกฎทรงมวลบนระบบแกนตั้งฉากคือ 
 

0u v w
x y z t
ρ ρ ρ ρ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

    (2.3) 

 
หรือเขียนสั้นๆ โดยใชตัวดําเนินการทางเวกเตอร”∇ ”จะไดดังนี ้

 
0V

t
ρρ ∂

∇ ⋅ + =
∂

G  

 
เมื่อ  u v wV

x y z
ρ ρ ρρ ∂ ∂ ∂

∇ ⋅ = + +
∂ ∂ ∂

G  

 
สมการของกฎทรงมวลสําหรับแกนตั้งฉากดังแสดงในสมการ (2.3) สามารถนํามา

พิจารณารูปแบบการไหลไดหลายรูปแบบ เชน เมื่อนํามาประยุกตใชกับการไหลของของไหลที่อัด
ตัวไมไดหรือ ρ  มีคาคงที่ จะไดผลลัพธ คือ 

 
จาก     0V

t
ρρ ∂

∇ ⋅ + =
∂

G  

 
เนื่องจาก ρ  มีคาคงที่จะได 

 
0Vρ∇⋅ =

G  
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หรือ              0V∇⋅ =
G  

 
หรือ          0u v w

x y z
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

                          (2.4) 

 
จากสมการ (2.4) จะเห็นวากฎทรงมวลในระบบแกนตั้งฉากเมื่อ ρ  มีคาคงที่จะอยูในรูป

สมการเชิงอนุพันธของความเร็วของการไหลเทานั้น หากนําสมการ (2.3) มาประยุกตใชกับการ
ไหลแบบคงตวัซ่ึงหมายถึงคณุสมบัติตางๆ ของการไหลไมขึ้นกับเวลา จะไดดังนี ้

 
จาก     0V

t
ρρ ∂

∇⋅ + =
∂

G  

 
เนื่องจาก 

t
ρ∂
∂

 มีคาเทากับศูนยจะได 

 
0Vρ∇⋅ =

G  
 

หรือ     0u v w
x y z
ρ ρ ρ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 
  

2.1.2 การเสียรูปของของไหล 
 เปนรูปแบบการเคลื่อนที่ของของไหล ซ่ึงแบงออกเปน 2 ประเภทคือ การเสียรูปเชิงมุม 
และการเสียรูปเชิงเสน [3] ซ่ึงสามารถพิจารณาการเสียรูปแตละแบบดงัตอไปนี ้

 

2.1.2.1 การเสียรูปเชงิมุม (Angular Deformation) 
การเสียรูปเชิงมุมของเอลิเมนตเล็กๆ ของของไหลคือ อัตราการเปลี่ยนแปลงมุม

ระหวางเสนตรง  2 เสนที่เร่ิมแรกตั้งฉากกนั 
 
 
 
 
 

 
 

รูปท่ี 2.2 แสดงการเสียรูปเชงิมุมของของไหล 

b 

a o x 

y 

y∆  

x∆  

ξ∆

β∆

η∆
a 

b 

γ  

α∆  o 
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พิจารณาจากรปูที่ 2.2 จะเห็นวาอัตราการเสียรูปเชิงมุมเทียบกับเวลาคือ อัตราการลดลง
ของมุมระหวางเสนตรง oa และ ob ซ่ึงมีคาเทากับ 

 
d d d
dt dt dt
γ α β

− = +  

 
สาเหตุที่ตองมเีครื่องหมาย (-) เนื่องจากมุมที่เปลี่ยนแปลงไปมีลักษณะลดลง แตคาของ  

d
dt
α  และ d

dt
β  ที่หานั้นเปนการหาขนาดเทานั้น ดังนั้นเพื่อแสดงใหเห็นวามุมที่เปลี่ยนแปลงมี

ลักษณะลดลงจึงตองใสเครื่องหมาย (-) 
 จากการหมนุของของไหลจะสามารถหาอัตราการเปลี่ยนแปลงมุมของเสนตรง oa และ ob 
 เปนดังนี ้
 

d v
dt x
α ∂
=
∂

 

 
d u
dt y
β ∂
=
∂

 

 
หมายเหตุ d

dt
β  ไมมีเครื่องหมาย (-) เพราะทิศทางการเคลื่อนที่ของจุด b อยูในทิศทางแกน x +  

 จากที่วาความเคนเฉือนมีความสัมพันธกับอัตราการเสียรูปเชิงมุมผานทางคาความหนดื 
( )µ  ซ่ึงในกรณีของไหลที่มีความหนืดเปนไปไมไดเลยที่คา v

x
∂
∂

 จะมีคาเทากับ u
y
∂
∂

 แลวมี

เครื่องหมายตรงกันขามเพื่อใหรวมแลวมีอัตราการเสียรูปเชิงมุมเทากับศูนย แสดงวายอมตองเกดิ
การเสียรูปเชิงมุมแนนอน เมื่อเกิดการเสยีรูปก็หมายถึงตองมีความเคนเฉือนมากระทําดวยเชนกนั 
ความเคนเฉือนนี้ก็จะทําใหของไหลเกิดการหมุนสามารถสรุปไดวา การที่มีแรงหนืดแสดงวาให
เห็นวาเปนการไหลที่มีการหมุน (Rotational Flow) 

 

2.1.2.2 การเสียรูปเชงิเสน (Linear Deformation) 
  การเสียรูปเชิงเสนของอนุภาคของไหล อธิบายดวยมุมที่จดุตัดกนัของเสนตรง 2 
เสน ซ่ึงจะตองไมเปลี่ยนแปลงกลาวคือ กอนเกิดการเสียรูปเชิงเสนหากมุมระหวางเสน 2 เสนนี้
เปนมุมฉาก เมือ่เกิดการเสยีรูปเชิงเสนจะทาํใหเอลิเมนตของไหลเกิดการยืดหรือหดโดยไมเกิดการ
เปลี่ยนมุม (ดูรูปที่ 2.3) กลาวคือ เอลิเมนตของของไหลจะเกิดการเปลีย่นแปลงความยาวตามแกน 
x  ไปเทากับ u

x
∂
∂

หรือเกิดการเปลีย่นแปลงความยาวตามแกน y  ไปเทากับ v
y
∂
∂

 สวนการ

เปลี่ยนแปลงตามแนวแกน z  ก็จะเทากับ w
z

∂
∂

 การเปลี่ยนแปลงเหลานี้คือ ความเครียดตามยาว 
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(Longitudinal Strain) ซ่ึงมีผลทําใหเกดิการเปลี่ยนแปลงปริมาตรของเอลิเมนตได จึงใหนยิามของ
อัตราการเปลี่ยนปริมาตร (Volume Dilation Rate) ดังนี ้
  

อัตราการเปลี่ยนปริมาตร u v w V
x y z
∂ ∂ ∂

= + + = ∇⋅
∂ ∂ ∂

G  

  
โดยที่หากเปนการไหลแบบอัดตัวไมได จะพบวา คาอัตราการเปลี่ยนแปลงปริมาตร (หรือ

การเสียรูปเชิงเสน) จะมีคาเทากับศูนย 
 
 
   
 
 

 
รูปท่ี 2.3 แสดงการเสียรูปเชงิเสนของของไหล 

 
เมื่อพิจารณาการเคลื่อนที่ของของไหล โดยคํานงึถึงสาเหตุที่ทําใหเกิดการเคลื่อนที่ซ่ึง

หมายถึงแรงลพัธ โดยจะทําการสรางกฎการเคลื่อนที่ขอที่สองของนิวตัน หรือ สมการโมเมนตัม
ในรูปของสมการเชิงอนุพันธ โดยพิจารณาแรงลัพธที่เปนผลรวมของแรงพื้นผิวที่เกิดจากความ
เคนตั้งฉาก และความเคนเฉอืน กับแรงวตัถุ(เนื่องจากแรงโนมถวงของโลก) และใชคาความเรง
ของของไหลซึ่งไดมาจากการศึกษาเรื่องจลศาสตรสําหรับของของไหล โดยขั้นตอนเปนดังนี ้
 จากกฏการเคลื่อนที่ขอที่สองของนิวตันเปน 
   

F ma=∑
G G   หรือ  system

dPF
dt

=∑
GG  

  
เมื่อ PG  คือ โมเมนตัมเชิงเสน และ system

mass

P Vdm= ∫
G G  

 
 หากพิจารณาระบบเปนเอลิเมนตของไหลเล็กๆ ที่มีมวล dm  จะเขียนกฏการเคลื่อนที่ขอ
ที่สองของนิวตันไดดังนี ้
  

system
dVF dm
dt

=∑
GG  

  

x

y
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x  

y

z  

2
yx

yx
dy

y
τ

τ
∂

−
∂

2
xx

xx
dx

x
σσ ∂

+
∂

2
zx

zx
dz

z
ττ ∂

+
∂

2
xx

xx
dx

x
σσ ∂

−
∂

2
yx

yx
dy

y
τ

τ
∂

+
∂

2
zx

zx
dz

z
ττ ∂

−
∂

dz  

dx  

dy

รูปท่ี 2.4 แสดงความเคนตางๆที่พื้นผิวในทศิทาง x  

จากการศึกษาจลศาสตรของของไหลจะได 
  

system
dV DV V V V Vu v w
dt Dt x y z t

∂ ∂ ∂ ∂
= = + + +

∂ ∂ ∂ ∂

G G G G G G
 

  
เมื่อแทนความเรงลงไปในสมการของนิวตนัจะได 

 

[ ]V V V VdF dm u v w
x y z t

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂

G G G GG    (2.5) 

 
แรงลัพธที่ทําตอของไหลคือ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
แรงที่กระทําตออนุภาคของไหลสามารถแบงไดเปน 2 ประเภท คือ 1) แรงพื้นผิว 2) แรง

วัตถุ ในทีน่ี้จะพิจารณาแรงพืน้ผิวจากทั้งความเคนตั้งฉากและความเคนเฉือน 
พิจารณารูปที ่ 2.4 ซ่ึงแสดงความเคนตั้งฉากและความเคนเฉือนที่กระทําตอเอลิเมนตของ

ไหลเฉพาะในทิศทาง x โดยกําหนดใหที่จดุกึง่กลางเอลิเมนตมีความเคนเทากับ ,xx yxσ τ และ zxτ

จากนั้นสามารถหาความเคนบนพื้นผิวของเอลิเมนตไดจากการกระจายอนุกรมเทเลอรรอบจุด
กึ่งกลาง " "o  ดังนั้นแรงพื้นผิวทัง้หมดที่กระทาํตอเอลิเมนตของไหลในทศิทาง x คือ 

 

2 2
xx xx

Sx xx xx
dx dxdF dydz dydz

x x
σ σσ σ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G  
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2 2
yx yx

yx yx
dy dydxdz dxdz

y y
τ τ

τ τ
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

2 2
zx zx

zx zx
dz dzdxdy dxdy

z z
τ ττ τ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

หรือ           yxxx zx
SxdF dxdydz

x y z
τσ τ∂⎛ ⎞∂ ∂

= + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

G  

 
เมื่อหาแรงพืน้ผิวที่กระทําตอเอลิเมนตในทศิทาง x  และแรงวตัถุจากแรงโนมถวงของ

โลกที่กระทําตอเอลิเมนตเปนดังนี ้
 

( )Bx xdF g dxdydzρ=
G  

 
จากแรงพืน้ผิว และแรงวตัถุที่หาไดทําใหสามารถหาแรงลัพธที่กระทําตอเอลิเมนตใน

ทิศทาง x  ไดเปน 
 

yxxx zx
x Sx Bx xdF dF dF g dxdydz

x y z
τσ τρ
∂⎛ ⎞∂ ∂

= + = + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

G G G  

 
สําหรับแรงลัพธที่กระทําตอเอลิเมนตนี้ในทิศทางอื่นๆ คือในทิศทาง y  และในทศิทาง 

z  ในทํานองเดียวกันสามารถหาไดเชนเดยีวกับในแกน x  ดงันั้นจะได 
 

xy yy zy
y Sy By ydF dF dF g dxdydz

x y z
τ σ τ

ρ
∂ ∂ ∂⎛ ⎞

= + = + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

G G G  

 
yzxz zz

z Sz Bz zdF dF dF g dxdydz
x y z

ττ σρ
∂⎛ ⎞∂ ∂

= + = + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

G G G  

 
นําแรงลัพธที่หาไดแทนลงในสมการ (2.5) เพื่อหาคา dF

G
�

 และจะทําการพิจารณาตาม
แกนตางๆ ไดดังตอไปนี ้

 

แกน x : yxxx zx
x

u u u ug u v w
x y z t x y z

τσ τρ ρ
∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
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แกน y : xy yy zy
yg

x y z
τ σ τ

ρ
∂ ∂ ∂

+ + +
∂ ∂ ∂

v v v vu v w
t x y z

ρ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 

แกน z : yzxz zz
zg

x y z
ττ σρ
∂∂ ∂

+ + +
∂ ∂ ∂

w w w wu v w
t x y z

ρ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 
สมการขางตนเปนสมการในรูปอนุพันธสําหรับการเคลื่อนที่ของของไหล ที่สอดคลอง

กับสมมติฐานของสารตอเนื่อง แตถาหากนําเรื่องความสัมพันธระหวางความเคนกบัความเร็วของ
การไหลไปแทนในสมการขางตน (แกน ,x แกน ,y แกน z ) นีจ้ะทําใหงายขึน้ สําหรับของไหล
แบบนิวโตเนียน จะเห็นวาคาความเคนเฉือนจะเปนสัดสวนโดยตรงกับอัตราการเสียรูปเชิงมุมดวย
คาความหนดื (µ ) ซ่ึงทําใหความเคนเหลานีส้ามารถเขียนไดในรูปของความเร็วของการไหลดังนี ้

 
2; 2
3xy yx xx

v u up V
x y x

τ τ µ σ µ µ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= = + = − − ∇⋅ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

G  

 
2; 2
3yz zy yy

w v vp V
y z y

τ τ µ σ µ µ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= = + = − − ∇⋅ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

G  

 
2; 2
3zx xz zz

u w wp V
z x z

τ τ µ σ µ µ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= = + = − − ∇⋅ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

G  

 
เมื่อ p คือ ความดันเทอรโมไดนามิกส (Thermodynamics Pressure) 

นําความเคนตางๆ ในรูปของความเร็ว และความดันของการไหลแทนลงในสมการ
สําหรับกฎการเคลื่อนที่ขอที่สอง แลวทําการจัดรูปจะได 

 
22
3x

Du p u u v w ug V
Dt x x x y y x z x z

ρ ρ µ µ µ
⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − ∇ ⋅ + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎣ ⎦

G

 
22
3y

Dv p u v v v wg V
Dt y x y x y y z z y

ρ ρ µ µ µ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − + + + − ∇ ⋅ + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

G

 
22
3z

Dw p w u v w wg V
Dt z x x z y z y z z

ρ ρ µ µ µ
⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + + + + − ∇ ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎣ ⎦

G
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เรียกสมการเหลานี้วา “สมการนาเวยีร-สโตค (Navier-Stokes Equation)” [3] ซ่ึงหาก
พิจารณาการไหลแบบอัดตวัไมได หรือ ρ  คงที่ และกําหนดให µ  คงที่จะทําใหสมการลดรูปลง
เหลือ 

 
2 2 2

2 2 2x
u u u u p u u uu v w g
t x y z x x y z

ρ ρ µ
⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = − + + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
2 2 2

2 2 2y
v v v v p v v vu v w g
t x y z y x y z

ρ ρ µ
⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = − + + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
2 2 2

2 2 2z
w w w w p w w wu v w g
t x y z z x y z

ρ ρ µ
⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = − + + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
นอกจากนี้หากพิจารณาในกรณีการไหลแบบไมมีความเสียดทาน (ไมมคีวามหนดื 

หรือไมมีความเคนเฉือน) ดงันั้น 0µ =  จึงทําใหมีเฉพาะความเคนตั้งฉากที่มคีา p−  ที่กระทําตอ
อนุภาคของไหลเทานั้น เพราะฉะนั้นสมการจะลดรูปไดสมการเหลอืเปน “สมการออยเลอร
(Euler’s Equation)” [3] ซ่ึงมีรูปแบบเปน 

 

x
u u u u pu v w g
t x y z x

ρ ρ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 

y
v v v v pu v w g
t x y z y

ρ ρ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 

z
w w w w pu v w g
t x y z z

ρ ρ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 

หรือ     DVp g
Dt

ρ ρ−∇ + =
G

G  

 
กําหนดใหแกน z  อยูในแนวดิ่ง ดังนั้น 

 
ˆ ˆz k g gk g zρ ρ ρ∇ = ⇒ = − = − ∇

G  
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แทนเทอมขางตนลงในสมการออยเลอรจะได 
 

   DVg z p
Dt

ρ ρ− ∇ −∇ =
G

 

 
1 DVg z p

Dtρ
− ∇ − ∇ =

G
 

 

จากสมการความเรงที่วา ( )DV V V V
Dt t

∂
= + ⋅∇
∂

G G G G  ดังนั้น 

 
1 ( )Vg z p V V

tρ
∂

− ∇ − ∇ = + ⋅∇
∂

G G G  

 
การวิเคราะหการเคลื่อนที่ของของไหลแบบอัดตัวไมได และไมมีความหนดืตองใช

สมการออยเลอรหรือสมการนาเวยีร-สโตรค ที่กําหนดให ρ  มีคาคงที่ และ 0µ =  ที่ไดแสดง
รูปแบบบนระบบแกนตั้งฉาก เนื่องจากความเรงในสมการออยเลอรเกิดจากการหาอนุพันธของ
ความเร็ว V

G  ซ่ึงเปนฟงกชันของ 4 ตัวแปร คอืฟงกชันของ , ,x y z  และ t  ดังนั้นถาเลือกระบบ
แกนที่เหมาะสม และมีผลทําใหความเร็วของการไหลเปนฟงกชันของตัวแปรที่นอยลงจะทําให
สะดวกตอการหาความเรงในสมการออยเลอร จากนยิามของเสนสายธารที่วา เปนเสนที่ลากสัมผัส
กับความเรว็ของการไหลซึ่งในกรณีที่เปนของไหลแบบคงตัวเสนสายธารจะเปนเสนเดียวกับเสน
วิถี (Pathline) บนเสนสายธารนี้ความเร็วเปนตัวแปรของฟงกชัน s  (ตามแนวเสนสายธาร) และ t
เทานั้น ดังนั้นจึงเหมาะสมที่จะสรางสมการออยเลอรบนระบบแกนของเสนสายธาร 

บนระบบแกนของเสนสายธาร กําหนดใหพิกัด s  แทนระยะตามแนวเสนสัมผัสกับเสน
สายธาร และพิกัด n  แทนระยะในแนวตั้งฉากกับเสนสายธาร จากนั้นจะสรางสมการสําหรับกฏ
การเคลื่อนที่ขอที่สองของนิวตันบนแนวแกนทั้งสอง โดยพิจารณาตวัอยางของการไหลในระนาบ 
Y Z−  ดังรูปที่ 2.5 เมื่อนํามาประยุกตใชกฏการเคลื่อนที่ขอที่สองของนิวตันกับเอลิเมนตเล็กๆ
ขนาดของ ds dn dx ซ่ึงมีความเร็วในแนวสัมผัสเทากบั ( , )V V s t=

G G  เมื่อพิจารณาตามแนวแกน s  
โดยไมคํานึงถึงแรงเสียดทานหรือแรงหนดื และมีคุณสมบัติตางๆ ที่พื้นผิวของเอลเิมนตเล็กๆ นี้
สามารถหาไดจากการกระจายอนุกรมเทเลอรของคุณสมบัตินั้นๆ รอบจุดกึ่งกลางเอลิเมนต 
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ds  

β  
dy  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปท่ี 2.5 แสดงอนุภาคของไหลบนเสนสายธาร 

 
จาก     F ma=∑  

 
เมื่อพิจารณาเฉพาะแรงตามแนวแกน s  จะไดวา 

 
sin

2 2
p ds p dsp dndx p dndx g dsdndx adndsdx
s s

ρ β ρ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

 
เมื่อ β  คือมุมระหวางเสนสัมผัสเสนสายธารกับเสนระดับ 

a  คือความเรงของอนุภาคของไหลที่เคลื่อนที่ไปตามเสนสายธาร  
จากสมการขางบนจัดรูปใหมจะได 
  

  sinp g a
s

ρ β ρ∂
− − =
∂

 

  
จากรูปทางขวามือจะเห็นวา sin z

s
β ∂
=
∂

 เมื่อนําไปแทนจะได 

  
1 p zg a

s sρ
∂ ∂

− − =
∂ ∂

 

 
เนื่องจากบนแนวเสนสายธาร พบวาคาความเร็วจะเปนฟงกชันของ s  และ t  เทานั้นหรือ

( , )V V s t=
G G  ทําใหสามารถเขียนสมการความเรงของอนุภาคของไหลดวยวิธีออยเลอรไดดังนี ้

 

gG  
n  

s

R  

β  

β
•

2
p dsp dndx
s

∂⎡ ⎤+⎢ ⎥∂⎣ ⎦
 

2
p dnp dsdx
n
∂⎡ ⎤−⎢ ⎥∂⎣ ⎦

 
2

p dsp dndx
s

∂⎡ ⎤−⎢ ⎥∂⎣ ⎦
 

dn  

ds
dx  

β

β  

gdsdndxρ  cosgdsdndxρ β
singdsdndxρ β

dz

2
p dnp dsdx
n
∂⎡ ⎤+⎢ ⎥∂⎣ ⎦

 Z 

Y 
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V VdV ds dt
s t

∂ ∂
= +
∂ ∂

   หรือ DV V Va V
Dt s t

∂ ∂
= = +

∂ ∂

G
 

  
โดยปกตแิลวบนระบบแกน s n−  นี้ความเร็วของการไหลจะอยูในแนว s เทานั้นเพราะ

เสนสายธารเปนเสนที่ลากสัมผัสกับความเร็ว ดังนั้นตามแนว n  จึงมีความเร็วเทากับศนูย ดังนัน้
สามารถเขียนสมการออยเลอรที่สรางบนแนวแกน s  ของระบบแกนของเสนสายธารไดดังนี ้
   

1 p zg
s sρ
∂ ∂

− − =
∂ ∂

V VV
s t

∂ ∂
+

∂ ∂
 

  
สําหรับกรณีทีเ่ปนการไหลแบบคงตัว และไมพจิารณาผลจากแรงวัตถุ ซ่ึงหมายถึง

กําหนดให 0g =
G  ดังนั้นสมการออยเลอรขางตนจะลดรูปเปน 

 
1 p VV

s sρ
∂ ∂

= −
∂ ∂

 

 
จากสมการนี้มคีวามหมายวาสําหรับการไหลตามแนวเสนสายธารนั้น ถาความเร็วของ

การไหลลดลง ความดันของของไหลจะเพิม่ขึ้นหรือถาความเร็วของการไหลเพิ่มขึ้น ความดันของ
ของไหลจะลดลง 

 การสรางสมการเบอรนูลลีสามารถสรางไดจากการพิจารณาสมการออยเลอรบนระบบ
แกนตั้งฉาก ( X Y Z− − ) โดยเราสามารถนํามาอินทิเกรตตามเสนสายธารเพื่อสรางสมการเบอร
นูลลี สําหรับในที่นีจ้ะแสดงกรณกีารไหลแบบคงตัว เพื่อความสะดวกจึงจะใชสัญลักษณทาง
เวคเตอรซ่ึงสมการออยเลอรบนระบบแกนตั้งฉากสําหรับการไหลแบบคงตัวคือ 

 
1 DV V V Vp g z u v w

Dt x y zρ
∂ ∂ ∂

− ∇ − ∇ = = + +
∂ ∂ ∂

G G G G
 

 

เนื่องจาก   ( )V V Vu v w V V
x y z

∂ ∂ ∂
+ + = ⋅∇

∂ ∂ ∂

G G G G G   

 
ดังนั้น       1 p g z

ρ
− ∇ − ∇ = ( )V V⋅∇

G G              (2.6) 

 
สําหรับการไหลแบบคงตัวสนามความเรว็จะอยูในรูป ( , , )V V x y z=

G G  ซ่ึงเสนสายธารจะ
เปนเสนที่ลากสัมผัสกับความเร็วของการไหล และในกรณีการไหลแบบคงตัวเสนสายธาร และ
เสนวิถีเปนเสนเดียวกนั ดังนั้นอนภุาคของไหลจึงเคลื่อนที่ไปตามสมการ (2.6) ดวย ซ่ึงในเวลาที่
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1 1 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

1

1

p p pp ds i j k dxi dyj dzk
x y z

p p pdx dy dz
x y z

dp

ρ ρ

ρ

ρ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ⎡ ⎤− ∇ ⋅ = − + + ⋅ + +⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂ ∂ ∂⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= − + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

= −

G

ˆ ˆˆ ˆg z ds gk dxi dyj dzk

gdz

⎡ ⎤− ∇ ⋅ = − ⋅ + +⎣ ⎦

= −

G

1( ) ( ) ( )
2

1 ( ) ( )
2

V V ds V V V V ds

V V ds V V ds

⎡ ⎤⋅∇ ⋅ = ∇ ⋅ − × ∇× ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= ∇ ⋅ ⋅ − × ∇× ⋅⎣ ⎦

G G G G G GG G

G G G GG G

ตามแนวเสนสายธาร 

( )V V ds⎡ ⎤× ∇× ⋅⎣ ⎦
G G G

2 2 2

2 2 2

2

1 ( ) 0
2

1 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ
2

1
2

1 ( )
2

V V ds

V V Vi j k dxi dyj dzk
x y z

V V Vdx dy dz
x y z

d V

= ∇ ⋅ ⋅ −

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ⎡ ⎤= + + ⋅ + +⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂ ∂ ∂⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

=

G G G

ตามแนวเสนสายธาร 

ตามแนวเสนสายธาร 

( )V V ds⋅∇ ⋅
G G G

ผานไป dt  อนุภาคของไหลจะเคลื่อนที่ไปไดระยะตามแนว dsG  ตามแนวเสนสายธาร หากคูณ
สมการ (2.6) ดวยผลคูณแบบสเกลารกับระยะ dsG  ตามแนวเสนสายธารจะได 

 
1 p ds g z ds
ρ

− ∇ ⋅ − ∇ ⋅ =
G G ( )V V ds⋅∇ ⋅

G G G     (2.7) 

 
เมื่อพิจารณาเทอมทั้งสามในสมการขางตนดังตอไปนี ้

 
เทอมที่ 1 :  
 
 
 
 
 
 
เทอมที่ 2 :  
 
 
 
เทอมที่ 3 :  
 
 
 
 
เนื่องจากความเร็ว VG  และระยะ dsG  มีทิศทางขนานกันจึงทาํให                                 มีคา

เทากับศูนย ดังนั้น 
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ตามแนวเสนสายธาร 

ตามแนวเสนสายธาร 

แทนเทอมทั้งสามลงในสมการ (2.7) จะได 
 

( )21 0
2

dp gdz d V
ρ
+ + =  

 
อินทิเกรตสมการขางตนสําหรับการไหลแบบอัดตวัไมไดจะไดผลลัพธคือ 

 
2

2
p Vgz
ρ
+ + = คาคงที่ 

 
ผลที่ตามมาคือ สมการเบอรนูลลีในกรณกีารไหลแบบคงตัว อัดตัวไมได และไมมีความ

หนืด ซ่ึงคาคงที่ที่เกิดจากการอินทิเกรตจะมีคาแตกตางกันสําหรับแตละเสนสายธาร จึงทําใหการ
ประยุกตใชสมการเบอรนูลลีระหวาง 2 จุดใดๆ ตองเปนจุดบนเสนสายธารเดียวกนั แตหากสมมติ
ใหการไหลนัน้เปนการไหลแบบไมมีการหมุน (Irrotational Flow) สมการเบอรนูลลีที่ไดจะ
สามารถใชระหวาง 2 จุดใดๆ ในสนามการไหลโดยไมจําเปนตองอยูบนสายธารเดียวกัน ทั้งนี้
เนื่องจากคาคงที่จากการอินทเิกรตสําหรับทกุเสนสายธารมีคาเทากัน  

สําหรับการไหลแบบไมมีการหมุน หมายถึง 0ω =
G  หรือ 0V∇× =

G  ซ่ึงความหมายทาง
คณิตศาสตรนีจ้ะนําไปใชในการสรางสมการเบอรนูลลีสําหรับการไหลที่ไมมีการหมนุโดยที่จะ
เร่ิมตนจากการพิจารณาสมการออยเลอรบนแกนตั้งฉาก X Y Z− −  ดังนี ้

 
1 ( )p g z V V
ρ

− ∇ − ∇ = ⋅∇
G G  

 
จากเอกลักษณทางเวกเตอร 

 
1( ) ( ) ( )
2

V V V V V V⎡ ⎤⋅∇ = ∇ ⋅ − × ∇×⎣ ⎦
G G G G G G  

 
แทนเอกลักษณทางเวกเตอรลงในสมการออยเลอรจะได 

 
1 p g z
ρ

− ∇ − ∇ =
1 ( ) ( )
2

V V V V⎡ ⎤∇ ⋅ − × ∇×⎣ ⎦
G G G G  

 
จากที่ผานมาจาํเปนตองคูณสมการออยเลอรในระบบแกนตั้งฉากแบบสเกลารดวยระยะ 

dsG  ตามแนวเสนสายธารเพื่อใหคา ( )V V ds⎡ ⎤× ∇× ⋅⎣ ⎦
G G G  มีคาเทากับศูนย โดยใชเหตผุลที่วา
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ความเร็ว VG  และ dsG  มีทิศทางขนานกัน แตสําหรับการไหลแบบไมมีการหมุนจะเหน็วา V∇×
G มี

คาเทากับศูนย ดังนัน้เทอม ( )V V× ∇×
G G  จึงมีคาเทากับศูนยโดยไมจําเปนตองคูณแบบสเกลารดวย

ระยะ dsG  ตามเสนสายธาร ดังนั้นสําหรับการไหลที่ไมมีการหมุนสมการออยเลอรลดรูปเปน 
 

1 p g z
ρ

− ∇ − ∇ =
1 ( )
2

V V∇ ⋅
G G  

 
สมการออยเลอรที่ลดรูปนี้ ไมมีความจําเปนตองคูณสมการทั้งหมดแบบสเกลารดวยระยะ

dsG  ตามแนวเสนสายธารอีกตอไป ดังนั้นกําหนดให ˆˆ ˆdr dxi dyj dzk= + +
G  เปนระยะระหวาง 2 

จุดใดๆ ในสนามการไหลที่ไมจําเปนตองอยูบนเสนสายธารเดียวกนั และนําไปคูณแบบสเกลาร
กับสมการขางตนจะได 

 
21 1 ( )

2
p dr g z dr V dr

ρ
− ∇ ⋅ − ∇ ⋅ = ∇ ⋅

G G G  

 
หรือ 

 
21 ( )

2
dp gdz d V
ρ

− − =  

 
เมื่ออินทิเกรตจะได 

 
2

2
dp Vgz
ρ
+ + =∫ คาคงที่ 

 
สําหรับการไหลแบบอัดตัวไมได หรือ ρ  มีคาคงที่จะได 

 
2

2
p Vgz
ρ
+ + = คาคงที่ 

 
สมการเบอรนูลลีที่ไดไมไดเกิดจากการคูณสมการออยเลอรแบบสเกลารดวยระยะ dsG  

ตามเสนสายธาร แตเกดิจากการคูณดวย drG  ซ่ึงเปนระยะระหวาง 2 จุดใดๆ ในสนามการไหลจึง
ทําใหสมการเบอรนูลลีสําหรับการไหลแบบไมมีการหมุนนี้สามารถใชกับจุด 2 จุดใดๆ ทีไ่ม
จําเปนตองอยูบนเสนสายธารเดียวกันหรือกลาวไดวา คาคงที่จากการอินทิเกรตสําหรับแตละเสน
สายธารในการไหลแบบไมมีการหมุนมีคาเทากัน 
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2.1.3 สมการตางๆ ของการเคลื่อนท่ี  
 การสมมุติขั้นพื้นฐานที่อธิบายแบบจําลอง จะใชสมการออยเลอร (Euler’s Equation) 
รวมกับสมการของกฎทรงมวล [4] จุดประสงคของการศึกษาครั้งนี้จะพจิารณาคลื่นที่มีการแผ
ขยายใน 2 มิติ แนวระนาบ ( ,x z′ ′ ) ดังรูปที่ 2.6 และกําหนด ( , , )P x t z′ ′ ′ ′  แทนความดันของของ
ไหล , ρ′  แทนความหนาแนนคงที่ , (0, )g g≡ −

�
 แทนความเรงเนื่องจากแรงโนมถวงของโลก, 

( , )u u w′ ′ ′≡
�

 แทนเวกเตอรที่เปนความเรว็ ดังนัน้จะได 
 

1 ,Du P
Dt xρ

′ ′∂
= −

′ ′ ′∂
 

 
1Dw P g

Dt zρ
′ ′∂
= − −

′ ′ ′∂
 

โดยที ่
 

D u w
Dt t x z

∂ ∂ ∂′ ′= + +
′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂

 

 
เปนอนุพันธทีม่ีความสําคัญ และสมการของกฎทรงมวล คือ 
 

0u w
x z
′ ′∂ ∂
+ =
′ ′∂ ∂

 

 
เมื่อนําสมการตางๆ ที่กําหนดมารวมกบัเงื่อนไขคาขอบเขต เงื่อนไขคาเริ่มตน และสเกลที่
เหมาะสม เหลานี้จะเปนหลักของการทํางาน 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

0h  
( )U z′  

g  w′  
u′  

a  

λ  

z′  

x′  

 

 

( , )z h x t′ ′ ′ ′=  

( )z b x′ ′ ′=  

รูปท่ี 2.6 แสดงสภาวะที่ไมถูกรบกวน และคลื่นพื้นผิว 
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 2.1.4 เงื่อนไขคาขอบเขต (The Boundary Conditions) 
 พิจารณาเงื่อนไขคาขอบเขตบนพื้นผิว (พืน้ผิวอิสระ) และที่ทองน้ํา (Bottom) [4] อธิบาย
ไดดังนี ้ 
 

2.1.4.1 เงื่อนไขพื้นผิวอิสระ (The Free Surface Conditions) 
  โดยปกตแิลวพื้นผิวจะเรียกวาพื้นผิวอิสระเพราะวาพืน้ผิวไมไดถูกกําหนดโดย
เงื่อนไขของความเร็ว (Velocity Conditions) พืน้ผิวแทนดวย ( , )z h x t′ ′ ′ ′=  [4] เมื่อพื้นผิวนี้
เคลื่อนที่จะอธบิายโดยใชเงื่อนไขจลนศาสตร (Kinematic Condition) 
 เมื่อพื้นผิวมีความเคนเนื่องจากความดนัเพยีงอยางเดยีว (คือไมมีความหนืด , ไมมแีรงตึง
ผิว) ผลที่ตามมาคือเงื่อนไขพื้นผิวถูกเรยีกวาเงื่อนไขพลศาสตร (Dynamic Condition) รายละเอยีด
ของเงื่อนไขคาขอบเขตทั้งสอง อธิบายไดดังนี้  
 

2.1.4.1.1 เงื่อนไขพลังงานจลนศาสตร (The Kinematic Condition) 
พื้นผิวหนึ่ง ( , )F x t′ ′ ′ = คาคงที่เกี่ยวกบัการเคลื่อนที่ของของไหล ซ่ึงจะได 

 
0DF

Dt
′
=

′
 

 
ดังนั้นที่พืน้ผิวอิสระสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบ ( , ) 0z h x t′ ′ ′ ′− =  ผลที่ตามมาคือ 
 

{ ( , )} 0D z h x t
Dt

′ ′ ′ ′− =
′

 

 
และมีผลลัพธเปน 
  

0h hw u
t x
′ ′∂ ∂′ ′− − =
′ ′∂ ∂

 

 
ซ่ึงสามารถเขียนไดเปน 
 

t xw h u h′ ′′ ′ ′ ′= +   บน  ( , )z h x t′ ′ ′ ′=    (2.8) 
 

เงื่อนไขขอบเขตนี้เปนเงื่อนไขอันดับแรกบนพื้นผิวอิสระที่อธิบายถึงความเร็วในแนวตั้ง
ของของไหลที่พื้นผิวซ่ึงเปนผลรวมของการเคลื่อนที่ในแนวตั้งของพื้นผิว ( )th ′′  และที่เปน
องคประกอบในแนวตั้งที่เหมาะสมของของไหลที่เคลื่อนที่ในแนว x′  ที่ความชัน ( )xu h ′′ ′  ของ
พื้นผิวไมเทากบัศูนย สําหรับบางสวนที่มีการเคลื่อนที่ในพื้นผิว เวกเตอรความเร็วตองเปน
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แทนเจนต ดังนั้นถาองคประกอบของความเร็วนี้ที่พืน้ผิวเปน u′ (แนวราบ) และ w′ (แนวตั้ง) จะ
ได 
  

tanw
u

θ
′
=

′
 

 
โดยที่ θ  เปนมุมที่เวกเตอรความเร็วนั้นทํากับแนวราบ (ดูรูปที่ 2.7) แต tanθ  เปนความชันของ
พื้นผิวดวยเหมอืนกัน ดังนั้น 
 

tanw h
u x

θ
′ ′∂
= =

′ ′∂
 

 
และดังนัน้การเคลื่อนที่ในแนวตั้งของบางสวนที่เหมาะสมเปน 
 

hw u
x
′∂′ ′=
′∂

 

 
รูปท่ี 2.7 แสดงเงื่อนไขพลังงานจลนศาสตร 

 

2.1.4.1.2 เงื่อนไขพลศาสตร (The Dynamic Condition) 
สําหรับปญหาที่ศึกษาสวนใหญในทฤษฏขีองคลื่นน้ํา (รวมทั้งที่กําลังศึกษา) จะ

กําหนดให aP P′ = = คาคงที่ ซ่ึงเปนความดันของบรรยากาศ เนื่องจากทําการอธบิายการไหลแบบ 
ไมมีความหนดื และไมคิดผลของแรงตึงผิวดวย ดังนั้นเงื่อนไขขอบเขตพลศาสตรที่พื้นผิว
กลายเปน 

 

องคประกอบในแนวราบ ( )u′  

ความเร็วพื้นผิว ความเร็วบางสวน 

องคประกอบในแนวตั้ง ( )w′  

θ
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    aP P′ = = คาคงที่  บน  ( , )z h x t′ ′ ′ ′=     (2.9) 
 

2.1.4.2 เงื่อนไขคาขอบเขตทองน้ํา (The Bottom Boundary Condition) 
สําหรับของไหลแบบไมมีความหนดืของของไหลเปนการทําใหเกดิรูปแบบอยางงายของ

เงื่อนไขคาขอบเขตทองน้ํา คาขอบเขตทองน้ําซึ่งของไหลไมสามารถซึมผานได [4] ดังนัน้
กําหนดให 
  

( ( , )) 0D z b x t
Dt

′ ′ ′ ′− =  

 
สําหรับรูปแบบทองน้ําทั่วไปจะถูกกําหนดโดย ( , )z b x t′ ′ ′ ′=  ดังนั้นจะไดเงื่อนไข 
  

t xw b u b′ ′′ ′ ′ ′= +   บน  ( , )z b x t′ ′ ′ ′=    (2.10) 
 
แตจะพิจารณาขอบเขตคาทองน้ําที่มีการกําหนดวา ( )z b x′ ′ ′=  (ดูรูปที่ 2.6) ซ่ึงไมรวมถึงภูเขาไฟ
ระเบิดที่เกิดขึน้ใตน้ํา แลวสมการ (2.10) จะถูกลดรูปเปน 
  

dbw u
dx
′

′ ′=
′

  บน  ( )z b x′ ′ ′=     (2.11) 

 
 จากสมการออยเลอรรวมกับสมการของกฎทรงมวล (สวนที่ 2.1.3) ภายใตเงื่อนไขพืน้ผิว
อิสระ (สวนที ่ 2.1.4.1) และเงื่อนไขคาขอบเขตทองน้ํา (สวนที่ 2.1.4.2) คือสมการที่สามารถใช
อธิบายการเคลื่อนที่ของคลื่นน้ําที่แอมพลิจดูมีคานอยๆ สําหรับการหาผลเฉลยโดยวิธีเพอรเทอรเบ
ชันแบบเอกฐาน (Singular Perturbation) จะกลาวในบทตอไป 

 

2.1.5 การไรมิติ (Nondimensionalisation) 
 การไรมิติของตัวแปรตางๆ จะสรางขึ้นมาจากสเกลของระยะทาง และสเกลของเวลา[4] 
โดยกําหนดใหสเกลของระยะทางเปนดังนี้ 0h  แทนความลึก , λ  แทนความยาวคลื่น และ b  
แทนพื้นผิวทองน้ํา และตัวแปรอื่นๆ ที่นอกเหนือจากทีก่ลาวถึงสามารถดูไดจากรูปที ่ 2.6 สําหรับ
ในสวนทีเ่ปนสเกลของเวลา จะเปนตวักําหนดสเกลรของความเร็วที่เหมาะสม ซ่ึงประมาณไดเปน 

0gh  , g  แทนความเรงเนื่องจากแรงโนมถวง โดยท่ีสเกลของความเร็ว และความยาวคลื่น (λ ) 
จะถูกใชอธิบายเวลาที่มีความเกี่ยวของกับการแผขยายของคลื่นในแนวราบไดเปน 

0gh
λ  และ

สามารถใช 0gh  เปนตัวอธิบายสเกลขององคประกอบของความเร็วในแนวราบได แตสําหรับ
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องคประกอบของความเร็วในแนวตั้งนัน้จะเปน 0 0h gh
λ

 และมกีารกําหนดพืน้ผิว ( , )z x t′ ′ ′=  

ดังนั้นสามารถเขียนตวัแปรตางๆ ที่ไรมิติได ดังนี ้
 

0
0

, , ,x x z h z t t
gh
λλ′ ′ ′→ → →  

0 0
0 0, ,       

h gh
u gh u w w b h b

λ
′ ′→ → →  

 
รวมกับ   0h h aη= +  
 
โดยที่ “→ ” หมายความวา “แทนที่ดวย” a  เปนแอมพลิจูด , ฟงกชัน η  เปนแบบไรมิติ และความ
ดันคือ 
 

0 0( )aP P g h z gh pρ ρ′ ′= + − +  
 

โดยที่ aP  เปนความดันของบรรยากาศที่มคีาคงที่ , 0( )g h zρ ′−  เปนความดนัเนื่องจากการ
แพรกระจาย และ 0ghρ  เปนสเกลของความดันที่ความลึก 0z h′ =  สําหรับตัวแปรของความดนั 
p  จะถูกเปลี่ยนใหไรมิต ิ

 สมการออยเลอร และสมการของกฎทรงมวลสามารถเขียนอยูในรูปแบบ ดังนี ้
 

2,Du p Dw p
Dt x Dt z

δ∂ ∂
= − = −

∂ ∂
 

 
โดยที ่
 

D u w
Dt t x z

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

 

และ 
 

0u w
x z
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 

 
ซ่ึงสมการเหลานี้สามารถเขียนในเทอมของตัวแปรที่ไรมติิ โดยกําหนดให 0hδ

λ
=  เปน

พารามิเตอรของความยาวของคลื่นยาว หรือ คล่ืนน้ําตื้น 
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2.1.6 วิธีเพอรเทอรเบชันแบบเอกฐาน (Singular Perturbation) 
การกระจายเชงิเสนกํากับ (Asymptotic Expansion) คอื การวิเคราะหคุณสมบัติในเรื่อง

ลิมิตของฟงกชัน เมื่อฟงกชันเปน ),( εxy =  มีพารามิเตอร ε  ซ่ึงมีคานอยๆ และคาํตอบจะหาได
เมื่อ 0=ε  ซ่ึงคําตอบเปนแบบแมนตรง สําหรับการหาคําตอบเมื่อ ε  ที่มีคานอยๆ จะใชวิธีเพอร
เทอรเบชัน (Perturbation Method) ถา ε  คูณกับเทอมของสมการของฟงกชัน ซ่ึงคําตอบที่ไดหา
โดยอนุกรมกําลัง (Power Series) ที่มีรูปแบบเปน 

 
...)()()(),( 2

2
10 +++= xyxyxyxy εεε    (2.12) 

 
ผลที่ไดคืออนุกรมที่ลูออกสําหรับคา ε  ใดๆ อยางไรก็ตามผลที่ได สามารถนําไปใชประโยชนใน
การประมาณคาฟงกชัน ),( εxy =  เมื่อ ε  มีคานอยๆ ได [5-8] ในงานวิจัยนี้ไดใชการกระจายเชิง
เสนกํากับแบบคู (Double Asymptotic Expansion) ซ่ึงลักษณะของการกระจายนี้จะเปน
เชนเดยีวกับการกระจายเชิงเสนกํากับ โดยที่การกระจายเชิงเสนกํากับแบบคูที่มีรูปแบบเปน [9] 
 

0 0
, 0 , 0

mn
nm

n m
Q Qε σ ε σ

∞ ∞

= =

→ →∑∑∼  

 
ตอไปจะกลาวถึงกระจายเชิงเสนกํากับสําหรับการพิจารณาในแบบตางๆ ดังนี ้
 

2.1.6.1 ความคิดพื้นฐานบางอยาง 
สําหรับเรื่องความคิดพื้นฐานบางอยางในการใชอนุกรมเชิงเสนกํากับ จะขอ

อธิบายเกี่ยวกบัสัญลักษณ 2 สัญลักษณทัว่ไปที่ใชกับฟงกชัน )(εf  ในลิมิตที่ม ี 0→ε  
สัญลักษณเหลานั้นเปน “O ” และ “ o ” และเปนเทอมโอใหญ และเทอมโอเล็ก ตามลําดับ ถา
ฟงกชันทีแ่ตกตางกันของ ε  เปน )(εf  และ )(εg  จะไดวา 

 
 ( ) ( ( ))f O gε ε=  ถา 

0

( )lim
( )

f
gε

ε
ε→

< ∞     (2.13) 

 
ผลที่ตามมาคือ )(εf  เปนอันดับของ )(εg  ถาลิมิตเทากับศูนย แลวสัญลักษณ  o  ที่ใชจะเปน 
  

( ) ( ( ))f o gε ε=  ถา 
0

( )lim 0
( )

f
gε

ε
ε→

=     (2.14) 
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ฟงกชัน )(εg  ขางบนเปนเทอมของ “ฟงกชันเกาส (Gauge Function)” เซตของฟงกชันเกาสเปน
เซตของกําลังของ ε  (1, ,..., 2εε ) กําลังเหลานี้สามารถใชอธิบายคุณสมบัติของฟงกชันอื่นๆ บาง
ฟงกชันของε ได ตัวอยางเชน 
 

εsin ~ε      (2.15) 
 
อานวาซายนแอปซิลอน (Sine Epsilon) เปนการประมาณใหเทากับε  นอกจากนีก้็สามารถบอกได
วา 
  

tan ε ~ε      (2.16) 
 
ดังนั้นจะเห็นวาฟงกชันทีแ่ตกตางกันสามารถแสดงดวยเชิงเสนกํากับไดเหมือนกัน 
 

2.1.6.2 อนุกรมกําลัง  
จัดเปนประเภทหนึ่งของอนกุรมเชิงเสนกํากับ โดยทัว่ไปอนุกรมเชิงเสนกํากับ

สําหรับฟงกชัน ),( εxy  มีรูปแบบเปน 
 

)()(),(
0

εεε n

N

n
n yfxy ∑

=

=     (2.17) 

 
ถาผลที่ไดจากอนุกรมเปนแบบลูออก ดังนัน้สําหรับฟงกชัน )(εnf  จะเปนไปตาม 
 

    (2.18) 
 
แตละวิธีเปนองคประกอบของเซตของฟงกชันที่เขาใกลศูนย เมื่อ 0→ε  จะเรียกเซตของฟงกชัน 

)}({ εnf  วาลําดับเชิงเสนกํากับ ถาเงื่อนไขในสมการ (2.18) มีองคประกอบที่เหมาะสม ซ่ึงเซต
ของกําลังของ ε  เปนลําดับเชิงเสนกํากับ สัมประสิทธิ์ของฟงกชัน )(xy j  จะเปนลักษณะเฉพาะ 
จากคุณสมบัตขิององคประกอบของลําดับเชิงเสนกํากับ ขั้นแรกหารทั้งสองขางของสมการ (2.17)  
ดวย )(0 εf  และใสลิมิตที่ 0→ε  ผลที่ตามมาเปนสัมประสิทธิ์อันดับนํา (Leading Order 
Coefficient) )(0 xy  
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=     (2.19) 
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ตอไปนํา )()( 00 xyf ε  มาลบทั้งสองขางของสมการ (2.17) แลวหารดวย )(1 εf  และใสลิมิตที่ 
0→ε  ผลที่ไดเปน 

 
 

)(
)()(),(

lim)(
1

00

01 ε
εεε

ε f
yfxy

xy
−

=
→

   (2.20) 

 
ขั้นตอนดังกลาวใชเปนขั้นตอนโดยตรงที่แสดงถึงสัมประสิทธิ์ของฟงกชัน )(xy j  ในอนกุรมเชิง
เสนกํากับสามารถเขียนเปน 
 

 ,...3,2,1,
)(

)()(),(
lim)(
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xy
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ε
 (2.21) 

 
สัมประสิทธิ์ในอนุกรมเชิงเสนกํากับสําหรับฟงกชันที่กาํหนดใหขึ้นอยูกับการเลือกของลําดับ ซ่ึง
แตเดิมลําดับจะกําหนดมาให สัมประสิทธิ์ลักษณะเฉพาะมาจากโดยสมการ (2.20) และ (2.21) ใน
ปญหาที่กําหนดใหปกติมักไมทราบวา ),( εxy  ไมเปนอิสระบน ε  ดังนั้นผลในสมการเหลานี้
ควรพิจารณาโดยใชแคนยิามทั่วไปของสัมประสิทธิ์ของฟงกชันเทานัน้ 

 

2.1.6.3 การหาปฏิยานุพันธ 
พิจารณาปฏิยานุพันธ )(εI  ที่มีรูปแบบเปน 
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t
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∫
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ε     (2.22) 

 
ใชวิธีแยกสวน (By Part) เพื่อหาปฏิยานุพนัธ ซ่ึงจะได 
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ใชวิธีแยกสวนใหมอีกครั้งไดเปน 
 

[ ] dt
t

ennI n
nnnn ∫
∞

+
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+
−+−−+−+−=
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112

)1(
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(2.24) 
 
ซ่ึงรูปแบบที่ไดนี้จะสามารถเขียนเปนอนุกรมอนันตไดคอื 
 

 
0

( ) ( 1) ( !)
n

n

n
I nε ε

∞

=

= −∑     (2.25) 

 
ซ่ึงจะลูออกสําหรับทุกๆ คาของε  แตสําหรับε  ที่มีคานอยๆ อนุกรมในสมการ (2.25) จะทําการ
ตัดเทอมที่มีคานอยๆ โดยใชการประมาณที่เหมาะสมของการหาปฏิยานุพันธ 

 

2.1.6.4 สมการเชิงอนุพันธ 
พิจารณาสมการเชิงอนุพันธ 0y yε′ + =           (2.26) 

 
เงื่อนไขเริ่มตนคือ (0) 1y =               (2.27) 
 
และคําตอบเปน  xy e ε−=               (2.28) 
 
ซ่ึงเกิดการกระจายเชิงเสนกํากับที่ทําให ( , )y x ε  สามารถเขียนไดเปน 
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( )k
k

k
y y xε

∞

=

=∑     (2.29) 

 
แทนการกระจายนี้ในสมการ (2.26) ไดผลเปน 
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จัดรูปสมการใหม ดังนี ้
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โดย 1 0ky − =  และใส lim 0ε →  จะได  0 0y′ =             (2.32) 

 
โดยทั่วไปแลวผลที่ไดของสมการ (2.32) นี้ เมื่อหารทั้งสองขางโดย ε  และใส 

lim 0ε →   อีกครั้ง จะได 
 

 1 0y y′ = −     (2.33) 
 
ทําวิธีการเหลานี้ซํ้า จะได  1 , 0,1, 2,...k ky y k−′ = − =            (2.34) 
 
สามารถเขียนสมการ (2.34) ใหเปนแบบแผน โดยการกําหนดใหสัมประสิทธิ์ของ kε  เปนศูนยใน
สมการ (2.31) สําหรับแตละคาของ k โดยการใสเพิ่มในเงื่อนไขเริ่มตนของการกระจายเชิงเสน
กํากับในสมการ (2.29) ไดเปน 
 

 
0

(0) 1
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k
k

k
yε

=

=∑     (2.35) 

 
และผลที่ไดเปน 
 

 
0

(0)k ky δ=     (2.36) 
 
โดยที่ 1ijδ =  เมื่อ i j=  และในกรณีอ่ืนๆจะมีคาเปน 0 จะเรียกวาครอเนกเกอ เดลตา (Kronecker 
Delta) คําตอบของ 0 0y′ =  เปน 0 1y =  เมื่อ 0 (0) 1y =  นําคําตอบที่ไดไปใชเพื่อหาคําตอบของ
สมการสําหรับ 1y  ซ่ึงเปน 1 0 1y y′ = − = −  เมื่อ 1(0) 0y =  ทําจนกระทัง่ไดผลเปน 1y x= −  โดย
ทําวิธีการนี้อยางตอเนื่องเพื่อหา 2 3

2 3( ) / 2!, / 3!y x x y x= = −  และทําตอไปเรื่อยๆ จนกระทั่งได
คําตอบสําหรับ ( , )y x ε  เปน 
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( )( , ) ( 1)
!

k
k

k

xy x
k
εε

∞

=

= −∑    (2.37) 

 
ซ่ึงเปนอนุกรมเทเลอร (Taylor Series) สําหรับฟงกชันเอ็กโพแนลเชียล (Exponential Function) 

xy e ε−=  อนุกรมนี้เกิดขึ้นเมื่อลูเขาสําหรับทุกๆ คาของε  และของ x ในตวัอยางนีพ้ยายามจะหา
การกระจายอนุกรมกําลังใน ε  ทําใหเกิดอนกุรมที่ลูเขา อยางไรก็ตามจะไมสามารถใชวิธีการนี้ได
กับปญหาทุกปญหา 
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2.1.6.5 ขอสรุปและขอคิดเห็น  
ถาโดเมนของฟงกชันเปนแบบไมจํากัดเชนเดียวกับทีป่รากฎในปญหาทาง

คณิตศาสตรที่เปนจินตนาการ (Idealized Mathematical Problem) ปญหาเหลานี้จะทําใหไดผล
สําเร็จโดยใชเทคนิคเพอรเทอรเบชันแบบเอกฐาน (Singular Perturbation) 
 
2.2 งานวิจัยท่ีเกี่ยวของ 
 

 ในปค.ศ. 1972 R.S. Johnson [10] ไดเขียนงานวจิัยเร่ือง “Some numerical solutions of a 
variable–coefficient Korteweg–de Vries Equation (with application to solitary wave 
development on a shelf).” งานวิจยันี้ไดทาํการศึกษาเกี่ยวกับการหาผลเฉลยบางตัวที่เปนผลเฉลย
เชิงตัวเลขของสมการ Korteweg–de Vries (KdV) ที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปรซึง่เปนสมการ
ลักษณะเฉพาะ ผลเฉลยที่หาไดมาจากการอธิบายการพัฒนาของคลื่นโซลิทอรีที่มีการเคลื่อนไป
บนชั้นของคลื่นเทานั้น การสรางโซลิตอนบนชั้นถูกทํานาย และสามารถยืนยันได ผลที่ไดนํา
กลับมาพิจารณาสอง และสามโซลิตอนใหม และพิจารณาความลึกของชั้น ตอมาในปค.ศ. 1973 
R.S. Johnson [11] ไดเขยีนงานวิจยัเร่ือง “On an asymptotic solution of the Korteweg–de Vries 
equation with slowly varying coefficients” ซ่ึงเปนการศึกษาเกี่ยวกับการหาผลเฉลยของสมการ 
KdV ที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปร ที่มีรูปแบบของสมการเปน 
 

7 1
4 23 1 0

2 6xH d HH kd Hξ ξξξ

−
+ + =  

 
โดยที่ ( , )d d Xε=  เปนการพิจารณารูปรางเริ่มตนของคลื่นโซลิทอรี ผลเฉลยเชิงเสนกํากับที่หา
มาไดโดยตรงจากการสรางของคลื่นโซลิทอรี และแสดงถึงความแตกตางกันของดานหนา และ
ดานหลังของคลื่นโซลิทอรี โดยดานหนาเปนการปรับปรุงใหดีขึ้นโดยการเขาคูกันอยางเหมาะสม
ในรูปแบบของพหุนาม (Exponential Form) และพิจารณาความสัมพันธของสมการกับกฏทรง
มวล (Conservation Laws) สวนผลเฉลยดานหลังของคลื่นโซลิทอรีโดยทั่วไป ทําใหไดผลเฉลยใน
การแกวงของหางเกีย่วกับการเขาคูอีกครั้ง 
 ในปค.ศ. 1999 Woopyo Hong and Young–Dae Jung [12] ไดเขียนงานวิจยัเรื่อง “Auto-
Backlund�� transformation and analytic solutions for general variable–coefficient KdV equation.” 
สําหรับงานวิจยัช้ินนี้ไดทําการศึกษาเกีย่วกบัการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหสําหรับสมการ KdV 
ทั่วไป ที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปรที่มีรูปแบบเปน 

 
( ) ( ) 0t x xxxu f t uu g t u+ + =  
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ซ่ึงจะใชการประยุกตการกระจายแบบตัดของเพนแล (Painleve) และการประยุกตการคํานวณแบบ
สัญลักษณ (Symbolic Computation) เพื่อจะหาการแปลงแบบออโตบาคลัน (Auto- Backlund�� ) 
และผลเฉลยบางตัวของ ( )f t  และ ( )g t  ดวย 
 ในปพ.ศ. 2542 ศุภชัย ราชอาจ [13] ไดเขียนงานวิจันเรื่อง “การประมาณคาผลเฉลยของ
สมการ KdV สําหรับโซลิตอนเชิงเดีย่วโดยใชผลตางสบืเนื่องขางหนา” ไดทําการศึกษาเกี่ยวกับ
การหาผลเฉลยที่เปนผลเฉลยแมนตรงโดยอาศัยผลเฉลยทางตัวเลข ในงานวจิัยนี้สนใจในการ
ประมาณคาเฉลยของสมการคลื่นไมเชิงเสนที่เรียกวา สมการโซลิตอน โดยใชกระบวนการทาง
ตัวเลขที่ไมยุงยากมาก เพือ่ประมาณคาของผลเฉลยของสมการคลื่นไมเชิงเสนที่เปนที่รูจักกนัคอื 
สมการ KdV ที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงที่ เพื่อศึกษาคาคลาดเคลื่อนที่ไดจากกระบวนการผลตาง
สืบเนื่องขางหนา โดยเปรียบเทียบกับผลเฉลยรอง และกราฟของผลเฉลยไดจากกระบวนการของ 
Nikrad Toomarian และ Jacob Barhen 

ในปค.ศ. 2000 S.M. Killen and R.S. Johnson [9] ไดเขียนเรื่อง “Propagation of Axi-
Symmetric Nonlinear Shallow Water Waves over Slowly Varying Depth” ที่เกี่ยวกบัการอธิบาย
ถึงการแผขยายของคลื่นน้ําบนพื้นผิว โดยกําหนดใหของไหล (น้ํา) ไมมีความหนดื และเปนของ
ไหลที่ไมมีการไหล (หยุดนิ่งไมเคลื่อนที)่ โดยคลื่นพืน้ผิวข้ันตนเปนการเปลี่ยนแปลงอยางชาๆ 
ของคลื่นทรงกระบอกแบบไมเชิงเสน (Nolinear Cylindrical wave) ในขณะที่ความลึกสมมุติให
คอยๆ เปลี่ยนตามทิศทางของเรเดียนทัง้หมด (Radial Direction) และพิจารณารูปแบบ 2sech  ที่
เรเดียนเริ่มตน (ภายหลังจากการเปลี่ยนสเกลรใหใหญพอสมควร) อธิบายการแผขยายภายนอกเขต
เรเดียน รูปแบบเริ่มตนนี้ถูกเลือกเพราะสามารถเปลี่ยนแปลงเหนือความลึกที่คงที่ โดยเปนทีเ่ขาใจ
ทั้งเชิงวิเคราะห และเชิงตวัเลข แมวาจะไมมีผลเฉลยที่เปนคลื่นโซลิทอร่ีแบบแมนตรงของสมการ
KdV ที่เปนทรงกระบอก (Cylindrical KdV Equation) เกิดขึ้นก็ตาม นอกจากนี้จะอธิบายการแผ
ขยายที่กําหนดการสะทอนกลับ (Reflected) และ re-reflected ซ่ึงปกติแลวการสะทอนกลับจะถูก
กําหนดโดยกฎทรงมวล สําหรับผลที่ไดจากการกระจายเชิงเสนกํากับแบบคู (Double Asymptotic 
Expansion) ที่มีรูปแบบเปน 
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เปลี่ยนแปลงของคลื่นขั้นตน (Primary Wave) ที่มีรูปแบบเปนสมการ KdV ที่มีสัมประสิทธิ์เปน
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เฉพาะที่ และเพื่อความสะดวกจะกําหนดใหอยูในรูปของฟงกชัน ( )B Y  ในกรณีของภายนอกเขต
ที่มีช้ัน และภายในเขต (สะทอนกลับ) ที่มีช้ัน โดยผลที่ไดเปนรูปแบบสาํหรับที่มีการคอยๆ เปลี่ยน
ความลึกเฉพาะที ่ 
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ในปค.ศ. 2003 R.S. Johnson [14] ไดเขียนงานวจิัยเร่ือง “The Camassa-Holm equation 
for water waves moving over a shear flow” โดยที่งานวิจัยช้ินนีจ้ะอธิบายบทบาทของสมการคา
มาสสา-ฮอม (Camassa – Halm,CH) ซ่ึงรูปแบบสมการคือ 

 
2 3 2t x x xxt x xx xxxu ku uu u u u uu+ + − = +  

 
โดยที่ ( , )u u x t=  และ k  เปนพารามิเตอร สําหรับสมการนี้จะอยูในปญหาคลื่นน้ําแบบดั้งเดิม 
(Classical Water – Wave Problem) ซ่ึงรวมถึงการไหลพื้นฐานที่อยูบริเวณใตคล่ืนน้ําเหนือการ
ไหลรวมกับกระแสน้ําวนทีไ่มเปนศูนย สมการสําหรับคลื่นจากแรงโนมถวงของโลก และจะ
กําหนดพารามเิตอร 2 ตัว ไดแก ε  แทนแอมพลิจูด , δ  แทนคลื่นยาว วิธีที่ใชในการหาผลเฉลย
ของสมการนี้จะอยูในรูปแบบของการกระจายเชิงเสนกํากับแบบคู (Double Asymptotic 
Expansion) ที่มีรูปแบบเปน 2
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เฉพาะเทอม 2(1), ( ), ( )O O Oε δ  และ 2( )O εδ  เทานั้น ซ่ึงไดรับการพฒันาโดยเริ่มตนจะกําหนด
สําหรับการไหลแบบเฉือนพืน้ฐาน และบางเทอมในการกระจายเชงิเสนกํากับจะแสดงสําหรับ
กรณีทั่วๆ ไป อยางไรก็ตามเปนที่นาสนใจวาความซับซอนที่เกิดขึน้จะชัดเจนขึ้นโดยไปสูขอบเขต
การบรรยายทีส่มบูรณสําหรับการไหลใดๆ ดังนั้นการคาํนวณถูกทําใหสมบูรณสําหรับกรณแีบบ
เฉือนเชิงเสน นั่นคือการไหลพื้นฐานมีกระแสน้ําวนเปนคาคงที่ สมการ CH ถูกแสดงวาสามารถ
ใชได (ที่อันดับนี)้ สําหรับฟงกชันไมเชงิเสนเชิงเดยีว (Simple Nonlinear Function) ของ
องคประกอบของสนามความเร็วในแนวราบที่การไหลถูกรบกวน และความลึกคงที ่ ผลลัพธที่จะ
ไดจะเปนทํานองเดียวกันกับที่หามาไดกอนหนานี้  สําหรับกรณีที่ไมมีแบบเฉือน ดังนั้นสมการ 
CH เปนที่ถูกตองสําหรับองคประกอบของความเร็ว นอกจากนีก้ารแสดงการไหลพื้นฐานยงัมี
ความสําคัญ และทําใหไดผลใหมๆ ถึงแมวาคลื่นที่ทุกครั้งเปนการแผขยายตามกระแสน้าํ 
(Downstream) จะมีความสัมพันธกับสมการ CH ที่ความลึกต่ํากวาพืน้ผิว (และเหนือกนน้ํา) แตจะ
ไมจริงสําหรับการแผขยายทวนกระแสน้ํา (Upstream) ขณะที่ความแตกตางระหวางความเรว็ที่
ดานบน และทองน้ําของการไหลพื้นฐานเพิ่มขึ้น (นั่นคือกระแสน้ําวนที่คงที่เพิ่มขึน้) ดังนั้นความ
ลึกที่สมการ CH นี้อธิบายไดสําหรับการเคลื่อนที่ของคลื่นลงขางลางที่คาวิกฤต (Critical Value) 
ของความแตกตางนี้ ซ่ึงสมการ CH สามารถใชไดบนทองน้ํา และหลังจากนั้นจะเคลื่อนที่ภายนอก
สนามการไหลเชิงกายภาพ (Physical Flow) การเปลี่ยนแปลงของความลึกสําหรับแตละทิศทาง
ของการแผขยายที่เปนลักษณะเดียวกนักบัการคอยๆ เปลี่ยนของแบบเฉือนเชิงเสนซึ่งจะถูก
นําเสนอในรูปแบบของผลลัพธของสมการ CH 
 
 



 38

 จากการคนควาในสวนนี้ทําใหทราบวาสมการ KdV มีผูใหความสนใจอยางมาก ทั้งในเชิง
วิเคราะห และเชิงตัวเลข ในรูปแบบที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงที่ และสมัประสิทธิ์เปนตัวแปร ซ่ึงผู
ศึกษาเหลานั้นพยายามทีจ่ะพฒันาใหสมการสามารถมองเห็นไดชัดเจนขึ้น และสามารถนําไป
ประยุกตใชงานไดมากขึน้ดวย จากการคนควาทําใหเกิดแนวทางในการที่จะนําไปสูการศึกษา 
KdV ที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปร โดยมสัีมประสิทธิ์เฉพาะ ที่ไดจากวิธีเพอรเทอรเบชันแบบเอก
ฐาน (Singular Perturbation) โดยใชการกระจายเชิงเสนกํากับแบบคู (Double Asymptotic 
Expansion) และสามารถพิจารณาการแผขายของคลื่นน้ําที่มีความลึกระดับตางๆ ในสมการ KdV 
ที่มีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปรทีไ่ดรับจากการศึกษาครั้งนี้ดวย 
 


