
บทที่ 2 

ภาพตัดขวางของวตัถุและคณิตศาสตรที่เกี่ยวของ 
 
2.1 บทนํา 

ในบทนี้จะกลาวถึงการสรางภาพตัดขวางดวยวิธีการตางๆ ภาพถายเอ็กซเรย คณิตศาสตรที่
เกี่ยวของกับการสรางภาพตัดขวาง ซ่ึงจะแบงออกเปน การหาคาสัมประสิทธิ์การดูดกลืน การอินทิเกรต
ในแนวเสนและการโปรเจคชัน และการแปลงเรดอน รวมถึงคณิตศาสตรที่ใชในการคํานวณในการ
สรางภาพตัดขวางและการสรางภาพตัดขวางสําหรับทางเดินแสงแบบขนานดวยอัลกอริธึมในแบบตาง ๆ  
 

2.2 วิธีการสรางภาพตัดขวาง 
ปญหาที่สําคัญอยางหนึ่งในการประมวลผลเชิงภาพ (Image Processing) คือ การสราง

ภาพตัดขวางของวัตถุโดยไมตองทําลายวัตถุนั้นตัวอยางเชนในรูปที่ 2.1 พิจารณารูปสี่เหล่ียมทรง
ลูกบาศกตัน ภายในประกอบดวยเลขหนึ่งและสอง วิธีการที่งายที่สุดเพื่อท่ีจะรูวาภายในสี่เหล่ียมตัน
นี้ประกอบดวยอะไรบาง คือ การผาวัตถุตามแนวขวางใหผานสวนที่ตองการดู อยางไรก็ตาม ในทาง
ปฏิบัติในกรณีตางๆ เชน การวินิจฉัยโรคทางการแพทย (Medical diagnosis), การสังเกตการทาง
ดาราศาสตร(Astronomical observation), การทดสอบในทางอุตสาหกรรมโดยไมตองทําลาย 
(Industrial nondestructive testing) เปนตน จะไมสามารถใชวิธีการนี้ได 

รูปท่ี 2.1 หลักการสรางภาพตัดขวางโดยวธีิการสงผาน การแผ และการสะทอน 
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 วิธีการสรางภาพตัดขวางโดยไมตองทําลายวัตถุ แบงออกเปนหลักใหญๆ 3 วิธี คือ การ
สงผาน(Transmission) การแผ (Emission) และการสะทอน (Reflection) ในการสงผานเราะใชรังสี
เอ็กซ ลําอิเล็กตรอน ความรอนหรือแสง หรือพลังงานใดๆก็ไดที่ประพฤติตนตามกฎของการดูดซึม 
(Absorption law) โดยพลังงานทีผ่านเขาไปในวัตถุถูกดูดซึมในสวนตางๆของวัตถุไมเทากัน 
พลังงานสวนที่ทะลุออกมา เรียกวา โปรเจคชัน และภาพตัดขวางที่ไดจากวิธีการนี ้คอื ภาพตดัขวาง
จากเครื่องเอ็กซเรยคอมพิวเตอร ในวิธีการแผจะใชการฉีดสารที่มีกัมมันตภาพรังสีเปน
สวนประกอบ เมื่อสารนี้ไปยังอวยัวะทีส่นใจกจ็ะแผรังสีแกมมาในทิศทางที่แตกตางกัน ความ
แตกตางของเวลาที่ใชในการเดินทางของรังสีแกมมาที่ผานตําแหนงเดยีวกัน จะสามารถนําไป
ประมวลผลหาตําแหนงของจุดนั้นได ภาพตัดขวางที่จากวิธีนี้คือ ภาพตัดขวางจากเครื่อง
โพซิตรอนอิมิสชันโทโมกราฟฟ (Positron Emission Tomography หรือ P.E.T) และ เครื่องซิงเกิล
โฟตอนอิมิสชันโทโมกราฟฟ (Single Photon Emission Computed Tomography หรือ S.P.E.C.T) 
สวนการสะทอนจะใชคุณสมบัติการสะทอนของผิวหนาของวัตถุมาตรวจสอบหาลกัษณะของวตัถุ
ได แหลงพลังงานที่ใช เชน แสง ลําอิเล็กตรอน เรดาร หรือ อุลตาโซนิค ภาพตัดขวางที่ไดจากวิธีนี้ 
คือ ภาพตัดขวางจากเครื่องอลัตราซาวนด (Ultarsound)  

 

2.3 ภาพถายเอ็กซเรย 
รังสีเอ็กซหรือที่เรียกกันทั่วๆไปอยางแพรหลายวา เอ็กซเรย  เปนพลังงานรูปหนึ่งเชนเดียวกับ

แสงสวาง แตเปนชนิดที่เราไมสามารถมองเห็นไดดวยตาเปลา รังสีเอ็กซนี้ไมไดเกิดเองตาม
ธรรมชาติ มนุษยตองสรางขึ้นโดยใชเครื่องมือชนิดหนึ่ง เรียกวา เครื่องเอ็กซเรย  

เมื่อเราปวยไข เราไดยินเสมอๆวาแพทยส่ังใหเราไปเอ็กซเรย เพื่อหาสาเหตุของการปวย 
พนักงานรังสีวิทยา ก็จะพาเราเขาหองเอ็กซเรย ฉายรังสีเอ็กซทะลุตัวเราไปถูกฟลมเอ็กซเรย ซ่ึง
เหมือนกับถายรูปแต แผนใหญกวา แมรังสีเอ็กซจะผานทะลุตัวเราแตเราก็จะไมรูสึกอะไรเลย ตอมา
เจาหนาที่ก็นําฟลมไปลางตามกรรมวิธีในหองมืด ไมชาก็ไดภาพที่ มองเห็นเนื้อหนังกระดูก ตับ ไต 
ลําไส และอื่น ๆ ปรากฏอยูบนฟลมเอ็กซเรย  แพทยรังสีซ่ึงเปนผูเชี่ยวชาญในการใชรังสีเอ็กซทาง
แพทย จะเปนผูอานฟลมเหลานั้น เพื่อทํารายงานการวินิจฉัยวา เรามีโรคหรือส่ิงผิดปกติใดๆอยูใน
รางกายหรือไม เมื่อแพทยผูรักษาไดอานรายงานของแพทยรังสีแลว ก็จะรักษาโรคของเราไดถูกทาง 
ดวยเหตุนี้ จึงนับไดวารังสีวิทยามีประโยชนมากมาย และจําเปนอยางยิ่งในการแพทยแผนปจจุบัน  
  

2.3.1 ประวัติการคนพบเอ็กซเรย[1] 
 มีการคนพบรังสีเอ็กซ เมื่อวันที่ 8 พฤศจิกายน พ.ศ. 2438 โดยศาสตราจารยวิลเฮลม คอนรัด 
เรินตเกน(Wilhelm Konrad Roenigen, ค.ศ. 1845-1923 ชาวเยอรมัน)  อาจารยสอนวิชาฟสิกส แหง
มหาวิทยาลัย วูรซบูรก (Wurzburg) ประเทศเยอรมนี ในเวลาใกล ๆ กัน เบกเคอเรล (Antonic 
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Becquerel, ค.ศ. 1852-1908 ชาวฝร่ัง เศส) คนพบวา แรยูเรเนียนมีกัมมันตภาพรังสีและมาดามคูรี 
(Madame Marie Curie, ค.ศ. 1867-1934 ชาวฝร่ังเศส) คนพบแรกัมมันตรังสี เรเดียม  

รังสีที่เรินตเกนคนพบนี้เขาเรียกวา รังสีเอ็กซ หรือ เอ็กซเรย (X-ray) หมายความวาเปนรังสีใหม
ที่ยังไมมีใครรูจัก ในภายหลังจึงมีผูเรียกรังสีเอ็กซนี้วา รังสีเรินตเกน เพื่อเปนเกียรติแกผูคนพบ รังสี
เรินตเกนมีคุณสมบัติทางกายภาพหลายอยางที่ทําใหมีลักษณะที่ทั้งเหมือนและแตกตางจากรังสีอ่ืนๆ 
เรินตเกนพบวา รังสีเอ็กซสามารถฉายทะลุวัตถุทึบแสง เชน รางกายมนุษยได  เขาจึงลองเอารังสี
เอ็กซมาใชประโยชนทางการแพทย โดยใชรังสีเอ็กซผานมือคน เนื้อ เอ็น และกระดูกในมือคน กั้น
รังสีเอาไวบางสวนปลอยใหผานไปบางสวน สวนเนื้อและเอ็นกั้นรังสีไดนอยมากก็มีรังสีออกมา
มาก กระดูกกั้นรังสีไดมากก็มีรังสีผานออกมานอย รังสีทั้งหมดที่ผานมือออกมาจะมีความเขมตอ
พื้นที่ไมเทากัน ทําใหเกิดเปนรูปแบบ (pattern) ของความเขมของรังสีในรูปมือข้ึน เมื่อเอารังสีที่มี
รูปแบบแลวนี้ไปกระทบกับวัสดุที่ไวตอแสง เชน ฟลมถายรูปหรือกระดาษอัดรูป (photographic 
material) แลวนําไปลางดวยน้ํายาลางรูป ก็จะเกิดภาพของมือที่มีกระดูกซอนอยูในเนื้อ แพทยจึง
สามารถบอกไดวากระดูกขางในมือนั้นหักหรือไม โดยไมจําเปนตองผาเอาเนื้อที่หุมกระดูกออกมาดู 
ดังแสดงในรูปที่ 2.2 

รูปท่ี 2.2 แสดงภาพฟลมเอ็กซเรยมือแบบทีเ่รินตเกนคนพบโดยบังเอิญ 
 

2.3.2 การเกิดรังสีเอ็กซ 
รังสีเอ็กซมิไดเกิดขึ้นโดยธรรมชาติ แตเปนรังสีที่มนุษยสรางขึ้น โดยใชปรากฏการณอันหนึ่งที่

ภาษาเยอรมันเรียกวา เบรมมชตราหลุง (bremmstrahlung) ซ่ึงแปลวา สกัดกั้นหรือทําใหชาลงหรือ
ทําใหหยุด (breakingradiation) เพราะรังสีเอ็กซสวนใหญ เกิดขึ้นจากการที่อิเล็กตรอน ซ่ึงเปนวัสดุที่
มีมวลและมีน้ําหนัก (อิเล็กตรอน 1 ตัวมีมวล 9.11 x 10 ('-28) กรัม) วิ่งไปกระทบกับโลหะทังสเตน 
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และถูกทังสเตนสกัดกั้นไว จนวิ่งชาลงหรือจนหยุด ทําใหอิเล็กตรอนคายพลังงานจลน (kinetic 
energy) ของมันออกมา ตามกฎที่วาพลังงานยอมไมสูญหาย กลาวคือ เมื่ออิเล็กตรอนกําลังวิ่ง มี
พลังงาน 2 รูป คือ พลังงานศักย (potential energy) และพลังงานจลนพอถูกทังสเตนหนวงเหนี่ยวให 
หยุดจะเหลือแตพลังงานศักย สวนพลังงานจลนไมสูญหาย แตเปล่ียนรูปไปเปน พลังงานใหมอีก 2 
รูป คือ สวนใหญ (มากกวา 99%) เปนความรอน และ สวนนอย (นอยกวา 1%) เปนพลังงานในรูป
ของคลื่นแมเหล็กไฟฟาที่เรียกวา รังสีเอ็กซ รังสีเอ็กซที่เกิดขึ้นนี้เปนสวนผสมของรังสีเอ็กซที่มี
ความยาวคลื่นตางๆกัน ตั้งแตความยาวคลื่นสั้นที่สุดซึ่งมีพลังงานสูงสุดที่เกิดจากอิเล็กตรอนที่ถูกทํา 
ใหหยุด และความยาวคลื่นปานกลางขนาดตางๆ ไปจนถึงความยาวคลื่นที่ยาวมากๆ ซ่ึงเปนรังสี
เอ็กซที่มีพลังงานต่ํา และยังมีพลังงานจลนเหลืออยู สวนผสมของรังสีเอ็กซนี้เรียกวา เอ็กซเรย
สเปกตรัม (X-ray spectrum) รังสีเอ็กซที่มีคล่ืนสั้นมีพลังงานสูง จึงมีอํานาจทะลุทะลวงสูงกวารังสี
เอ็กซที่มีความยาวคลื่นยาว  

รังสีเอ็กซยังเกิดขึ้นไดอีกวิธีหนึ่ง คือ เมื่ออิเล็กตรอนหลายวงที่วิ่งวนรอบนิวเคลียสของอะตอม 
กระโดดจากวงหนึ่งที่มีระดับพลังงานสูงกวาไปสูวงอื่นที่มีระดับพลังงานต่ํากวา จะคายพลังงาน
ออกมาในรูปของรังสีเอ็กซ ที่มีพลังงานเฉพาะและคงที่ แลวแตลักษณะอะตอมของธาตุหนึ่ง ๆ รังสี 
เอ็กซที่ไดมาดวยวิธีนี้ จึงเรียกวา รังสีลักษณะเฉพาะ (Characteristic radiation)   

ในการเกิดรังสีเอ็กซนี้อาศัยองคประกอบสําคัญ 5 ประการ คือ 
1.  ทําใหเกิดอนุภาคอิเล็คตรอน หรือการแยกอิเล็คตรอนนอกจากอะตอมของโลหะ 

       อิเล็คตรอนจะเกิดขึ้น หรือแยกจากอะตอมของโลหะที่ทําเปนไสหลอดเอ็กซเรย โดยการที่เรา

ผานกระแสไฟฟา เขาไปในไสหลอด (Filament) จนกระทั่งไสหลอดรอนขึ้น ประมาณ 2000°C 
หรือมากกวานั้น จะมีผลทําใหเกิดเทอรมิโอนิคอิมิชัน (Thermionic Emission) คือ อิเล็คตรอนหลุด
ออกจาก เซลลหรือวงโคจรของมันเมื่อถูกความรอน อิเล็คตรอนที่หลุดอกมานี้ จะมาออกันอยูรอบๆ
ผิวหนาของโลหะ จนกลายเปนกลุม (Cloud) เรียกวา Space charge สาเหตุที่อิเล็คตรอนไมสามารถ
หลุดพน ไปจากผิวหนาโลหะ เพราะวาแรงดึงดูดระหวาง อิเล็คตรอนและอะตอม ของโลหะยังมีอยู 
       2.  การทําใหอนุภาคอิเล็คตรอนหลุด และเคลื่อนที่ไปดวยความเร็วสูง 
       วิธีที่จะทําใหอนุภาคอิเล็คตรอนหลุดจากอะตอมไปได คือ ตองหาสิ่งที่มีพลังงาน หรือแรง
ดึงดูด มากกวาแรงดึงดูดระหวางอิเล็คตรอนกับ อะตอมของโลหะ มาดึงดูดอิเล็คตรอนสั่งนั้นก็ คือ 
ไฟฟาแรงสูง (High voltage) ไฟฟาแรงสูงนี้ นอกจากจะทําใหอิเล็คตรอนหลุดจากผิวหนาของโลหะ 
แลว ยังทําใหอิเล็คตรอนเคลื่อนที่หรือวิ่งไปดวยความเร็วสูง กลาวอีกอยางหนึ่งคือ ตองทําใหไฟฟา
ระหวางขั้วบวกและขั้วลบใหตางกัน  ความตางศักยนี้  ถายิ่งมีคามากขึ้นเทาใด  ก็ยิ่งทําให
อิเล็คตรอนหลุดจากผิวหนาของไสหลอด ไดมาก และวิ่งไปดวยความเร็วสูงขึ้น ความตางศักย 100 
กิโลโวลต จะทําใหอิเล็คตรอนมีความเร็วประมาณ 165 กิโลเมตรตอวินาที 

3.  การทําใหเสนทางที่อิเล็คตรอนวิ่งผานไป ตองไมมีส่ิงกีดขวาง  
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จึงจะทําใหอิเล็คตรอนวิ่งไปดวยความเร็วสูง ดังนั้นภายในหลอดเอ็กซเรย จึงเปนสุญญากาศ 
เพราะถามีอากาศ หรือกาซอยูภายในหลอด แมเพียงเล็กนอยก็ตาม ความเร็วของอิเล็คตรอนจะลดลง 
เนื่องจากเกิดไอออนไนเซชัน (Ionization) 

4.  การทําใหอิเล็คตรอนมีความเขม (Concentration of electron) 
จะตองมวีิธีการที่จะใหอิเล็คตรอนเคลื่อนที่ไปในแนวทศิทางเดียวกนั คือ พุงไปหาจดุโฟกัส

ของเปาดวยปริมาณ (ความเขม) ที่มากพอสมควร ซ่ึงทําใหไดโดยการใชเคื่องมือที่เรียกวา “Electron 
focusing device” คอยควบคุม ใหอิเล็กตรอนสวนใหญ ไปตกในบริเวณจุดโฟกัสของเปา 

  5.  การทําใหอิเล็คตรอนหยดุวิ่งในทันทีทนัใด 
การที่จะทําใหอิเล็คตรอนที่วิ่งมาดวยความเร็วสูงนี้หยุดวิ่งในทันทีทันใด ทําไดโดยหาวัตถุมา

กั้น หรือขวางอิเล็คตรอนวัตถุนั้นก็คือ เปา (Target) ผลที่เกิดขึ้น คือ เกิดการชน หรือ กระทบกัน
ระหวางอิเล็คตรอนกับเปาอยางแรง อิเล็คตรอนดังกลาว จะไปชนอิเล็คตรอนที่อยูในวงโคจร ของ
อะตอมของเปานั้น ใหหลุดกระเด็นออกนอกวงโคจร และจะมีอิเล็คตรอนจากวงโคจรอื่นๆ ที่อยู
ถัดไป วิ่งเขามาแทน แตเนื่องจาก พลังงาน ของอิเล็คตรอนในแตละวงโคจร จะไมเทากัน ดังนั้นจึงมี 
การคายพลังงานสวนเกินออกมา ในรูปของเอ็กซเรยและความรอน (สวนใหญจะเปนความรอน
มากกวา) กลาวคือ จากพลังงานของอิเล็คตรอนทั้งหมด ที่วิ่งไปสูเปานั้น 99.8% จะเปลี่ยนเปนความ
รอน และ 0.2 % เปนเอ็กซเรย  
  

2.3.3 ประโยชนของรังสีเอ็กซเรยทางการแพทย [1]  
        รังสีเอ็กซ เมื่อฉายทะลุอวยัวะที่ตองการตรวจแลว จะเกิดเปนรูปแบบขึ้นบนฟลมเอ็กซเรย 
เมื่อนําฟลมเอก็ซเรยไปลางตามกรรมวิธี จะไดภาพทั้งภายนอกและภายในของอวัยวะ เชน กระดูกที่
ฝงอยูในเนื้อ หรือ แผลวัณโรคที่อยูในเนือ้ปอด ทําใหวนิิจฉัยโรคไดโดยไมตองผาอวัยวะนั้นเขาไป
ดูภายใน ถาฉายรังสีที่มีรูปแบบแลวนี้ไปถูกกระจกที่ฉาบดวยแบเรยีมแพลติโนไซอะไนต หรือ 
แคลเซียมทังสเตตในหองมืด ก็จะเหน็ภาพของอวัยวะภายในไดทันท ี แตภาพนี้ไมคอยจะชดันกั 
เพราะแสงเรืองที่เกิดขึ้นนั้นออนมาก จึงตองดูในหองมดื และรังสีแพทยผูตรวจตองปดตาหรืออยูใน
หองมืดเสียกอนราว 20 นาท ีจนตาคุนกับความมืด จึงจะดูเห็น การตรวจดวยวิธีนีเ้รียกวา ฟลูออโรส
โคป (fluoroscopy) ซ่ึงในปจจุบันนี ้ มผูีนําภาพจากแสงเรืองๆในหองมดืนี้มาฉายผานเครื่องปรับ
ความเขมของแสงที่เรียกวา อิเมจอินเทนซไิฟเออร (image intensifier) แลวนําสัญญาณภาพไปฉาย
ออกทางจอโทรทัศน ทําใหรังสีแพทยทําการตรวจอวยัวะภายในโดยการทําฟลูออโรสโคปในหองที่
มีแสงสวางธรรมดาได และชัดเจนกวาการทําในหองมดื การตรวจดวยวิธีนี้ แพทยรังสีจะเห็นการ
เคล่ือนไหวของอวัยวะภายในไดสะดวก ตัวอยางที่เห็นไดชัดเจน คอื การตรวจกระเพาะอาหาร 
ลําไส และถุงน้ําดี  รูปที่ 2.3  แสดงถึงเครื่องทําฟลูออโรสโคปชนิดที่ใชเครื่องปรับความเขมของ
แสงและโทรทัศนวงจรปด  
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 อวัยวะบางอยางที่ตรวจพบไดไมชัดเจน แพทยอาจทําใหเห็นชัดเจนขึ้นไดโดยใชสารทึบ
แสงบางอยางสารเหลานี้พอจะจําแนกได ดังนี ้

1. สารทึบแสงที่ทึบนอยกวาเนือ้ ไดแก กาซตางๆ เชน อากาศ คารบอนไดออกไซด และ
ไนตรัสออกไซด 

2. สารทึบแสงที่ทึบมากกวาเนือ้ ไดแก สารประกอบไอโอดีน และแบเรยีมซัลเฟต 
(barium sulphate) 

 

รูปท่ี 2.3 เครื่องทําฟลูออโรสโคปชนิดที่ใชเครื่องปรับความเขมของแสงและโทรทัศนวงจรปด 

 
2.4 คณิตศาสตรที่เก่ียวของกับคอมพิวเตอรถายภาพตัดขวาง 

2.4.1   การหาคาสัมประสิทธ์ิการดูดกลืน 

จุดมุงหมายของคอมพิวเตอรถายภาพตัดขวาง คือ การแมปคาสัมประสิทธิ์การดูดกลืนของการ
ฉายรังสีเอ็กซไปยังวัตถุ ซ่ึงเราจะฉายรังสีเอ็กซไปยังวัตถุ และตรวจจับรังสีเอ็กซที่ถูกดูดกลืน ซ่ึงคา
ของรังสีเอ็กซที่ถูกดูดกลืน จะเรียกวา ขอมูลโปรเจคชัน ซ่ึงการหาคาสัมประสิทธิ์การดูดกลืน แบง
ออกเปน 3 กรณี คือ 

2.4.1.1 กรณีท่ีมีคาสัมประสิทธ์ิการดูดกลืน 1 คา และการฉายแสงไปยังวัตถุท่ีมีเนื้อ
เดียวกันตลอด 
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X-Ray Tube 

X-ray Detector 

รูปท่ี 2.4 ลํารังสีเอ็กซที่ฉายไปยังวัตถุที่มีเนือ้เดียวกันตลอด 

 

พิจารณารูปที่ 2.4 ถาเราทําการฉายรังสีเอ็กซไปยังวัตถุ จะไดความสัมพันธระหวาง 
และ  ดังสมการที่ 2.1                                                        xNN ΔΔ ,, μ

 μ−=
x

.
N
N

Δ
Δ 1  (2.1) 

 ซ่ึง   คือ จํานวนโฟตอนที่ออกจากวัตถุ N

   คือ จํานวนโฟตอนที่ฉายเขาไปในวัตถุ 0N

  μ    คือ คาสัมประสิทธิ์การดูดกลืน 

  x     คือ ความหนาของวัตถุ 

จากนั้น จึงหาลิมิต โดยให   มีคาเขาใกล 0 จะไดดังสมการที่ 2.2 xΔ

 

 dxdN
N

μ−=1  (2.2) 

 

อินทิเกรตทั้ง 2 ขางของสมการ จะได  
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 ∫ ∫μ−=
N

N

x

dx
N
dN

0 0

 (2.3) 

 
จัดรูปสมการใหม โดยการเอาล็อกการิธึมคูณทั้ง 2 ขาง จะได 
 xNlnNln μ−=− 0  (2.4) 
 
จัดสมการใหม จะไดความสัมพันธระหวางโฟตอนที่ฉายไปยังวัตถุ กับโฟตอนที่ออกจากวัตถุ ดัง
สมการที่  2.5  

 
 xeNN μ−= 0  (2.5) 
  
 2.4.1.2 กรณีท่ีมีคาสัมประสิทธ์ิการดูดกลืนหลายคา แตมีการฉายแสงไปยังวัตถุเพียง 1 
คร้ัง 

รูปท่ี 2.5 ฉายรังสีไปยังวัตถุทีม่ีคาสัมประสิทธิ์การดูดกลนืหลายคา 

 

พิจารณารูปที่ 2.5 เปนการฉายรังสีเอ็กซผานชิ้นสวนของเนื้อเยื่อซ่ึงมีคาสัมประสิทธิ์การดูดกลืน 
4 คา คือ 1μ  , 2μ , 3μ  และ 4μ  จะไดความสัมพันธระหวาง I  กับ ดังสมการที่ 2.8 0I

 
 ( )[ ]xII 43210 exp μμμμ +++−=  (2.6) 
 
ซ่ึง x  คือ ระยะทางของลําอิเล็กตรอน จากนั้นจึงใชลอกการิธึม คูณทั้งสองขาง จะได 
 

 ∑
=

=
4

1
)(

i
ixp μ  (2.7) 
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2.4.1.3 กรณีท่ีมีคาสัมประสทิธ์ิการดูดกลืนหลายคา และมีการฉายรังสีหลายทิศทาง 
 

รูปท่ี 2.6 ฉายรังสีไปยังวัตถุทีม่ีคาสัมประสิทธิ์การดูดกลนืหลายคาและมีการฉายรังสีหลายทิศทาง 
 
พิจารณารูปที่ 2.6 จะไดความสัมพันธระหวางโฟตอนที่ฉายไปยังวัตถุกับโฟตอนที่ออกจาก

วัตถุ ดังสมการที่  2.8 
 

 

( )[ ]
( )[ ]

( )[ ]xxxxII

xxxxII
xxxxII

nmnnnnn

m

m

Δ++Δ+Δ+Δ−=

Δ++Δ+Δ+Δ−=
Δ++Δ+Δ+Δ−=

μμμμ

μμμμ
μμμμ

...exp

...exp
...exp

3210

2232221022

1131211011

M
 (2.8) 

 
จัดรูปสมการใหม จะได 
 
 imiiii xp μμμμ ++++= ...)( 321  (2.9) 
ตอมาพิจารณารูปที่ 2.7 เปนภาพตัดขวางของรางกายมนุษย ซ่ึงจะถือวาเปนวัตถุที่มีสารหลายชนิด
ประกอบกัน จะไดความสัมพันธระหวาง กับ 0I I ดังสมการที่ 2.10 
 

 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−= ∫ du)y,x(fexpII

ray
0  (2.10) 
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รูปท่ี 2.7   แสดงภาพตดัขวางของรางกายมนุษย 
 
จากนั้น จึงจัดรูปสมการใหม จะไดดังสมการที่ 2.11 

 

 ∫ =
ray I

Iduyxf 0ln),(  (2.11) 

 
ซ่ึง          คือ จํานวนโฟตอนที่ฉายเขาไปในวัตถุจากดาน A  0I

   I       คือ จํานวนโฟตอนที่ออกจากวัตถุทางดาน B 
          คือ ระยะทางตลอดความยาวของรังสี du
  )y,x(f  คือ คาสัมประสิทธิ์การดูดกลืน 
    

อยางไรก็ตาม ในคอมพิวเตอรถายภาพตัดขวางนั้น การสงคาสัมประสิทธ์ิการดูดกลืน 
)y,x(f  นั้น เราจะตองทําการฉายรังสีไปยังวัตถุมากกวา 1 มุม จากการที่หมุนแหลงกําเนิดรังสี

เอ็กซและตัวตรวจจับนั้น จะไดขอมูลโปรเจคชันที่มุมแตกตางกัน ซ่ึงขอมูลโปรเจคชันนี้เราจะ
นําไปใชในการสรางภาพตัดขวางของวัตถุ 

 
2.4.2 การอินทิเกรตในแนวเสน (Line Integrals) และการโปรเจคชัน (Projections) 

       การอินทิเกรตในแนวเสน เปนการแสดงถึงการอินทิเกรตของตัวแปรของวัตถุตลอดแนวเสน 
จากรูปที่ 2.8 แสดงถึงใชระบบพิกัด (Coordinate system) อธิบายการอินทิเกรตในแนวเสนและการ
โปรเจคชัน จากภาพ สมมติให  คือวัตถุรูปราง 2 มิติ และสมการของเสน AB คือ ),( yxf
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 tsinycosx =θ+θ  (2.12) 
 

รูปท่ี 2.8 โปรเจคชันของวัตถุ  ที่มุม ),( yxf θ  
 
จากความสัมพันธใน (2.12)  จะไดนิยามของการอินทิเกรตในแนวเสน คือ 

 ∫
θ

θ =
line)t,(

ds)y,x(f)t(P  (2.13) 

ใชเดลตา ฟงกชัน เขียนใหมไดเปน 

 ∫ ∫
− −

−+=
α

α

α

α
θ θθδ dxdytyxyxftP )sincos(),()(  (2.14) 

 
การจําลองการโปรเจคชันในคอมพิวเตอรจะใชรูปภาพดังในรูปที่ 2.9 เรียกวา Shepp and 

Logan หรือแฟนทอมรูปศีรษะ (head phantom) ซ่ึงจะนําไปใชในการทดสอบอัลกอริธึมในการ
สรางภาพกลับจากภาพตัดขวาง จากรูปที่ 2.9 (a) จะเห็นวารูปแฟนทอมนี้ประกอบดวยวงรีจํานวน 
10 รูป ตําแหนงและสวนประกอบอื่นๆของวงรีทั้งหมดไดแสดงไวในรูปที่ 2.9 (b) และตารางที่ 2.5 
[14] 
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(a) 

(b) 
รูปท่ี 2.9 แฟนทอมรูปศรีษะของ Spepp และ Logan 
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ตารางที่ 2.1 สวนประกอบและพิกัดของวงรีในแฟนทอมรูปศีรษะ 
Center 

Coordinate 
Major 
Axis 

Min 
Axis 

Rotation 
Angle 

Reflective 
Index 

(0,0) 
(0, -0.0184) 

(0.22,0) 
(-0.22,0) 
(0,0.35) 
(0,0.1) 

(0, -0.1) 
(-0.08, -0.605) 

(0, -0.605) 
(0.06, -0.605) 

0.92 
0.874 
0.31 
0.41 
0.25 
0.046 
0.046 
0.046 
0.023 
0.046 

0.69 
0.6624 
0.11 
0.16 
0.21 
0.046 
0.046 
0.023 
0.023 
0.023 

90 
90 
72 
108 
90 
0 
0 
0 
0 
90 

2.0 
-0.98 
-0.02 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 

 
2.4.3 การแปลงเรดอน (Radon Transform) 

       การแปลงเรดอนของฟงกชัน )y,x(f  เขียนแทนดวย ),s(g θ  ซ่ึงนิยามคือการอินทิเกรต
ในแนวเสนตลอดเสน ที่มุม  และระยะ  จากจุดกําเนิด ดังแสดงในรูปที่ 2.10 สามารถเขียนเปน
สมการทางคณิตศาสตร คือ 

θ s

  

 
πθ

θθδθ
π

<≤∞<<∞−

−+== ∫ ∫
∞

∞−

0,

,)sincos(),(),(
0

s

dxdysyxyxfRfsg
 (2.15) 

        
       สัญลักษณ R  คือ ตัวกระทําการแปลงเรดอน (Radon transform operator) การแปลงเรดอนของ
ฟงกชัน )y,x(f  หรือ  สามารถเขียนสมการใหมใหอยูในระบบพิกัดการหมุน 

(Rotating coordinate system) ซ่ึง  
),s(g θ

),( us

    

 
θθ

θθ
cossin

sincos
yxu

yxs
+−=
+=

 

หรือ 

θθ
θθ

cossin
sincos

usy
usx

+=
−=

 

(2.16) 
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จากสมการที่ (2.15) สามารถเขียนใหมไดเปน 
 

 
πθ

θθθθθ

<≤∞<<∞−

+−= ∫
∞

∞−

0,

)cossin,sincos(),(

s

duususfsg  (2.17) 

รูปท่ี 2.10 เรขาคณิตของการแปลงเรดอน 
 

2.5 อัลกอริธมึของการสรางภาพตัดขวาง 

จากที่กลาวมาขางตนไดทราบถึงประวัติความเปนมา สวนประกอบและการทํางานของ
คอมพิวเตอรถายภาพตัดขวาง และคณิตศาสตรที่เกี่ยวของการสรางภาพตัดขวางไปแลว ตอไปจะ
กลาวถึงอัลกอริธึมที่ใชในการสรางภาพตัดขวาง  ในวิธีการสรางภาพตัดขวางนั้นจะสามารถแบง
ออกเปน 2ประเภทใหญๆไดเปน การสรางภาพตัดขวางที่มีทางเดินแสงแบบขนาน (Parallel-Beam) 
และ การสรางภาพตัดขวางที่มีทางเดินแสงแบบรูปกรวย (Cone-Beam)  

 

2.6 การสรางภาพตัดขวางที่มีทางเดินแสงแบบขนาน 
อัลกอริธึมที่ใชในการสรางภาพตัดขวางทีม่ีทางเดินแสงแบบขนานนัน้ประกอบดวยหลายวิธี

ไดแก วิธีการแปลงฟูเรียร, วธีิแบคโปรเจคชั่น และวิธีฟวเตอรแบคโปรเจคชั่น 
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2.6.1 วิธีการสรางภาพตัดขวางโดยใชการแปลงฟูเรียร 
เปนวิธีการสรางภาพตัดขวางโดยใชนยิามจากทฤษฎีบทของฟูเรียรสไลด (The Fourier Slice 

Theorem) ซ่ึงระบุไววา เมือ่เราทําการหาโปรเจคชั่นของภาพ f(x,y) ที่มุมตาง kθθθ ,...,, 21 แลวทํา
การแปลงฟูเรียรโปรเจคชั่นเหลานั้น จะมีคาเทากับการแปลงฟูเรียรสองมิติของภาพตามแนวเสนที่
ทํามุม kθθθ ,...,, 21 เชนกัน ดังรูปที่ 2.11 

รูปท่ี 2.11 ทฤษฎีบทของฟูเรียรสไลดแสดงความสัมพันธระหวางการแปลงฟูเรียรของโปรเจคชั่น   
        กับการแปลงฟูเรียรของภาพ[14] 
 

เราจะทําการพิสูจนทฤษฎีบทของฟูเรียรสไลดไดโดยเริ่มตนจากการนิยามของการแปลงฟูเรียร 
2 มิติของภาพ f(x,y) จะได 

 ( )∫ ∫
− −

+−=
α

α

α

α

π dxdyeyxfvuF vyuxj2),(),(  (2.18) 

 
และให คือการแปลงฟูเรียรของขอมูลโปรเจคชันที่มุม)(wSθ θ   )( θP

     

 ∫
−

−=
α

α

π
θθ dtetPwS wtj2)()(  (2.19) 

  
พิจารณาการแปลงฟูเรียรของวัตถุตลอดเสนในโดเมนความถี่ โดยให  0=v  จะได  

 

 ∫ ∫
− −

−=
α

α

α

α

π dxdyeyxfuF uxj2),()0,(  (2.20) 
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แตเนื่องจากตัวประกอบเฟส (Phase factor) จะไมขึ้นอยูกับ  เราสามารถแบงการอินทิเกรต
ออกเปน 2 สวนคือ  

y

 

 dxedyyxfuF uxj∫ ∫
−

−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

α

α

π
α

α

2),()0,(  (2.21) 

 
จะเห็นวาเทอมที่อยูในวงเล็บเหมือนกับสมการของโปรเจคชันตลอดแนวนอนที่คา x คงที่ซ่ึงก็คือ
การโปรเจคชันภาพf(x,y)ที่มุม = 0 θ

 

 ∫
∞

∞−
= = dyyxfxP ),()(0θ  (2.22) 

  
เอา (3.5) แทนไปใน(3.4) จะได 
 

 ∫
∞

∞−

π−
=θ= dxe)x(P),u(F uxj 2

00  (2.23) 

      
ทางดานขวามือ แสดงถึงการแปลงฟูเรียร 1 มิติ ของโปรเจคชัน   ดังนั้นเราจะได

ความสัมพันธระหวางโปรเจคชันในแนวตั้งกับการแปลง 2 มิติ ของ ฟงกชันวัตถุ คือ 
0=θP

       
 )()0,( 0 uSuF == θ  (2.24) 

 
จะเห็นวาเปนรูปแบบอยางงายของทฤษฎีบทของฟูเรียรสไลด  ผลที่ไดนี้จะไมขึ้นอยูกับการหมุน
ระหวางวัตถุกับระบบพิกัด  เราสามารถพิสูจนทฤษฎีบทของฟูเรียรสไลดที่มุมอื่นไดโดยให 

คือฟงกชัน ในระบบพิกัดหมุน (Rotated Coordinate System) ดังในรูป 2.11 พิกัด 
สัมพันธกับพิกัด  โดยความสัมพันธ 
),( stf ),( yxf

),( st ),( yx

 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

s
t

θθ
θθ

cossin
sincos  (2.25) 

 
ซ่ึงในระบบพิกัด  เราจะสามารถเขียนโปรเจคชันตลอดแนวเสนของคาคงที่ t  ไดเปน ),( st
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 ∫
∞

∞−

= dsstftP ),()(θ  (2.26) 

 
จากสมการที่  (2.19) การแปลงฟูเรียร 
 

 ∫
∞

∞−

π−
θθ = dte)t(P)w(S wtj 2  (2.19) 

 
เอานิยามของโปรเจคชันไปแทนในสมการที่ (2.19)  จะได  

    

 [ ]∫
∞

∞−

−= dtedsstfwS wtj π
θ

2),()(  (2.27) 

 
จากนั้นเอาผลที่ไดมาแปลงใหอยูในระบบพิกัด โดยใชความสัมพันธในสมการ (2.25) จะได ),( yx

    

 ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+−= dxdyeyxfwS yxwj )sincos(2),()( θθπ
θ  (2.28) 

 
ทางดานขวาของสมการ  คือการแปลงฟูเรียร 2 มิติ ที่ความถี่ θ=θ= sinwv,coswu   
 
 )sin,cos(),()( θθθθ wwFwFwS ==  (2.29) 
 
       จากทั้งหมดที่ผานมาแสดงใหเห็นถึงโปรเจคชันของฟงกชันวัตถุที่มุม kθθθ ,,, 21 K และการ
แปลงฟูเรียรของแตละโปรเจคชันนั้น เราสามารถหาคาของ   ไดถาจํานวนโปรเจคชันมีคา
เปนอนันต  ดังนั้นควรจะรูคา ในทุกๆจุดในระนาบ จากนั้นจึงทําการแปลงกลับฟูเรียร
เพื่อที่จะหาคาฟงกชันวัตถุ  

),( vuF

),( vuF uv

),( yxf

 

 ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+π= dudve)v,u(F)y,x(f )vyux(j 2  (2.30) 

 

ถาฟงกชัน )y,x(f  มีขอบเขต คือ 
22
AxA

<<−  และ 
22
AyA

<<−  ดังนั้นสามารถเขียน

สมการที่ (2.30) ใหมไดเปน 
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( )

22
,

22

,,1),( )/()/(2
2

AyAAxA

e
A
n

A
mF

A
yxf

m n

yAnxAmj

<<−<<−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑∑ +π

 (2.31) 

 
ในทางปฏิบัติ เราจะรูวาสวนประกอบของฟูเรียรมีจํานวนจํากัด สามารถเขียนใหมไดเปน 
 

 

( )

22
,

22

,,1),(
2/

2/

2/

2/

)/()/(2
2

AyAAxA

e
A
n

A
mF

A
yxf

N

Nm

N

Nn

yAnxAmj

<<−<<−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑ ∑

−= −=

+π

 (2.32) 

 
โดยสมมติวา  เปนจํานวนเต็มคู   เราจะเห็นวารายละเอียด(Resolution)ของภาพที่สรางไดจะ

ถูกกําหนดโดย   สมการ (2.32) สามารถถูกคํานวณไดแบบเร็วโดยใชอัลกอริทึมการแปลงฟูเรียร
เร็ว (FFT) ถาเรารูสัมประสิทธิ์ฟูเรียรจํานวน  ของ   

N

N
2N )/,/( AnAmF

 
จากทฤษฎีขางตนนี้เราสามารถแบงขั้นตอนวิธีการสรางภาพกลับดวยวิธีการแปลงฟเูรียร

ออกเปน 3 ขั้นตอน คือ 
1) นําขอมูลโปรเจคชันไปแปลงฟูเรียร 1 มิติ จะได { } )k(P)r(pF θθ =1  
2) วาง ในราสเตอรเชิงขั้ว(polar raster) จะได )(kPθ ),k(P θ จากนัน้จึงประมาณคาใหอยู

ในราสเตอรมุมฉาก (rectangular raster) ดังรูปที่ 2.13 
3) ทําการแปลงกลับฟูเรียร 2 มิติของ ( )yx k,kF  จะได )y,x(f  

 

 
 

รูปท่ี 2.12 Block diagram แสดงวิธีการสรางภาพตัดขวางโดยใชการแปลงฟูเรียร 
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รูปท่ี 2.13 (a) ราสเตอรเชิงขั้ว (b) ราสเตอรเชิงขั้วมุมฉาก 

 
การประมาณคาในชวงจากราสเตอรเชิงขั้วไปยังราสเตอรมุมฉาก สามารถทําไดหลายวิธี จาก

รูปที่ 2.14 จะทําการหาจุด Q จาก P1, P2, P3, P4 ดวยวิธีดังตอไปนี้ 

รูปท่ี 2.14  การประมาณคาจดุ Q  
 
1)  การหาจุดที่ใกลที่สุด 
 
 )P(F)Q(F k=     { } kii

ddk =min:  (2.33) 
 
2) การประมาณคาในชวงเชิงเสน  
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∑

∑
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== 4

1

4

1

1
k k

k
kk

d

d/)P(F
)Q(F  (2.34) 

 
3) การประมาณคาในชวงแบบไมเชิงเสน 
 

 

65

5261

65

6251

/)(/)(
)/1()/1(
/)(/)()(

dd
dQFdQF

dd
dQFdQFQF

′+′
′+′

=

′+′
′+′

=

 (2.35) 

ซ่ึง 

 
32

2332
2

41

1441
1

/)(/)(
)(,

/)(/)(
)(

dd
dPFdPF

QF
dd

dPFdPF
QF

′+′
′+′

=
′+′

′+′
=  (2.36) 

 
2.6.2 วิธีการสรางภาพตัดขวางโดยใชวิธีแบคโปรเจคชัน 
การสรางภาพตัดขวางโดยใชวิธีแบคโปรเจคชันนั้นเปนวิธีที่งายที่สุด ความยุงยากทาง

คณิตศาสตรมีนอย โดยมีคูหล(Kuhl) และเอดเวิรดส(Edwards) [11,12] เปนสองคนแรกที่นําวิธีนี้ไป
สรางภาพตัดขวางของผูปวยไดสําเร็จ 

)R(g θ

R

y

xφθ

R

)y,x(f

r

( ) Rcosr
Rsinycosx

=φ−θ
=θ+θ

รูปท่ี 2.15 โปรเจคชันของฟงกชัน 2 มิติ 
 

จากรูปที่ 2.15 และนิยามของโปรเจคชันที่กลาวมาแลวในบทที่ 2 จะไดนิยามของแบค
โปรเจคชันของโปรเจคชันที่มุม   คือ θ
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 ∫ −+=
π

θθ θθδ
0

)sincos()(),( dRRyxRgyxb  (2.37) 

 
),( yxbθ  คือ ตัวกระทําแบคโปรเจคชัน (Backprojection operator) ของโปรเจคชัน  ที่มุม 

 ดังนั้น การสรางภาพกลับ (Reconstruction) จากวิธีแบคโปรเจคชัน คือ ผลรวมของแบค
โปรเจคชันในทุกๆมุม จะได 

)R(g θ

θ

 

 

∫∫

∫ ∫

∫

α

α−
θ

π

π α

α−
θ

π

θ

−θ+θδθ=

θ−θ+θδ=

θ=

dR)Rsinycosx()R(gd

dRd)Rsinycosx()R(g

d)y,x(b)y,x(f b

0

0

0

 (2.38) 

 
)y,x(f b  คือ ภาพที่ไดจากการสรางภาพกลับ ซ่ึงการสรางภาพกลับแบบนี้มักจะเรียกวา 

ภาพถายเอ็กซเรยของชั้นของเนื้อเยื่อตามความลึกที่เลือกไว (Laminogram) ซ่ึงผลลัพธที่ไดจากวิธี
แบคโปรเจคชัน( )y,x(f b ) นี้ จะไมใชวัตถุตนฉบับที่นํามาสรางภาพกลับ ( )y,x(f ) ซ่ึงจะ
อธิบายไดดังนี้  

เร่ิมตน พิจารณาคุณสมบัติของเดลตาฟงกชัน คือ 
 

 
⎩
⎨
⎧ =

=
otherwise

rif
r

0
01

)(δ  (2.39) 

 
สมมติใหเดลตาฟงกชันที่จุดกําเนิดคือฟงกชันรูปภาพตนฉบับ )y,x(f     จะได 

  

 
r
ryxyxf

π
δδδ )()()(),( →=  (2.40) 

 
จากพิกัดเชิงมุมฉาก    Rsinycosx =θ+θ  และพิกัดเชิงขั้ว  

จะสามารถเขียนโปรเจคชัน  ไดเปน 
R)cos(r =φ−θ

)R(g θ
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∫ ∫

∫ ∫
α

α−

α

α−

α

α−

α

α−
θ

φ−φ−θδφ=

−θ+θδ=

rdRd)R)cos(r(),r(f

dxdy)Rsinycosx()y,x(f)R(g
 (2.41) 

 
นําสมการที่ (2.40) ไปแทนลงในสมการ (2.42) จะได 
 

 ∫ ∫ −−=
πα

θ φφθδ
π
δ2

0 0

))cos(()()( rdRdRr
r
rRg  (2.42) 

       
จัดรูปสมการใหม จะได 

 

 ( )[ ] φ−φ−θδ
π

δ
= ∫ ∫

π ∞

∞−
θ drdRcosr)r()R(g

0

 (2.43) 

 

จาก  จะได ∫ =
α

δ
0

)0()()( frfrdr

 [ ] )R(Rd)R(g δ=
π

δ
φ= ∫

π

θ
0

 (2.44) 

 
แสดงวาโปรเจคชันของเดลตาฟงกชันก็คือ เดลตาฟงกชันเชนกัน ถาเดลตาฟงกชันเหลานี้ถูก

แบคโปรเจค จะไดผลตอบสนองอิมพัลส คือ 
 

 
∫

∫∫

−=

−−=
−

π

α

α

π

θφθδ

φθδδθ

0

0

))cos((

))cos(()()(

dr

dRRrRdrhb

 (2.45) 

 
จากเดลตาฟงกชันของฟงกชันของตัวแปร  

 

 [ ] ∑ ′
−

=
)(

)()(
n

n

xf
xxxf δδ  (2.46) 

 
ซ่ึง  คือ รากของ nx )x(f  จะได 
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rrf

rf

=−=′

+=−=

−= θπφ
φθφ

θπφφθφ

2

1

1

)sin()(

2
),cos()(

 (2.47) 

 
ดังนั้น 

 
rr

rhb
1

)
2

(
)(

0

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

= ∫
π θπφδ

 (2.48) 

 
จะได การสรางภาพกลับดวยวิธีแบคโปรเจคชัน คือ 

 

 
r

**)y,x(f)y,x(f b
1

=  (2.49) 

 
** คือ คอนโวลูชัน 2 มิติ และภาพที่ไดจากวิธีนี้จะเบลอ สามารถแกปญหานี้ไดดวยการใชวิธี

ฟลเตอรกอนที่แบคโปรเจคชัน ซ่ึงจะกลาวถึงในหัวขอตอไป 
 
2.6.3 วิธีการสรางภาพตัดขวางโดยใชวิธีฟลเตอรแบคโปรเจคชัน (FBP) 
วิธีฟลเตอรแบคโปรเจคชันนี้เปนวิธีที่เปนที่นิยมใชกันอยางแพรหลายในการสรางภาพตัดขวาง

ทั้งนี้เนื่องจากเปนวิธีที่ไดรับการปรับปรุงจากวิธีแบคโปรเจคชันในการลดผลของ
r
1  ซ่ึงวิธีนี้จะใช

ความรูเกี่ยวกับทฤษฎีบทของฟูเรียรสไลดชวยในการพิสูจน  
 

 
รูปท่ี 2.16 Block diagram แสดงวิธีการสรางภาพตัดขวางโดยใชวิธีฟลเตอรแบคโปรเจคชัน 

 
จากทฤษฏีบทของฟูเรียรสไลด ภาพ f(x,y) จะสามารถหามาไดจากการแปลงฟูเรียรยอนกลับ 
 

 ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+= dudvevuFyxf vyuxj )(2),(),( π  (2.50) 
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ถาให ),( θw  เปนระบบพิกัดแบบโพลาร (Polar Coordinate) ในระนาบ  เราสามารถเขียน

สมการ (2.50) ใหมไดเปน 
uv

           ∫ ∫
∞

+=
π

θθπ θθ
2

0 0

)sincos(2),(),( wdwdewFyxf yxwj  

 
         ∫ ∫

∞
+=

π
θθπ θθ

0 0

)sincos(2),(),( wdwdewFyxf yxwj

                           ∫ ∫
∞

+++++
π

πθπθπ θπθ
0 0

))sin()cos((2),( wdwdewF yxwj

(2.51) 

   
จากนั้นใชคุณสมบัติ 
 ),(),( θπθ wFwF −=+  (2.52) 

 
สมการ (2.51) สามารถเขียนใหมไดเปน 

 
θθ

π
π ddwewwFyxf wtj∫ ∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

∞

∞−0

2),(),(  

            θ
π

π
θ ddwewwS wtj∫ ∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

∞

∞−0

2)(  
(2.53) 

   
โดยที่ 
 θθ sincos yxt +=  (2.54) 

     
และเราสามารถเขียนสมการ(2.53)ใหมไดเปน 

 ∫ +=
π

θ θθθ
0

 )sincos(),( dyxQyxf  (2.55) 

 
โดยที่ 

 ∫
∞

∞−

= dwewwStQ wtj π
θθ

2)()(  (2.56) 

 
จากสมการขางบนจะเห็นวา ในการสรางภาพตัดขวางเราสามารถทําไดโดยการนําขอมูลแต

ละโปรเจคชัน  มาทําการฟลเตอร ที่มีผลตอบสนองทางความถี่(Frequency Response) เทากับ)(tPθ
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w  ดังสมการ (2.56) จากนั้นจึงนําคาที่ไดมาทําการแบคโปรเจคชันดังสมการ (2.55) โดยที่ฟลเตอร
ในสมการ (2.56) เรียกวา Ram-Lak Filter 
 พารามิเตอร เปนตัวแปรความถี่ โดยหลักการแลวอินทิกรัลในสมการ(2.56) ตองทําสํา
ตลอดทุกยานความถี่ ในทางปฏิบัติพลังงานที่อยูในสวนประกอบ (Components) การแปลงฟูเรียร
เหนือความถี่คาหนึ่งจะมีคานอย ดังนั้นการโปรเจ็คชันจึงถูกทําในแถบความถี่ที่จํากัด (Bandlimited) 
โดยให W  แทนคาความถี่ซ่ึงถาเกินจากนี้พลังงานสําหรับการโปรเจ็คชันจะมีคานอยมาก 

w

เราสมมติวาขอมูลโปรเจ็คชันถูกสุมดวยชวงของการสุมเทากับ τ  ซม. เราสมมติวาไมมี
ปญหาเรื่อง Aliasing ซ่ึงกลาวเปนนัยวาในโดเมนของการแปลง (Transform Domain) โปรเจ็คชัน
ไมมีพลังงานนอกยานความถี่  โดยที่ ),( WW−

 

 
τ2
1

=W  ไซเคิลตอซม. (2.57) 

 
เราจะสามารถเขียนสมการ Ram-Lak Filterไดเปน 
 )( )( wbwwH w=  (2.58) 
โดยที ่
 

 
)(wbw  =  1 ≤w 

τ2
1  

              ,0=   Otherwise  
(2.59) 

รูปท่ี 2.17 ภาพแสดงผลตอบสนองทางความถี่ของ Ram-Lak Filter 
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2.7 ทฤษฎีพืน้ฐานของอลักอริธึมแบบพีชคณิต 
ในการสรางภาพตัดขวางโดยใชอัลกอริธึมแบบพีชคณิตนั้นจะสมมติใหวัตถุที่ตองการสราง

กลับ(ภาพตัดขวางใน 2 มิติ หรือ ปริมาตรใน 3 มิติ) เปนเมตริกของตัวแปรที่ไมทราบคา และจากนัน้
ทําการแกสมการทางพีชคณิตเพื่อหาคาตัวแปรที่ไมทราบคาจากคาโปรเจคชันที่วัดได  

ในที่นี้เราจะพิจารณาการสรางกลับของขอมูลใน 2 มิติกอน โดยที่เราจะสมมติใหภาพประกอบ
ดวยเซตของเซล f(x,y) โดยที่ในแตละเซลฟงกชัน f(x,y) เปนคาคงที่ กําหนดให เปนคาคงที่ที่เซล
ที่  และให N เปนจํานวนทั้งหมดของเซล ให คาแทนโปรเจคชันของรังสีเสนที่  

jf
thj ip thi

 

 ,
1

i

N

j
jij pfw =∑

=

    Mi ,,2,1 K=  (2.60) 

 

โดยที่ M  คือจํานวนรังสีทั้งหมด (ในทุกโปรเจ็คชัน) และ  คือคาแฟกเตอรน้ําหนักที่แทนผล
ของเซลที่  ที่มีตอรังสีเสนที่   โดยแฟกเตอร  มีคาเทากับสัดสวนของพื้นที่ของเซลที่ 
ที่ตัดกับรังสี  ดังแสดงใหดูหนึ่งเซลในรูปที่ 2.18  

ij

ij

w
thj thi w thj

thi

 ถา N และจํานวนของรังสีทั้งหมดมีคานอย เราสามารถใชทฤษฎีเมทริกซทั่วๆไปในการ
แปลงกลับ(Invert)ระบบสมการใน(2.60) อยางไรก็ตามในทางปฏิบัติ อาจจะมีคามาก (ในกรณี
ของภาพขนาด 256 X 256 = 65536) และโดยมากที่จํานวนรังสีทั้งหมด(M )จะมีขนาดใหญพอๆกัน  
ถา 

N

M  และ  มีคาดังกลาว ขนาดของเมทริกซ  ใน (4.1) คือ 65536X65536 ซ่ึงไมสามารถ
ใชการแปลงกลับเมทริกซไดเลย     

N ][ ijw
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รูปท่ี 2.18 รูปแบบการฉายแสงและการคํานวณคาแฟกเตอรน้ําหนัก 

 
 สําหรับ M  และ  มีคามาก มีเทคนิคการทําซ้ําหรือIterative ที่นาสนใจที่ใชในการแก
สมการ (2.60) เทคนิคนี้เสนอโดย  [2] และไดอธิบายโดยละเอียดภายหลังโดย Tanabe 
เพื่อที่จะอธิบายขั้นตอนการคํานวณที่ยุงยากในเทคนิคนี้ ขั้นแรกเราจะเขียนสมการ (2.60) ใหมให
อยูในรูปแบบที่ขยายออกดังนี้ 

N

Kaczmarz

 

 

11212111 pfwfwfw NN =+++ L  

22222121 pfwfwfw NN =+++ L  

                         M

    MNMNMM pfwfwfw =+++ L2211  

(2.61) 

 

ภาพที่ถูกแทนดวย  จะถูกพิจารณาวาเปนจุดในสเปซ(Space)  มิติ    ในสเปซ 
ดังกลาวแตละสมการจะแทน Hyperplane เมื่อระบบสมการสามารถหาผลเฉลยที่เปนหนึ่งเดียว 
(Unique Solution) จุดตัดของHyperplane ทั้งหมดจะเปนจุดจุดเดียวและเปนคาผลเฉลยของสมการ 
(Solution)    

),,( 21 Nfff K N
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 ในวิธีของ Kaczmarz เราตองทําการเดาคาเริ่มตน กําหนดใหคาเริ่มตนเปน  
และสามารถเขียนแทนแบบเวคเตอรไดเปน 

)0(
N

)0(
2

)0(
1 f,,f,f K

)0(f
r

 ในสเปซ (Space) N  มิติ  ในวิทยานิพนธฉบับนี้ได

กําหนดใหคาเริ่มตนมีคาเปนศูนยทั้งหมด โดยคาเริ่มตนนี้จะถูกโปรเจคไปบน Hyperplane  ซ่ึงก็คือ
สมการแรกใน(2.61)ไดเปน )1(f

r
 จากนั้น )1(f

r
จะถูกโปรเจคไปบนHyperplane ที่แทนดวยสมการที่

สองใน(2.61)จะไดเปน )2(f
r

 และทําตอไปเรื่อยๆ โดยที่ )1( −if
r

จะถูกโปรเจคไปบนHyperplane ที่
แทนดวยสมการที่ ใน (2.61) จะไดเปนthi )(if

r
ซ่ึงขบวนการนี้เราสามารถเขียนแทนในรูปของ

สมการคณิตศาสตรไดดังนี้ 
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โดยที่  ),,,( 21 jNjjj wwww K
r

=  และ jj ww rr
⋅ เปนผลคูณเวคเตอร(Dot product) ของ jwr กับตัวเอง 

 ในการประยุกตใชงานจริงจําเปนตองมีจํานวนของโปรเจคชันจํานวนมากและภาพที่
ตองการสรางกลับคืนมีขนาดใหญทําใหเกิดความยุงยากที่จะใชสมการ(2.62) ในการคํานวณ 
เนื่องมาจากปญหาในเรื่องการคํานวณ เนื้อที่หนวยความจําและการที่จะเรียกสัมประสิทธิ์น้ําหนัก 

  พิจารณากรณีที่เราจะสรางภาพขนาด 128x128 จากขอมูล 150โปรเจคชันโดยแตละโปรเจคชัน
มี 150 รังสี(Ray) จํานวนของสัมประสิทธิ์น้ําหนัก ทั้งหมดที่ใชคือ 128x128x150x150 

ซ่ึงเปนจํานวนมหาศาล  

ijw

ijw

)107.2( 8×≈

 เพื่อที่จะแกปญหาความยุงยากในการคํานวณ(2.62) วิธีทางพีชคณิตอื่นๆไดถูกนําเสนอ 
สวนใหญจะเปนการประมาณของสมการ (2.62) เพื่อท่ีจะวิเคราะหการประมาณที่สามารถคํานวณ
ไดงาย เราจะจัด (2.62) ใหมในรูปแบบที่ตางไปคือ 
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โดยที่ 
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สมการเหลานี้กลาววาเมื่อเราโปรเจ็คคําตอบที่  ไปบนHyperplaneที่ (สมการที่ ใน(2)) 
การเปลี่ยนแปลง  ในคาของเซลที่ คือ 
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ในขณะที่  คือผลบวกเรย (Ray Sum) ที่วัดไดตามแนวรังสีที่    คือผลบวกเรย (Ray 
Sum) ที่คํานวณไดตามแนวรังสีเดียวกันที่ใชคําตอบ (Solution) ที่ สําหรับระดับเทาของภาพ  
คาที่แกไข (Correction) สําหรับเซลที่  สามารถไดจากการคํานวณผลตางระหวางผลบวกเรย

(Ray Sum) ที่วัดไดและผลบวกเรยที่คํานวณได  คาความแตกตางจะถูกนอรมอไลซดวย  และ

ถูกกําหนด(Assigned)ใหกับเซลทุกเซลตามแนวรังสี  คาที่กําหนดใหแตละเซลจะถูกสเกลดวยคา 
 ที่สอดคลองกัน 

jp thj jq

th

th
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)1j( −

ifΔ
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∑
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2
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2.7.1ชนิดของอัลกอริธึมแบบพีชคณติ 
อัลกอริธึมแบบพีชคณิตสามารถแบงออกเปน 3 ชนิดดวยกันคือ ART (Algebraic 

Reconstruction Techniques), SIRT (Simultaneous Iterative Reconstructive Technique) และ 
SART (Simultaneous Algebraic Reconstruction Techniques) 

 
2.7.1.1 ART (Algebraic Reconstruction Techniques) 
วิธี ART นี้ไดถูกนําเสนอสําหรับงานดานการเอกซเรยคอมพิวเตอร (CT)โดย Gordon [17] ใน

วิธีนี้คาที่แกไข(Correction)จะถูกใชปรับปรุงกับทุกๆเซลที่รังสีที่ ผานกอนที่จะคาที่แกไขในรังสี
ถัดไป ดังนั้นเราสามารถเขียนสมการคาโปรเจคชันของผลเฉลยไดเปน 

i
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ˆ           Mi ,,2,1 K=  (2.66) 

 

โดยที่ M เปนจํานวนของรังสีทั้งหมด และ N เปนจํานวนของเซล  
ขั้นตอนของการคํานวณมีดังนี้ 

• สําหรับอิทเทอเรชันที่  thk

1. สําหรับรังสีที่  สามารถคํานวณคาที่แกไข (Correction) ไดจาก   thi ip̂ii pp −=Δ  

2. คํานวณคาสัมประสิทธิ์คาที่แกไขจาก     ∑
=

=
N

j
iji w

1

2α

3. ทําการปรับปรุงคาของผลเฉลยในแตละเซลที่ จาก thj

 

 
i

iijold
j

new
j

pw
ff

α
λ

Δ
+= ˆˆ  (2.67 ) 

 โดยที่คา λ เปนคา Relaxation factor 
4. ทําซํ้าตั้งแตขอที่1-3 จนครบทุกๆรังสี เปนการเสร็จการคํานวณอิทเทอเรชันที่  thk
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2.7.1.2 SIRT (Simultaneous iterative Reconstruction Techniques) 
Gilbert ไดเปนผูที่นําเสนอวิธีนี้ โดยในวิธี SIRT คาในแตละเซลของผลเฉลยจะถูกปรับปรุง

หลังจากการคํานวณคาที่แกไข ในแตละเสนรังสีเสร็จเรียบรอยแลว ซ่ึงในอัลกอริธึมนี้จะมีลักษณะ
คลายกับวิธีART แตจะคาที่แกไขจะถูกใชในการปรับปรุงทีหลัง  

ขั้นตอนของการคํานวณมีดังนี้ 

• สําหรับอิทเทอเรชันที่  thk

1. สําหรับรังสีที่  สามารถคํานวณคาที่แกไข (Correction) ไดจาก   thi ip̂ii pp −=Δ  

2. คํานวณคาสัมประสิทธิ์คาที่แกไขจาก     ∑
=

=
N

j
iji w

1

2α

3. ทําการทําซํ้าในขอที่1และ2จนครบทุกเสนรังสี 

• กําหนดให เปนจํานวนเสนรังสีที่ผานเซลที่ และตรงกันกับ  และ  jNc thj ijw ipΔ

• สําหรับแตละเซลที่ จะทําการปรับปรุงคาของผลเฉลยดวยผลรวมเฉลี่ยของคาที่
แกไขดังสมการ 

thj
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เปนการเสร็จการคํานวณอิทเทอเรชันที่  thk

 
2.7.1.3 SART (Simultaneous Algebraic Reconstruction Techniques) 
Anderson และ Kak ไดเปนผูที่นําเสนอวิธีนี้ขึ้น ซ่ึงเปนการรวมกันระหวางวิธี ART และ วิธี 

SIRT โดยพบวาใหประสิทธิภาพที่ดีกวาทั้งสองวิธีที่กลาวมาแลว ในวิธี SART นี้จะมีการปรับปรุง
คาของผลเฉลยจากคาที่แกไขคา คลายกับวิธีการART แตจะมีโครงสรางคลายกับวิธี SIRT  

ขั้นตอนของการคํานวณมีดังนี้ 

• สําหรับมุมของการฉายรังสีที่θ  
1. สําหรับรังสีที่  สามารถคํานวณคาที่แกไข (Correction) ไดจาก   thiθ θiθθ ii ppp ˆ−=Δ  

2. คํานวณคาสัมประสิทธิ์คาที่แกไขจาก     ∑
=

=
N

j
iji w
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2
θθα

3. ทําการทําซํ้าในขอที่1และ2จนครบทุกเสนรังสีที่อยูในมุมของการฉายรังสีที่θ  

• กําหนดให เปนจํานวนเสนรังสีที่ผานเซลที่ และตรงกันกับ  และ  jNc thj θijw θipΔ

• สําหรับแตละเซลที่ จะทําการปรับปรุงคาของผลเฉลยดวยผลรวมเฉลี่ยของคาที่
แกไขดังสมการ 

thj
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• ทําซ้ําในขั้นตอนขางตนจนครบทุกมุมของการฉายรังสี เปนการเสร็จการคํานวณ      
อิทเทอเรชันที่  thk

 
2.7.2  ทฤษฎีของคารแมค (Kaczmarz Method) 
ทฤษฏีของคารแมค(Kacmarz Method) เปนทฤษฏีที่ใชในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิง

เสนที่มีรูปแบบดังสมการ (2.70) 
 

 

11212111 pfwfwfw NN =+++ L  

22222121 pfwfwfw NN =+++ L  

M  
MNMNMM pfwfwfw =+++ L2211  

(2.70 ) 

 

โดยผลเฉลยที่ถูกแทนดวย  จะถูกพิจารณาวาเปนจุดในสเปซ(Space)  มิติ   
ในสเปซดังกลาวแตละสมการจะแทน Hyperplane เมื่อระบบสมการสามารถหาผลเฉลยที่เปนหนึ่ง
เดียว (Unique Solution) จุดตัดของHyperplane ทั้งหมดจะเปนจุดจุดเดียวและเปนคาผลเฉลยของ
สมการ (Solution)   เพื่อที่จะใหเห็นชัดถึงแนวคิดดังกลาวเราไดแสดงใหเห็นในภาพ 4.2 ซ่ึงเปน
กรณีที่เรามีตัวแปรแคสองตัว และ และมีความสัมพันธดังนี้ 
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 1212111 pfwfw =+  

2222121 pfwfw =+  
(2.71) 

 

ในวิ ธีของ  Kaczmarz เราตองทําการเดาคําตอบเบื้องตน  ใหการเดานี้คือ 
 การเดาสามารถเขียนแทนแบบเวคเตอรไดเปน )0()0(

2
)0(

1 ,,, Nfff K )0(f
r

 ในในสเปซ (Space)N  มิติ 

การเดาเบื้องตนนี้จะถูกโปรเจคไปบน Hyperplane ซ่ึงก็คือสมการแรกใน (2.71) ไดเปน  ดัง
แสดงในรูป 2.19สําหรับกรณีสองมิติ การคํานวณในขั้นตอนแรกนี้จะทําโดยใชสูตร 
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รูปท่ี 2.19 ภาพแสดงการใชทฤษฎีของคารแมคในการแกระบบสมการ2ตัวแปร 

1212111 pfwfw =+

2222121 pfwfw =+

1f
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→
0

 
โดยที่ ),( 12111 www =

r คือสัมประสิทธิ์ของสมการแรกใน(2.71)  การพิสูจน (2.72) ทําไดโดยการ
เขียน (2.71) ใหมดังนี ้
 
 11 pfw =⋅

rr
 (2.73) 

 

โดย Hyperplane ของสมการนี้ตั้งฉากกับเวคเตอร 1w
r  ดังแสดงในรูป 2.20 สมการนี้กลาววาโปรเจ็ค

ชันของเวคเตอร OC (สําหรับจุดใดๆใน Hyperplane ) บนเวคเตอร  
→

1wr  ที่มีความยาวคงที่เปน  

เวคเตอรหนึ่งหนวย OU  บน
→

1wr คือ 
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รูปท่ี 2.20 ภาพแสดง Hyperplane ของสมการ 11 pfw =⋅

rr  
 

และระยะที่ตั้งฉากของ Hyperplane ถึงจุดกําเนิดเทากับความยาว ในรูป 4.20 ซ่ึงคือ  
→
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ในการหา )1(f
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 เราตองทําการลบ )0(f
r

 จาก เวคเตอร  
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HG
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ความยาวของเวคเตอร  คือ 
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แทนคา (2.74) และ (2.74) ลงใน (2.77) เราได 
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เนื่องจากทิศทางของ เหมือนกับเวคเตอรหนึ่งหนวย  เราสามารถเขียน 
→
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แทนคา (2.79) ลงใน(2.76)  เราจะได (2.72) 
หลังจากได )1(f

r
 เราทําการโปรเจ็ค )1(f

r
 บน Hyperplane ซ่ึงคือสมการที่สองของ (2.70) ซ่ึงจะได

เปน )2(f
r

ดังแสดงในรูป 2.19 ขบวนการ Process ก็ทําซ้ําสําหรับ Hyperplane ตอๆไป  การโปรเจ็ค
บนHyperplane ที่ สามารถไดจากการโปรเจ็คชันบน Hyperplane ที่  ดังนี้ thj thj )1( −
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โดยที่ ),,,( 21 jNjjj wwww K
r

=  
ขบวนการ (Process) ของการทําโปรเจคชันบน Hyperplane ตางกันจะดําเนินตอไปเรื่อยๆ

จนกระทั้งเราได )(Mf
r

 ซ่ึงคือการโปรเจคชันของสมการสุดทายของ (2.70) จากนั้นก็จะทําการวนซ้ํา
โดยการโปรเจคชัน )(Mf

r
ไปบน Hyperplane อันแรก  ตัวอยางของสองมิติแสดงในรูป 2.19 การโปร

เจคซ้ํา )2(f
r

 บนHyperplane อันแรกไดเปน )3(f
r

 กระบวนการ(Process) จะดําเนินตอไปจนกระทั่ง 
ทั้งหมดของM  Hyperplane ไดมีการวนผาน (Cycled) เพื่อไดเปน )2( Mf

r
 การทําซํ้าครั้งที่สองก็

เกิดขึ้นจากการโปรเจค )2( Mf
r

 ไปบน Hyperplane อันแรก เปนเชนนี้เร่ือยๆไป  Tanabe [16] ได
แสดงวาถาคาของสมการที่เปนหนึ่งเดียว(Unique Solution) sf

r
ของระบบใน (2.70)  สามารถหาได

แลว 
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2.7.3 การคํานวณหาคาแฟกเตอรน้ําหนัก(Weigthing factor) 
ในการสรางภาพตัดขวางโดยใชอัลกอลิธึมเบบพีชคณิตนัน้ การคํานวณหาคาแฟคเตอรน้ําหนัก

มีความสําคัญเปนอยางมาก ซ่ึงในการสรางภาพตัดขวางที่มีทางเดินแสงแบบขนานกับการสราง
ภาพตัดขวางทีม่ีทางเดินแสงรูปกรวยนัน้กม็ีสวนที่ตางกนัเฉพาะการหาคาแฟคเตอรน้ําหนกั สวน
การคํานวณในชวงของการอทิเทอเรชันจะมีหลักการเหมอืนกัน ในวิทยานิพนธนี้จะกลาวถึงเฉพาะ
การคํานวณคาแฟคเตอรน้ําหนักที่ใชกับทางเดินแสงแบบขนาน  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2.21 ภาพแสดงการคํานวณหาคาแฟกเตอรน้ําหนัก 
 

 จากรูปที่ 4.21 จะเห็นวาคาแฟกเตอรน้ําหนกั(Wij) จะเปนอัตราสวนระหวางพืน้ที่ของเซลที่ 
j ที่แสงเสนที่ i ผานกับพื้นทีข่องเซลที่ j ดังสมการ 

 

 cellofarea
ABCofareaWij =  (2.82) 

 

 ซ่ึงจะเห็นวาการที่จะคํานวณหาคาพื้นที่ของสามเหลี่ยมABC ของแตละเซลที่แสงผานนั้น 
เปนการคํานวณที่ยุงยากในวิทยานิพนธนี้จึงไดทําการคํานวณหาคาแฟคเตอรน้ําหนักโดยทําการแบง
เซลแตละเซลออกเปนเซลยอยๆ แลวทําการคํานวณหาวาเซลยอยแตละเซลอยูในเสนทางที่แสงผาน
หรือไม 
 

 
=ijW  จํานวนของเซลยอยที่อยูในเสนทางเดินแสง  

            จํานวนของเซลยอยทั้งหมด 
(2.83) 
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รูปท่ี 2.22 ภาพแสดงตวัอยางการคํานวณหาคาแฟกเตอรน้ําหนกั 
จากรูปที่2.22 จะเห็นวาเซลจะถูกแบงเปน 100เซลยอย  โดยจะมี48เซลยอยที่อยูในเสนทางเดิน

แสง ดังนั้นเซลนี้มีคาแฟคเตอรน้ําหนักมีคาเทากับ (48/100) = 0.48                                                                                       
นอกจากนี้คาแฟคเตอรน้ําหนักยังสามารถที่จะคํานวณคาไวลวงหนาแลวเก็บเปนไฟลไวเพื่อใช

ในการสรางภาพตัดขวางไดโดยไมตองคํานวณใหมทุกครั้ง ซ่ึงจะชวยลดเวลาในการคํานวณลงได 
 
2.8 ทําไมอัลกอริธึมแบบพีชคณิตจึงตองการจํานวนโปรเจคชันนอยกวาวิธีฟลเตอรแบคโปรเจคชัน 

คําถามนี้ไดรับการตอบโดย Guan และ Gordon [18] สําหรับกรณีของการสรางภาพกลับแบบ 2 
มิติโดยใชลําแสงแบบขนาน และไดมีการอธิบายถึงในกรณีของการสรางภาพกลับแบบ 3 มิติโดย 
Mueller ใน [19]  

การสรางภาพกลับของภาพที่เปนสีเหล่ียมจัตุรัสขนาน nn×  ดังนั้นจํานวนเซลทั้งหมดของภาพ
จะเปน  โดยทั่วไปเราจะสมมติใหขอบเขตของการสรางภาพกลับเปนวงกลม โดยพื้นที่นอก
วงกลมถือวาไมมีขอมูล ในกรณีนี้เราจะมี เซลที่ไมทราบคาและขอมูลโปรเจคชัน n คาตอ
โปรเจคชันหนึ่งมุม  จากสมการ (2.62) ในการจะหาผลเฉลยของสมการ จํานวนโปรเจคชันของภาพ 

ตองการเปน 

2nN =
2)4/1( nπ

ARTM
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 nn
n

nM ART ⋅=== 785.0
4

)4/1( 2 ππ  (2.84 ) 

จากนั้นมาดูจํานวนโปรเจคชนัที่ตองการสําหรับวิธีฟลเตอรแบคโปรเจคชัน (FBP)  คาระยะหาง
ของการสุมขอมูลในโดเมนความถี่ (Fourier space) ที่นอยที่สุดเปน gnT/1=Δω  และคาความถี่
สูงสุดเปน )2/(1max gT=ω  แตเนื่องจากการสุมในระบบพกิัดเชิงขั้ว (polar sampling) ในโดเมน
ความถี่จึงทําใหความหนาแนนในการสุมขอมูลลดลงเมื่อออกหางจากแกน จากอัตราการสุมขอมูลที่
นอยที่สุด ωΔ จะเปนตัวกําหนดขอบเขตในการคํานวณคามุมระหวางโปรเจคชันที่นอยที่สุดที่
ตองการสําหรับวิธีฟลเตอรแบคโปรเจคชัน ดังสมการ 

 

 
nnT

T

g

g
p

22

max

==
Δ

=Δ
ω
ωϕ  (2.85) 

 

ดังนั้นจํานวนโปรเจคชันที่ตองการสําหรับวิธีฟลเตอรแบคโปรเจคชันเปน 

 nnM
P

FBP ⋅==
Δ

= 57.1
2
π

ϕ
π  (2.86) 

 

จะเห็นวาจํานวนโปรเจคชันที่ตองการสําหรับวิธีฟลเตอรแบคโปรเจคชันเปนเปนสองเทาของ
จํานวนโปรเจคชันที่ตองการสําหรับวิธีART 

ในการสรางภาพกลับแบบสามมิติ ปริมาตรที่ตองการสรางกลับสี่เหล่ียมลูกบาศกมีขนาด
 ดังนั้นจํานวนของเซลทั้งหมดของปริมาตรจะเปน เชนเดยีวกันโดยทั่วไปแลวจะ

สมมติใหขอบเขตของการสรางภาพกลับเปนทรงกลม เราจะมีเซลที่ไมทราบคา เซลและ
ขอมูลโปรเจคชันจํานวน ตอโปรเจคชันหนึ่งมุม ดังนั้นจํานวนโปรเจคชันที่ตองการ 

เปน 

nnn ×× 3nN =
3)6/1( nπ

2)4/1( nπ

DARTM 3

 

 n
n
nM DART 67.0

)4/1(
)6/1(

2

3

3 ==
π
π  (2.87) 

 
2.9 โปรเจคชันและแบ็คโปรเจคชันใน SART 

 ในหัวขอนี้กลาวถึง ขั้นตอนการโปรเจคชันและแบ็คโปรเจคชันของกระบวนการเชิง
พีชคณิต SART มีขั้นตอนการหาคาผิดพลาดจากโปรเจคชันที่คํานวณไดกับโปรเจคชันตนฉบับของ
เสนแสงในโปรเจคชันมุมเทากับ θ  จากนั้นนําคาผิดพลาดดังกลาวไปปรับปรุงใหกับภาพสําหรับ
มุม θ  จนครบทุกมุมโปรเจคชัน แลวจึงคํานวณคาความผิดพลาดดังกลาวไปปรับปรุงใหกับภาพ 

สําหรับอิทเทอเรชันที่ k กระบวนการก็จะวนทําซํ้าทั้งหมดนกวาผลตางของคาผิดพลาดเฉลี่ย  kMSE
kMSE กับ จะมีคาต่ํากวาคา pre-specified stopping criteria(per) ที่กําหนดไว 1−kMSE
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 2.9.1 SART โปรเจคชัน 
 การโปรเจคชันสามารถทําไดโดยนําคาของวัตถุหรือภาพของแสงเสนที่  ผานมารวมกนั 
แตเนื่องจากขอมูลของวัตถุหรือภาพนนั้นเปนขอมูลแบบสุมที่อยูในระบบพิกดัฉาก (Cartesian-
corrdinate) ทําใหตําแหนงการสุมของเสนแสงไมอยูในตําแหนงเดียวกนั จึงตองใชการประมาณคา
ใหกับตําแหนงดังกลาว จากรูปที่ 2.23(ก) เปนการประมาณคาแบบเชิงเสน (Linear-Interpolation) 
จากขอมูลภาพ  ใหกับแสงเสนที่  โดยนําคาขอมูลภาพรอบ ๆ  คือ , , 

cและ  มาเฉลี่ยตามแกนนอนใหที่จดุ A สมการที่ (2.89) และจุด B สมการที่ (2.90) แลว
จึงนําไปเฉลี่ยตามแกนตัง้คือ  ตามสมการที่ (2.91) 

thi

yxf ,
thi yxf , 0,0 yxf 0,1 yxf

1,0 yxf 1,1 yxf

yxf ,

 
000001 ,0,, )()( yxyxyx fxxffA +−⋅−=  (2.89) 

 
101011 ,0,, )()( yxyxyx fxxffB +−⋅−=  (2.90) 

 AyyABf yx +−⋅−= )()( 0,  (2.91) 

 2.9.2 SART แบ็คโปรเจคชัน 
 แบ็คโปรเจคชันเปนการนาํขอมูลจากเสนแสง  ไปใสใหทีภ่าพ  พิจารณารปูที่ 
2.23(ข) หาไดจากการเฉลี่ยคาจากเสนแสง  กับ  ดังสมการที่ 2.91  

yxp , yxf ,

ip 1+ip
 iiiyx piyxppp +−+⋅−= + )sincos()( 1, θθ  (2.92) 

 

yxf ,

yxp ,

ip

1+ip

1−lSB 

01 , yxf

10 , yxf

11 , yxf

 
  

ก) 

A

yxf ,

1+lS A 

ข) 
รูปท่ี 2.23 การประมาณคาแบบเชิงเสน 

ก) จากภาพสูเสนทาง 
ข) จากเสนแสงสูภาพ 
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