
บทที่ 3
การวเิคราะหระบบไฟฟาแสงอาทิตยดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข

3.1  กลาวนํ า
การออกแบบระบบไฟฟาแสงอาทิตยสํ าหรับโหลดที่มีการใชงานอยางตอเนื่อง  พบปญหาเมื่อมี

การใชงานระบบเปนระยะยาว  ไมสามารถทํ างานเปนไปตามที่ไดออกแบบไว  ทางผูวิจัยหาวิธีการ
หรือเครื่องมือที่จะมาแกไข หรือลดปญหาขางตนใหนอยลงในระดับที่ยอมรับได(ทํ าใหการใชงาน
ในระยะยาว สํ าหรับโหลดที่ทํ างานอยางตอเนื่องนั้นมี สมรรถนะและความนาเชื่อถือไดสูงกวา)จาก
การศึกษาหาเครื่องมือและรูปแบบวิธีการในการแกปญหาพบวา ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข(Numerical  
Method) นั้นสามารถใชงานในการแกปญหาดังกลาวและยังตอบสนองตอการใชงานทางดาน
วศิวกรรมไดเปนอยางดีอีกดวย[15]

3.2  การหาคาแทรกแบบสไพลน (Spline Interpolation)
เปนที่ทราบกันวา โพลิโนเมียลอันดับที่ n  ใชสํ าหรับหาคาแทรกระหวางขอมูล 1+n  จดุ ตัว

อยางเชน เมื่อขอมูลมีทั้งหมดแปดจุดแลว ยอมสามารถหาโพลิโนเมียลอันดับที่เจ็ด  ซ่ึงวกเวียนไป
มาผานจุดทุกจุด[16]  อยางไรก็ตามอาจมีกรณีที่ฟงกช่ันเหลานี้นํ าไปสูขอผิดพลาดได  การศึกษาอีก
วธีิหนึง่คือ  การประยุกตโพลิโนเมียลอันดับตํ่ ากวาตอเซตยอย (Subset)  ของจุดขอมูล (data points) 
โพลิโนเมียลเชื่อมตอแบบนี้ คือ สไพลน ฟงกช่ัน (Spline functions) ตวัอยางเชน  โคงอันดับที่สาม
ใชเชื่อมตอจุดขอมูลแตละคูนั้น เราเรียกวา สไพลนกํ าลังสาม (Cubic splines)  ฟงกช่ันเหลานี้มีคุณ
สมบตัิพิเศษคือ ทํ าใหการเชื่อมตอระหวางสมการกํ าลังสาม (Cubic equations)  เรียบ  เมื่อดูผิวเผิน
แลวจะเหน็วาการประมาณของสไพลนอันดับที่สามนั้นดอยกวาการใชโพลิโนเมียลอันดับที่เจ็ด รูป 
3.1 แสดงถงึสถานะที่สไพลนกระทํ าไดดีกวาโพลิโนเมียลอันดับสูงกวา นี่เปนกรณีที่ฟงกช่ันเรียบ 
แตวาไดมีการเปลี่ยนแปลงอยางฉับพลัน ณ บริเวณที่สนใจ )x( 0=   โดยรูป 3.1 (ก) ถึงรูป 3.1(ค) 
แสดงถงึวาโพลิโนเมียลอันดับสูงกวา มีการแกวงอยางมากในอาณาบริเวณของการเปลี่ยนแปลงฉับ
พลันในทางตรงขาม สไพลนก็เชื่อมจุดดวยเหมือนกัน แตวาไดถูกจํ ากัดแคการเปลี่ยนแปลงอันดับ
สามเทานัน้ ฉะนั้น การแกวงจึงไดมีนอยมากดวยเหตุนี้ สไพลนจึงใชประมาณพฤติกรรมของฟงก
ช่ันไดดีกวา
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รูปท่ี 3.1  สถานะที่สไพ
การเพิ่มขึ้นฉับพลันที่  

เมื่อพิจารณารูป
แกวงของโพลิโนเมียลก
กบัมีการเคลื่อนไปอยา
รับไดดีกวา

       3.2.1  สไพลนเชิงเ
การเชือ่มตอระ

ของจุดขอมูลที่ใหอันด
ลนดีกวา โพลิโนเมียลการหาคาแทรกอันดับสูงกวาฟงกช่ันไดรับการปรับที่
)x( 0=

 3.1(ก) ถึงรูป 3.1 (ค) จะพบวาการเปลี่ยนแปลงอยางฉับพลัน กอใหเกิดการ
ารหาคาแทรก ตรงกันขามเนื่องจากการจํ ากัดเพียงโคงอันดับที่สาม พรอม
งสมํ่ าเสมอแลว สไพลนกํ าลังสาม (cubic spline) (ง) ใหการประมาณที่ยอม

สน (Linear Splines)
หวางจุดสองจุดที่งายที่สุด คือ เสนตรงสไพลนอันดับที่หนึ่ง สํ าหรับกลุม
ับ [17] อาจนยิามเปนเซตของฟงกช่ันเชิงเสนเชื่อมตอจุด ดังนี้
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สมการเหลานี้ อาจใชหาคาของฟงกช่ันที่จุดใดๆระหวาง 0x และ nx  โดยระบุตํ าแหนงที่จุด

อยูภายในชวง แลวใชสมการที่เหมาะสมหาคาของฟงกช่ันภายในชวง วิธีนี้จะเหมือนกับการหาคา
แทรกเชิงเสน

ขอเสียเปรียบของสไพลนอันดับที่หนึ่งคือ โคงที่ยังไมเรียบพอ นอกจากนั้นที่จุดขอมูลที่
สองสไพลนพบกัน (เรียกวา knot) ความชนัจะเปลี่ยนแปลงอยางฉับพลัน ปกติอนุพันธของฟงกช่ัน
จะไมตอเนื่องที่จุดนี้ ขอบกพรองนี้สามารถเอาชนะโดยการใชสไพลนโพลิโนเมียลที่มีอันดับสูงกวา 
ซ่ึงจะประกันไดวา ความเรียบที่ปม (knot) เทากับอนุพันธที่จุดเหลานี้

       3.2.2  สไพลนกํ าลังสอง (Quadratic Splines)
เพือ่ยืนยันวาอนุพันธอันดับที่  m  มคีวามตอเนื่องที่ปม (knot) จะตองใชสไพลนอยางนอย

อันดับที่  1+m   โพลิโนเมียลอันดับที่สาม หรือสไพลนกํ าลังสาม (cubic splines) ทีย่นืยันความตอ
เนื่องของอนุพันธที่หนึ่งและที่สอง ไดใชกันมากทางปฏิบัติ แมวาอนุพันธอันดับสามและสูงกวา 
อาจไมตอเนื่องเมื่อใชสไพลนกํ าลังสามก็ตาม แตก็ไมอาจตรวจจับดวยตาได และมักจะไมคํ านึงถึง

แมวาไดพาดพิงถึงที่มาของสไพลนกํ าลังสามอยูดวยก็ตาม แตจะขอนํ าไปกลาวไวในลํ าดับ
ถัดไป  ในที่นี้จะไดพูดถึงแนวความคิดของการหาคาแทรกแบบสไพลน (Spline interpolation) โดย
ใชโพลิโนเมียลอันดับที่สอง สไพลนกํ าลังสอง (quadratic splines) เหลานี้ ตางมีอนุพันธอันดับตอ
เนื่องที่จุดปม (knot) แมวาสไพลนกํ าลังสองจะไมรับประกันการเทากันของอนุพันธอันดับที่สองที่
จดุปมก็ตาม แตก็ใหขั้นปฏิบัติการที่ดีสํ าหรับการพัฒนาสไพลนอันดับสูงกวา

จุดประสงคของสไพลนกํ าลังสอง คือ การหาโพลิโนเมียลอันดับที่สองสํ าหรับแตละชวง
ระหวางจุดขอมูล โพลิโนเมียลสํ าหรับแตละชวงสามารถแทนดวยรูปทั่วๆไป ดังนี้

iiii cxbxa        )x(f ++= 2 (3.1)
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รูปท่ี 3.2  สไพ
ก)  ส
ข)  ส
ค)  ส

รูปที่ 
. ,2, ,1 0  i( =

c  ) ทีต่องคํ าน
ทราบ เงื่อนไข

(1) ค
ลนการปรับชุดของขอมูลส่ีจุด
ไพลนเชิงเสน
ไพลนกํ าลังสอง (Quadratic Splines)
ไพลนกํ าลังสามพรอมกับโพลิโนเมียลการหาคาแทรกกํ าลังสาม

3.3 ไดแสดงกราฟของฟงกช่ันเหลานี้ ไวในแตละชวงถามีขอมูล 1n+  จุด 
n).., แลวจะมี n   ชวง ฉะนั้น จะมีตัวคงที่ไมทราบคา ( unknown Constant : b,a  และ 
วณอยู n3  ตวั ดังนั้นยอมมี n3   สมการ หรือเงื่อนไขที่ตองการสํ าหรับหาคาตัวไม
ที่จํ าเปนเหลานี้ มีดังนี้
าของฟงกช่ันตองเทากับที่จุดปมภายใน เงื่อนไขนี้สามารถแทนดวย

   )f(x        cxbxa 1-iiiiii =++ −−−−− 111
2

11 (3.2)
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)x(f      cxbxa iiiiii 11
2

1 −−− =++  (3.3)

  สํ าหรับ  2i =   ถึง  n
เนือ่งจากใชเพียงจุดปมเทานั้น ฉะนั้นสมการ (3.2) และ (3.3) แตละสมการจะมีเงื่อนไขอยู 

1n−  เงือ่นไข เมื่อรวมกันจะไดเทากับ 2-2n เงื่อนไข
(2)  ฟงกช่ันที่หนึ่งและฟงกช่ันสุดทายตองผานจุดปลายสุด ( endpoints ) ฉะนั้น ตองมีเงื่อน

ไขเพิ่มเติมอีก 2 เงื่อนไข คือ

 )f(x        cxbxa 0=++ 101
2
01  (3.4)

)f(x        cxbxa nnnnnn =++2  (3.5)

ฉะนัน้ จะมีทั้งหมดเทากับ 2n    22-2n =+  เงื่อนไข
(3)  อนพุนัธที่หนึ่งที่จุดปมภายใน ( interior knots ) ตองเทากัน อนุพันธที่หนึ่งของสมการ

cbkax        )x(f 2 ++=
คือ b2ax        )x(f +=′
ฉะนั้น เงื่อนไขทั่วๆไป คือ

iiii1-i bx2a        b2a +=+ −1 (3.6)

เมื่อ    2i = ถึง  n
เงื่อนไขนี้ทํ าใหมีเงื่อนไขอื่นอีก 1n−  เงื่อนไข ฉะนั้น เงื่อนไขทั้งหมดเทากับ 

1-3n1-n2n =+  เพราะวา  มีตัวไมทราบคา 3n คา ฉะนั้น จึงลดไปไดหนึ่งเงื่อนไข
จากรูปจะเห็นวามี  n  ชวงและจุดขอมูล 1n+  จดุ ในรูปนี้ เปนตัวอยางในกรณีที่ 3n=

และจะตองทํ าการเลือกโดยไมเจาะจง เพื่อใหการคํ านวณตัวคงที่บรรลุผล แมวามีจํ านวนการเลือกที่
แตกตางกันสามารถทํ าได

(4)  สมมตุวิาอนุพันธคร้ังที่สองเทากับศูนย  ณ  จุดที่หนึ่ง เพราะวาอนุพันธอันดับที่สอง 
สมการ (3.1) เทากับ i2a เงือ่นไขนี้สามารถเขียนใหอยูในรูปคณิตศาสตร เปน

0      a =1 (3.7)

ความหมายของเงื่อนไขนี้คือ สองจุดแรกจะตอกันดวยเสนตรง
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รูปท่ี 3.

อยูสอง

นัน้ จะไ

        3.2

ระหวาง

ทราบค
3  การหาสไพลนกํ าลังสอง (quadratic splines) ในกรณีที่ 3n=

การปรับโคงโดยสไพลนทั้งหมด ไดแสดงไวในรูป 3.2 (ข) จะสังเกตเห็นวา มีขอบกพรอง
อยางที่ลดลงจากการปรับโคงดวยสไพลนเชิงเสน  คือ

(1) เสนตรงที่เชื่อมตอระหวางสองจุดแรก
(2) สไพลนกํ าลังชวงสุดทาย ดูเหมือนจะสูงเกินไป แตสไพลนกํ าลังสามที่จะพูดถึงตอไป
มมขีอบกพรองเหลานี้ ดวยเหตุนี้จึงเปนวิธีที่ดีกวาสํ าหรับการหาคาแทรกแบบสไพลน

.3  สไพลนกํ าลังสาม (Cubic Splines)
จุดประสงคของสไพลนกํ าลังสาม คือ การหาโพลิโนเมียลอันดับสามสํ าหรับแตละชวง
ปม ( knot ) [18] รูปตอไปนี้

iii
3

ii dxcxbxa    )x(f +++= 2 (3.8)

ดงันั้น สํ าหรับจุดขอมูล 1n+  จุด n) ..., 0,1,2,i( =  แลว ยอมมี n  ชวง และมีตัวคงที่ไม
า 4n  ตวัที่ตองการหา และเงื่อนไข 4n  งื่อนไข ที่ตองการสํ าหรับหาตัวไมทราบคา มีดังนี้
1. คาของฟงกช่ันตองเทากันที่ปมภายใน ( interior knots ) จ ํานวน 2)-2n(  เงื่อนไข
2. ฟงกช่ันที่หนึ่งและฟงกช่ันสุดทาย ตองผานจุดปลาย (มีสองเงื่อนไข)
3. อนพุันธคร้ังที่หนึ่งที่ปมภายใน (interior knots) ตองเทากัน (มี 1-n เงื่อนไข)
4. อนพุันธคร้ังที่สองที่จุดปมภายในตองเทากัน (มี 1n−  เงื่อนไข)
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5. อนพุันธอันดับที่สอง ที่จุดปมปลายจุด ( end knots ) มคีาเปนศูนย (มีอยู 2 เงื่อนไข)
การแปรความหมายของเงื่อนไขทั้งหาที่เห็นได คือ ฟงกช่ันจะกลายเปนเสนตรงที่จุดปม

ปลายสุด ( end knots ) ขอก ําหนดของเงื่อนไข ณ จุดปลายเชนนี้ นํ าไปสูคํ าวา สไพลนธรรมชาติ ที่
ใหช่ือแบบนี้ก็เพราะวา สไพลนวาดรูป ( drafting spline ) มีพฤติกรรมตามธรรมชาติแบบนี้  ถาคา
ของอนพุันธอันดับที่สองที่จุดปมปลายสุดไมเปนศูนย (นั่นคือมีความโคงบาง) ขอมูลนี้อาจใชเพื่อ
จดัใหมีเงื่อนไขจํ าเปนสองเงื่อนไข

เงือ่นไขหาแบบขางบนเปนผลใหมีสมการทั้งหมด 4n  สมการ สํ าหรับหาตัวสัมประสิทธิ์ 
4n  คา ดวยเหตุนี้ยอมเปนไปไดในการพัฒนาสไพลนกํ าลังสามรูปแบบนี้ ฉะนั้น จะไดเสนอเทคนิค
อีกแบบหนึ่งที่ตองการ คํ าตอบของสมการ 1-n  สมการเทานั้น แมวาที่มาของวิธีนี้จะคอนขางตรง
ไปตรงมานอยกวาสไพลนกํ าลังสองก็ตาม แตไดผลคุมคา

ที่มาของสไพลนกํ าลังสาม (Cubic Splines) ขัน้แรกในการหา (derivation) นัน้ ขึ้นอยูกับขอ
สังเกตุที่ปมแตละคูไดตอกันดวยเสนโคงกํ าลังสาม (cubic) ฉะนัน้ อนุพันธอันดับที่สองภายในแต
ละชวง จึงเปนเสนตรง อาจทํ าการหาอนุพันธสมการ(3.8)  เพื่อพิสูจนขอสังเกตนี้บนพื้นฐาน
อนุพันธอันดับสองสามารถแทนดวยโพลิโนเมียลการหาคาแทรกอันดับที่หนึ่ง (the first-order 
Lagrange interpolating polynomial)
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เมื่อ )x(fi ′′ เปนคาของอนุพันธอันดับสองที่จุด x  ใดๆภายในชวงที่ i  ดังนั้น สมการนี้เปน
เสนตรงที่เชื่อมตออนุพันธอันดับสองที่ปมที่หนึ่ง (first knot)  )x(f i 1−′′   กับอนุพันธอันดับสองที่
ปมที่สอง )x(f i′′  ตอไป เมื่ออินทีเกรทสมการ (3.9) สองครั้ง จะไดนิพจนของ )x(f i  อยางไรก็
ตาม นิพจนนี้ยังคงมีตัวคงที่ไมทราบคาจากการอินทีเกรทอยูสองคา ตัวคงที่เหลานี้สามารถหาได
โดยการใชเงื่อนไขการเทากันของฟงกช่ัน กลาวคือ  )x(f  ตองเทากับ )x(f i 1−  ที่ 1−ix  และ 

)x(f  ตองเทากับ )x(f i  ที่ ix จากการหาคาเหลานี้ จะไดสมการกํ าลังสาม (cubic equation) ดังนี้
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จะเห็นวาความสัมพันธนี้เปนนิพจนที่สลับซับซอนมาก สํ าหรับสไพลนกํ าลังสาม (cubic 
splines) สํ าหรับชวงที่ i  ยิง่กวาสมการ (3.8) อยางไรก็ตาม จะพบวาสมการนี้มีสัมประสิทธิ์ไมทราบ
คาเพยีงสองตัวเทานั้น กลาวคือ อนุพันธอันดับสองที่จุดเริ่มตน และจุดปลายสุดของชวง นั่นคือ 

)x(f i 1−′′  และ  )x(f i′′
ดงันั้น ถาสามารถหาคาอนุพันธไดถูกตองที่แตละปม ( knot ) แลวสมการ (3.10) คือ โพลิ

โนเมยีลอันดับสามที่สามารถใชหาคาแทรกภายในชวงได
อนุพันธอันดับสองสามารถหาไดจากการใชเงื่อนไขที่วา อนุพันธอันดับหนึ่งที่ปมตองมี

ความตอเนื่อง กลาวคือ

)x(f    )x(f iii =′−1 (3.11)

เราสามารถหาอนุพันธของสมการ(3.10) เพื่ออนุพันธอันดับที่หนึ่ง ถาทํ าเชนนี้ทั้งที่ชวง 
1)i( =  และ )i(  แลวจัดผลลัพธที่ไดทั้งสองใหเทากัน ตามสมการ(3.11)  จะไดความสัมพันธตอ

ไปนี้
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ถาสมการ (3.11) ไดเขียนเพื่อปมอยูภายในทั้งหมดแลว ยอมมีสมการหลายชั้น )1n( −
สมการพรอมกับอนุพันธอันดับสองที่ไมทราบคา 1n+  คา อยางไรก็ตาม โดยธรรมชาติของส
ไพลนกํ าลังสาม, อนุพันธอันดับที่สองในปมปลายสุด ( end knots ) ตางมีคาเปนศูนยหมด ฉะนั้น 
ปญหาจึงลดลงเหลือเปน 1)-n(  สมการ ซ่ึงมีตัวไมทราบคา 1)-n(  คา นอกจากนั้นขอใหสังเกตวา
ระบบของสมการจะเปนสามเสนทแยงมุม (tridiagonal) ฉะนัน้ ไมเพียงแตเปนการลดจํ านวนของ
สมการเทานั้น แตยังเปนการจัดรูปใหงายตอการแกปญหาอีกดวย

ผลลัพธที่ได สรุปไวในรูป 3.2 จะสงัเกตเห็นการปรับโคงยิ่งดีขึ้น ขณะที่เรากระทํ าจากเชิง
เสนไปเปนสมการกํ าลังสอง (Quadratic) และเปลี่ยนเปนการใชสไพลนกํ าลังสาม (cubic splines) 
นอกจากนี้  ยังไดเพิ่มโพลิโนเมียลการหาคาแทรกกํ าลังสาม (a cubic interpolating polynomial) ใน
รูป 3.2 (ค) แมสไพลนกํ าลังสามประกอบดวยอนุกรมของโคงอันดับสาม (a splines of third-order 
curves) ผลลัพธที่ไดจากการปรับโคงก็ตางไปจากการใชโพลิโนเมียลอันดับที่สาม ที่เปนเชนนี้ เนื่อง
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จากความจริงที่ธรรมชาติของสไพลนนั้น อนุพันธอันดับสองเปนศูนยที่ปมปลายสุด ขณะที่โพลิโน
เมียลกํ าลังสามไมมีเงื่อนไขเชนนั้น

3.3  การปรับโคง  ( Curve  Fitting )
บอยครั้งที่นักวิทยาศาสตร และนักวิทยาศาสตรทางสังคม  ตองการปรับโคงใหเหมาะสม

กับขอมูลจากการทดลอง  เมื่อมีขอมูลอยู 1+n  จุด ยอมสามารถใชโพลิโนเมียลการหาคาแทรก
องศา n   แตถา n  ใหญมากแลว  โพลิโนเมียลแบบนี้ก็ไมเหมาะ[19]   การที่จะใหไดผลดีกวานี้  อาจ
ท ําไดโดยการใชโพลิโนเมียลเปนขั้น ๆ ( piecewise  polynomial )  นัน่คือ  ปรับโพลิโนเมียลองศา
ตํ ่ากวาผานเซตยอยของจุดขอมูล ( data  points )  รูปแบบการปรับโคงที่คอนขางแตกตางกันออกไป  
และมีประสิทธิภาพสูงกวา คือ  least  square  ซ่ึงเปนการหาโพลิโนเมียลองศาตํ่ าที่เหมาะสมที่สุด  
ผานจุดที่กํ าหนดให

เราอาจเชื่อไดวา  ความสัมพันธระหวางตัวแปรสามารถอธิบายไดดวยความสัมพันธเชิง
ฟงกช่ัน )x(fy =  แตคาของ  y  ทีห่าไดจากการทดลองนั้น  จะผูกพันกับความผิดพลาด  (หรือ  
noise)  ฉะนั้น  ตัวแบบทางคณิตศาสตรของกรณีนี้  คือ

iii y)x(f ε+=   ,  (  n,...,,i 21=    เมื่อมีจุดสังเกตุ  n    จุด )
ในที่นี้ )x(f i  เปนคาเชิงฟงกช่ันของ y  ที่สมนัยกับคาของ ix  ทีใ่ชอยูในการทดลอง  

และ iε  เปนความผิดพลาดทางการทดลอง  ซ่ึงรวมอยูในการวัดของตัวแปร  y   ณ  จุดนั้น ๆ ดังนั้น  
ความผิดพลาดใน  y   ที่จุดสังเกตเปน iii y)x(f −=ε

ปญหาของการปรับโคง  คือการใชขาวสารของขอมูลที่สุมมาเพื่อหาโคงที่เหมาะสม  นั่น
คอื  หาฟงกช่ันเหมาะสม  )x(f   ดังนั้น  สมการ  )x(fy =  สามารถใชอธิบายความสัมพันธ 
( )y,x  โดยหวงัวา  การทํ านายที่ไดจากสมการนี้  จะไมเกิดความผิดพลาดมากเกินไป

       3.3.1  การศึกษาปญหาทั่วไป
การตอบค ําถามวาจะเลือกฟงกช่ันแบบใดนั้น ขอใหพิจารณาความเปนไปไดของวิธีตอไปนี้
ใหชุดของคาที่สังเกตมาไดมีคาเปน ( ) ( ) ( )nn y,x,...,y,x,y,x 2211  เมื่อนํ าฟงกช่ันที่

ทราบแลว  ยกเวนคาของพารามิเตอร  1+k   ตัว  คือ  ka,...,a,a 10  และสามารถแทนฟงกช่ันนี้
ดวย  ( )k10 a,...,a,ax;fy =

เราจะเลือกคาของพารามิเตอร  ซ่ึงจะใหคาความผิดพลาดที่วัด  ณ.  จุด ( )ii y,x  มีคานอยที่
สุด  และจะไดเสนอแนะวิธีการทํ าใหคาความผิดพลาดนอยสุด  ในหัวขอถัดไป

ตวัอยางของฟงกช่ันที่ใชไดแก
(1) k

k xa...xaxaxaay +++++= 3
3

2
210   (โพลิโนเมียล)
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(2) kwxcosa...wxcosawxcosay k+++= 210   (คอมบิเนชั่นของฟงกช่ันโคไซน)
(3) kwxsina...wxsinawxsinay k+++= 210   (คอมบิเนชั่นของฟงกช่ันไซน)
(4) )x(a...)x(a)x(ay kkφφφ +++= 2211
เมื่อฟงกช่ัน  )x(),...,x(),x( kφφφ 21    เปนชุดของฟงกช่ันที่เลือกขึ้นมากอน
ใน  (1)  ชุดของฟงกช่ัน  คือ  { }kx,...,x,x, 21
ในสมการ (2)  ชุดของฟงกช่ัน  คือ  { }kwxcos,...,wxcos,wxcos 2
สวนในสมการ  (3)  ชุดของฟงกช่ัน  คือ  { }kwxsin,...,wxsin,wxsin 2

สํ าหรับฟงกช่ันแบบอื่นที่นํ ามาใชในการปรับโคง ไดแก เอ็กซโพแนลเชียล  ฟงกช่ันเบสเซลโพลิโน
เมียล  Legendre  และโพลิโนเมียลเชพบิเซฟ

         3.3.2  ความผิดพลาดตํ่ าสุด
หวัขอนีจ้ะพูดถึงการเลือกฟงกช่ันที่ทํ าใหการวัดความผิดพลาดมีคานอยที่สุด  สมมติวาโคง

ที่ตองการจะปรับ  สามารถเขียนอยูในรูปเชิงเสนทั่วไป  โดยมีชุดของฟงกช่ันที่รูคาแลวเปน 
{ })x(),...,x(),x( kφφφ 21   ความผิดพลาด  1yyi −=ε   ที่ขอมูล n   จุด  ดังตอไปนี้

nnkknnn 

kk 

kk

kk 

y)x(c...)x(c)x( c
..............................................................................

y)x(c...)x(c)x( c
y)x(c...)x(c)x( c
y)x(c...)x(c)x( c

−+++=

−+++=

−+++=

−+++=

φφφε

φφφε
φφφε
φφφε

2211

333223113

222222112

111221111

ถาจํ านวนจุดของขอมูล  (data-point)  นอยกวาหรือเทากับจํ านวนพารามิเตอร  หรือ   
kn≤   แลว  ยอมทํ าใหหาคาของ  { }kc,...,c,c,c 321   ทีท่ํ าใหความผิดพลาด  iε   เปนศูนย  ถา  
kn<   แลว  จะมี { }ic   เปนค ําตอบจํ านวนที่ไมจํ ากัด  ที่ทํ าใหความผิดพลาดทั้งหมดเปนศูนย  ใน

กรณนีีไ้มสามารถหาไดครบถวน  เนื่องจากตองการขอมูลมากขึ้นอีก  จึงจะเลือกโคงไดเหมาะสม
ถา  kn >   เปนกรณีที่พบบอยในทางปฏิบัติ  ฉะนั้น  ความผิดพลาดจะไมสามารทํ าให

เปนศูนยทั้งหมด  โดยการเลือก  { }ic   มปีฏิบัติการที่เปนไปไดอยูสามวิธี  ดังตอไปนี้
(1) เลือกเซต  { }ic   ซ่ึง minimize ความผิดพลาดสมบูรณทั้งหมด นั่นคือ minimize ผล

บวก  ∑
=

n

i
i

1
ε
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(2) เลือกเซต  { }ic   ซ่ึง minimize ความผิดพลาดสมบูรณสูงสุด นั่นคือ minimize max 
{ }iε     

n,...,,i 21=
(3)   เลือกเซต  { }ic   ที่  minimize  ผลบวกกํ าลังสองของความผิดพลาด  (Sum of Square  

of  Errors)  นัน่คือ

minimize  ∑
=

=
n

i
iS

1
2ε

ปฏิบตักิาร  (1) และ (2) โดยทั่วไปแลว  ยากตอการนํ ามาใช  สวนปฏิบัติในขอ (3) นั้น นํ า
ไปสูระบบสมการเชิงเสนที่สามารถหาเซต { }ic   วธีิการเชนนี้  เรียกวาหลักของ  least square  และ
นยิมใชกันมาก

        3.3.3  วิธีของ  Least  Square   
ก ําหนดให  )x(fy =    ฉะนั้น คาที่เกิดขึ้น n   คา  ณ  nx,...,x,x,x 321    คือ

   ny,...,y,y,y 321
เราสามารถประมาณฟงกช่ันที่ไมทราบ  )x(f   ดวยโพลิโนเมียลองศา n    ถา n  มีคาตั้ง

แตส่ีขึน้ไปแลว  การหาโพลิโนเมียลรูปสมบูรณผานจุดทั้งหมด  ทํ าไดคอนขางยาก  ฉะนั้น จํ าเปน
ตองประมาณฟงกช่ัน )x(f   ดวยโพลิโนเมียลองศานอยกวา n   เชน  ประมาณฟงกช่ัน )x(f   ที่
ผานจุดสังเกตมาได  5 จุด  ดวยโพลิโนเมียลองศา 1

รูปท่ี 

หาเสน
3.4   การประมาณฟงกชันจากจุดสังเกต 5 จุด ดวยโพลิโนเมียลองศา 1
นีแ่สดงวา  จะพยายามหาเสนตรงที่ลากผานจุดทั้ง  5  จุดนี้  ซ่ึงยอมทํ าไมไดงายนัก  แตอาจ

ตรงที่ลากผานใกลจุดเหลานี้มากที่สุดเทาที่จะเปนไปได  โดยยึดหลักวา  เสนตรงใดก็ตามที่
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ผานใกลจุดทั้ง  5  จุดนี้แลว ยอมทํ าให “ผลบวกกํ าลังสองของผลตางที่แตละจุดระหวางคาที่กํ าหนด
มาใหกับคาที่เกิดจากการคํ านวณ”  หรือผลบวกกํ าลังสองของความผิดพลาดมีคานอยที่สุด  วิธีการ
เชนนี้เรียกวา  วิธีของ  Least  Square

วิธีของ  Least  Square  นี ้ อาจนํ าไปใชในการหาโคงผานจุดตาง ๆ ไดดีที่สุด  เชน  ในการ
ทดลองการวัดคาตาง ๆ อาจคลาดเคลื่อนจากความจริง

สรุปแลวปญหาของ  Least  Square  คือ  การหาคาของคาตาง ๆ กลาวคือ  ka,...,a,a,a 210  
ของโพลิโนเมียลองศา  k

k
kk xa...xaxaa)x(P ++++= 2

210
ซ่ึงผานจุดตาง ๆ n  จุด  คือ ( ) ( ) ( )nn y,x,...,y,x,y,x 2211    เมื่อ  kn >
การทํ าใหกํ าลังสองของผลตางระหวาง  )x(f   และ  )x(Pk   ณ  จุดตาง ๆ มีคานอยที่สุด

นั้น  ตองเลือกสัมประสิทธิ์  ka,...,a,a 10   ขึน้มา  เพื่อทํ าใหผลบวกของความผิดพลาดกํ าลังสองมี
คานอยที่สุด

เนือ่งจากความผิดพลาดหรือคาเบี่ยงเบน  เปนผลตางระหวางคาของ  y   ทีก่ํ าหนดขึ้น  หรือ
คาทีไ่ดจากการทดลองหรือคาที่สังเกตมาได  กับคาที่เกิดจากการคํ านวณของโพลิโนเมียลองศา  k   
ที่ nx,...,x,x,x 210   นั่นคือ

n,...,,i  ;  )x(P)x(f ikii 21=−=ε
ฉะนั้น  ความผิดพลาดกํ าลังสอง  คือ

{ }22 )x(P)x(f ikii −=ε
และผลบวกของความผิดพลาดกํ าลังสอง  คือ

[ ]
2

1

2 ∑∑
==

=
n

1i
iki

n

i
i )x(P-)x(f  ε

หรือ   ( )[ ]
2

1
1

2 ∑∑
==

==
n

1i
ik0i

n

i
i y- a..., ,a,a ;xf  S ε   

การหาคาตัวคงที่ที่ทํ าใหผลบวกของความผิดพลาดกํ าลังสอง  มีคาตํ่ าสุด  ทํ าไดโดยหา
อนุพันธยอยของ S   เทยีบพารามิเตอรแตละตัว  แลวจัดใหเทากับศูนย  ดังนี้

 0  
a
S
=

∂
∂

0

.    0  
a
S
=

∂
∂

1

0  
a
S
=

∂
∂

2
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….
….
….

0  
a
S
k
=

∂
∂

การแกสมการที่มีอยู  1+m   สมการ  เพื่อหา  ka,...,a,a 10    ทีท่ํ าใหผลบวกของความผิด
พลาดกํ าลังสองมีคาตํ่ าสุด  ชุดของสมการขางบนนั้น มีช่ือวา สมการปกติ ( normal equation )

ตอไปเปนการศึกษาถึงการนํ าโพลิโนเมียลองศาตางๆ มาประมาณฟงกช่ัน )x(f
 กรณีท่ี 1 : เมื่อ 1=k   แลว ตองหาสมการ xaay 10 +=   ซ่ึงเปนโพลิโนเมียลองศาหนึ่ง ที่ทํ าให
ความผิดพลาดกํ าลังสอง

[ ]
2

1
1∑

=
−=

n

i
ii )x(P)x(f  S      มีคาตํ่ าสุด

ถาใชวิธีของ least square แลว ตองหาคาของ 10 a,a   ทีท่ ําใหความผิดพลาดกํ าลังสองมีคา
ตํ่ าสุด ซ่ึงทํ าดังนี้

จาก  [ ] [ ]
2

10
1

2
110 ∑∑

==
−−=−=

n

1i
ii

n

i
ii xaa)f(x  )x(P)x(f)a,a(S

( ) 0         xaa)f(x2-     
a
S n

1i
ii =−−=

∂
∂

∑
=

10
0

และ ( ) 0         xaa)f(xx 2-     
a
S n

1i
iii =−−=

∂
∂

∑
=

10
1

หรือ ( ) 0         xaa)f(x
n

1i
ii =−−∑

=
10

( ) 0         xaa)f(xx 
n

1i
iii =−−∑

=
10

เมือ่หาคาผลบวก และเทอมใหมแลว สมการทั้งสองจะกลายเปน

∑∑
==

=++
n

1i
i

n

1i
i )f(x  x aa)n( 101

)x)(x(f    xaxa
n

i

n

i
i

n

1i
iii∑ ∑ ∑

= = =
=+

0 1

2
10
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เพือ่ใหการคํ านวณสะดวกยิ่งขึ้น จึงควรสรางตารางชวยคํ านวณ หลังจากนั้นใหนํ าคาที่ได
แทนลงไปในสมการปกติ  เสร็จแลวใหแกสมการหาคา 0a   และ 1a  เมื่อแทน 10 a,a  ลงในโพลิโน
เมียลองศาหนึ่ง จะไดสมการสํ าหรับปรับโคงตามตองการ

ตารางที่ 3.1  ตารางชวยคํ านวณสํ าหรับการปรับโคงดวยโพลิโนเมียลองศา 1
i ix 2

ix )x(f i )x)(x(f ii

1 1x 2
1x )x(f 1 )x)(x(f 11

2 2x 2
2x )x(f 2 )x)(x(f 22

3 3x 2
3x )x(f 3 )x)(x(f 33

. . . . .

. . . . .

. . . . .
n nx 2

nx )x(f n )x)(x(f nn

∑ ix ∑ 2
ix ∑ )x(f i ∑ )x)(x(f ii

กรณีท่ี 2 : เมื่อ 2=k   แสดงวา เราปรับโคงดวยโพลิโนเมียลองศา 2
  2

2102 xaxaa)x(P ++=   โดยลากผานขอมูลจุดไดกระชับที่สุด การหาคาของ
10 a,a   และ 2a    สามารถทํ าไดโดยวิธีของ least square

จาก   [ ]
2

1
2210 ∑

=
−=

n

i
ii )x(P)x(f)a,a,a(S

[ ]2
1

2
210∑

=
−−−=

n

i
iii xaxaa)x(f

เมือ่หาอนุพันธเทียบ 10 a,a   และ 2a

 [ ] 0    xaxaa)x(f2-     
a
S 

i
iii =−−−=

∂
∂

∑
∞

=1

2
210

0

 [ ] 0    xaxaa)x(f x 2-     
a
S n

i
iiii =−−−=

∂
∂

∑
=0

2
210

1

 [ ] 0    xaxaa)x(f x 2-    
a
S 

n

i
iii

2
i =−−−=

∂
∂

∑
=0

2
210

2
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หรือ [ ] 0    xaxaa)x(f  
n

i
iii =−−−∑

=1

2
210

[ ] 0    xaxaa)x(f x  
n

i
iiii =−−−∑

=1

2
210

[ ] 0    xaxaa)x(f x  
n

i
iii

2
i =−−−∑

=1

2
210

เมือ่แกสมการทั้งสามนี้แลว จะไดสมการปกติ ดังนี้

)f(x    xaxaa)n(
n

1i
i

n

i
i

n

i
i ∑∑∑

===
=+++

1

2

1
101

i
n

1i
i

n

1i

3
i2

n

i
i

n

i
i x)f(x    xa xaxa ∑∑∑∑

====
=++

1

2
1

1
0

2

1

3
1

1

2
0 i

n

1i
i

n

1i

4
i2

n

i
i

n

i
i x)f(x    xa xaxa ∑∑∑∑

====
=++

เพือ่ความสะดวกในการแกสมการหา 10 a,a   และ 2a   ควรสรางตารางชวยการคํ านวณดัง
ตอไปนี้

ตารางที่ 3.2  ตารางชวยคํ านวณสํ าหรับการปรับโคงดวยโพลิโนเมียลองศา 2
i ix 2

ix 3
ix 4

ix )x(f i )x)(x(f ii
2
ii x)x(f

1 1x 2
1x 3

1x 4
1x )x(f 1 )x)(x(f 11

2
11 x)x(f

2 2x 2
2x 3

2x 4
2x )x(f 2 )x)(x(f 22

2
22 x)x(f

3 3x 2
3x 3

3x 4
3x )x(f 3 )x)(x(f 33

2
33 x)x(f

4 4x 2
4x 3

4x 4
4x )x(f 4 )x)(x(f 44

2
44 x)x(f

. . . . . . . .

. . . . . . . .

. . . . . . . .
n nx 2

nx 3
nx 4

nx )x(f n )x)(x(f nn
2
nn x)x(f

∑ ix ∑ 2
ix ∑ 3

ix ∑ 4
ix ∑ )x(f i ∑ )x)(x(f ii ∑ 2

ii x)x(f
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กรณีท่ี 3 :  ถา  3=k   แสดงวาตองการลากเสนโคง หรือโพลิโนเมียลองศาสาม
  3

3
2

2103 xaxaxaa)x(P +++=   ใหผานจุด  n   จุด  เมื่อใชวิธีของ  least square แลว ตอง
หา 210 a,a,a   และ 3a   ที่ทํ าให

   [ ]
2

1
33210 ∑

=
−=

n

i
ii )x(P)x(f)a,a,a,a(S

มีคาตํ่ าสุด
การหาคาของ   210 a,a,a   และ 3a    ทํ าไดดังนี้

จาก   [ ]2
1

3
3

2
2103210 ∑

=
−−−−=

n

i
iiii xaxaxaa)x(f)a,a,a,a(S

  [ ]∑
=

−−−−−=
∂
∂ n

i
iiii xaxaxaa)x(f     

a
S

1

3
3

2
210

0
2

  [ ]∑
=

−−−−−=
∂
∂ n

i
iiiii xaxaxaa)x(fx      

a
S

1

3
3

2
210

1
2

  [ ]∑
=

−−−−−=
∂
∂ n

i
iiiii xaxaxaa)x(fx    

a
S

1

3
3

2
210

2

2
2

  [ ]∑
=

−−−−−=
∂
∂ n

i
iiiii xaxaxaa)x(fx    

a
S

1

3
3

2
210

3

3
2

เมื่อจัดให   
a
S
0∂

∂ ,  
a
S
1∂

∂ ,
2a

S
∂
∂   และ   

a
S
3∂

∂   เทากบัศูนย และจัดเทอมเสียใหม  จะไดสม

การปกติ  สํ าหรับหาคาพารามิเตอรที่ทํ าใหความผิดพลาดกํ าลังสองคานอยที่สุด  ดังนี้

∑ ∑∑ ∑∑
= == ==

=+++
n
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n
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n
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n
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)x(f       xaxaxaa
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i )x(fx     xaxaxaxa

1 11 1
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= == ==
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n
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i
i )x(fx     xaxaxaxa

1 1
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1 1
3
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2
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∑ ∑∑ ∑∑
= == ==
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n

i

n
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ii
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i

n
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n

i
ii
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i
i )x(fx     xaxaxaxa

1 1

3

1 1
3
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2

4
1

1

3
0

ถากํ าหนดให  )x(fy i=  ,  ixx =  ,  ∑ ∑
=
=

n

i 1
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แลว เมื่อเขียนสมการปกติขางบนอยูในรูปของแมตริกซ  จะมีรูปแบบดังตอไปนี้

  


















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


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
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
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











∑

∑

∑

∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑∑

yx

yx

xy
y

a
a
a
a

x     x     x     x

x     x     x     x

x     x     xx        

x     x        x     a

6543

543

43

32

3

2

3

2

1

0

2

2
0

กรณีท่ี 4 :  ถา  nk =   แลว  แสดงวาตองการลากเสนโคง
n

n0n xa...xaxaxaa  )x(P +++++= 3
3

2
21

ผานชุดของขอมูล n   จดุ ใหกระชับที่สุดนั้น การหาสมการปกติและแกสมการเพื่อหาตัว
พารามิเตอร ที่ทํ าใหความผิดพลาดกํ าลังสองมีคาตํ่ าสุด ก็ทํ าแบบเดียวกับกรณีที่ผานมา และเมื่อ
เขยีนสมการปกติ ใหอยูในรูปของแมตริกซ จะไดผลลัพธตามรูปตอไปนี้
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
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
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
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
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∑
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∑ ∑∑

∑ ∑
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+

)x(fx

...................
)x(fx

)x(fx
)x(f

a
....
a
a
a

x  x  x

......................................
x...x  x

x...x   x

x...x          n

i
n
i

ii

ii

i

n2n
i

1n
i

n
i

n
i

3
ii

n
i

2
ii

n
ii

2
2

1

0

22

1

เมื่อ  ∑   หมายถึง  ∑
=

n

i 1
การใชวิธีของ least square เทาที่กลาวมาแลวนั้น ไมจํ าเปนตองปรับโคงดวยโพลิโนเมียลก็

ได อาจปรับขอมูลที่สังเกตได  หรือโจทยใหมาดวยโคงรูปอื่น  โดยถือหลักวาจํ านวนพารามิเตอร

ของโคงที่ตองการนํ ามาปรับ ตองนอยกวา  n   เสมอ เชน อาจใชไฮเปอรโบลา
x
aa  y 0

1+=  ลาก

ผานจุด  1+n   จดุ  ฉะนั้น จึงตองหาคาของ 0a   และ 1a   ทีท่ ําใหผลบวกกํ าลังสองของความผิด
พลาดมีคานอยที่สุด นั่นคือ ตองหา 0α  และ 1α  ที่ทํ าให
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[ ]
2

10 ∑
=

−=
n

1r
rr yf  ),(S αα

       
2

∑
=

=
n

1r r

1
x

--f   α
α

          มีคานอยที่สุด
          นอกจากนั้น บางครั้งมีความจํ าเปนตองปรับขอมูล ดวยโคงที่มีลักษณะเปนเอ็กซโพแนลเชียล
หรือฟงกช่ันกํ าลัง (power function) เชน

   xAey α=    และ   naxy =

3.4  อินทีเกรช่ันเชิงตัวเลข
ปญหาทั่วไปของการอินทีเกรทเชิงตัวเลข อาจกลาวไดดังตอไปนี้ กํ าหนดเซตของจุดขอมูล 

)y ,(x..., ),y ,(x ),y ,x( nn110o  ของฟงกช่ัน )x(fy =  ที่ไมทราบ )x(f  แนชัด[20]  สํ าหรับ
การคํ านวณคาของอินทีกรัลจํ ากัดเขต

ydx  I b
a∫= (3.13)

กท็ ําไดเชนเดียวกับกรณีของการหาอนุพันธเชิงตัวเลข คือตองแทน )x(f  ดวยโพลิโนเมี
ยล หาคาแทรก )x(φ แลวท ําการอินทีเกรทหาคาประมาณของอินทีกรัลจํ ากัดเขต ดังนั้นสูตรการ
อินทเีกรทแบบตาง ๆ อาจหาไดโดยข้ึนอยูกับการใชสูตรการหาคาแทรกสูตรใดสูตรหนึ่งในหัวขอนี้   
ขัน้แรกจะหาสูตรทั่ว ๆ ไปของการอินทีเกรทเชิงตัวเลข โดยใชสูตรของนิวตันแบบ forward

.ในชวง [ ]b,a  ถูกแบงออกเปน n  ชวงเทาๆ กัน  ซ่ึง
b   x...xxx    a n21o =<<<=

ฉะนั้น อินทีกรัลจะกลายเปน
ydx    I n

o
x
x∫=

เมื่อประมาณ  y  ดวยสูตรของนิวตัน forward (Newton's difference formula) แลวจะได

dx...y
!

))(uu(uy
!

)u(uyuy  I  oo
x
x

n
o 



 +

−−
+

−
++∫= 0

3
0

2

3
21

2
1

∆∆∆

เนื่องจาก  hdu dx  ,uhxx o =+=  ฉะนั้น อินทีกรัลขางบนจะกลายเปน
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[
]dx...y

4!
3)-2)(u-1)(uu(u           

y
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)2u)(1u(uy
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1)u(uyuyh    I

o

3
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n
o

+
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+

−−
+

−
++∫=

4

00
2

∆

∆∆∆

เมือ่ทํ าใหงายแลวจะได

[

]...
!
ynnn            

!
ynnynny  hydx 

o

o
oo

x

x

n

o

+







+−+









−++=∫

34

2232
3

23
4

2232

∆

∆
∆

(3.14)

สมการ (3.14) นี้เรียกวา general quadrature formula หรือ general formula จากสูตรทั่วไปนี้ 
สามารถหาสูตรการอินทีเกรทรูปตาง ๆ กันได โดยแทน

... 1,2,3,    n =

       3.4.1  กฎ Trapezoidal
แทน 1   n =  ลงในสมการ (3.14) และไมคิดเทอมความแตกตางที่มีอันดับสองและสูงกวา

∫
+





 +=

hx

x
oo

o

o

yy hydx ∆
2
1

          



 −

+=
2

yyyh o
o

1

          




 +

=
2

yyh o 1

ท ํานองเดียวกัน

∫
+

+ 



 +=

hx

hx

o

o

yy hydx 
2

11 2
1
∆

       




 +

=
2

yyh 21

-----------------------------------------
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∫
+

−+





 +

=
nhx

hnx

nn-o

o

yy  hydx  
1

1
2

บวกอนิทีกรัลเหลานี้เขาดวยกันจะได

( ) ( )[ ]∫ ++++++=
n

o

x

x
n-no y...yyyyyh  ydx  13212

2
(3.15)

นี้คือกฏของ Trapezoidal
นยัสํ าคัญเชิงเรขาคณิตของกฎนี้ คือ โคง )x(fy = จะถกูแทนดวยเสนตรง n เสนเชื่อม

ระหวาง  ),y(x oo  กับ ),y(x 11   ; ),y(x 11  กับ ),y(x 22 ),y,...,(x n-n- 11 กับ )y,x( nn  แลวพื้นที่ที่
ถูกลอมรอบดวยโคง  ),x(fy =  เสนตั้งที่ oxx = และ nxx =  และแกน x  จะมีคาประมาณเทา
กับผลบวกของพื้นที่ของ n  trapezium

ความผิดพลาดของสูตร trapezoidal สามารถหาไดดวยวิธีดังตอไปนี้

ให )x(fy =  เปนฟงกช่ันตอเนื่อง และมีอนุพันธตอเนื่องในชวง [ ]n,xx0 เมื่อกระจาย 
y  ออกเปนอนุกรมเทยเลอรรอบ  0xx =  จะได

dx....y)x(x)yx(xy  ydx  
x

x

x

x
∫ ∫ 








+″

−
+′−+=

1

0

1

0
0

2
0

000 2

...y
!

hy
!

h  hy +″+′+= 0
3

3
0

2

0 32
        (3.16)

แต   ...y
!

hy
!

hhy  y       yy h +′′′+″+′+== + 0

3

0

2

0001 32

   ∴ [ ] 







+′′′+″+′+=+ ...yhyhhyyh          yyh      0

3

0

2

0010 6222

 ...yhyhyhhy +′′′+″+′+= 0

4

0

3

0

2

0 1242
         (3.17)
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จากสมการ (3.16) และ (3.17) จะได

[ ] ...yh  -  yyhydx
x

x
+″=+−∫ 0

3
10 12

1
2

1

0

(3.18)

ซ่ึงเปนความผิดพลาดในชวง [ ]10 ,xx โดยการกระทํ าในลักษณะเดียวกัน  จะไดความผิด
พลาดในชวงยอยที่เหลือ กลาวคือ  [ ][ ] ... ,,xx,,xx 3221  และ[ ]nn- ,xx 1  ดงันั้นจะได

[ ]110
3

12
1

−′′++′′+′′= ny...yyh  -E  (3.19)

เมื่อ E   เปนความผิดพลาดทั้งหมด สมมติวา  )x(y ′′   เปนคาใหญที่สุดของ n  ปริมาณ
ทางดานขวามือของสมการ (3.19) ดงันั้น จะได

)x(ynh  E  ′′≈ 3

12
1

    )x(yh(b-a)  - ′′= 2

12
          (3.20)

เมื่อ a)-(b    nh =

       3.4.2  กฎของ Simpson

กฎนีห้าไดโดยการแทน 2n = ลงในสมการ (3.14) นัน้คือโดยแทนที่โคงดวย  arc
2
n ของ

โพลิโนเมียลองศาสองหรือพาราโบลา

∫
+





 +−+−+=

hx

x
)yy(y)-/()y(yy  hydx  

2

012010
0

0

2
2

23822

           )yy(yh  210 4
3

++=

ท ํานองเดียวกัน
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∫
+

+
++=

hx

hx
)yy(yh  ydx  

4

2
432

0

0

4
3

------------------------------

∫
+

+
++=

nhx

)h(n-x
nn-n- )yy(yh  ydx  

0

0 2
12 4

3

เมื่อ  n   เปนเลขคู
เมือ่บวกอินทีกรัลเหลานี้เขาดวยกัน จะได

[ ]∫
+

+++++++++=
nhx

x
n-n-n )y...y(y)y...y(y)y(yh  ydx  

0

0
2421310 24

3
นี้คือสูตรของ Simpson's one third หรือบางทีเรียกงาย ๆ วา กฎ simpson จะสงัเกตเห็นวา

กฎนีต้องการการแบงพิสัยทั้งหมดออกเปนชวงยอย ๆ ที่มีความกวาง  h   จํ านวนคู
สํ าหรับความผิดพลาดที่เกิดขึ้นทั้งหมด คือ

)x(yh
180

a)-(b-    E )iv(4=

เมื่อ  )x(y )iv(  เปนคาใหญที่สุด ของอนุพันธอันดับที่ส่ี

รูปท่ี 3.5  การอินทีเกรทเชิงตัวเลขดวยวิธีการของ Simpson
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       3.4.3  กฎของ Simpson สามสวนแปด (three-eight)
สูตรนี้หาไดจากการแทน 3    n =  ลงในสมการ (3.14) และไมคิดเทอมที่มีความแตกตางตั้ง

แตอันดับสูงกวาสามขึ้นไป  ดังนั้น

 ∫
+





 −+−++++++=

hx

x
)yyy(y)yy(y)y(yy  hydx  

3

0123012010
0

0

33
8
32

4
9

2
93

        [ ]3210 33
8

3 yyyyh  +++=

ท ํานองเดียวกัน

)yyy(yh     ydx
hx

hx
6543

6

3
33

8
30

0

+++=∫
+

+

------------------------------------
เมือ่บวกพื้นที่ยอยทั้งหมดภายในชวง 0x กับ nx เมื่อ n  เปน multiple ของสามจะได

[
] )y...y(y                   

)y...yyy(y)y(yh     ydx

n-

n-n

nhx

x

363

154210

2

3
8

30

0

++++

+++++++=∫
+

นี้คือสูตรของ Simpson สามสวนแปด
เมือ่พิจารณาสูตรนี้เปนสองเทาตัวแลว  จะได

[ ]∫ ++++++=
6

0
3542160 23

8
3 u)uuu(u)u(uh  dx  ux

ในทีน่ี ้  ไมไดคิดเทอมที่มีความแตกตาง อันสูงกวาสามขึ้นไป ซ่ึงเทากับเราไดสมมติวา y
เปนโพลิโนเมียลองศาสาม นั้นคือ y  มีรูปเปน  dcxbxax    y 23 +++=

         3.4.4  กฎของ Weddle   
แทน  6n =  ลงในสมการ(3.14) และไมคิดเทอมความแตกตางตั้งแตอันดับสูงกวาหกแลว  

เราจะได
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[

]0
6

0
5

0
4

0
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0
2
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6

140
41
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33

10
1232427186

0

0

yy                 

yyyyy  h  ydx
hx

x

∆∆

∆∆∆∆

++

++++=∫
+

ถาแทนเทอมสุดทายดวย  0y6

10
3
∆  แลว ยอมผิดพลาดไป 0

6

140
yh

∆ ซ่ึงสามารถตัดทิ้งได  

ถาคาของ  h   นอย  โดยการสมมติเชนนี้  เราจะแทนเทอมสุดทายดวย  0
6

10
3 y∆

ฉะนั้น

[ ]6543210

6
565

10
30

0

yyyyyyyh    ydx
hx

x
++++++=∫

+

ท ํานองเดียวกัน

[ ]1211109876

12

6
565

10
30

0

yyyyyyyh    ydx
hx

hx
++++++=∫

+

+

-----------------------------------------------------

[ ]nn-n-n-n-n-n-

nhx

)h(nx
yyyyyyyh    ydx ++++++=∫

+

−+
123456

6
565

10
30

0

ถา  n  เปน multiple ของ 6
เมือ่บวกพื้นที่ยอยเขาดวยกัน จะได

          [ ]...yyyyyyyyyh    ydx
nhx

x
+++++++++=∫

+

876543210 52565
10
30

0

  นี้คือสูตรของ Weddle ทีม่ีความแมนยํ าสูงกวากฎของ Simpson  แตวาตองใชคาของฟงกช่ั
นอยางนอยเจ็ดคา และในที่นี้เราไดสมมติวา

gfxexdxcxbx  axy  ++++++= 23456

ฉะนั้น ถา  )x(f  เปนโพลิโนเมียลองศาหาหรือตํ่ ากวาแลวกฎของ  Weddle กจ็ะใหผล
ลัพธถูกตอง
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       3.4.5  ความผิดพลาดในสูตรการหาอินทิเกรทแบบ Trapezoidal และ Simpson
            3.4.5.1  ความผิดพลาดในสูตรของ Trapezoidal

การหาพื้นที่จากการใชสูตร Trapezoidal เปนเพียงการหาพื้นที่โดยถือวา ฟงกช่ันที่ตองการ
พืน้ทีเ่ปนเสนตรง แตถาฟงกช่ันที่ตองการหาพื้นที่ไมใชเสนตรง ยอมเกิดความผิดพลาด  สวนความ
ผิดพลาดจะมากนอยเพียงใดนั้น จะไดวิเคราะหตอไป

ถาตองการหาพื้นที่ดวยสูตรของ Trapezoidal จากฟงกช่ัน f(x)  y=  ในชวง 1−ix  กับ ix

โดยแบงเปนชวงยอย ๆ  ซ่ึงกวาง 
n

a-b  h=   เมื่อ n  เปนจํ านวนชองที่ตองการแบง ( )b,a   ซ่ึงเปน

ลิมิตสวนบนและลางตามลํ าดับ
เนื่องจากคาที่ถูกตองของพื้นที่ใตโคง f(x) y =  ในชวง 1−ix  ถึง ix หาไดจาก

)x(F)F(x    f(x)dx    I ii

x

x
i

i

1-i
1−−== ∫ (3.21)

สวนคาพื้นที่คํ านวณไดจากการใชสูตร Trapezoidal  คือ

[ ])x(f)x(f
2
h    A i1i += −

ฉะนัน้ ความผิดพลาดในการหาพื้นที่เมื่อใชสูตร Trapezoidal รูปที่ i   คือ

iii IA    E −= (3.22)

ถาใชอนุกรม Taylor กระจาย )x(f 1i−  รอบจุด ix x = จะได
2)x(x 

2!
)x(F)xx)(x(f)f(x    )x(f i1-i

i
i1-iii1-i −

′′′
+−′+=

   3)xx(
3!

)x(f
i1-i

i −
′′′

+            (3.23)

ฉะนั้น

  ...)h(
2!

)x(f)h)(x(f)f(x      )x(f i
ii1-i +−

′′
+−′+= 2

     ...
3!

)x(fh
2!

)x(fh)x(fh)f(x   i
3

i
2

ii +
′′′

−
′′

+′−=            (3.24)

เมื่อ  1-ii xx    h −=   หรือ  i1-i xx    h- −=
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แทน  )x(f 1i−   ลงยัง

[ ])x(f)x(f
2
h    A i1-ii +=

จะได









+

′′′
−

′′
+′−= )x(f

3!
h)x(f

2!
h)x(fh)x(f)x(f

2
h    A i

3
i

2
i

iii









+

′′′
−

′′
+′−= ...

3!
h)x(f

2!
h)x(fh)x(f)x(f2

2
h        

3
i

2
i

ii           (3.25)

และเมื่อกระจาย  )x(F 1-i   รอบจุด  ix    x =   จะได

...)xx(
3!

)x(F)xx(
2!

)x(F)xx)(x(F)F(x    )x(F i1-i
i

i1-i
i

i1-iii1-i +−
′′′

+−
′′

+−′+= 32

...
3!

h)x(F
2!

h)x(Fh)x(F)F(x                
3

i
2

i
ii +

′′′
−

′′
+′+=           (3.26)

แทน (3.26) ลงยัง (3.21) จะได

)x(F)F(x       I      1-iii +=








 ′′′
−

′′
+′−−=

3!
h)x(f

2!
h)x(Fh)x(F)x(F)F(x  

3
i

2
i

iii

3!
h)x(F

2!
h)x(Fh)(xF  

3
i

2
i

i
′′′

+
′′

−′=           (3.27)

เนื่องจาก  )x(F  ไดมาจากการอินทีเกรทฟงกช่ัน  )x(f  ฉะนั้น
(x)F      )x(f ′=

(x)F      )x(f ′′=′
(x)F      )x(f ′′′=′′

.

.

.

ดังนั้น  สมการ (3.27) จะกลายเปน
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...
3!

h)x(f
2!

)h(xf-)hf(x    I
3

i
2

i
ii +

′′
+

′
= (3.28)

แทน (3.25) และ (3.28)    ลงยังสมการ (3.22) จะได
iii I-A    E =

     







+

⋅
′′

+
′

= ...
2!2

h)x(f
2!

)h(xf-)hf(x  
3

i
2

i
i

      







+

′′
+

′ ...
3!

h)x(f
2!

)h(xf-)hf(x   -
3

i
2

i
i

     +
′′

−
′′

=
6

h)x(f
4

)h(xf  
3

i
3

i เทอมที่มี h  กํ าลังสูงกวาขึ้นไป

     +′′




 −= 3

i h)x(f
6
1

4
1   เทอมที่มีกํ าลังสูงกวา

     +′′= 3
i h)x(f

12
1 เทอมที่มีกํ าลังสูงกวา

ถา  h  มีคานอยแลว ยอมสามารถตัดเทอมที่มีกํ าลังสูงกวา  4h   ทิ้งได  ดังนั้น

)x(f
12
h    E i

3

i ′′=

)x(fh
n

ab
12
1  i

2 ′′




 −

=

เนือ่งจากความผิดพลาดที่เกิดจากการหาพื้นที่ ตามวิธีของ Trapezoidal ณ รูปที่ i  สามารถ
ประมาณได  โดยสมมติให

  M    )x(f ≤′′ สํ าหรับ x  ทุก ๆ คาในพิสัย  b  x       a ≤≤

แลว M
12
h    E

3

i ≤

เมือ่รวมความผิดพลาดของพื้นที่ทั้งหมด  n  รูป เขาดวยกันจะไดความผิดพลาดทั้งหมดเปน

M
12
nh    E

3

i ≤

    M
12
hnh  

2
=

    M
12
ha)-(b  

2
=
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ดงันัน้ ความผิดพลาดที่เกิดจากการใชสูตร Trapezoidal  ยอมเปนปฏิภาคโดยตรงกับ 2h

            3.4.5.2  ความผิดพลาดจากการใชสูตร Simpson   
กอนทีจ่ะศึกษาความผิดพลาดที่เกิดจากการใชสูตรของ Simpson เศษหนึ่งสวนสามขอใหดู

ตวัอยางการอินทีเกรท

0
4

4
3     x    dxx  A  

h

h

h

-h
=








==

−
∫

และถาใชสูตร  Simpson จะได

[ ]210 4
3

fffh  A  ++=

   [ ]333 04
3

(h))(h)(h  ++−−=

   0  =
นีแ่สดงวาการหาพื้นที่ตามวิธีของ Simpson  ยอมมีความถูกตองเมื่อสมการที่ตองการหาพื้น

ที่เปนสมการกํ าลังสาม (cubic) เทานั้น  การหาความผิดพลาดจากการใชสูตรของ Simpson ขอใหดู
รูปที่ 3.6   ซ่ึงแบงชวง ( )b,a  ออกเปนชวงยอย ๆ เทากัน  n   ชวง

รูปท่ี 3.6  การหาความผิดพลาดตามวิธีการของ Simpson

ถาหาพื้นที่ดวยสูตรของ  Simpson  ทีแ่บงเปนสองชวง คือ จาก 1i-x   ถึง ix  และจาก ix
ถึง 1+ix  ความผิดพลาดที่เกิดจากการหาพื้นที่ในชวงทั้งสอง  คือ

iii I  A  E −=
เมื่อ  iA   เปนพื้นที่ซ่ึงหาจากสูตรของ  Simpson หรือ
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[ ])f(x)f(x)f(xh    A iii-i 11 4
3 +++= (3.29)

สวน iI  เปนพื้นที่จริงซึ่งหาไดจากการอินทีเกรทฟงกช่ัน   f(x)y  =  จาก 1i-x  ถึง 1+ix
หรือ

))-F(x  F(x  f(x)dx    I i-i
x

x
i

i

i-
11

1

1
+== ∫

+
(3.30)

ถาใชอนุกรม Taylor กระจาย )f(xi-1  รอบจุด  i  xx  =  จะได

...)x(x
!

)(xf)x(x
!

)(xf                                       

)-x)(x(xf)-  f(x)  f(x

ii
i

ii
i

ii-iii-

+−
′′′

+−
′′

+

′=

−−
3

1
2

1

11

32
หรือ

!
)h(xf

!
)h(xf)x(f)-h  f(x)  f(x ii

iii- 32

32

1
′′′

+
′′

+′=   (3.31)

และถากระจาย  )f(xi 1+  ดวยอนุกรม Taylor รอบจุด  i  xx  =  จะได

...)x(x
!

)(xf)x(x
!

)(xf                    

)x(x
!

)(xf)-x)(x(xf)  f(x)  f(x

ii
i

)(

ii
i

ii
i

iiiii

+−+−
′′′

+

−
′′

+′+=

++

+++

4
1

4
3

1

2
111

43

2

หรือ

...
!

)h(xf
!
)h(xf)h(xf)  f(x)  f(x ii

iii +
′′′

+
′′

+′+=+ 32

32

1 (3.32)

แทน (3.31)  และ  (3.32)  ยังสมการ ( 3.29 )

    [ ])f(x)f(x)f(xh          A iii-i 11 4
3 +++=

จะได
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      







++

′′
+= ...

!
)h(xf

!
)h(xf)f(xh       A i

)(
i

ii 4
2

2
26

3

442

   ...
!

)h(xf
!

)h(xf)hf(x   i
)(

i
i +

⋅
+

′′
+=

43
2

3
22

543
          (3.33)

ตอไปทํ าสมการ (3.30) ใหอยูในรูปกระทัดรัดยิ่งขึ้น  ดวยการใชอนุกรม  Taylor กระจาย  
)F(xi-1 รอบจุด  i  xx  =  ซ่ึงจะได

...)x(x
!

)(xF)x(x
!

)(xF                    

)x(x
!

)(xF)-x)(x(xF)  F(x)  F(x

ii
i

)(

ii
i

ii-
i

ii-iii-

+−+−
′′′

+

−
′′

+′+=

−−
4

1

4
3

1

2
111

43

2

...
!

)h(xF                   

!
)h(xF

!
)h(xF)h(xF)  F(x  

i
)(

ii
ii

++

′′′
+

′′
+′−=

4

32
44

32

        (3.34)

ท ํานองเดียวกัน  ถากระจาย  )F(xi 1+  รอบ  i  xx  =   จะได

...
!

)h(xF
!

)h(xF                   

!
)h(xF

!
)h(xF)h(xF)  F(x)  F(x

i
)(

i
)(

ii
iii

+++

′′′
+

′′
+′+=+

54

32
5544

32

1
         (3.35)

ดังนั้น )F(x)  F(x  I i-ii 11 −= +  จะกลายเปน

...
!

)h(xF
!

)h(xF)h(xF    I i
)(

i
ii ++

′′′
+′=

5
2

3
22

553
          (3.36)

เนื่องจาก
  f(x)(x)  F =′

(x)f  (x)  F ′=′′
(x)f  (x)  F ′′=′′′
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 (x)f  (x)  F )( ′′′=4

.

.

.

ฉะนั้น สมการ (3.36) จะกลายเปน

...
!

)h(xf
!

)h(xf)hf(x    I i
)(

i
ii ++

′′
+=

5
2

3
22

543
(3.37)

เมื่อแทน  iA   และ  iI   ลงยังสมการ
iii I  A  E −=

จะได









++

′′
+









+

⋅
+

′′
+=

...
!

)h(xf
!

)hx(f)hf(x-          

...
!

)h(xf
!

)hx(f)hf(x    E

i
)(

i
i

i
)(

i
ii

5
2

3
22

43
2

3
22

543

543

       +−
⋅

=
!

)h(xf
!

)h(xf  i
)(

i
)(

5
2

43
2 5454

 เทอมที่มี h  กํ าลังสูงกวา 7

ถา h  มีคานอยแลว  ก็สามารถตัดเทอมที่ 7h  และสูงกวาทิ้งไปได  ดังนั้น  ความผิดพลาดที่
เกดิจากการคํ านวณหาพื้นที่ของรูปเหล่ียมที่  i   คือ

5454

90
1

5
2

43
2 )h(xf    

!!
)h(x  f  E i

)(
i

)(
i =−

⋅
≈

ถาให   M  )(xf i
)( ≤4

แลว Mh    Ei 90

5
≤

ถาชวงการหาพื้นที่เร่ิมจาก a  ถึง b   แบงชวง  (a,b)  ออกเปน n  ชวงยอยๆ เทากันและ
ระยะหางระหวาง  ordinate เทากับ h  แลว  แสดงวาไดมีการหาพื้นที่ของฟงกช่ันในชวง (a,b)  เทา
กับ  2n   คร้ัง
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ดังนั้น Mhn    E
902

5
⋅≤

      Mhnh  
902

4

×
≤

      Mh(b-a)  4

180
≤

นีแ่สดงวา  ความผิดพลาดที่เกิดจากการใชกฎของ Simpson เปนปฏิภาคโดยตรงกับ 4h   

       3.4.6  รอมเบอรกอินทีเกรชั่น (Romberg integration)
วธีิทีใ่ชหาคาประมาณของอินทีกรัลจํ ากัดเขตกันอยางกวางขวางอีกวิธีหนึ่ง  คือ  Romberg 

integration วธีินีป้ระกอบดวยกระบวนการหาคาแทรก ที่เร่ิมตนจากกฎของ Trapezoidal นั่นคือ

∫ ∑
=

++=
b

a

m-

j
j )f(xf(b)f(a)h  f(x)dx  

1

1
2

2

เมื่อ    (b-a)/mh  =  และ jh  ax  +=  และเปนที่ทราบกันดีแลววา  ความผิดพลาด
จากการลดเทอม (truncation error) จะลดลงขณะที่คาของ m  เพิ่มขึ้น  และการเพิ่มของ m  จะมี
ลักษณะเปน

        m  k-12= เมื่อ  , ...,n, ,   k  321=
เมื่อ  n  เปนเลขจํ านวนเต็มบวก คาของ h  ในกระบวนการนี้ตองลดลงในลักษณะของ

12k-k
b-a    h =    เมื่อ   , ...,n, ,   k  321=

เพือ่ความสะดวก  จะเขียนผลลัพธประมาณของอินทีกรัลเปน  1k,R ซ่ึง

[ ]f(b)f(a)h    R , +=
2
1

11

[ ])hf(af(b)f(a)h    R , 2
2

12 2
2

+++=

{ }[ ])hf(a)hf(a)hf(af(b)f(a)h    R , 333
3

13 322
2

+++++++=

โดยทั่วไปแลว  สามารถเขียนเทอมเหลานี้อยูในรูป

∑
=

−− −++=
22

1
11111 50

2
1 k-

i
k-k, kk, ))h.(i(f(a)hR    R

เมื่อ  , ...,n,   k  32=
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ความสัมพันธนี้สามารถใชเรงความเร็วของการคํ านวณ 1k,R  แตละตัว  แมวาขณะที่ k  เพิ่ม
ขึน้ ความเที่ยงตรงของ 1k,R จะเพิม่ขึ้นดวยก็ตาม แตวาการลูเขาสูคาที่ถูกตองของอินทีกรัลชา  การ
เรงกระบวนการลูเขาใหเร็วยิ่งขึ้น อาจใชการหาคาแทรกของ Richardson

12
2

12
111

12

−
−

= −
)(j-

, j-ii, j-
)(j-

ij 
RR

    R

สํ าหรับ   , ..., i,    j , ...,n  ;,   i  2132 ==
ดังนั้น  ผลลัพธประมาณของวิธี Romberg โดยทัว่ไปเขียนอยูในรูปของสามเหลี่ยมตอไปนี้
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โดยเปนการแสดงวาเทอมแนวเสนทแยงมุมเขาสูคาของอินทีกรัลไดรวดเร็วกวาเทอม 1n, R  
ปกตแิลวในการหาคาประมาณตามวิธีของ Romberge มกัจะด ําเนินการกระทํ าซํ้ าชนตารางไปจนได
คาในแตละแถว ซ่ึงเกิดผลตางระหวาง  n, nR  กับ  11 , n-n-R   นอยกวาคาความผิดพลาดที่ตั้งไว

       3.4.7  สูตรของ Newton-Cotes
สูตรที่เปนโพลิโนเมียลอันดับหนึ่งหรือสองที่เคยเห็นมา อาจขยายใหเปนโพลิโนเมียล

อันดับสูงกวา (higher-order)  ผลลัพธที่อยูในรูปทั่ว ๆ ไปคือ

∫ ∑
=

++=
b

a

n

i

(k)k
ii (x*)fhCfWh  Cf(x)dx  

0

1
10

เมื่อ n  เปนจํ านวนของแถบยอย,  k  เปนอันดับของโพลิโนเมียลที่ใช, *x  เปนจุดบางจุด
อยูภายในชวง  [ ] (x*),  fa, b (k)  เปนอนุพันธอันดับที่ k  ของฟงกช่ัน )x(f  ซ่ึงหาคาที่ *x  และ 
h  เปนความกวางของชวงขอมูล สัมประสิทธิ์  10 , CC  และ iW  ไดแสดงไวในตารางที่ 3.3
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ในแตละแถวของตาราง 3.3 แทนไซเคิลของแถบ (strip) k  รวมทั้งจุด pivotal 1)k( +  จุด 
เพือ่ใหไดโพลิโนเมียลอันดับที่ k  ถาการใชขอมูลนี้กับปญหาที่มีไซเคิล  (cycle)  มากกวาหนึ่ง
(เชน 2=k  และ 6=n ) แลว สัมประสิทธิ์ที่ไดจะเกิดจากการนํ าคาปลายมาบวกกัน ซ่ึงคาถวงนํ้ า
หนกัจะซอนกัน (overlap) ดังตารางที่ 3.4

ตารางที่ 3.3  สัมประสิทธิ์สํ าหรับสูตรของ Newton - Cotes
k 0C 0W 1W 2W 3W 4W 5W 6W 7W 8W 1C
1 2

1 1 1
12
1

2 3
1 1 4 1

90
1

3 8
3 1 3 3 1

80
3

−

4 45
2 7 32 12 32 7

945
8

−

5 288
5 19 75 50 50 75 19

12096
275

−

6 140
1 41 216 27 272 27 216 41

1400
9

−

7 17280
7 751 3577 1323 2989 2989 1323 3577 751

518400
8183

−

8 14175
4 989 5888 -928 10946 -4540 10946 -928 5888 989

467775
2368

−

ตารางที่ 3.4  ลํ าดับการพิจารณาคาถวงนํ้ าหนักที่มีการซอนกัน
0W 1W 2W 3W 4W 5W 6W

1 4 1
1 4 1

1 4 1
sum 1 4 2 4 2 4 2

ดงันั้น จะได

[ ]∫ +++++++=
b

a

)( (x*)fhCyyyyyyyh  f(x)dx  23
16543210 42424

3

ซ่ึงสอดคลองกับผลลัพธที่ไดเคยเสนอไว สํ าหรับเทอมสุดทายในสูตรของ Newton-Cotes 
คือ (x*)fhC (k)k 1

1
+
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เปนเทอมทีบ่อกขนาดของความผิดพลาดที่เกิดจากการประมาณคา  และจะเห็นไดชัดเจนวา  
ขณะที่ h  มีคานอยลงแลว 1+kh  จะยิง่นอยมากขึ้น แตยังตองคํ านึงถึง เนื่องจากความผิดพลาดนั้น
ยอมขึ้นอยูกับ (x*)f (k)  ดวยเหมือนกันเพราะมีบางฟงกช่ันที่อนุพันธอันดับสูงของมันมีคาสูงมาก  
ฉะนัน้ ฟงกช่ันเหลานี้ความผิดพลาดอาจจะไมลดลง เมื่อเพิ่มคาของ k

3.5  บทสรุป
การน ําระเบียบวิธีเชิงตัวเลขมาใชในการวิเคราะหขอมูลที่ไดจากการทดสอบ

ร

โ
ท ําง

 เปน
ขอมลูจากการทดสอบ การประมาณคาระหวาง ผลลพัธที่ไดจากการ
ูปท่ี 3.7  อัลกอรทิมึของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชในการวิเคราะหระบบไฟฟาแสงอาทิตย

ดยการนํ ารูปแบบ และวิธีการของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขขางตนไปใชงาน สํ าหรับจํ าลองการ
าน และการวิเคราะหระบบไฟฟาแสงอาทิตยในหัวขอตางๆ เชน
- นํ าไปใชในการวิเคราะหดานการจายพลังงานของระบบไฟฟาแสงอาทิตย เมื่อมีรูปแบบ

การตดิตั้ง และมุมเอียงในการติดตั้งที่มีลักษณตางกัน
- วิเคราะหถึงการเปลี่ยนจุดกํ าลังสูงสุดและการดึงพลังงานสูงสุดของระบบฯ เมื่อมีการตอ

รวมเซลลแสงอาทิตยทั้งแบบอนุกรม และขนาน
- ชวยในการออกแบบหาปริมาณการจายกระแสของระบบฯ  สํ าหรับโหลดที่มีการใชงาน

ตอเนื่อง
- การพิจารณาปริมาณกระแสขณะดํ าเนินการ อัดประจุ และปลอยประจุของแบตเตอรี่ใน

ระบบไฟฟาแสงอาทิตย  เพื่อการวิเคราะหเปรียบเทียบคา
ตน

คณุลกัษณะเฉพาะของ
เซลลแสงอาทิตย

และการแทนกลุมขอมูล
ดวยเสนทีเ่หมาะสม

การอินทรเิกรท
เชงิตวัเลข

วเิคราะหและจะนําไปใช
งานตอไป


