
บทที่ 3
การวเิคราะหระบบไฟฟาแสงอาทิตยดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข

3.1  กลาวนํ า
การออกแบบระบบไฟฟาแสงอาทิตยสํ าหรับโหลดที่มีการใชงานอยางตอเนื่อง  พบปญหาเมื่อมี

การใชงานระบบเปนระยะยาว  ไมสามารถทํ างานเปนไปตามที่ไดออกแบบไว  ทางผูวิจัยหาวิธีการ
หรือเครื่องมือที่จะมาแกไข หรือลดปญหาขางตนใหนอยลงในระดับที่ยอมรับได(ทํ าใหการใชงาน
ในระยะยาว สํ าหรับโหลดที่ทํ างานอยางตอเนื่องนั้นมี สมรรถนะและความนาเชื่อถือไดสูงกวา)จาก
การศึกษาหาเครื่องมือและรูปแบบวิธีการในการแกปญหาพบวา ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข(Numerical  
Method) นั้นสามารถใชงานในการแกปญหาดังกลาวและยังตอบสนองตอการใชงานทางดาน
วศิวกรรมไดเปนอยางดีอีกดวย[15]

3.2  การหาคาแทรกแบบสไพลน (Spline Interpolation)
เปนที่ทราบกันวา โพลิโนเมียลอันดับที่ n  ใชสํ าหรับหาคาแทรกระหวางขอมูล 1+n  จดุ ตัว

อยางเชน เมื่อขอมูลมีทั้งหมดแปดจุดแลว ยอมสามารถหาโพลิโนเมียลอันดับที่เจ็ด  ซ่ึงวกเวียนไป
มาผานจุดทุกจุด[16]  อยางไรก็ตามอาจมีกรณีที่ฟงกช่ันเหลานี้นํ าไปสูขอผิดพลาดได  การศึกษาอีก
วธีิหนึง่คือ  การประยุกตโพลิโนเมียลอันดับตํ่ ากวาตอเซตยอย (Subset)  ของจุดขอมูล (data points) 
โพลิโนเมียลเชื่อมตอแบบนี้ คือ สไพลน ฟงกช่ัน (Spline functions) ตวัอยางเชน  โคงอันดับที่สาม
ใชเชื่อมตอจุดขอมูลแตละคูนั้น เราเรียกวา สไพลนกํ าลังสาม (Cubic splines)  ฟงกช่ันเหลานี้มีคุณ
สมบตัิพิเศษคือ ทํ าใหการเชื่อมตอระหวางสมการกํ าลังสาม (Cubic equations)  เรียบ  เมื่อดูผิวเผิน
แลวจะเหน็วาการประมาณของสไพลนอันดับที่สามนั้นดอยกวาการใชโพลิโนเมียลอันดับที่เจ็ด รูป 
3.1 แสดงถงึสถานะที่สไพลนกระทํ าไดดีกวาโพลิโนเมียลอันดับสูงกวา นี่เปนกรณีที่ฟงกช่ันเรียบ 
แตวาไดมีการเปลี่ยนแปลงอยางฉับพลัน ณ บริเวณที่สนใจ )x( 0=   โดยรูป 3.1 (ก) ถึงรูป 3.1(ค) 
แสดงถงึวาโพลิโนเมียลอันดับสูงกวา มีการแกวงอยางมากในอาณาบริเวณของการเปลี่ยนแปลงฉับ
พลันในทางตรงขาม สไพลนก็เชื่อมจุดดวยเหมือนกัน แตวาไดถูกจํ ากัดแคการเปลี่ยนแปลงอันดับ
สามเทานัน้ ฉะนั้น การแกวงจึงไดมีนอยมากดวยเหตุนี้ สไพลนจึงใชประมาณพฤติกรรมของฟงก
ช่ันไดดีกวา
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รูปท่ี 3.1  สถานะที่สไพ
การเพิ่มขึ้นฉับพลันที่  

เมื่อพิจารณารูป
แกวงของโพลิโนเมียลก
กบัมีการเคลื่อนไปอยา
รับไดดีกวา

       3.2.1  สไพลนเชิงเ
การเชือ่มตอระ

ของจุดขอมูลที่ใหอันด
ลนดีกวา โพลิโนเมียลการหาคาแทรกอันดับสูงกวาฟงกช่ันไดรับการปรับที่
)x( 0=

 3.1(ก) ถึงรูป 3.1 (ค) จะพบวาการเปลี่ยนแปลงอยางฉับพลัน กอใหเกิดการ
ารหาคาแทรก ตรงกันขามเนื่องจากการจํ ากัดเพียงโคงอันดับที่สาม พรอม
งสมํ่ าเสมอแลว สไพลนกํ าลังสาม (cubic spline) (ง) ใหการประมาณที่ยอม

สน (Linear Splines)
หวางจุดสองจุดที่งายที่สุด คือ เสนตรงสไพลนอันดับที่หนึ่ง สํ าหรับกลุม
ับ [17] อาจนยิามเปนเซตของฟงกช่ันเชิงเสนเชื่อมตอจุด ดังนี้
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สมการเหลานี้ อาจใชหาคาของฟงกช่ันที่จุดใดๆระหวาง 0x และ nx  โดยระบุตํ าแหนงที่จุด

อยูภายในชวง แลวใชสมการที่เหมาะสมหาคาของฟงกช่ันภายในชวง วิธีนี้จะเหมือนกับการหาคา
แทรกเชิงเสน

ขอเสียเปรียบของสไพลนอันดับที่หนึ่งคือ โคงที่ยังไมเรียบพอ นอกจากนั้นที่จุดขอมูลที่
สองสไพลนพบกัน (เรียกวา knot) ความชนัจะเปลี่ยนแปลงอยางฉับพลัน ปกติอนุพันธของฟงกช่ัน
จะไมตอเนื่องที่จุดนี้ ขอบกพรองนี้สามารถเอาชนะโดยการใชสไพลนโพลิโนเมียลที่มีอันดับสูงกวา 
ซ่ึงจะประกันไดวา ความเรียบที่ปม (knot) เทากับอนุพันธที่จุดเหลานี้

       3.2.2  สไพลนกํ าลังสอง (Quadratic Splines)
เพือ่ยืนยันวาอนุพันธอันดับที่  m  มคีวามตอเนื่องที่ปม (knot) จะตองใชสไพลนอยางนอย

อันดับที่  1+m   โพลิโนเมียลอันดับที่สาม หรือสไพลนกํ าลังสาม (cubic splines) ทีย่นืยันความตอ
เนื่องของอนุพันธที่หนึ่งและที่สอง ไดใชกันมากทางปฏิบัติ แมวาอนุพันธอันดับสามและสูงกวา 
อาจไมตอเนื่องเมื่อใชสไพลนกํ าลังสามก็ตาม แตก็ไมอาจตรวจจับดวยตาได และมักจะไมคํ านึงถึง

แมวาไดพาดพิงถึงที่มาของสไพลนกํ าลังสามอยูดวยก็ตาม แตจะขอนํ าไปกลาวไวในลํ าดับ
ถัดไป  ในที่นี้จะไดพูดถึงแนวความคิดของการหาคาแทรกแบบสไพลน (Spline interpolation) โดย
ใชโพลิโนเมียลอันดับที่สอง สไพลนกํ าลังสอง (quadratic splines) เหลานี้ ตางมีอนุพันธอันดับตอ
เนื่องที่จุดปม (knot) แมวาสไพลนกํ าลังสองจะไมรับประกันการเทากันของอนุพันธอันดับที่สองที่
จดุปมก็ตาม แตก็ใหขั้นปฏิบัติการที่ดีสํ าหรับการพัฒนาสไพลนอันดับสูงกวา

จุดประสงคของสไพลนกํ าลังสอง คือ การหาโพลิโนเมียลอันดับที่สองสํ าหรับแตละชวง
ระหวางจุดขอมูล โพลิโนเมียลสํ าหรับแตละชวงสามารถแทนดวยรูปทั่วๆไป ดังนี้

iiii cxbxa        )x(f ++= 2 (3.1)
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รูปท่ี 3.2  สไพ
ก)  ส
ข)  ส
ค)  ส

รูปที่ 
. ,2, ,1 0  i( =

c  ) ทีต่องคํ าน
ทราบ เงื่อนไข

(1) ค
ลนการปรับชุดของขอมูลส่ีจุด
ไพลนเชิงเสน
ไพลนกํ าลังสอง (Quadratic Splines)
ไพลนกํ าลังสามพรอมกับโพลิโนเมียลการหาคาแทรกกํ าลังสาม

3.3 ไดแสดงกราฟของฟงกช่ันเหลานี้ ไวในแตละชวงถามีขอมูล 1n+  จุด 
n).., แลวจะมี n   ชวง ฉะนั้น จะมีตัวคงที่ไมทราบคา ( unknown Constant : b,a  และ 
วณอยู n3  ตวั ดังนั้นยอมมี n3   สมการ หรือเงื่อนไขที่ตองการสํ าหรับหาคาตัวไม
ที่จํ าเปนเหลานี้ มีดังนี้
าของฟงกช่ันตองเทากับที่จุดปมภายใน เงื่อนไขนี้สามารถแทนดวย

   )f(x        cxbxa 1-iiiiii =++ −−−−− 111
2

11 (3.2)
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)x(f      cxbxa iiiiii 11
2

1 −−− =++  (3.3)

  สํ าหรับ  2i =   ถึง  n
เนือ่งจากใชเพียงจุดปมเทานั้น ฉะนั้นสมการ (3.2) และ (3.3) แตละสมการจะมีเงื่อนไขอยู 

1n−  เงือ่นไข เมื่อรวมกันจะไดเทากับ 2-2n เงื่อนไข
(2)  ฟงกช่ันที่หนึ่งและฟงกช่ันสุดทายตองผานจุดปลายสุด ( endpoints ) ฉะนั้น ตองมีเงื่อน

ไขเพิ่มเติมอีก 2 เงื่อนไข คือ

 )f(x        cxbxa 0=++ 101
2
01  (3.4)

)f(x        cxbxa nnnnnn =++2  (3.5)

ฉะนัน้ จะมีทั้งหมดเทากับ 2n    22-2n =+  เงื่อนไข
(3)  อนพุนัธที่หนึ่งที่จุดปมภายใน ( interior knots ) ตองเทากัน อนุพันธที่หนึ่งของสมการ

cbkax        )x(f 2 ++=
คือ b2ax        )x(f +=′
ฉะนั้น เงื่อนไขทั่วๆไป คือ

iiii1-i bx2a        b2a +=+ −1 (3.6)

เมื่อ    2i = ถึง  n
เงื่อนไขนี้ทํ าใหมีเงื่อนไขอื่นอีก 1n−  เงื่อนไข ฉะนั้น เงื่อนไขทั้งหมดเทากับ 

1-3n1-n2n =+  เพราะวา  มีตัวไมทราบคา 3n คา ฉะนั้น จึงลดไปไดหนึ่งเงื่อนไข
จากรูปจะเห็นวามี  n  ชวงและจุดขอมูล 1n+  จดุ ในรูปนี้ เปนตัวอยางในกรณีที่ 3n=

และจะตองทํ าการเลือกโดยไมเจาะจง เพื่อใหการคํ านวณตัวคงที่บรรลุผล แมวามีจํ านวนการเลือกที่
แตกตางกันสามารถทํ าได

(4)  สมมตุวิาอนุพันธคร้ังที่สองเทากับศูนย  ณ  จุดที่หนึ่ง เพราะวาอนุพันธอันดับที่สอง 
สมการ (3.1) เทากับ i2a เงือ่นไขนี้สามารถเขียนใหอยูในรูปคณิตศาสตร เปน

0      a =1 (3.7)

ความหมายของเงื่อนไขนี้คือ สองจุดแรกจะตอกันดวยเสนตรง
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รูปท่ี 3.

อยูสอง

นัน้ จะไ

        3.2

ระหวาง

ทราบค
3  การหาสไพลนกํ าลังสอง (quadratic splines) ในกรณีที่ 3n=

การปรับโคงโดยสไพลนทั้งหมด ไดแสดงไวในรูป 3.2 (ข) จะสังเกตเห็นวา มีขอบกพรอง
อยางที่ลดลงจากการปรับโคงดวยสไพลนเชิงเสน  คือ

(1) เสนตรงที่เชื่อมตอระหวางสองจุดแรก
(2) สไพลนกํ าลังชวงสุดทาย ดูเหมือนจะสูงเกินไป แตสไพลนกํ าลังสามที่จะพูดถึงตอไป
มมขีอบกพรองเหลานี้ ดวยเหตุนี้จึงเปนวิธีที่ดีกวาสํ าหรับการหาคาแทรกแบบสไพลน

.3  สไพลนกํ าลังสาม (Cubic Splines)
จุดประสงคของสไพลนกํ าลังสาม คือ การหาโพลิโนเมียลอันดับสามสํ าหรับแตละชวง
ปม ( knot ) [18] รูปตอไปนี้

iii
3

ii dxcxbxa    )x(f +++= 2 (3.8)

ดงันั้น สํ าหรับจุดขอมูล 1n+  จุด n) ..., 0,1,2,i( =  แลว ยอมมี n  ชวง และมีตัวคงที่ไม
า 4n  ตวัที่ตองการหา และเงื่อนไข 4n  งื่อนไข ที่ตองการสํ าหรับหาตัวไมทราบคา มีดังนี้
1. คาของฟงกช่ันตองเทากันที่ปมภายใน ( interior knots ) จ ํานวน 2)-2n(  เงื่อนไข
2. ฟงกช่ันที่หนึ่งและฟงกช่ันสุดทาย ตองผานจุดปลาย (มีสองเงื่อนไข)
3. อนพุันธคร้ังที่หนึ่งที่ปมภายใน (interior knots) ตองเทากัน (มี 1-n เงื่อนไข)
4. อนพุันธคร้ังที่สองที่จุดปมภายในตองเทากัน (มี 1n−  เงื่อนไข)
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5. อนพุันธอันดับที่สอง ที่จุดปมปลายจุด ( end knots ) มคีาเปนศูนย (มีอยู 2 เงื่อนไข)
การแปรความหมายของเงื่อนไขทั้งหาที่เห็นได คือ ฟงกช่ันจะกลายเปนเสนตรงที่จุดปม

ปลายสุด ( end knots ) ขอก ําหนดของเงื่อนไข ณ จุดปลายเชนนี้ นํ าไปสูคํ าวา สไพลนธรรมชาติ ที่
ใหช่ือแบบนี้ก็เพราะวา สไพลนวาดรูป ( drafting spline ) มีพฤติกรรมตามธรรมชาติแบบนี้  ถาคา
ของอนพุันธอันดับที่สองที่จุดปมปลายสุดไมเปนศูนย (นั่นคือมีความโคงบาง) ขอมูลนี้อาจใชเพื่อ
จดัใหมีเงื่อนไขจํ าเปนสองเงื่อนไข

เงือ่นไขหาแบบขางบนเปนผลใหมีสมการทั้งหมด 4n  สมการ สํ าหรับหาตัวสัมประสิทธิ์ 
4n  คา ดวยเหตุนี้ยอมเปนไปไดในการพัฒนาสไพลนกํ าลังสามรูปแบบนี้ ฉะนั้น จะไดเสนอเทคนิค
อีกแบบหนึ่งที่ตองการ คํ าตอบของสมการ 1-n  สมการเทานั้น แมวาที่มาของวิธีนี้จะคอนขางตรง
ไปตรงมานอยกวาสไพลนกํ าลังสองก็ตาม แตไดผลคุมคา

ที่มาของสไพลนกํ าลังสาม (Cubic Splines) ขัน้แรกในการหา (derivation) นัน้ ขึ้นอยูกับขอ
สังเกตุที่ปมแตละคูไดตอกันดวยเสนโคงกํ าลังสาม (cubic) ฉะนัน้ อนุพันธอันดับที่สองภายในแต
ละชวง จึงเปนเสนตรง อาจทํ าการหาอนุพันธสมการ(3.8)  เพื่อพิสูจนขอสังเกตนี้บนพื้นฐาน
อนุพันธอันดับสองสามารถแทนดวยโพลิโนเมียลการหาคาแทรกอันดับที่หนึ่ง (the first-order 
Lagrange interpolating polynomial)
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เมื่อ )x(fi ′′ เปนคาของอนุพันธอันดับสองที่จุด x  ใดๆภายในชวงที่ i  ดังนั้น สมการนี้เปน
เสนตรงที่เชื่อมตออนุพันธอันดับสองที่ปมที่หนึ่ง (first knot)  )x(f i 1−′′   กับอนุพันธอันดับสองที่
ปมที่สอง )x(f i′′  ตอไป เมื่ออินทีเกรทสมการ (3.9) สองครั้ง จะไดนิพจนของ )x(f i  อยางไรก็
ตาม นิพจนนี้ยังคงมีตัวคงที่ไมทราบคาจากการอินทีเกรทอยูสองคา ตัวคงที่เหลานี้สามารถหาได
โดยการใชเงื่อนไขการเทากันของฟงกช่ัน กลาวคือ  )x(f  ตองเทากับ )x(f i 1−  ที่ 1−ix  และ 

)x(f  ตองเทากับ )x(f i  ที่ ix จากการหาคาเหลานี้ จะไดสมการกํ าลังสาม (cubic equation) ดังนี้

3
1

3

1

1 )xx(
)x-6(x

)x(f)xx(
)xx(6
)x(f          )x(f i

1-ii

i
i

ii

i
i −

−

− −
′′

+−
′′

=

)xx(
6

)xx)(x(f
xx

)x(f
i

iii

ii

i −






 −′′
−

−
+ −−

−

− 11

1

1

)xx(
6

)xx)(x(f
xx

)x(f
i

iii

ii

i
1

1

1
−

−

−
−







 −′′
−

−
+ (3.10)



95

จะเห็นวาความสัมพันธนี้เปนนิพจนที่สลับซับซอนมาก สํ าหรับสไพลนกํ าลังสาม (cubic 
splines) สํ าหรับชวงที่ i  ยิง่กวาสมการ (3.8) อยางไรก็ตาม จะพบวาสมการนี้มีสัมประสิทธิ์ไมทราบ
คาเพยีงสองตัวเทานั้น กลาวคือ อนุพันธอันดับสองที่จุดเริ่มตน และจุดปลายสุดของชวง นั่นคือ 

)x(f i 1−′′  และ  )x(f i′′
ดงันั้น ถาสามารถหาคาอนุพันธไดถูกตองที่แตละปม ( knot ) แลวสมการ (3.10) คือ โพลิ

โนเมยีลอันดับสามที่สามารถใชหาคาแทรกภายในชวงได
อนุพันธอันดับสองสามารถหาไดจากการใชเงื่อนไขที่วา อนุพันธอันดับหนึ่งที่ปมตองมี

ความตอเนื่อง กลาวคือ

)x(f    )x(f iii =′−1 (3.11)

เราสามารถหาอนุพันธของสมการ(3.10) เพื่ออนุพันธอันดับที่หนึ่ง ถาทํ าเชนนี้ทั้งที่ชวง 
1)i( =  และ )i(  แลวจัดผลลัพธที่ไดทั้งสองใหเทากัน ตามสมการ(3.11)  จะไดความสัมพันธตอ

ไปนี้

)x(f )xx()x(f )x2(x)x(f)xx( iiiii1iiii 11111 ++−+−− ′′−+′′−+′′−

[ ])x(f)x(f
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−
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+

1

[ ])x(f)x(f
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6   ii
ii
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−
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−

1
1

        (3.12)

ถาสมการ (3.11) ไดเขียนเพื่อปมอยูภายในทั้งหมดแลว ยอมมีสมการหลายชั้น )1n( −
สมการพรอมกับอนุพันธอันดับสองที่ไมทราบคา 1n+  คา อยางไรก็ตาม โดยธรรมชาติของส
ไพลนกํ าลังสาม, อนุพันธอันดับที่สองในปมปลายสุด ( end knots ) ตางมีคาเปนศูนยหมด ฉะนั้น 
ปญหาจึงลดลงเหลือเปน 1)-n(  สมการ ซ่ึงมีตัวไมทราบคา 1)-n(  คา นอกจากนั้นขอใหสังเกตวา
ระบบของสมการจะเปนสามเสนทแยงมุม (tridiagonal) ฉะนัน้ ไมเพียงแตเปนการลดจํ านวนของ
สมการเทานั้น แตยังเปนการจัดรูปใหงายตอการแกปญหาอีกดวย

ผลลัพธที่ได สรุปไวในรูป 3.2 จะสงัเกตเห็นการปรับโคงยิ่งดีขึ้น ขณะที่เรากระทํ าจากเชิง
เสนไปเปนสมการกํ าลังสอง (Quadratic) และเปลี่ยนเปนการใชสไพลนกํ าลังสาม (cubic splines) 
นอกจากนี้  ยังไดเพิ่มโพลิโนเมียลการหาคาแทรกกํ าลังสาม (a cubic interpolating polynomial) ใน
รูป 3.2 (ค) แมสไพลนกํ าลังสามประกอบดวยอนุกรมของโคงอันดับสาม (a splines of third-order 
curves) ผลลัพธที่ไดจากการปรับโคงก็ตางไปจากการใชโพลิโนเมียลอันดับที่สาม ที่เปนเชนนี้ เนื่อง
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จากความจริงที่ธรรมชาติของสไพลนนั้น อนุพันธอันดับสองเปนศูนยที่ปมปลายสุด ขณะที่โพลิโน
เมียลกํ าลังสามไมมีเงื่อนไขเชนนั้น

3.3  การปรับโคง  ( Curve  Fitting )
บอยครั้งที่นักวิทยาศาสตร และนักวิทยาศาสตรทางสังคม  ตองการปรับโคงใหเหมาะสม

กับขอมูลจากการทดลอง  เมื่อมีขอมูลอยู 1+n  จุด ยอมสามารถใชโพลิโนเมียลการหาคาแทรก
องศา n   แตถา n  ใหญมากแลว  โพลิโนเมียลแบบนี้ก็ไมเหมาะ[19]   การที่จะใหไดผลดีกวานี้  อาจ
ท ําไดโดยการใชโพลิโนเมียลเปนขั้น ๆ ( piecewise  polynomial )  นัน่คือ  ปรับโพลิโนเมียลองศา
ตํ ่ากวาผานเซตยอยของจุดขอมูล ( data  points )  รูปแบบการปรับโคงที่คอนขางแตกตางกันออกไป  
และมีประสิทธิภาพสูงกวา คือ  least  square  ซ่ึงเปนการหาโพลิโนเมียลองศาตํ่ าที่เหมาะสมที่สุด  
ผานจุดที่กํ าหนดให

เราอาจเชื่อไดวา  ความสัมพันธระหวางตัวแปรสามารถอธิบายไดดวยความสัมพันธเชิง
ฟงกช่ัน )x(fy =  แตคาของ  y  ทีห่าไดจากการทดลองนั้น  จะผูกพันกับความผิดพลาด  (หรือ  
noise)  ฉะนั้น  ตัวแบบทางคณิตศาสตรของกรณีนี้  คือ

iii y)x(f ε+=   ,  (  n,...,,i 21=    เมื่อมีจุดสังเกตุ  n    จุด )
ในที่นี้ )x(f i  เปนคาเชิงฟงกช่ันของ y  ที่สมนัยกับคาของ ix  ทีใ่ชอยูในการทดลอง  

และ iε  เปนความผิดพลาดทางการทดลอง  ซ่ึงรวมอยูในการวัดของตัวแปร  y   ณ  จุดนั้น ๆ ดังนั้น  
ความผิดพลาดใน  y   ที่จุดสังเกตเปน iii y)x(f −=ε

ปญหาของการปรับโคง  คือการใชขาวสารของขอมูลที่สุมมาเพื่อหาโคงที่เหมาะสม  นั่น
คอื  หาฟงกช่ันเหมาะสม  )x(f   ดังนั้น  สมการ  )x(fy =  สามารถใชอธิบายความสัมพันธ 
( )y,x  โดยหวงัวา  การทํ านายที่ไดจากสมการนี้  จะไมเกิดความผิดพลาดมากเกินไป

       3.3.1  การศึกษาปญหาทั่วไป
การตอบค ําถามวาจะเลือกฟงกช่ันแบบใดนั้น ขอใหพิจารณาความเปนไปไดของวิธีตอไปนี้
ใหชุดของคาที่สังเกตมาไดมีคาเปน ( ) ( ) ( )nn y,x,...,y,x,y,x 2211  เมื่อนํ าฟงกช่ันที่

ทราบแลว  ยกเวนคาของพารามิเตอร  1+k   ตัว  คือ  ka,...,a,a 10  และสามารถแทนฟงกช่ันนี้
ดวย  ( )k10 a,...,a,ax;fy =

เราจะเลือกคาของพารามิเตอร  ซ่ึงจะใหคาความผิดพลาดที่วัด  ณ.  จุด ( )ii y,x  มีคานอยที่
สุด  และจะไดเสนอแนะวิธีการทํ าใหคาความผิดพลาดนอยสุด  ในหัวขอถัดไป

ตวัอยางของฟงกช่ันที่ใชไดแก
(1) k

k xa...xaxaxaay +++++= 3
3

2
210   (โพลิโนเมียล)
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(2) kwxcosa...wxcosawxcosay k+++= 210   (คอมบิเนชั่นของฟงกช่ันโคไซน)
(3) kwxsina...wxsinawxsinay k+++= 210   (คอมบิเนชั่นของฟงกช่ันไซน)
(4) )x(a...)x(a)x(ay kkφφφ +++= 2211
เมื่อฟงกช่ัน  )x(),...,x(),x( kφφφ 21    เปนชุดของฟงกช่ันที่เลือกขึ้นมากอน
ใน  (1)  ชุดของฟงกช่ัน  คือ  { }kx,...,x,x, 21
ในสมการ (2)  ชุดของฟงกช่ัน  คือ  { }kwxcos,...,wxcos,wxcos 2
สวนในสมการ  (3)  ชุดของฟงกช่ัน  คือ  { }kwxsin,...,wxsin,wxsin 2

สํ าหรับฟงกช่ันแบบอื่นที่นํ ามาใชในการปรับโคง ไดแก เอ็กซโพแนลเชียล  ฟงกช่ันเบสเซลโพลิโน
เมียล  Legendre  และโพลิโนเมียลเชพบิเซฟ

         3.3.2  ความผิดพลาดตํ่ าสุด
หวัขอนีจ้ะพูดถึงการเลือกฟงกช่ันที่ทํ าใหการวัดความผิดพลาดมีคานอยที่สุด  สมมติวาโคง

ที่ตองการจะปรับ  สามารถเขียนอยูในรูปเชิงเสนทั่วไป  โดยมีชุดของฟงกช่ันที่รูคาแลวเปน 
{ })x(),...,x(),x( kφφφ 21   ความผิดพลาด  1yyi −=ε   ที่ขอมูล n   จุด  ดังตอไปนี้

nnkknnn 

kk 

kk

kk 

y)x(c...)x(c)x( c
..............................................................................

y)x(c...)x(c)x( c
y)x(c...)x(c)x( c
y)x(c...)x(c)x( c

−+++=

−+++=

−+++=

−+++=

φφφε

φφφε
φφφε
φφφε

2211

333223113

222222112

111221111

ถาจํ านวนจุดของขอมูล  (data-point)  นอยกวาหรือเทากับจํ านวนพารามิเตอร  หรือ   
kn≤   แลว  ยอมทํ าใหหาคาของ  { }kc,...,c,c,c 321   ทีท่ํ าใหความผิดพลาด  iε   เปนศูนย  ถา  
kn<   แลว  จะมี { }ic   เปนค ําตอบจํ านวนที่ไมจํ ากัด  ที่ทํ าใหความผิดพลาดทั้งหมดเปนศูนย  ใน

กรณนีีไ้มสามารถหาไดครบถวน  เนื่องจากตองการขอมูลมากขึ้นอีก  จึงจะเลือกโคงไดเหมาะสม
ถา  kn >   เปนกรณีที่พบบอยในทางปฏิบัติ  ฉะนั้น  ความผิดพลาดจะไมสามารทํ าให

เปนศูนยทั้งหมด  โดยการเลือก  { }ic   มปีฏิบัติการที่เปนไปไดอยูสามวิธี  ดังตอไปนี้
(1) เลือกเซต  { }ic   ซ่ึง minimize ความผิดพลาดสมบูรณทั้งหมด นั่นคือ minimize ผล

บวก  ∑
=

n

i
i

1
ε
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(2) เลือกเซต  { }ic   ซ่ึง minimize ความผิดพลาดสมบูรณสูงสุด นั่นคือ minimize max 
{ }iε     

n,...,,i 21=
(3)   เลือกเซต  { }ic   ที่  minimize  ผลบวกกํ าลังสองของความผิดพลาด  (Sum of Square  

of  Errors)  นัน่คือ

minimize  ∑
=

=
n

i
iS

1
2ε

ปฏิบตักิาร  (1) และ (2) โดยทั่วไปแลว  ยากตอการนํ ามาใช  สวนปฏิบัติในขอ (3) นั้น นํ า
ไปสูระบบสมการเชิงเสนที่สามารถหาเซต { }ic   วธีิการเชนนี้  เรียกวาหลักของ  least square  และ
นยิมใชกันมาก

        3.3.3  วิธีของ  Least  Square   
ก ําหนดให  )x(fy =    ฉะนั้น คาที่เกิดขึ้น n   คา  ณ  nx,...,x,x,x 321    คือ

   ny,...,y,y,y 321
เราสามารถประมาณฟงกช่ันที่ไมทราบ  )x(f   ดวยโพลิโนเมียลองศา n    ถา n  มีคาตั้ง

แตส่ีขึน้ไปแลว  การหาโพลิโนเมียลรูปสมบูรณผานจุดทั้งหมด  ทํ าไดคอนขางยาก  ฉะนั้น จํ าเปน
ตองประมาณฟงกช่ัน )x(f   ดวยโพลิโนเมียลองศานอยกวา n   เชน  ประมาณฟงกช่ัน )x(f   ที่
ผานจุดสังเกตมาได  5 จุด  ดวยโพลิโนเมียลองศา 1

รูปท่ี 

หาเสน
3.4   การประมาณฟงกชันจากจุดสังเกต 5 จุด ดวยโพลิโนเมียลองศา 1
นีแ่สดงวา  จะพยายามหาเสนตรงที่ลากผานจุดทั้ง  5  จุดนี้  ซ่ึงยอมทํ าไมไดงายนัก  แตอาจ

ตรงที่ลากผานใกลจุดเหลานี้มากที่สุดเทาที่จะเปนไปได  โดยยึดหลักวา  เสนตรงใดก็ตามที่
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ผานใกลจุดทั้ง  5  จุดนี้แลว ยอมทํ าให “ผลบวกกํ าลังสองของผลตางที่แตละจุดระหวางคาที่กํ าหนด
มาใหกับคาที่เกิดจากการคํ านวณ”  หรือผลบวกกํ าลังสองของความผิดพลาดมีคานอยที่สุด  วิธีการ
เชนนี้เรียกวา  วิธีของ  Least  Square

วิธีของ  Least  Square  นี ้ อาจนํ าไปใชในการหาโคงผานจุดตาง ๆ ไดดีที่สุด  เชน  ในการ
ทดลองการวัดคาตาง ๆ อาจคลาดเคลื่อนจากความจริง

สรุปแลวปญหาของ  Least  Square  คือ  การหาคาของคาตาง ๆ กลาวคือ  ka,...,a,a,a 210  
ของโพลิโนเมียลองศา  k

k
kk xa...xaxaa)x(P ++++= 2

210
ซ่ึงผานจุดตาง ๆ n  จุด  คือ ( ) ( ) ( )nn y,x,...,y,x,y,x 2211    เมื่อ  kn >
การทํ าใหกํ าลังสองของผลตางระหวาง  )x(f   และ  )x(Pk   ณ  จุดตาง ๆ มีคานอยที่สุด

นั้น  ตองเลือกสัมประสิทธิ์  ka,...,a,a 10   ขึน้มา  เพื่อทํ าใหผลบวกของความผิดพลาดกํ าลังสองมี
คานอยที่สุด

เนือ่งจากความผิดพลาดหรือคาเบี่ยงเบน  เปนผลตางระหวางคาของ  y   ทีก่ํ าหนดขึ้น  หรือ
คาทีไ่ดจากการทดลองหรือคาที่สังเกตมาได  กับคาที่เกิดจากการคํ านวณของโพลิโนเมียลองศา  k   
ที่ nx,...,x,x,x 210   นั่นคือ

n,...,,i  ;  )x(P)x(f ikii 21=−=ε
ฉะนั้น  ความผิดพลาดกํ าลังสอง  คือ

{ }22 )x(P)x(f ikii −=ε
และผลบวกของความผิดพลาดกํ าลังสอง  คือ

[ ]
2

1

2 ∑∑
==

=
n

1i
iki

n

i
i )x(P-)x(f  ε

หรือ   ( )[ ]
2

1
1

2 ∑∑
==

==
n

1i
ik0i

n

i
i y- a..., ,a,a ;xf  S ε   

การหาคาตัวคงที่ที่ทํ าใหผลบวกของความผิดพลาดกํ าลังสอง  มีคาตํ่ าสุด  ทํ าไดโดยหา
อนุพันธยอยของ S   เทยีบพารามิเตอรแตละตัว  แลวจัดใหเทากับศูนย  ดังนี้

 0  
a
S
=

∂
∂

0

.    0  
a
S
=

∂
∂

1

0  
a
S
=

∂
∂

2
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….
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0  
a
S
k
=

∂
∂

การแกสมการที่มีอยู  1+m   สมการ  เพื่อหา  ka,...,a,a 10    ทีท่ํ าใหผลบวกของความผิด
พลาดกํ าลังสองมีคาตํ่ าสุด  ชุดของสมการขางบนนั้น มีช่ือวา สมการปกติ ( normal equation )

ตอไปเปนการศึกษาถึงการนํ าโพลิโนเมียลองศาตางๆ มาประมาณฟงกช่ัน )x(f
 กรณีท่ี 1 : เมื่อ 1=k   แลว ตองหาสมการ xaay 10 +=   ซ่ึงเปนโพลิโนเมียลองศาหนึ่ง ที่ทํ าให
ความผิดพลาดกํ าลังสอง

[ ]
2

1
1∑

=
−=

n

i
ii )x(P)x(f  S      มีคาตํ่ าสุด

ถาใชวิธีของ least square แลว ตองหาคาของ 10 a,a   ทีท่ ําใหความผิดพลาดกํ าลังสองมีคา
ตํ่ าสุด ซ่ึงทํ าดังนี้

จาก  [ ] [ ]
2

10
1

2
110 ∑∑

==
−−=−=

n

1i
ii

n

i
ii xaa)f(x  )x(P)x(f)a,a(S

( ) 0         xaa)f(x2-     
a
S n

1i
ii =−−=

∂
∂

∑
=

10
0

และ ( ) 0         xaa)f(xx 2-     
a
S n

1i
iii =−−=

∂
∂

∑
=

10
1

หรือ ( ) 0         xaa)f(x
n

1i
ii =−−∑

=
10

( ) 0         xaa)f(xx 
n

1i
iii =−−∑

=
10

เมือ่หาคาผลบวก และเทอมใหมแลว สมการทั้งสองจะกลายเปน
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เพือ่ใหการคํ านวณสะดวกยิ่งขึ้น จึงควรสรางตารางชวยคํ านวณ หลังจากนั้นใหนํ าคาที่ได
แทนลงไปในสมการปกติ  เสร็จแลวใหแกสมการหาคา 0a   และ 1a  เมื่อแทน 10 a,a  ลงในโพลิโน
เมียลองศาหนึ่ง จะไดสมการสํ าหรับปรับโคงตามตองการ

ตารางที่ 3.1  ตารางชวยคํ านวณสํ าหรับการปรับโคงดวยโพลิโนเมียลองศา 1
i ix 2

ix )x(f i )x)(x(f ii

1 1x 2
1x )x(f 1 )x)(x(f 11

2 2x 2
2x )x(f 2 )x)(x(f 22

3 3x 2
3x )x(f 3 )x)(x(f 33

. . . . .

. . . . .

. . . . .
n nx 2

nx )x(f n )x)(x(f nn

∑ ix ∑ 2
ix ∑ )x(f i ∑ )x)(x(f ii

กรณีท่ี 2 : เมื่อ 2=k   แสดงวา เราปรับโคงดวยโพลิโนเมียลองศา 2
  2

2102 xaxaa)x(P ++=   โดยลากผานขอมูลจุดไดกระชับที่สุด การหาคาของ
10 a,a   และ 2a    สามารถทํ าไดโดยวิธีของ least square

จาก   [ ]
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1
2210 ∑

=
−=

n

i
ii )x(P)x(f)a,a,a(S

[ ]2
1

2
210∑

=
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n

i
iii xaxaa)x(f

เมือ่หาอนุพันธเทียบ 10 a,a   และ 2a

 [ ] 0    xaxaa)x(f2-     
a
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หรือ [ ] 0    xaxaa)x(f  
n

i
iii =−−−∑

=1

2
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[ ] 0    xaxaa)x(f x  
n

i
iiii =−−−∑
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2
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[ ] 0    xaxaa)x(f x  
n

i
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2
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=1

2
210

เมือ่แกสมการทั้งสามนี้แลว จะไดสมการปกติ ดังนี้
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เพือ่ความสะดวกในการแกสมการหา 10 a,a   และ 2a   ควรสรางตารางชวยการคํ านวณดัง
ตอไปนี้

ตารางที่ 3.2  ตารางชวยคํ านวณสํ าหรับการปรับโคงดวยโพลิโนเมียลองศา 2
i ix 2

ix 3
ix 4

ix )x(f i )x)(x(f ii
2
ii x)x(f

1 1x 2
1x 3

1x 4
1x )x(f 1 )x)(x(f 11

2
11 x)x(f

2 2x 2
2x 3

2x 4
2x )x(f 2 )x)(x(f 22

2
22 x)x(f

3 3x 2
3x 3

3x 4
3x )x(f 3 )x)(x(f 33

2
33 x)x(f

4 4x 2
4x 3

4x 4
4x )x(f 4 )x)(x(f 44

2
44 x)x(f

. . . . . . . .

. . . . . . . .

. . . . . . . .
n nx 2

nx 3
nx 4

nx )x(f n )x)(x(f nn
2
nn x)x(f

∑ ix ∑ 2
ix ∑ 3

ix ∑ 4
ix ∑ )x(f i ∑ )x)(x(f ii ∑ 2

ii x)x(f
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กรณีท่ี 3 :  ถา  3=k   แสดงวาตองการลากเสนโคง หรือโพลิโนเมียลองศาสาม
  3

3
2

2103 xaxaxaa)x(P +++=   ใหผานจุด  n   จุด  เมื่อใชวิธีของ  least square แลว ตอง
หา 210 a,a,a   และ 3a   ที่ทํ าให

   [ ]
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1
33210 ∑

=
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n

i
ii )x(P)x(f)a,a,a,a(S

มีคาตํ่ าสุด
การหาคาของ   210 a,a,a   และ 3a    ทํ าไดดังนี้
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เมื่อจัดให   
a
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∂ ,
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S
∂
∂   และ   

a
S
3∂

∂   เทากบัศูนย และจัดเทอมเสียใหม  จะไดสม

การปกติ  สํ าหรับหาคาพารามิเตอรที่ทํ าใหความผิดพลาดกํ าลังสองคานอยที่สุด  ดังนี้
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แลว เมื่อเขียนสมการปกติขางบนอยูในรูปของแมตริกซ  จะมีรูปแบบดังตอไปนี้
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กรณีท่ี 4 :  ถา  nk =   แลว  แสดงวาตองการลากเสนโคง
n

n0n xa...xaxaxaa  )x(P +++++= 3
3

2
21

ผานชุดของขอมูล n   จดุ ใหกระชับที่สุดนั้น การหาสมการปกติและแกสมการเพื่อหาตัว
พารามิเตอร ที่ทํ าใหความผิดพลาดกํ าลังสองมีคาตํ่ าสุด ก็ทํ าแบบเดียวกับกรณีที่ผานมา และเมื่อ
เขยีนสมการปกติ ใหอยูในรูปของแมตริกซ จะไดผลลัพธตามรูปตอไปนี้
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ii

2
2

1

0

22

1

เมื่อ  ∑   หมายถึง  ∑
=

n

i 1
การใชวิธีของ least square เทาที่กลาวมาแลวนั้น ไมจํ าเปนตองปรับโคงดวยโพลิโนเมียลก็

ได อาจปรับขอมูลที่สังเกตได  หรือโจทยใหมาดวยโคงรูปอื่น  โดยถือหลักวาจํ านวนพารามิเตอร

ของโคงที่ตองการนํ ามาปรับ ตองนอยกวา  n   เสมอ เชน อาจใชไฮเปอรโบลา
x
aa  y 0

1+=  ลาก

ผานจุด  1+n   จดุ  ฉะนั้น จึงตองหาคาของ 0a   และ 1a   ทีท่ ําใหผลบวกกํ าลังสองของความผิด
พลาดมีคานอยที่สุด นั่นคือ ตองหา 0α  และ 1α  ที่ทํ าให
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[ ]
2
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−=
n

1r
rr yf  ),(S αα

       
2

∑
=

=
n

1r r

1
x

--f   α
α

          มีคานอยที่สุด
          นอกจากนั้น บางครั้งมีความจํ าเปนตองปรับขอมูล ดวยโคงที่มีลักษณะเปนเอ็กซโพแนลเชียล
หรือฟงกช่ันกํ าลัง (power function) เชน

   xAey α=    และ   naxy =

3.4  อินทีเกรช่ันเชิงตัวเลข
ปญหาทั่วไปของการอินทีเกรทเชิงตัวเลข อาจกลาวไดดังตอไปนี้ กํ าหนดเซตของจุดขอมูล 

)y ,(x..., ),y ,(x ),y ,x( nn110o  ของฟงกช่ัน )x(fy =  ที่ไมทราบ )x(f  แนชัด[20]  สํ าหรับ
การคํ านวณคาของอินทีกรัลจํ ากัดเขต

ydx  I b
a∫= (3.13)

กท็ ําไดเชนเดียวกับกรณีของการหาอนุพันธเชิงตัวเลข คือตองแทน )x(f  ดวยโพลิโนเมี
ยล หาคาแทรก )x(φ แลวท ําการอินทีเกรทหาคาประมาณของอินทีกรัลจํ ากัดเขต ดังนั้นสูตรการ
อินทเีกรทแบบตาง ๆ อาจหาไดโดยข้ึนอยูกับการใชสูตรการหาคาแทรกสูตรใดสูตรหนึ่งในหัวขอนี้   
ขัน้แรกจะหาสูตรทั่ว ๆ ไปของการอินทีเกรทเชิงตัวเลข โดยใชสูตรของนิวตันแบบ forward

.ในชวง [ ]b,a  ถูกแบงออกเปน n  ชวงเทาๆ กัน  ซ่ึง
b   x...xxx    a n21o =<<<=

ฉะนั้น อินทีกรัลจะกลายเปน
ydx    I n

o
x
x∫=

เมื่อประมาณ  y  ดวยสูตรของนิวตัน forward (Newton's difference formula) แลวจะได

dx...y
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เนื่องจาก  hdu dx  ,uhxx o =+=  ฉะนั้น อินทีกรัลขางบนจะกลายเปน
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เมือ่ทํ าใหงายแลวจะได
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(3.14)

สมการ (3.14) นี้เรียกวา general quadrature formula หรือ general formula จากสูตรทั่วไปนี้ 
สามารถหาสูตรการอินทีเกรทรูปตาง ๆ กันได โดยแทน

... 1,2,3,    n =

       3.4.1  กฎ Trapezoidal
แทน 1   n =  ลงในสมการ (3.14) และไมคิดเทอมความแตกตางที่มีอันดับสองและสูงกวา
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∫
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−+





 +

=
nhx

hnx

nn-o

o

yy  hydx  
1

1
2

บวกอนิทีกรัลเหลานี้เขาดวยกันจะได

( ) ( )[ ]∫ ++++++=
n

o

x

x
n-no y...yyyyyh  ydx  13212

2
(3.15)

นี้คือกฏของ Trapezoidal
นยัสํ าคัญเชิงเรขาคณิตของกฎนี้ คือ โคง )x(fy = จะถกูแทนดวยเสนตรง n เสนเชื่อม

ระหวาง  ),y(x oo  กับ ),y(x 11   ; ),y(x 11  กับ ),y(x 22 ),y,...,(x n-n- 11 กับ )y,x( nn  แลวพื้นที่ที่
ถูกลอมรอบดวยโคง  ),x(fy =  เสนตั้งที่ oxx = และ nxx =  และแกน x  จะมีคาประมาณเทา
กับผลบวกของพื้นที่ของ n  trapezium

ความผิดพลาดของสูตร trapezoidal สามารถหาไดดวยวิธีดังตอไปนี้

ให )x(fy =  เปนฟงกช่ันตอเนื่อง และมีอนุพันธตอเนื่องในชวง [ ]n,xx0 เมื่อกระจาย 
y  ออกเปนอนุกรมเทยเลอรรอบ  0xx =  จะได

dx....y)x(x)yx(xy  ydx  
x

x

x

x
∫ ∫ 








+″

−
+′−+=

1

0

1

0
0

2
0

000 2

...y
!

hy
!

h  hy +″+′+= 0
3

3
0

2

0 32
        (3.16)

แต   ...y
!

hy
!

hhy  y       yy h +′′′+″+′+== + 0

3

0

2

0001 32

   ∴ [ ] 







+′′′+″+′+=+ ...yhyhhyyh          yyh      0

3

0

2

0010 6222

 ...yhyhyhhy +′′′+″+′+= 0

4

0

3

0

2

0 1242
         (3.17)
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จากสมการ (3.16) และ (3.17) จะได

[ ] ...yh  -  yyhydx
x

x
+″=+−∫ 0

3
10 12

1
2

1

0

(3.18)

ซ่ึงเปนความผิดพลาดในชวง [ ]10 ,xx โดยการกระทํ าในลักษณะเดียวกัน  จะไดความผิด
พลาดในชวงยอยที่เหลือ กลาวคือ  [ ][ ] ... ,,xx,,xx 3221  และ[ ]nn- ,xx 1  ดงันั้นจะได

[ ]110
3

12
1

−′′++′′+′′= ny...yyh  -E  (3.19)

เมื่อ E   เปนความผิดพลาดทั้งหมด สมมติวา  )x(y ′′   เปนคาใหญที่สุดของ n  ปริมาณ
ทางดานขวามือของสมการ (3.19) ดงันั้น จะได

)x(ynh  E  ′′≈ 3

12
1

    )x(yh(b-a)  - ′′= 2

12
          (3.20)

เมื่อ a)-(b    nh =

       3.4.2  กฎของ Simpson

กฎนีห้าไดโดยการแทน 2n = ลงในสมการ (3.14) นัน้คือโดยแทนที่โคงดวย  arc
2
n ของ

โพลิโนเมียลองศาสองหรือพาราโบลา

∫
+





 +−+−+=

hx

x
)yy(y)-/()y(yy  hydx  

2

012010
0

0

2
2

23822

           )yy(yh  210 4
3

++=

ท ํานองเดียวกัน
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∫
+

+
++=

hx

hx
)yy(yh  ydx  

4

2
432

0

0

4
3

------------------------------

∫
+

+
++=

nhx

)h(n-x
nn-n- )yy(yh  ydx  

0

0 2
12 4

3

เมื่อ  n   เปนเลขคู
เมือ่บวกอินทีกรัลเหลานี้เขาดวยกัน จะได

[ ]∫
+

+++++++++=
nhx

x
n-n-n )y...y(y)y...y(y)y(yh  ydx  

0

0
2421310 24

3
นี้คือสูตรของ Simpson's one third หรือบางทีเรียกงาย ๆ วา กฎ simpson จะสงัเกตเห็นวา

กฎนีต้องการการแบงพิสัยทั้งหมดออกเปนชวงยอย ๆ ที่มีความกวาง  h   จํ านวนคู
สํ าหรับความผิดพลาดที่เกิดขึ้นทั้งหมด คือ

)x(yh
180

a)-(b-    E )iv(4=

เมื่อ  )x(y )iv(  เปนคาใหญที่สุด ของอนุพันธอันดับที่ส่ี

รูปท่ี 3.5  การอินทีเกรทเชิงตัวเลขดวยวิธีการของ Simpson
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       3.4.3  กฎของ Simpson สามสวนแปด (three-eight)
สูตรนี้หาไดจากการแทน 3    n =  ลงในสมการ (3.14) และไมคิดเทอมที่มีความแตกตางตั้ง

แตอันดับสูงกวาสามขึ้นไป  ดังนั้น

 ∫
+





 −+−++++++=

hx

x
)yyy(y)yy(y)y(yy  hydx  

3

0123012010
0

0

33
8
32

4
9

2
93

        [ ]3210 33
8

3 yyyyh  +++=

ท ํานองเดียวกัน

)yyy(yh     ydx
hx

hx
6543

6

3
33

8
30

0

+++=∫
+

+

------------------------------------
เมือ่บวกพื้นที่ยอยทั้งหมดภายในชวง 0x กับ nx เมื่อ n  เปน multiple ของสามจะได

[
] )y...y(y                   

)y...yyy(y)y(yh     ydx

n-

n-n

nhx

x

363

154210

2

3
8

30

0

++++

+++++++=∫
+

นี้คือสูตรของ Simpson สามสวนแปด
เมือ่พิจารณาสูตรนี้เปนสองเทาตัวแลว  จะได

[ ]∫ ++++++=
6

0
3542160 23

8
3 u)uuu(u)u(uh  dx  ux

ในทีน่ี ้  ไมไดคิดเทอมที่มีความแตกตาง อันสูงกวาสามขึ้นไป ซ่ึงเทากับเราไดสมมติวา y
เปนโพลิโนเมียลองศาสาม นั้นคือ y  มีรูปเปน  dcxbxax    y 23 +++=

         3.4.4  กฎของ Weddle   
แทน  6n =  ลงในสมการ(3.14) และไมคิดเทอมความแตกตางตั้งแตอันดับสูงกวาหกแลว  

เราจะได
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[

]0
6

0
5

0
4

0
3

0
2

00

6

140
41

10
33

10
1232427186

0

0

yy                 

yyyyy  h  ydx
hx

x

∆∆

∆∆∆∆

++

++++=∫
+

ถาแทนเทอมสุดทายดวย  0y6

10
3
∆  แลว ยอมผิดพลาดไป 0

6

140
yh

∆ ซ่ึงสามารถตัดทิ้งได  

ถาคาของ  h   นอย  โดยการสมมติเชนนี้  เราจะแทนเทอมสุดทายดวย  0
6

10
3 y∆

ฉะนั้น

[ ]6543210

6
565

10
30

0

yyyyyyyh    ydx
hx

x
++++++=∫

+

ท ํานองเดียวกัน

[ ]1211109876

12

6
565

10
30

0

yyyyyyyh    ydx
hx

hx
++++++=∫

+

+

-----------------------------------------------------

[ ]nn-n-n-n-n-n-

nhx

)h(nx
yyyyyyyh    ydx ++++++=∫

+

−+
123456

6
565

10
30

0

ถา  n  เปน multiple ของ 6
เมือ่บวกพื้นที่ยอยเขาดวยกัน จะได

          [ ]...yyyyyyyyyh    ydx
nhx

x
+++++++++=∫

+

876543210 52565
10
30

0

  นี้คือสูตรของ Weddle ทีม่ีความแมนยํ าสูงกวากฎของ Simpson  แตวาตองใชคาของฟงกช่ั
นอยางนอยเจ็ดคา และในที่นี้เราไดสมมติวา

gfxexdxcxbx  axy  ++++++= 23456

ฉะนั้น ถา  )x(f  เปนโพลิโนเมียลองศาหาหรือตํ่ ากวาแลวกฎของ  Weddle กจ็ะใหผล
ลัพธถูกตอง
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       3.4.5  ความผิดพลาดในสูตรการหาอินทิเกรทแบบ Trapezoidal และ Simpson
            3.4.5.1  ความผิดพลาดในสูตรของ Trapezoidal

การหาพื้นที่จากการใชสูตร Trapezoidal เปนเพียงการหาพื้นที่โดยถือวา ฟงกช่ันที่ตองการ
พืน้ทีเ่ปนเสนตรง แตถาฟงกช่ันที่ตองการหาพื้นที่ไมใชเสนตรง ยอมเกิดความผิดพลาด  สวนความ
ผิดพลาดจะมากนอยเพียงใดนั้น จะไดวิเคราะหตอไป

ถาตองการหาพื้นที่ดวยสูตรของ Trapezoidal จากฟงกช่ัน f(x)  y=  ในชวง 1−ix  กับ ix

โดยแบงเปนชวงยอย ๆ  ซ่ึงกวาง 
n

a-b  h=   เมื่อ n  เปนจํ านวนชองที่ตองการแบง ( )b,a   ซ่ึงเปน

ลิมิตสวนบนและลางตามลํ าดับ
เนื่องจากคาที่ถูกตองของพื้นที่ใตโคง f(x) y =  ในชวง 1−ix  ถึง ix หาไดจาก

)x(F)F(x    f(x)dx    I ii

x

x
i

i

1-i
1−−== ∫ (3.21)

สวนคาพื้นที่คํ านวณไดจากการใชสูตร Trapezoidal  คือ

[ ])x(f)x(f
2
h    A i1i += −

ฉะนัน้ ความผิดพลาดในการหาพื้นที่เมื่อใชสูตร Trapezoidal รูปที่ i   คือ

iii IA    E −= (3.22)

ถาใชอนุกรม Taylor กระจาย )x(f 1i−  รอบจุด ix x = จะได
2)x(x 

2!
)x(F)xx)(x(f)f(x    )x(f i1-i

i
i1-iii1-i −

′′′
+−′+=

   3)xx(
3!

)x(f
i1-i

i −
′′′

+            (3.23)

ฉะนั้น

  ...)h(
2!

)x(f)h)(x(f)f(x      )x(f i
ii1-i +−

′′
+−′+= 2

     ...
3!

)x(fh
2!

)x(fh)x(fh)f(x   i
3

i
2

ii +
′′′

−
′′

+′−=            (3.24)

เมื่อ  1-ii xx    h −=   หรือ  i1-i xx    h- −=
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แทน  )x(f 1i−   ลงยัง

[ ])x(f)x(f
2
h    A i1-ii +=

จะได









+

′′′
−

′′
+′−= )x(f

3!
h)x(f

2!
h)x(fh)x(f)x(f

2
h    A i

3
i

2
i

iii









+

′′′
−

′′
+′−= ...

3!
h)x(f

2!
h)x(fh)x(f)x(f2

2
h        

3
i

2
i

ii           (3.25)

และเมื่อกระจาย  )x(F 1-i   รอบจุด  ix    x =   จะได

...)xx(
3!

)x(F)xx(
2!

)x(F)xx)(x(F)F(x    )x(F i1-i
i

i1-i
i

i1-iii1-i +−
′′′

+−
′′

+−′+= 32

...
3!

h)x(F
2!

h)x(Fh)x(F)F(x                
3

i
2

i
ii +

′′′
−

′′
+′+=           (3.26)

แทน (3.26) ลงยัง (3.21) จะได

)x(F)F(x       I      1-iii +=








 ′′′
−

′′
+′−−=

3!
h)x(f

2!
h)x(Fh)x(F)x(F)F(x  

3
i

2
i

iii

3!
h)x(F

2!
h)x(Fh)(xF  

3
i

2
i

i
′′′

+
′′

−′=           (3.27)

เนื่องจาก  )x(F  ไดมาจากการอินทีเกรทฟงกช่ัน  )x(f  ฉะนั้น
(x)F      )x(f ′=

(x)F      )x(f ′′=′
(x)F      )x(f ′′′=′′

.

.

.

ดังนั้น  สมการ (3.27) จะกลายเปน
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...
3!

h)x(f
2!

)h(xf-)hf(x    I
3

i
2

i
ii +

′′
+

′
= (3.28)

แทน (3.25) และ (3.28)    ลงยังสมการ (3.22) จะได
iii I-A    E =

     







+

⋅
′′

+
′

= ...
2!2

h)x(f
2!

)h(xf-)hf(x  
3

i
2

i
i

      







+

′′
+

′ ...
3!

h)x(f
2!

)h(xf-)hf(x   -
3

i
2

i
i

     +
′′

−
′′

=
6

h)x(f
4

)h(xf  
3

i
3

i เทอมที่มี h  กํ าลังสูงกวาขึ้นไป

     +′′




 −= 3

i h)x(f
6
1

4
1   เทอมที่มีกํ าลังสูงกวา

     +′′= 3
i h)x(f

12
1 เทอมที่มีกํ าลังสูงกวา

ถา  h  มีคานอยแลว ยอมสามารถตัดเทอมที่มีกํ าลังสูงกวา  4h   ทิ้งได  ดังนั้น

)x(f
12
h    E i

3

i ′′=

)x(fh
n

ab
12
1  i

2 ′′




 −

=

เนือ่งจากความผิดพลาดที่เกิดจากการหาพื้นที่ ตามวิธีของ Trapezoidal ณ รูปที่ i  สามารถ
ประมาณได  โดยสมมติให

  M    )x(f ≤′′ สํ าหรับ x  ทุก ๆ คาในพิสัย  b  x       a ≤≤

แลว M
12
h    E

3

i ≤

เมือ่รวมความผิดพลาดของพื้นที่ทั้งหมด  n  รูป เขาดวยกันจะไดความผิดพลาดทั้งหมดเปน

M
12
nh    E

3

i ≤

    M
12
hnh  

2
=

    M
12
ha)-(b  

2
=
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ดงันัน้ ความผิดพลาดที่เกิดจากการใชสูตร Trapezoidal  ยอมเปนปฏิภาคโดยตรงกับ 2h

            3.4.5.2  ความผิดพลาดจากการใชสูตร Simpson   
กอนทีจ่ะศึกษาความผิดพลาดที่เกิดจากการใชสูตรของ Simpson เศษหนึ่งสวนสามขอใหดู

ตวัอยางการอินทีเกรท

0
4

4
3     x    dxx  A  

h

h

h

-h
=








==

−
∫

และถาใชสูตร  Simpson จะได

[ ]210 4
3

fffh  A  ++=

   [ ]333 04
3

(h))(h)(h  ++−−=

   0  =
นีแ่สดงวาการหาพื้นที่ตามวิธีของ Simpson  ยอมมีความถูกตองเมื่อสมการที่ตองการหาพื้น

ที่เปนสมการกํ าลังสาม (cubic) เทานั้น  การหาความผิดพลาดจากการใชสูตรของ Simpson ขอใหดู
รูปที่ 3.6   ซ่ึงแบงชวง ( )b,a  ออกเปนชวงยอย ๆ เทากัน  n   ชวง

รูปท่ี 3.6  การหาความผิดพลาดตามวิธีการของ Simpson

ถาหาพื้นที่ดวยสูตรของ  Simpson  ทีแ่บงเปนสองชวง คือ จาก 1i-x   ถึง ix  และจาก ix
ถึง 1+ix  ความผิดพลาดที่เกิดจากการหาพื้นที่ในชวงทั้งสอง  คือ

iii I  A  E −=
เมื่อ  iA   เปนพื้นที่ซ่ึงหาจากสูตรของ  Simpson หรือ
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[ ])f(x)f(x)f(xh    A iii-i 11 4
3 +++= (3.29)

สวน iI  เปนพื้นที่จริงซึ่งหาไดจากการอินทีเกรทฟงกช่ัน   f(x)y  =  จาก 1i-x  ถึง 1+ix
หรือ

))-F(x  F(x  f(x)dx    I i-i
x

x
i

i

i-
11

1

1
+== ∫

+
(3.30)

ถาใชอนุกรม Taylor กระจาย )f(xi-1  รอบจุด  i  xx  =  จะได

...)x(x
!

)(xf)x(x
!

)(xf                                       

)-x)(x(xf)-  f(x)  f(x

ii
i

ii
i

ii-iii-

+−
′′′

+−
′′

+

′=

−−
3

1
2

1

11

32
หรือ

!
)h(xf

!
)h(xf)x(f)-h  f(x)  f(x ii

iii- 32

32

1
′′′

+
′′

+′=   (3.31)

และถากระจาย  )f(xi 1+  ดวยอนุกรม Taylor รอบจุด  i  xx  =  จะได

...)x(x
!

)(xf)x(x
!

)(xf                    

)x(x
!

)(xf)-x)(x(xf)  f(x)  f(x

ii
i

)(

ii
i

ii
i

iiiii

+−+−
′′′

+

−
′′

+′+=

++

+++

4
1

4
3

1

2
111

43

2

หรือ

...
!

)h(xf
!
)h(xf)h(xf)  f(x)  f(x ii

iii +
′′′

+
′′

+′+=+ 32

32

1 (3.32)

แทน (3.31)  และ  (3.32)  ยังสมการ ( 3.29 )

    [ ])f(x)f(x)f(xh          A iii-i 11 4
3 +++=

จะได
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++

′′
+= ...

!
)h(xf

!
)h(xf)f(xh       A i

)(
i

ii 4
2

2
26

3

442

   ...
!

)h(xf
!

)h(xf)hf(x   i
)(

i
i +

⋅
+

′′
+=

43
2

3
22

543
          (3.33)

ตอไปทํ าสมการ (3.30) ใหอยูในรูปกระทัดรัดยิ่งขึ้น  ดวยการใชอนุกรม  Taylor กระจาย  
)F(xi-1 รอบจุด  i  xx  =  ซ่ึงจะได

...)x(x
!

)(xF)x(x
!

)(xF                    

)x(x
!

)(xF)-x)(x(xF)  F(x)  F(x

ii
i

)(

ii
i

ii-
i

ii-iii-

+−+−
′′′

+

−
′′

+′+=

−−
4

1

4
3

1

2
111

43

2

...
!

)h(xF                   

!
)h(xF

!
)h(xF)h(xF)  F(x  

i
)(

ii
ii

++

′′′
+

′′
+′−=

4

32
44

32

        (3.34)

ท ํานองเดียวกัน  ถากระจาย  )F(xi 1+  รอบ  i  xx  =   จะได
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ดังนั้น )F(x)  F(x  I i-ii 11 −= +  จะกลายเปน

...
!

)h(xF
!

)h(xF)h(xF    I i
)(

i
ii ++

′′′
+′=

5
2

3
22

553
          (3.36)

เนื่องจาก
  f(x)(x)  F =′

(x)f  (x)  F ′=′′
(x)f  (x)  F ′′=′′′
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ฉะนั้น สมการ (3.36) จะกลายเปน
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เมื่อแทน  iA   และ  iI   ลงยังสมการ
iii I  A  E −=
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 เทอมที่มี h  กํ าลังสูงกวา 7

ถา h  มีคานอยแลว  ก็สามารถตัดเทอมที่ 7h  และสูงกวาทิ้งไปได  ดังนั้น  ความผิดพลาดที่
เกดิจากการคํ านวณหาพื้นที่ของรูปเหล่ียมที่  i   คือ

5454

90
1

5
2

43
2 )h(xf    

!!
)h(x  f  E i

)(
i

)(
i =−

⋅
≈

ถาให   M  )(xf i
)( ≤4

แลว Mh    Ei 90

5
≤

ถาชวงการหาพื้นที่เร่ิมจาก a  ถึง b   แบงชวง  (a,b)  ออกเปน n  ชวงยอยๆ เทากันและ
ระยะหางระหวาง  ordinate เทากับ h  แลว  แสดงวาไดมีการหาพื้นที่ของฟงกช่ันในชวง (a,b)  เทา
กับ  2n   คร้ัง
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ดังนั้น Mhn    E
902

5
⋅≤

      Mhnh  
902

4

×
≤

      Mh(b-a)  4

180
≤

นีแ่สดงวา  ความผิดพลาดที่เกิดจากการใชกฎของ Simpson เปนปฏิภาคโดยตรงกับ 4h   

       3.4.6  รอมเบอรกอินทีเกรชั่น (Romberg integration)
วธีิทีใ่ชหาคาประมาณของอินทีกรัลจํ ากัดเขตกันอยางกวางขวางอีกวิธีหนึ่ง  คือ  Romberg 

integration วธีินีป้ระกอบดวยกระบวนการหาคาแทรก ที่เร่ิมตนจากกฎของ Trapezoidal นั่นคือ

∫ ∑
=

++=
b

a

m-

j
j )f(xf(b)f(a)h  f(x)dx  

1

1
2

2

เมื่อ    (b-a)/mh  =  และ jh  ax  +=  และเปนที่ทราบกันดีแลววา  ความผิดพลาด
จากการลดเทอม (truncation error) จะลดลงขณะที่คาของ m  เพิ่มขึ้น  และการเพิ่มของ m  จะมี
ลักษณะเปน

        m  k-12= เมื่อ  , ...,n, ,   k  321=
เมื่อ  n  เปนเลขจํ านวนเต็มบวก คาของ h  ในกระบวนการนี้ตองลดลงในลักษณะของ

12k-k
b-a    h =    เมื่อ   , ...,n, ,   k  321=

เพือ่ความสะดวก  จะเขียนผลลัพธประมาณของอินทีกรัลเปน  1k,R ซ่ึง

[ ]f(b)f(a)h    R , +=
2
1

11

[ ])hf(af(b)f(a)h    R , 2
2

12 2
2

+++=

{ }[ ])hf(a)hf(a)hf(af(b)f(a)h    R , 333
3

13 322
2

+++++++=

โดยทั่วไปแลว  สามารถเขียนเทอมเหลานี้อยูในรูป

∑
=

−− −++=
22

1
11111 50

2
1 k-

i
k-k, kk, ))h.(i(f(a)hR    R

เมื่อ  , ...,n,   k  32=
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ความสัมพันธนี้สามารถใชเรงความเร็วของการคํ านวณ 1k,R  แตละตัว  แมวาขณะที่ k  เพิ่ม
ขึน้ ความเที่ยงตรงของ 1k,R จะเพิม่ขึ้นดวยก็ตาม แตวาการลูเขาสูคาที่ถูกตองของอินทีกรัลชา  การ
เรงกระบวนการลูเขาใหเร็วยิ่งขึ้น อาจใชการหาคาแทรกของ Richardson

12
2

12
111

12

−
−

= −
)(j-

, j-ii, j-
)(j-

ij 
RR

    R

สํ าหรับ   , ..., i,    j , ...,n  ;,   i  2132 ==
ดังนั้น  ผลลัพธประมาณของวิธี Romberg โดยทัว่ไปเขียนอยูในรูปของสามเหลี่ยมตอไปนี้

nnn, n, 

, , , , 

, , , 

, , 

, 

  R....      ....................   .......            R          R
.
.
.

  R            R            R          R
  R            R          R

  R          R
R

21

44342414

332313

2212

11

โดยเปนการแสดงวาเทอมแนวเสนทแยงมุมเขาสูคาของอินทีกรัลไดรวดเร็วกวาเทอม 1n, R  
ปกตแิลวในการหาคาประมาณตามวิธีของ Romberge มกัจะด ําเนินการกระทํ าซํ้ าชนตารางไปจนได
คาในแตละแถว ซ่ึงเกิดผลตางระหวาง  n, nR  กับ  11 , n-n-R   นอยกวาคาความผิดพลาดที่ตั้งไว

       3.4.7  สูตรของ Newton-Cotes
สูตรที่เปนโพลิโนเมียลอันดับหนึ่งหรือสองที่เคยเห็นมา อาจขยายใหเปนโพลิโนเมียล

อันดับสูงกวา (higher-order)  ผลลัพธที่อยูในรูปทั่ว ๆ ไปคือ

∫ ∑
=

++=
b

a

n

i

(k)k
ii (x*)fhCfWh  Cf(x)dx  

0

1
10

เมื่อ n  เปนจํ านวนของแถบยอย,  k  เปนอันดับของโพลิโนเมียลที่ใช, *x  เปนจุดบางจุด
อยูภายในชวง  [ ] (x*),  fa, b (k)  เปนอนุพันธอันดับที่ k  ของฟงกช่ัน )x(f  ซ่ึงหาคาที่ *x  และ 
h  เปนความกวางของชวงขอมูล สัมประสิทธิ์  10 , CC  และ iW  ไดแสดงไวในตารางที่ 3.3
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ในแตละแถวของตาราง 3.3 แทนไซเคิลของแถบ (strip) k  รวมทั้งจุด pivotal 1)k( +  จุด 
เพือ่ใหไดโพลิโนเมียลอันดับที่ k  ถาการใชขอมูลนี้กับปญหาที่มีไซเคิล  (cycle)  มากกวาหนึ่ง
(เชน 2=k  และ 6=n ) แลว สัมประสิทธิ์ที่ไดจะเกิดจากการนํ าคาปลายมาบวกกัน ซ่ึงคาถวงนํ้ า
หนกัจะซอนกัน (overlap) ดังตารางที่ 3.4

ตารางที่ 3.3  สัมประสิทธิ์สํ าหรับสูตรของ Newton - Cotes
k 0C 0W 1W 2W 3W 4W 5W 6W 7W 8W 1C
1 2

1 1 1
12
1

2 3
1 1 4 1

90
1

3 8
3 1 3 3 1

80
3

−

4 45
2 7 32 12 32 7

945
8

−

5 288
5 19 75 50 50 75 19

12096
275

−

6 140
1 41 216 27 272 27 216 41

1400
9

−

7 17280
7 751 3577 1323 2989 2989 1323 3577 751

518400
8183

−

8 14175
4 989 5888 -928 10946 -4540 10946 -928 5888 989

467775
2368

−

ตารางที่ 3.4  ลํ าดับการพิจารณาคาถวงนํ้ าหนักที่มีการซอนกัน
0W 1W 2W 3W 4W 5W 6W

1 4 1
1 4 1

1 4 1
sum 1 4 2 4 2 4 2

ดงันั้น จะได

[ ]∫ +++++++=
b

a

)( (x*)fhCyyyyyyyh  f(x)dx  23
16543210 42424

3

ซ่ึงสอดคลองกับผลลัพธที่ไดเคยเสนอไว สํ าหรับเทอมสุดทายในสูตรของ Newton-Cotes 
คือ (x*)fhC (k)k 1

1
+
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เปนเทอมทีบ่อกขนาดของความผิดพลาดที่เกิดจากการประมาณคา  และจะเห็นไดชัดเจนวา  
ขณะที่ h  มีคานอยลงแลว 1+kh  จะยิง่นอยมากขึ้น แตยังตองคํ านึงถึง เนื่องจากความผิดพลาดนั้น
ยอมขึ้นอยูกับ (x*)f (k)  ดวยเหมือนกันเพราะมีบางฟงกช่ันที่อนุพันธอันดับสูงของมันมีคาสูงมาก  
ฉะนัน้ ฟงกช่ันเหลานี้ความผิดพลาดอาจจะไมลดลง เมื่อเพิ่มคาของ k

3.5  บทสรุป
การน ําระเบียบวิธีเชิงตัวเลขมาใชในการวิเคราะหขอมูลที่ไดจากการทดสอบ

ร

โ
ท ําง

 เปน
ขอมลูจากการทดสอบ การประมาณคาระหวาง ผลลพัธที่ไดจากการ
ูปท่ี 3.7  อัลกอรทิมึของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชในการวิเคราะหระบบไฟฟาแสงอาทิตย

ดยการนํ ารูปแบบ และวิธีการของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขขางตนไปใชงาน สํ าหรับจํ าลองการ
าน และการวิเคราะหระบบไฟฟาแสงอาทิตยในหัวขอตางๆ เชน
- นํ าไปใชในการวิเคราะหดานการจายพลังงานของระบบไฟฟาแสงอาทิตย เมื่อมีรูปแบบ

การตดิตั้ง และมุมเอียงในการติดตั้งที่มีลักษณตางกัน
- วิเคราะหถึงการเปลี่ยนจุดกํ าลังสูงสุดและการดึงพลังงานสูงสุดของระบบฯ เมื่อมีการตอ

รวมเซลลแสงอาทิตยทั้งแบบอนุกรม และขนาน
- ชวยในการออกแบบหาปริมาณการจายกระแสของระบบฯ  สํ าหรับโหลดที่มีการใชงาน

ตอเนื่อง
- การพิจารณาปริมาณกระแสขณะดํ าเนินการ อัดประจุ และปลอยประจุของแบตเตอรี่ใน

ระบบไฟฟาแสงอาทิตย  เพื่อการวิเคราะหเปรียบเทียบคา
ตน

คณุลกัษณะเฉพาะของ
เซลลแสงอาทิตย

และการแทนกลุมขอมูล
ดวยเสนทีเ่หมาะสม

การอินทรเิกรท
เชงิตวัเลข

วเิคราะหและจะนําไปใช
งานตอไป


