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This thesis proposes a path planning method for industrial robots. The objective is to 
find the path planning to move a robotic arm between two points, with two types of objective 
functions: time and energy minimization, under control input and control input rate constraints. 
 

This thesis uses Gauss Pseudospectral Method (GPM) for solving nonlinear optimal 
control problems. This method is a direct method, and discretizes a continuous optimal control 
problem into a nonlinear program (NLP). Furthermore, it is based on global polynomial 
approximations to dynamic equations at a set of Legendre-Gauss collocation points (LG points). 
The effectiveness of this approach has been demonstrated by simulating path planning 
optimization of an industrial robot and applied to Neighboring Optimal Feedback Control. 
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ความแตกต่างของ  ระหว่างเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดและการควบคุม
ป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์ โดยมีฟังชนัก์
จุดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม ท่ี N 
= 50 
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สารบัญภาพ (ต่อ) 
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ความแตกต่างของ  ระหว่างการควบคุมวงเปิดและการควบคุมป้อนกลับ
บริเวณใกลเ้คียงท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์ โดยมีฟังชนัก์จุดประสงค์
แบบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50  
ความแตกต่างของ  ระหว่างการควบคุมวงเปิดและการควบคุมป้อนกลับ
บริเวณใกลเ้คียงท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์ โดยมีฟังชนัก์จุดประสงค์
แบบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
การควบคุมป้อนกลับส าหรับหุ่นยนต์สการาท่ี มีค่ าความไม่แน่นอนของ
พารามิเตอร์โดยมีฟังชนัก์จุดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบั
ของสัญญาณควบคุมและอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
ความแตกต่างของ  ระหว่างเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดและการควบคุม
ป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์ โดยมีฟังชนัก์
จุดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และ
อตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
ความแตกต่างของ  ระหว่างเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดและการควบคุม
ป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์ โดยมีฟังชนัก์
จุดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และ
อตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
ความแตกต่างของ  ระหว่างการควบคุมวงเปิดและการควบคุมป้อนกลับ
บริเวณใกลเ้คียงท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์ โดยมีฟังชนัก์จุดประสงค์
แบบพลงังานน้อยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการ
เปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
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สารบัญภาพ (ต่อ) 
 

ภาพที ่ หน้า 
  

26 
 
 
 

27 
 

28 
 
 

29 
 
 

30 
 

31 
 
 

32 
 
 

33 
 

34 
 

ความแตกต่างของ  ระหว่างการควบคุมวงเปิดและการควบคุมป้อนกลับ
บริเวณใกลเ้คียงท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์ โดยมีฟังชนัก์จุดประสงค์
แบบพลงังานน้อยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการ
เปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
ฟังชนัก์จุดประสงค์แบบเวลาน้อยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม
เม่ือท าการเพิ่มค่า N = 10 ถึง 500 
เส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการยา้ยแขนของหุ่นยนต์สการาท่ีมีฟังชันก์
จุดประสงคแ์บบเวลานอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม  
ท่ี N = 50 
สัญญาณควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการยา้ยแขนของหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังกช์นั
จุดประสงคแ์บบเวลานอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม ท่ี N = 
50 
ฟังชนัก์จุดประสงค์แบบเวลาน้อยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม 
และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม เม่ือท าการเพิ่มค่า N = 10 ถึง 500 
เส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการยา้ยแขนของหุ่นยนต์สการาท่ีมีฟังชันก์
จุดประสงค์แบบเวลาน้อยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และ
อตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
สัญญาณควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการยา้ยแขนของหุ่นยนต์สการาท่ีมีฟังชนัก์
จุดประสงค์แบบเวลาน้อยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และ
อตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
การควบคุมป้อนกลบัส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนัก์จุดประสงคแ์บบเวลานอ้ย
ท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
การควบคุมป้อนกลบัส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนัก์จุดประสงคแ์บบเวลานอ้ย
ท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลง
สัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
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การวางแผนเส้นทางเดินโดยใช้วธีิเกาส์ซูโดสเปคตรัลและการควบคุมป้อนกลบัทีเ่หมาะ
ทีสุ่ดบริเวณใกล้เคยีงส าหรับหุ่นยนต์อตุสาหกรรม 

 
Path Planning using Gauss Pseudospectral Method and Neighboring Optimal 

Feedback Control for Industrial Robot 
 

ค าน า 
 

วิทยานิพนธ์น้ีไดน้ าเสนอวิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัล (Gauss Pseudospectral Method) ส าหรับ
การแกปั้ญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดแบบไม่เป็นเชิงเส้นดว้ยวิธีทางตรงโดยท าการดิสครีไทเซชัน่ 
(discretization) ของปัญหาการควบคุมท่ี เหมาะท่ีสุดแบบต่อเน่ืองไปเป็นการแก้ปัญหาของ
โปรแกรมท่ีไม่เป็นเชิงเส้น ซ่ึงจะใช้การประมาณเชิงพหุนามแบบครอบคลุม (global polynomial 
approximations) ไปยงัสมการเชิงพลวตั โดยการจัดวางท่ีจุดเลอจองค์เกาส์  (legendre-gauss         
collocation points) โดยจะน าไปประยุกตใ์ช้ส าหรับการวางแผนเส้นทางเดินท่ีเหมาะสมท่ีสุดของ
หุ่นยนต์อุตสาหกรรม โดยมีวตัถุประสงค์เพื่อหาเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดในการยา้ยแขนของ
หุ่นยนตร์ะหวา่งจุดสองจุดดว้ยฟังก์ชนัวตัถุประสงค ์2 ประเภท คือเวลาน้อยท่ีสุด และพลงังานท่ี
น้อยท่ีสุด ซ่ึงอยู่ภายใต้เง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุมและอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณ
ควบคุม และน าไปประยุกตใ์ชก้บัการควบคุมป้อนกลบัท่ีเหมาะท่ีสุดบริเวณใกลเ้คียง (Neighboring 
Optimal Feedback Control) เพื่อหากฎการป้อนกลบัท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการควบคุมการเคล่ือนท่ี 
ของหุ่นยนตอุ์ตสาหกรรม



 
2 

วตัถุประสงค์ 
 

งานวิจยัน้ีเป็นการศึกษาการวางแผนเส้นทางเดินส าหรับหุ่นยนต์อุตสาหกรรมโดยใช้วิธี
เกาส์ซูโดสเปคตรัลเพื่อแกปั้ญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุด โดยมีวตัถุประสงคเ์พื่อหาเส้นทางเดินท่ี
เหมาะท่ีสุดในการยา้ยแขนของหุ่นยนตร์ะหวา่งจุดสองจุดดว้ยฟังก์ชนัวตัถุประสงค ์2 ประเภท คือ
เวลาน้อยท่ีสุด และพลงังานท่ีน้อยท่ีสุดซ่ึงอยูภ่ายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุมและอตัรา
การเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม และน าไปประยุกต์ใช้กับการควบคุมป้อนกลบัท่ีเหมาะท่ีสุด
บริเวณใกลเ้คียง (Neighboring Optimal Feedback Control) โดยไดท้  าการศึกษา ดงัน้ี 

 
1. เพื่อศึกษาวิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัล (Gauss Pseudospectral Method) เพื่อแกปั้ญหาการ

ควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการวางแผนเส้นทางเดินส าหรับหุ่นยนต์อุตสาหกรรม โดยมีฟังก์ชนั
วตัถุประสงค ์2 ประเภท คือเวลานอ้ยท่ีสุด (time minimization) และพลงังานท่ีน้อยท่ีสุด (energy 
minimization) ซ่ึงอยูภ่ายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุมและอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณ
ควบคุม 

 
2. เพื่อศึกษาการควบคุมป้อนกลบัท่ีเหมาะท่ีสุดบริเวณใกลเ้คียง (Neighboring Optimal 

Feedback Control) แบบไม่เอกฐาน (Non-Singular) และแบบเอกฐาน (Singular) 
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การตรวจเอกสาร 
 

หุ่นยนตมี์บทบาทส าคญัในอุตสาหกรรมการผลิต ซ่ึงมีหนา้ท่ีในการล าเลียงช้ินงานระหวา่ง
จุดต่างๆ ของสายการผลิต ดงันั้นการวางแผนเส้นทางเดินของหุ่นยนตด์ว้ยเวลานอ้ยท่ีสุด จะส่งผล
ใหล้ดเวลาในการล าเลียงช้ินงาน และเป็นการเพิ่มผลผลิตใหก้บัอุตสาหกรรมไดอี้กดว้ย 
 
 ปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดสามารถใช้ก าหนดเส้นทางเดินท่ีเหมาะสม และสัญญาณ
ควบคุมท่ีเหมาะสม ซ่ึงมีฟังกช์นัจุดประสงคภ์ายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัเชิงพลวตั เง่ือนไขขอบเขต  และ 
เง่ือนไขบงัคบัอสมการเชิงวถีี โดยทัว่ไปปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดจะใชแ้คลคูลสัของการแปร
ผนั (Calculus of Variations) และหลกัการมากท่ีสุดของพรอนทริยากิน (Pontryagin’s Maximum 
Principle) เพื่อใชก้  าหนดเง่ือนไขจ าเป็นอนัดบัหน่ึง (First Order Necessary Conditions) ซ่ึงมีความ
ยุ่งยากในการวิเคราะห์และซับซ้อนในการแก้ปัญหา ดังนั้ นจึงได้พัฒนาเทคนิคเชิงตัวเลข 
(Numerical techniques) เพื่อแกปั้ญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุด (Benson, 2004)  

 
วิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัล (Gauss Pseudospectral Method) เป็นเทคนิคเชิงตวัเลขส าหรับการ

แกปั้ญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุด ซ่ึงไดน้ ามาใชอ้ย่างกวา้งขวางเพื่อแกปั้ญหาท่ีหลากหลาย เช่น 
ปัญหาท่ีเกิดข้ึนในการสร้างแนววิถีของอากาศยานไร้นกับิน การน าวิถีของจรวด การควบคุมแขน
หุ่นยนต์ การลดการสั่นสะเทือน การน าวิถีของดวงจนัทร์ การควบคุมสนามแม่เหล็ก การแกว่งข้ึน 
และรักษาเสถียรภาพของลูกตุม้กลบัหวั และการถ่ายโอนวงโคจร เป็นตน้ 
 

การแกปั้ญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุด จะใชก้ารประมาณค่าทางคณิตศาสตร์ 3 สมการ คือ 
ฟังก์ชนัจุดประสงค์ สมการเชิงอนุพนัธ์ของระบบควบคุม และเง่ือนไขบงัคบั โดยควรจะตอ้งมีการ
ประมาณค่าท่ีมีประสิทธิภาพทั้ง 3 สมการ ซ่ึงความตอ้งการเหล่าน้ีท าให้วิธีซูโดสเปคตรัลไดถู้ก
พฒันามาเพื่อให้มีประสิทธิภาพ และมีความแม่นย  าสูงส าหรับการประมาณค่าสเตท (state) และ
สัญญาณควบคุม (control) 

 
วธีิเกาส์ซูโดสเปคตรัลคือการประมาณค่าฟังกช์นัต่อเน่ือง โดยการเลือกควอดราเจอร์โหนด 

(quadrature node) และพหุนามเชิงตั้งฉาก (orthogonal polynomial) ซ่ึงโดยทัว่ไปจะใชพ้หุนามเลอ
จองต์ (Legendre polynomial) ในทางคณิตศาสตร์ควอดราเจอร์โหนดสามารถท่ีจะบรรลุความ
แม่นย  าสูงโดยมีจ านวนเพียงไม่ก่ีจุด 
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วธีิเกาส์ซูโดสเปคตรัล (Gauss Pseudospectral Method) ถูกพฒันาในปี ค.ศ. 2004 โดยความ
พยายามของ Benson เพื่อการประมาณค่าสเตท และสัญญาณควบคุม โดยใชพ้หุนามลากรางจ์ และ
การจดัวางท่ีจุดเลอจองค์เกาส์ (Legendre-Gauss collocation points) วิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลไดรั้บ
ความนิยมอย่างแพร่หลายในการแก้ปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะสมท่ีสุดด้วยระเบียบวิธีเชิงตวัเลข    
ซ่ึงในการแกปั้ญหาเชิงตวัเลขนั้นจะแบ่งเป็นวิธีทางตรง (direct method) และวิธีทางออ้ม (indirect 
method) 

 
ในปี ค.ศ. 2004 Benson ไดท้  าการพิสูจน์พบว่าวิธีทั้งวิธีทางตรง และวิธีทางออ้มให้ผล

เทียบเท่ากนั ซ่ึงวธีิเกาส์ซูโดสเปคตรัลในงานวิจยัน้ีจะใชว้ิธีทางตรงส าหรับการแกปั้ญหาเชิงตวัเลข 
โดยท าการดิสครีไทเซชัน่ของปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดแบบต่อเน่ืองไปเป็นการแกปั้ญหาของ
โปรแกรมท่ีไม่เป็นเชิงเส้น เพื่อหาค่าของสเตท และสัญญาณควบคุม 

 
วิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลบางงานวิจัยอาจเรียกว่าวิธีการจัดวางเชิงตั้ งฉาก (Orthogonal        

Collocation Methods) ซ่ึงแบ่งเป็นวิธีการจดัวางแบบครอบคลุม (global collocation method) และ
วธีิการจดัวางแบบเฉพาะท่ี (local collocation method) 
 

ในปี ค.ศ. 2008 Huntington ไดท้  าการเปรียบเทียบวิธีทั้งสองแบบแลว้พบวา่วิธีการจดัวาง
แบบครอบคลุมให้ผลลพัธ์ท่ีมีความแม่นย  า และมีประสิทธิภาพมากกวา่วิธีการจดัวางแบบเฉพาะท่ี   
ดงันั้นวิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลในงานวิจยัน้ีจึงได้เลือกใช้วิธีการจดัวางแบบครอบคลุม โดยใช้การ
ประมาณเชิงพหุนามแบบครอบคลุม (global polynomial approximations)  และการจดัวางท่ีจุดเลอ
จองคเ์กาส์ไปยงัสมการเชิงพลวตั ซ่ึงจะอยูใ่นรูปแบบสมการพีชคณิตเชิงอนุพนัธ์ โดยจุดส าหรับการ
จดัวาง และการประมาณเชิงพหุนามมีท่ีมาจากวิธีเกาส์ควอดราเจอร์ (Gauss Quadrature)ในระเบียบ
วธีิเชิงตวัเลข (Richard and Faires, 2000) 

 
 มีงานวิจยัหลายงานท่ีได้น าวิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลไปใช้ในการแก้ปัญหาการควบคุมท่ี

เหมาะท่ีสุด เช่น การจ าลองแนววิถีท่ีเหมาะท่ีสุดของจรวดขนส่งอวกาศ (Benson, 2004) การ
ก าหนดค่าท่ีเหมาะท่ีสุดในการเคล่ือนไหวของยานอวกาศ (Geoffrey, 2007) การก าหนดค่าท่ีเหมาะ
ท่ีสุดในการจดัท าเช้ือเพลิงน้อยท่ีสุดส าหรับยานอวกาศ (Geoffrey et al., 2007) การหาสภาวะท่ี
เหมาะท่ีสุดส าหรับการควบคุมเคร่ืองปฏิกรณ์เคมี (Cuthrell and Biegler, 1989) และเน่ืองจาก
งานวิจยัท่ีน าวิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลไปใช้นั้น ส่วนมากจะเป็นงานวิจยัทางดา้นวิศวกรรมเคมี และ
วิศวกรรมการบินและอวกาศ ดงันั้นเพื่อให้มีการประยุกต์ใช้วิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลท่ีหลากหลาย  
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เพิ่มมากข้ึน บทความน้ีจึงไดน้ าวิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลไปประยุกตใ์ชก้บัหุ่นยนตอุ์ตสาหกรรมเพื่อ
หาเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดในการยา้ยแขนของหุ่นยนต์ระหว่างจุดสองจุดโดยใช้เวลาน้อยท่ีสุด 
ร่วมกับการควบคุมป้อนกลบัท่ีเหมาะท่ีสุดบริเวณใกล้เคียง (Neighboring Optimal Feedback      
Control) เพื่อหากฎการป้อนกลับท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการควบคุมการเคล่ือนท่ีของหุ่นยนต์
อุตสาหกรรมภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม 
 

การวางแผนเส้นทางเดิน 
 

การวางแผนเส้นทางเดินนั้นสามารถจดัรูปแบบใหอ้ยูใ่นรูปของปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะ
ท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบั ดงัน้ี 
 

 1.  ปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดแบบต่อเน่ือง (Benson, 2004) 
 

 พิจารณารูปแบบทัว่ไปของปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุด โดยก าหนดให้สเตท คือ  
 และสัญญาณควบคุมคือ  บนช่วงเวลา  ซ่ึงตอ้งการให้ฟังก์ชัน

จุดประสงค ์(objective function)  
 

                       (1) 

 
มีค่านอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัเชิงพลวตั (dynamic constraints) 
 

                                                      (2) 
 
เง่ือนไขขอบเขต (boundary conditions)  
 

                                                  (3) 
 

และเง่ือนไขบงัคบัอสมการเชิงวถีี (inequality path constraints)  
 

                                                           (4) 
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ปัญหาการควบคุมเหมาะท่ีสุดแบบต่อเน่ืองในสมการท่ี (1) ถึง (4) จะเรียกว่าปัญหาโบลซา
แบบต่อเน่ือง (Continuous Bolza Problem) 
 
 2.  วธีิเกาส์ซูโดสเปคตรัล (Gauss Pseudospectral Method) (Benson, 2004) 
 
    ปัญหาความต่อเน่ืองแบบโบลซา (Continuous Bolza Problem) สามารถพิจารณาตาม
ปัญหาการควบคุมเหมาะท่ีสุด โดยก าหนดให้สเตท (state) คือ  สัญญาณควบคุม 
(control) คือ  บนช่วงเวลาเร่ิมตน้ (initial time)  และเวลาสุดทา้ย (final time)  ซ่ึง
ตอ้งการใหฟั้งกช์นัจุดประสงค ์(objective function)  

 

             (5) 

 
มีค่านอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัเชิงพลวตั (dynamic constraints) 
 

                                         (6) 
 

เง่ือนไขขอบเขต (boundary conditions)  
 

                                                    (7) 
 
และเง่ือนไขบงัคบัอสมการเชิงวถีี (inequality path constraints)  
 

                                                    (8) 
 

วธีิเกาส์ซูโดสเปคตรัลจะท าการดิสครีไทเซชัน่ของปัญหาโบลซาแบบต่อเน่ืองจากสมการท่ี 
(1) ถึง (4) ไปเป็นการแกปั้ญหาของโปรแกรมท่ีไม่เป็นเชิงเส้น ซ่ึงจะใชเ้ทคนิคเชิงตวัเลข เพื่อแปลง
ช่วงเวลาจาก  ไปยงั  โดยการแปลงสัมพรรค (affine transformation) ดงัน้ี 
 

                                                        (9) 
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งานวจิยัน้ีไดเ้ลือกการจดัวางท่ีจุดเลอจองคเ์กาส์ คือ  ซ่ึงก าหนดไดจ้ากค่ารากของพหุนาม
เลอจองคล์ าดบัท่ี  ดงัน้ี 
 

                                           (10) 
 
โดยสอดคลอ้งกบัค่าน ้าหนกัเกาส์ (Gauss weights) ซ่ึงสามารถค านวณไดต้ามสมการดงัน้ี 
 

                                       (11) 

 
เน่ืองจากวิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลจะใชก้ารจดัวางท่ีจุดเลอจองค์เกาส์ ดงันั้นจ านวนจุดของ

การดิสครีไทเซชั่น จะเท่ากบัผลรวมของจุดเลอจองค์เกาส์ ,  และ  
ตามล าดบั ก าหนดไดด้งัน้ี 

 
                                                             (12) 

 
เม่ือ  คือจ านวนจุดของการดิสครีไทเซชัน่,  คือจ านวนจุดเลอจองคเ์กาส์  

 
 วิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลจะใช้พื้นฐานการประมาณค่าในช่วงเชิงพหุนามแบบครอบคลุม

ส าหรับการประมาณสเตท  และสัญญาณควบคุม  ซ่ึงอยู่ภายในช่วง   การ
ประมาณสเตท  จะใชก้ารประมาณในช่วงเชิงพหุนามลากรานจ ์  ช่วง ก าหนดดงัน้ี 
 

                                            (13) 

 
เม่ือ  เป็นพหุนามลากรานจอ์นัดบั  ซ่ึงก าหนดดงัน้ี 
 

                                                   (14) 

 
การประมาณสัญญาณควบคุม  จะใชก้ารประมาณในช่วงเชิงพหุนามลากรานจ ์  ช่วง 

ก าหนดดงัน้ี 
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                                            (15) 

 
เม่ือ  เป็นพหุนามลากรานจอ์นัดบั  ซ่ึงก าหนดดงัน้ี 
 

                                                     (16) 

 
จากสมการท่ี (14) และ (16) จะมีคุณสมบติัดงัน้ี 
 

                                                      (17) 

 

                                                     (18) 

 
เม่ือท าการหาอนุพนัธ์ในสมการท่ี (13) จะได ้
 

                                               (19) 

 
โดยท่ีอนุพนัธ์ของพหุนามลากรานจ์  ท่ีจุดเลอจองค์เกาส์ คือ   ซ่ึง
สามารถแสดงให้อยูใ่นรูปแบบเมทริกซ์ประมาณเชิงอนุพนัธ์ (differential approximation matrix) 
นัน่คือ  ก าหนดไดด้งัน้ี 
 

                      (20) 

 
เม่ือ  และ  ดังนั้นเง่ือนไขบังคับเชิงพลวตัในสมการท่ี (2) จะสามารถ
ก าหนดอยูใ่นรูปแบบเง่ือนไขบงัคบัเชิงพีชคณิตไดด้งัน้ี 
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                                  (21) 

 

เม่ือ  และ   
 
 จะเห็นว่าเง่ือนไขบังคบัเชิงพลวตั คือการจดัวางท่ีจุดเลอจองค์เกาส์ และไม่ได้อยู่ท่ีจุด
ขอบเขต ตวัแปรท่ีเพิ่มเติมในการดิสครีไทเซชัน่ คือ  และ  หาไดโ้ดยการก าหนด
ในเทอมของ  และ   จากวิธีเกาส์ควอดราเจอร์สามารถก าหนด
ไดด้งัน้ี 
 

                                   (22) 

 
และฟังกช์นัจุดประสงคใ์นสมการท่ี (1) จะประมาณโดยใชว้ธีิเกาส์ควอดราเจอร์ไดด้งัน้ี 
 

                          (23) 

 
ส่วนเง่ือนไขขอบเขตในสมการท่ี (3) จะสามารถก าหนดไดด้งัน้ี 
 

                                                      (24) 
 
และเง่ือนไขบงัคบัอสมการเชิงวถีีจากสมการท่ี (4) จะสามารถก าหนด โดยการจดัวางท่ีจุดเลอจองค์
เกาส์ไดด้งัน้ี 
 

                                         (25) 
 
 ฟังก์ชนัจุดประสงคใ์นสมการท่ี (23) และเง่ือนไขบงัคบัเชิงพีชคณิตในสมการท่ี (21), (22), 
(24) และ (25) จะใชก้ าหนดไปยงัการแกปั้ญหาของโปรแกรมท่ีไม่เป็นเชิงเส้น ซ่ึงจะเป็นวิธีการแก้
ดว้ยการประมาณของปัญหาโบลซาแบบต่อเน่ือง 
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 3.  การควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการควบคุมท่ีมีเง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุมและ
อตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม 
 

     จากปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการควบคุมท่ีมีเง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณ
ควบคุมและอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุมดงัสมการท่ี (1) ถึง (4) เม่ือก าหนดสเตทใหม่คือ 

 และสัญญาณควบคุมใหม่คือ  ดงันั้นจะไดปั้ญหาการควบคุมท่ี
เหมาะท่ีสุดแบบโบลซา ดงัน้ี 

 

                   (26) 

 
มีค่านอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัเชิงพลวตั (dynamic constraints)  
 

                                                       (27) 
 

เง่ือนไขขอบเขต (boundary conditions) 
 

                                                (28) 
 
และเง่ือนไขบงัคบัอสมการเชิงวถีี (inequality path constraints) 
 

                                                        (29) 
 

จากนั้นจะท าการแก้ปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดโดยใช้วิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัล ซ่ึงฟังก์ชัน
จุดประสงคใ์นสมการท่ี (26) จะประมาณโดยใชว้ธีิเกาส์ควอดราเจอร์ไดด้งัน้ี 
 

                         (30) 

 
เง่ือนไขบังคับเชิงพลวตัในสมการท่ี (27) จะสามารถก าหนดอยู่ในรูปแบบเง่ือนไขบังคับเชิง
พีชคณิตไดด้งัน้ี 
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                              (31) 

 
เม่ือ  และ   
 

จะพบว่าเง่ือนไขบงัคับเชิงพลวตั คือการจดัวางท่ีจุดเลอจองค์เกาส์ และไม่ได้อยู่ท่ีจุด
ขอบเขต ตวัแปรท่ีเพิ่มเติมในการดิสครีไทเซชัน่ คือ  และ  หาไดโ้ดยการก าหนด
ในเทอมของ   และ   จากวิธีเกาส์ควอดราเจอร์สามารถ
ก าหนดไดด้งัน้ี 

 

                               (32) 

 
ส่วนเง่ือนไขขอบเขตในสมการท่ี (28) สามารถก าหนดไดด้งัน้ี 
 

                                                   (33) 
 

และเง่ือนไขบงัคบัอสมการเชิงวถีีจากสมการท่ี (29) สามารถก าหนดไดด้งัน้ี 
 

                                      (34) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
12 

การควบคุมป้อนกลบัทีเ่หมาะทีสุ่ด 
 

1.  การควบคุมป้อนกลบัท่ีเหมาะท่ีสุดของระบบเชิงเส้น (Bryson and Ho, 1975) 
 

     การควบคุมป้อนกลบัท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับระบบพลวตัเชิงเส้นจะตอ้งการให้ดรรชนี
สมรรถนะแบบก าลงัสอง (Quadratic performance index)  

 

                        
(35) 

 
มีค่านอ้ยท่ีสุด บนช่วงเวลา  โดยท่ี  และ  เป็นเมทริกซ์สมมาตรท่ีเป็นก่ึงบวกแน่นอน 
มีมิติ   และ  เป็นเมทริกซ์สมมาตรท่ีเป็นบวกแน่นอน มีมิติ   ภายใตส้มการสเตท   
เชิงเส้น 
 

                                                          (36) 
 
ในการแกปั้ญหาสามารถใช้สมการท่ี (36) ร่วมกบัสมการออยเลอร์-ลากรางจ์ (Euler-Lagrange 
Equation) 
 

                                             (37) 

 

                                                             (38) 

 
เม่ือ  คือฟังกช์นัฮามิลโทเนียน (Hamiltonian Function) ก าหนดดงัน้ี 
 

                              (39) 
 
เม่ือแกส้มการท่ี (37) และ (38) จะไดปั้ญหาค่าขอบเขตระหวา่งจุดสองจุดเชิงเส้น ดงัน้ี 
 

                                       (40) 
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เม่ือ                                                                                                                              (41) 
 

และ                                                                                                                   (42) 
 

วธีิการแกปั้ญหาส าหรับ  ในปัญหาน้ีสามารถเขียนไดเ้ป็น 
 

                                                         (43) 
 

โดยรูปแบบของการแกปั้ญหาจะแสดงในต ารา Applied Optimal Control (Bryson and Ho, 1975) 
ซ่ึงจะใชเ้มทริกซ์การเปล่ียนแปลง (transition matrix) โดยการแทนสมการท่ี (43) ไปยงัสมการท่ี 
(40) จะสามารถเขียนไดต้ามสมการดงัน้ี 
 

                                 (44) 
 

                                   (45) 
 

ซ่ึงสมการท่ี (45) เรียกว่าสมการริคคาติ (Riccati Equation) และจะตอ้งแกไ้ปพร้อมกบัเง่ือนไข
ขอบเขตท่ีเวลาสุดทา้ย   
 

                                                             (46) 
 
เม่ือ  สามารถหาได้จากการอินทิเกรตแบบเวลายอ้นกลบั (backward in time) และกฎการ
ควบคุมป้อนกลบัแบบต่อเน่ืองส าหรับปัญหาการควบคุมขอบเขตสามารถก าหนดไดด้งัน้ี 
 

                                                  (47) 
 

2.  เส้นทางสุดขีดบริเวณใกลเ้คียงท่ีระบุเวลาสุดทา้ย (Bryson and Ho, 1975) 
 

     ในส่วนน้ีจะกล่าวถึงแนววิถีสุดขีด (extremal trajectory) ของสเตท  สัญญาณ
ควบคุม  และสเตทร่วม  ท่ีสอดคล้องกับเง่ือนไขจ าเป็นอันดับท่ีหน่ึง (first-order 
necessary condition) ส าหรับปัญหาท่ีระบุเวลาสุดทา้ยตายตวั (fixed final time) ก าหนดดงัน้ี 
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                                            (48) 

 

                                                         (49) 

 

                                                          (50) 

 
และเง่ือนไขขอบเขตเวลา  และ  คือ 
 

                                                              (51) 
 

                                                        (52) 
 

                                                (53) 
 

เม่ือดรรชนีสมรรถนะ (performance index) คือ 
 

                                (54) 

 
และฟังกช์นัฮามิลโทเนียน คือ 
 

                                     (55) 
 

พิจารณาเพอร์เทอร์เบชัน (perturbation) ท่ีเกิดจากผลต่างระหว่างแนววิถี  และ 
แนววถีิท่ีเหมาะท่ีสุด  ซ่ึงจะท าให้เกิดเพอร์เทอร์เบชนั คือ   และ  โดย
เง่ือนไขจากสมการท่ี (48) ถึง (52) สามารถท าใหเ้ป็นเชิงเส้น (linearization) ไดด้งัน้ี 

 
                                                    (56) 
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                                      (57) 
 

                                     (58) 

 

                                                      (59) 

 
โดยท่ีเมทริกซ์ขา้งล่างหาท่ี   
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และ 
 

 

 
เม่ือก าหนดใหด้รรชนีสมรรถนะแต่งเติม (augmented performance index) คือ 
 

                   (60) 

 
โดยท่ี  ก าหนดดงัน้ี 
 

                             (61) 
 
และดรรชนีสมรรถนะสุดขีด (extremal performance index) คือ  
 

                                             (62) 
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ก าหนดให้  และ  คือตวัแปรท่ีเพิ่มข้ึนจากแนว
วถีิท่ีเหมาะท่ีสุด ดงันั้นผลต่างของดรรชนีสมรรถนะจะสามารถก าหนดไดด้งัน้ี 

 
                    (63) 

 
กระจายโดยใชอ้นุกรมเทยเ์ลอร์ ซ่ึงจะอยูใ่นรูปแบบดงัน้ี 
 

                       (64) 
 

โดยท่ี  คือการแปรผนัอนัดบัท่ีหน่ึง (first variation) ซ่ึงมีค่าเป็นศูนยท่ี์ต าแหน่งค่าสุดขีด,  
คือการแปรผันอันดับท่ีสอง (second variation) และ  คือพจน์อันดับท่ีสูงกว่า                          
(high order term) ซ่ึงมีค่านอ้ยมากเม่ือเทียบกบั  ดงันั้นผลต่างของดรรชนีสมรรถนะจะเหลือ
พจน์ของ  ซ่ึงจะอยูใ่นรูปแบบดงัน้ี 
 

        (65) 

 
เม่ือ  คือเมทริกซ์เฮสเช่ียน (Hessian matrix) มีรูปแบบดงัน้ี 
 

                                                  (66) 

 
ภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัเชิงพลวตั 
 

                                                  (67) 

 
และมีค่าเร่ิมตน้คือ       
                     

ดงันั้นต้องการหา  ท่ีท าให้  มีค่าน้อยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขในสมการท่ี (67) ซ่ึง
ปัญหาน้ีอยูใ่นรูปแบบก าลงัสองเชิงเส้น (linear-quadratic type) และเก่ียวขอ้งกบัปัญหาค่าขอบเขต
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ระหว่างจุดสองจุด (two-point boundary-value problem) ซ่ึงสามารถหาได้จากเง่ือนไขจ าเป็น 
(necessary conditions) ส าหรับการหาค่าท่ีเหมาะท่ีสุดท่ีมีการก าหนดฟังก์ชันฮามิลโทเนียนของ
เพอร์เทอร์เบชนั  ไวด้งัน้ี 
                                       

                     (68) 

 

ถ้า   เ ป็นนอนซิงกูลาร์  (Non-Singular) หรือสามารถหาอินเวอร์สได้ส าหรับ 
 ดงันั้นสมการท่ี (58) สมการแกใ้หอ้ยูใ่นรูป  ในเทอมของ  และ  ไดด้งัน้ี 

 

                              (69) 

 
แทนสมการท่ี (69) ลงในสมการท่ี (56) และ (57) จะได ้
 

                                                     (70) 
 

                                                  (71) 
 

เม่ือ                                           

 

 

 

 

 
โดยหาท่ี  
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3.  การก าหนดเส้นทางสุดขีดบริเวณใกลเ้คียง (Bryson and Ho, 1975) 
 
     ในส่วนน้ีจะกล่าวถึงกฎการป้อนกลบัท่ีเหมาะสมท่ีสุดบริเวณใกล้เคียง (Neighboring 

optimum feedback law) โดยใชว้ิธีสวีป (sweep method) ส าหรับปัญหาก าลงัสองเชิงเส้น (linear 
quadratic problem) ซ่ึงจะแกปั้ญหาสมการท่ี (71) ในรูปแบบดงัน้ี 

 
                                                        (72) 

 
เม่ือ  เป็นเมทริกซ์สมมาตร (symmetric metric) ท่ีก าหนดดว้ย 
 

                                                        (73) 
แทนสมการท่ี (72) ลงในสมการท่ี (70) และ (71) จะไดส้มการสมการริคคาติท่ีแปรเปล่ียนตามเวลา 
(time-varying riccati equation) ส าหรับช่วงเวลา  คือ 
 

                                              (74) 
 
วิธีการแก้  สามารถแกโ้ดยใช้การอินทิเกรตยอ้นกลบัในสมการท่ี (74) ท่ีมีเง่ือนไข

ขอบเขต   และค่า  จะถูกเก็บค่าไวส้ าหรับใช้ในการค านวณหากฎการ
ป้อนกลบัเชิงเส้นแบบต่อเน่ือง (continuous linear feedback law) ตามสมการดงัน้ี 
 

                              (75) 

 
โดยท่ีกฎการป้อนกลบัเชิงเส้นแบบต่อเน่ือง (continuous linear feedback law) ก็คือกฎการควบคุม
ป้อนกลบัท่ีเหมาะท่ีสุดบริเวณใกล้เคียงแบบไม่เอกฐาน (Non-Singular Neighboring Optimal 
Feedback Control) นัน่เอง 
 

4. การควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงแบบเอกฐาน (Singular Neighboring Optimal 
Feedback Control) (Gros et al., 2007) 
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    จากการควบคุมป้อนกลับบริเวณใกล้เคียงส าหรับปัญหาแบบเอกฐาน (Non-Singular 
Neighboring Optimal Feedback Control) ซ่ึงก าหนดดงัน้ี 

 
                                                             (76) 

 

                                    (77) 

 

              (78) 

 
ฟังกช์นัฮามิลโทเนียนของเพอร์เทอร์เบชนั  ก าหนดดงัน้ี 
 

      (79) 

 
 จากเง่ือนไขในสมการท่ี (58) เขียนไดว้า่ 
 

                                    (80) 
 
หรือ                                                                (81) 

 

เน่ืองจาก  ดงันั้นจะได ้
 

                                                (82) 
 
หาอนุพนัธ์ของ  จะได ้
 

                        (83) 
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จากนั้นจะท าใหเ้ป็นเชิงเส้นไดด้งัน้ี 
 

                                                (84) 
 
เม่ือ    
โดยท่ี    และ  
จากสมการท่ี (115) สามารถก าหนดไดว้า่ 
 

                                                (85) 
 

สามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปแบบอนุพนัธ์ทัว่ไปไดด้งัน้ี 
 

 
 

โดยท่ี   

            
            
 

การหาอนุพนัธ์ส้ินสุดท่ี  เม่ือ  สามารถหาเมทริกซ์ผกผนัได ้จะได ้  
 

                                                     (86) 
 

เม่ือน าสมการท่ี (86) แทนในสมการท่ี (76) จะไดก้ฎการควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงแบบเอก
ฐาน (Singular Neighboring Optimal Feedback Control) 
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สมการเชิงพลวตัของหุ่นยนต์อุตสาหกรรม (Spong et al., 2006) 
 

 สมการเชิงพลวตัของ n-link โดยทัว่ไปจะพิจารณาจากสมการ Euler-Lagrange ดงัน้ี  
 

                                          (87) 
 

เม่ือ   คือ  เวกเตอร์ของแรงบิดท่ีป้อนให้แขนหุ่นยนต ์(Input torque vector) 

        คือ  เมทริกซ์ของโมเมนตค์วามเฉ่ือย (Inertia matrix) 

        คือ  เวกเตอร์คอริออลิส (Coriolis vector) 

        คือ  เวกเตอร์ของแรงท่ีเกิดจากแรงโนม้ถ่วงของโลก (Generalized gravitational  
        force vector) 

        คือ  เมทริกซ์ทแยงของสัมประสิทธ์ิความเสียดทาน (Diagonal matrix of viscous joint  
        friction coefficients) 
 
แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของหุ่นยนตส์องแกน สามารถแสดงไดต้ามสมการดงัน้ี 
 

                                              (88) 
 

                                 (89) 

 

                             (90) 

 

                                   (91) 

 

                                                             (92) 

 
เม่ือ  คือมุมของแกนท่ี 1,  คือมุมระหว่างแกนท่ี 1 กบัแกนท่ี 2,  คือแรงบิดส าหรับการ
ขบัเคล่ือนแกนท่ี 1,  คือแรงบิดส าหรับการขบัเคล่ือนแกนท่ี 2 และค่าพารามิเตอร์ส าหรับหุ่นยนต์
สองแกน ก าหนดดงัน้ี  
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                                                                     (93) 
                                                                                                                             

                                                                             (94) 
                                                                                                         

                                                                              (95) 
 

                                                                         (96) 
              

                                                              (97) 
 
โดยท่ี   คือมวลของแกนท่ี 1 และแกนท่ี 2 ตามล าดบั  
            คือความเฉ่ือยของแกนท่ี 1 และแกนท่ี 2 ตามล าดบั 
            คือความยาวของแกนท่ี 1 และแกนท่ี 2 ตามล าดบั 
            คือความยาวจากศูนยก์ลางของแกนท่ี 1 และแกนท่ี 2 ตามล าดบั 
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อปุกรณ์และวธิีการ 
 

อุปกรณ์ 
 

ส าหรับการทดลองในวิทยานิพนธ์น้ีจะประกอบไปด้วยซอฟท์แวร์ คือ โปรแกรม 
MATLAB 2010 GPOPS และแบบจ าลองหุ่นยนตส์การารุ่น IBM 7545 ดงัภาพท่ี 1 

 

 
 
ภาพที ่1  หุ่นยนตส์การารุ่น IBM 7545  
 

วธีิการ 
 

 วิทยานิพนธ์น้ีได้ท าการวางแผนเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดของหุ่นยนต์สการาโดยมี
วตัถุประสงค์เพื่อหาเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดในการยา้ยแขนของหุ่นยนต์ระหว่างจุดสองจุดดว้ย
ฟังก์ชนัวตัถุประสงค ์2 ประเภท คือเวลาท่ีนอ้ยท่ีสุด และพลงังานท่ีนอ้ยท่ีสุด ซ่ึงอยูภ่ายใตเ้ง่ือนไข
บงัคบัของสัญญาณควบคุมและอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม โดยใช้แบบจ าลองของ
หุ่นยนตส์การารุ่น IBM 7545 โดยมีส่ีองศาอิสระ ซ่ึงในการก าหนดเส้นทางเดินจะพิจารณาท่ีสอง
แกน ดงัภาพท่ี 2 
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ภาพที ่2  สกีเมติกของหุ่นยนตส์การารุ่น IBM 7545  
 
ทีม่า: Sadegh and Guglielmo (1992)   
 

1.  การวางแผนเส้นทางเดินส าหรับหุ่นยนตส์การา 

 
      ในการออกแบบปัญหาการควบคุมเหมาะท่ีสุด จะพิจารณาต าแหน่งส าหรับการเคล่ือนท่ี
ของแกนท่ี 1 และแกนท่ี 2 โดยท าการออกแบบฟังก์ชนัวตัถุประสงค ์2 ประเภท คือเวลานอ้ยท่ีสุด 
และพลงังานท่ีนอ้ยท่ีสุด 
 

     ฟังกช์นัวตัถุประสงคแ์บบเวลานอ้ยท่ีสุด ก าหนดดงัน้ี 
 

                                                               (98) 
 
และฟังกช์นัวตัถุประสงคแ์บบพลงังานท่ีนอ้ยท่ีสุด ก าหนดดงัน้ี 

 

                                              (99) 

 
โดยท่ี  และ  
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     สมการเชิงพลวตัแบบไม่เป็นเชิงเส้นหรับการเคล่ือนท่ีสองแกนของหุ่นยนตส์การารุ่น 
IBM 7545 ก าหนดดงัน้ี 
 

 

(100) 

 

 
โดยท่ี  คือมุมของแกนท่ี 1,   คือมุมระหวา่งแกนท่ี 1 กบัแกนท่ี 2,  คือแรงบิดส าหรับการ
ขบัเคล่ือนแกนท่ี 1,  คือแรงบิดส าหรับการขบัเคล่ือนแกนท่ี 2 และค่าพารามิเตอร์ส าหรับหุ่นยนต์
สการารุ่น IBM 7545 ก าหนดดงัน้ี 
 

P = [P(1) P(2) P(3) P(4) P(5)] = [0.45 0.22 0.08 1.80 1.40]                         (101) 
 

ส่วนเง่ือนไขขอบเขตเร่ิมตน้และสุดทา้ย ก าหนดดงัน้ี 
 

แกนท่ี 1:         
แกนท่ี 2:         

 
การก าหนดเง่ือนไขบงัคบัจะพิจารณา 2 ประเภท คือ 

เง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม 
 
แกนท่ี 1:     
แกนท่ี 2:    
 

และเง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม 
  

แกนท่ี 1:     
แกนท่ี 2:    
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2.  ปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการควบคุมท่ีมีเง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณ
ควบคุม 
 
                    จากสมการเชิงพลวตัแบบไม่เป็นเชิงเส้นหรับการเคล่ือนท่ีสองแกนของหุ่นยนตส์การา
รุ่น IBM 7545 จะก าหนดให้    และ  โดยสามารถเขียนให้อยูใ่น
รูปแบบปริภูมิสเตทไดด้งัน้ี 

 
                                                                 (102) 

 
                                            (103) 

 
                                                                 (104) 

 
                              (105) 

 
โดยท่ี  และ  
 

      ดงันั้นจะได้ปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดแบบโบลซา โดยให้สเตท คือ   
สัญญาณควบคุมคือ  และอัตราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม คือ  บนช่วงเวลา 

 ซ่ึงตอ้งการใหฟั้งกช์นัจุดประสงค ์(objective function) 
 

               (106) 

 
มีค่านอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัเชิงพลวตั (dynamic constraints)  
 

                                                         (107) 
 

เง่ือนไขขอบเขต (boundary conditions) 
 

                                                      (108) 
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และเง่ือนไขบงัคบัอสมการเชิงวถีี (inequality path constraints) 
 

                                                         (109) 
 

จากนั้นจะท าการแก้ปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดโดยใช้วิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัล ซ่ึงฟังก์ชัน
จุดประสงคใ์นสมการท่ี (106) จะประมาณโดยใชว้ธีิเกาส์ควอดราเจอร์ไดด้งัน้ี 
 

                                (110) 

 
เง่ือนไขบงัคบัเชิงพลวตัในสมการท่ี (107) จะสามารถก าหนดอยูใ่นรูปแบบเง่ือนไขบงัคบัเชิง
พีชคณิตไดด้งัน้ี 
 

                                   (111) 

 

เม่ือ  และ   
 
จะพบว่าเง่ือนไขบงัคบัเชิงพลวตั คือการจดัวางท่ีจุดเลอจองค์เกาส์ และไม่ไดอ้ยู่ท่ีจุดขอบเขต ตวั
แปรท่ีเพิ่มเติมในการดิสครีไทเซชัน่ คือ  และ  หาไดโ้ดยการก าหนดในเทอมของ 

 และ   จากวธีิเกาส์ควอดราเจอร์สามารถก าหนดไดด้งัน้ี 
 

                                   (112) 

 
ส่วนเง่ือนไขขอบเขตในสมการท่ี (108) สามารถก าหนดไดด้งัน้ี 
 

                                                          (113) 
 

และเง่ือนไขบงัคบัอสมการเชิงวถีีจากสมการท่ี (109) สามารถก าหนดไดด้งัน้ี 
 

                                             (114) 
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โดยท่ีฟังก์ชันจุดประสงค์ในสมการท่ี (110) และเง่ือนไขบงัคบัเชิงพีชคณิตในสมการท่ี (111),  
(113) และ (114) จะใชก้ าหนดไปยงัการแกปั้ญหาของโปรแกรมท่ีไม่เป็นเชิงเส้นโดยใชโ้ปรแกรม  
Matlab และ GPOPS 
 

3.  การออกแบบปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการควบคุมท่ีมีเง่ือนไขบงัคบัของ
สัญญาณควบคุมและอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม 
 

     จากสมการเชิงพลวตัแบบไม่เป็นเชิงเส้นหรับการเคล่ือนท่ีสองแกนของหุ่นยนตส์การา
รุ่น IBM 7545 จะก าหนดให้      และ โดย
สามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปแบบปริภูมิสเตทไดด้งัน้ี 

 
                                                                 (115) 

 
                                             (116) 

 
                                                                 (117) 

 
                                                                 (118) 

 
                              (119) 

 
                                                                 (120) 

 
โดยท่ี  และ  
 

จากปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดแบบโบลซาดงัสมการท่ี (1) ถึง (4) เม่ือก าหนดสเตท
ใหม่คือ  และสัญญาณควบคุมใหม่คือ  ดงันั้นจะไดปั้ญหาการ
ควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดแบบโบลซา ดงัน้ี 

 

                   (121) 
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มีค่านอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัเชิงพลวตั (dynamic constraints)  
 

                                                    (122) 
 

เง่ือนไขขอบเขต (boundary conditions) 
 

                                                 (123) 
 
และเง่ือนไขบงัคบัอสมการเชิงวถีี (inequality path constraints) 
 

                                                        (124) 
 

จากนั้นจะท าการแก้ปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดโดยใช้วิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัล ซ่ึงฟังก์ชัน
จุดประสงคใ์นสมการท่ี (121) จะประมาณโดยใชว้ธีิเกาส์ควอดราเจอร์ไดด้งัน้ี 
 

                         (125) 

 
เง่ือนไขบงัคบัเชิงพลวตัในสมการท่ี (122) จะสามารถก าหนดอยู่ในรูปแบบเง่ือนไขบังคบัเชิง
พีชคณิตไดด้งัน้ี 
 

                              (126) 

 
เม่ือ  และ   
 

จะพบว่าเง่ือนไขบงัคับเชิงพลวตั คือการจดัวางท่ีจุดเลอจองค์เกาส์ และไม่ได้อยู่ท่ีจุด
ขอบเขต ตวัแปรท่ีเพิ่มเติมในการดิสครีไทเซชัน่ คือ  และ  หาไดโ้ดยการก าหนด
ในเทอมของ  และ  จากวธีิเกาส์ควอดราเจอร์สามารถก าหนด
ไดด้งัน้ี 
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                               (127) 

 
ส่วนเง่ือนไขขอบเขตในสมการท่ี (123) สามารถก าหนดไดด้งัน้ี 
 

                                                   (128) 
 

และเง่ือนไขบงัคบัอสมการเชิงวถีีจากสมการท่ี (124) สามารถก าหนดไดด้งัน้ี 
 

                                      (129) 
 

โดยท่ีฟังก์ชันจุดประสงค์ในสมการท่ี (125) และเง่ือนไขบงัคบัเชิงพีชคณิตในสมการท่ี (126),  
(128) และ (129) จะใชก้ าหนดไปยงัการแกปั้ญหาของโปรแกรมท่ีไม่เป็นเชิงเส้นโดยใชโ้ปรแกรม 
Matlab และ GPOPS 
 

4.  การควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียง 
 
     การควบคุมป้อนกลบัเป็นหลกัการพื้นฐานท่ีใช้ในการควบคุมระบบเชิงพลวตั เพราะ

สัญญาณจากเซนเซอร์จะถูกน าไปหักล้างจากสัญญาณอ้างอิง เพื่อท่ีจะสร้างสัญญาณความ
คลาดเคล่ือน ซ่ึงจะน าไปป้อนสู่ตวัควบคุม และตวัควบคุมจะสร้างสัญญาณควบคุมป้อนเข้าสู่   
ระบบเชิงพลวตั หลงัจากนั้นจะน าสัญญาณขาออกของระบบเชิงพลวตัมาป้อนสู่ระบบป้อนกลบั
ต่อไปเช่นน้ีเร่ือยๆ และสามารถรับประกนัสมรรถนะไดม้ากข้ึนแมก้บัแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ 
ท่ีมีตวัแปรท่ีมีความไม่แน่นอนอยูด่ว้ย 

 
      วิทยานิพนธ์น้ีแบ่งการควบคุมป้อนกลับบริเวณใกล้เคียง 2 แบบ คือการควบคุม

ป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงแบบไม่เอกฐาน (Non-Singular Neighboring Feedback Control) และการ
ควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงแบบเอกฐาน (Singular Neighboring Feedback Control) ซ่ึงมี
ฟังกช์นัวตัถุประสงค ์2 ประเภท คือเวลานอ้ยท่ีสุด และพลงังานท่ีนอ้ยท่ีสุด 

 
      ในส่วนของการควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงพบวา่ปัญหาการควบคุมดว้ยเวลานอ้ย

ท่ีสุดท าให ้   ซ่ึงไม่สามารถหากฎการป้อนกลบัให้เป็นไปตามสมการท่ี (75) ได ้ดงันั้นจึง
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ตอ้งใช้การควบคุมป้อนกลบับริเวณใกล้เคียงแบบเอกฐาน (Singular Neighboring Feedback 
Control) 

 
      ดังนั้ นจึงสรุปได้ว่าปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดท่ีมีฟังก์ชันวตัถุประสงค์แบบ
พลังงานท่ีน้อยท่ีสุดจะใช้การควบคุมป้อนกลบับริเวณใกล้เคียงแบบไม่เอกฐาน (Non-Singular 
Neighboring Feedback Control) ดงัภาพท่ี 3 และปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดท่ีมีฟังก์ชัน
วตัถุประสงคแ์บบเวลานอ้ยท่ีสุดจะใชก้ารควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงแบบเอกฐาน (Singular 
Neighboring Feedback Control) ดงัภาพท่ี 4 
 

 
ภาพที ่3  แผนภาพการควบคุมป้อนกลบัท่ีเหมาะท่ีสุดบริเวณใกลเ้คียงแบบไม่เอกฐาน 
 

 
 
ภาพที ่4  แผนภาพการควบคุมป้อนกลบัท่ีเหมาะท่ีสุดบริเวณใกลเ้คียงแบบเอกฐาน 
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สถานทีท่ าการวจัิย 
 

หอ้งปฏิบติัการวจิยัทางดา้นแมคคาทรอนิกส์ หุ่นยนต ์และการควบคุมชาญฉลาด (IMARC 
Laboratory) ภาควชิาวศิวกรรมไฟฟ้า คณะวศิวกรรมศาสตร์ มหาวทิยาลยัเกษตรศาสตร์ และศูนย์
ฝึกอบรมระบบอุตสาหกรรมอตัโนมติั (IATC) คณะวศิวกรรมศาสตร์ มหาวทิยาลยัเกษตรศาสตร์ 

 
ระยะเวลาท าการวจัิย 

 
การวจิยัเร่ิมตั้งแต่เดือนกนัยายน 2554 ถึงเดือนมีนาคม 2555 
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ผลและวจิารณ์ 
 

ผล 
 

1. การวางแผนเส้นทางเดินส าหรับหุ่นยนต์สการาโดยใช้วิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลที่มีฟังชันก์
จุดประสงค์แบบพลงังานน้อยทีสุ่ด และการควบคุมป้อนกลบับริเวณใกล้เคียงแบบไม่เอกฐาน 
 

1.1  การวางแผนเส้นทางเดินส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนัก์จุดประสงคแ์บบพลงังาน
นอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม 

 
       จากการแก้ปัญหาโดยใช้วิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลท่ีมีฟังชันก์จุดประสงค์แบบพลงังาน

น้อยท่ีสุดภายใต้เง่ือนไขบังคบัของสัญญาณควบคุม ซ่ึงได้ก าหนดจ านวนจุดเลอจองค์เกาส์ท่ี           
N = 50, 60, 80 และ 110 ตามล าดบั ดงัตารางท่ี 1 ซ่ึงจากผลการแก้ปัญหาพบว่าวิธีเกาส์ซู
โดสเปคตรัลให้ผลท่ีมีประสิทธิภาพ มีความแม่นย  าสูง และมีสัญญาณควบคุมท่ีราบเรียบ โดยจะ
แสดงผลการจ าลองการวางแผนเส้นทางเดินในการยา้ยแขนของหุ่นยนต์สการาระหว่างจุดสองจุด 
ดงัภาพท่ี 6 และภาพท่ี 7 ตามล าดบั จากนั้นไดท้  าการเพิ่มค่า N ใหสู้งข้ึนพบวา่ค่าฟังกช์นัจุดประสงค์
มีการเปล่ียนแปลงนอ้ยมากดงัภาพท่ี 5 
 
ตารางที ่1  ผลการแกปั้ญหาการวางแผนเส้นทางเดินส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนักจุ์ดประสงค ์
                แบบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม 
 

จ  านวนจุดของการดิสครีไทเซชัน่ 

 

ฟังกช์นัจุดประสงค ์ 

 

ค่าความขดัแยง้ของ
เง่ือนไขขอบเขต 

52 2.3296 7.5 × 10-8 

62 2.3292 7.2 × 10-8 

82 2.3296 7.6 × 10-8 

112 2.3294 7.5 × 10-8
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ภาพที ่5  ฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม 
              เม่ือท าการเพิ่มค่า N = 10 ถึง 500 
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ภาพที ่6  เส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการยา้ยแขนของหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนักจุ์ดประสงค ์ 
              แบบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
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ภาพที ่7  สัญญาณควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการยา้ยแขนของหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังก์ชจุัดประสงค ์
               แบบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
 

1.2  การวางแผนเส้นทางเดินส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนัก์จุดประสงคแ์บบพลงังาน
นอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม 

 
        จากการแกปั้ญหาโดยใชว้ิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลท่ีมีฟังชนัก์จุดประสงค์แบบพลงังาน

นอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ซ่ึง
ไดก้ าหนดจ านวนจุดเลอจองคเ์กาส์ท่ี N = 50, 60, 80 และ 110 ตามล าดบั ดงัตารางท่ี 2 ซ่ึงจากผล
การแกปั้ญหาพบวา่วธีิเกาส์ซูโดสเปคตรัลให้ผลท่ีมีประสิทธิภาพ มีความแม่นย  าสูง และมีสัญญาณ
ควบคุมท่ีราบเรียบ โดยจะแสดงผลการจ าลองการวางแผนเส้นทางเดินในการยา้ยแขนของหุ่นยนต์
สการาระหวา่งจุดสองจุด ดงัภาพท่ี 9 และภาพท่ี 10 ตามล าดบั จากนั้นไดท้  าการเพิ่มค่า N ให้สูงข้ึน
พบวา่ค่าฟังกช์นัจุดประสงคมี์การเปล่ียนแปลงนอ้ยมากดงัภาพท่ี 8  
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ตารางที ่2  ผลการแกปั้ญหาการวางแผนเส้นทางเดินส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนักจุ์ดประสงค ์
                แบบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการ   
                เปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม  
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ภาพที ่8  ฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และ 
             อตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม เม่ือท าการเพิ่มค่า N = 10 ถึง 500 
 

จ  านวนจุดของการดิสครีไทเซชัน่ 

 

ฟังกช์นัจุดประสงค ์ 

 

ค่าความขดัแยง้ของ
เง่ือนไขขอบเขต 

52 2.4816 6.9 × 10-8 

62 2.4815 7.1 × 10-8 

82 2.4817 6.2 × 10-8 

112 2.4816 7.8 × 10-8
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ภาพที ่9  เส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการยา้ยแขนของหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนักจุ์ดประสงค ์ 
              แบบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการ 
              เปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
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ภาพที ่10  สัญญาณควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการยา้ยแขนของหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนัก ์           
            จุดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัรา 
            การเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
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1.3  การควบคุมป้อนกลบัส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนัก์จุดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ย
ท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม 

 
       ส าหรับปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดท่ีมีฟังกช์นัวตัถุประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุด

ภายใต้เง่ือนไขบังคับของสัญญาณควบคุม จะใช้การควบคุมป้อนกลับบริเวณใกล้เคียงแบบ           
ไม่เอกฐาน (Non-Singular Neighboring Feedback Control) ซ่ึงพบว่าค่าสเตทมีการลู่เข้า                          
ดงัภาพท่ี 11 และผลต่างของสเตทระหว่างเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดและการควบคุมป้อนกลบั
บริเวณใกลเ้คียงดงัภาพท่ี 12 และ 13 
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ภาพที ่11  การควบคุมป้อนกลบัส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ย 
               ท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
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ภาพที ่12  ผลต่างของ  ระหวา่งเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดและการควบคุมป้อนกลบับริเวณ  
               ใกลเ้คียงท่ีมีฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณ 
               ควบคุม ท่ี N = 50  (ผลต่างสูงสุด = 8.87 × 10-16) 
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ภาพที ่13  ผลต่างของ  ระหวา่งเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดและการควบคุมป้อนกลบับริเวณ  
               ใกลเ้คียงท่ีมีฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณ 
               ควบคุม ท่ี N = 50  (ผลต่างสูงสุด = 1.74 × 10-15) 
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1.4  การควบคุมป้อนกลบัส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนัก์จุดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ย
ท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม 
 

       ส าหรับปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดท่ีมีฟังกช์นัวตัถุประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุด
ภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม จะใช้การ
ควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงแบบไม่เอกฐาน (Non-Singular Neighboring Feedback Control) 
ซ่ึงพบวา่ค่าสเตตมีการลู่เขา้ ดงัภาพท่ี 14 และผลต่างของสเตทระหวา่งเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดและ
การควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงดงัภาพท่ี 15 และ 16 
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ภาพที ่14  การควบคุมป้อนกลบัส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ย  
               ท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณ  
               ควบคุม ท่ี N = 50 
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ภาพที ่15  ผลต่างของ  ระหวา่งเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดและการควบคุมป้อนกลบั 
               บริเวณใกลเ้คียงท่ีมีฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบั 
               ของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
               (ผลต่างสูงสุด = 3.47 × 10-14) 
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ภาพที ่16  ผลต่างของ  ระหวา่งเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดและการควบคุมป้อนกลบั 
               บริเวณใกลเ้คียงท่ีมีฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบั 
               ของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
               (ผลต่างสูงสุด = 6.84 × 10-14) 
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1.5  การควบคุมป้อนกลบัส าหรับหุ่นยนต์สการาท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์
โดยมีฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม  

        
       ในการการควบคุมป้อนกลับส าหรับหุ่นยนต์สการาท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของ

พารามิเตอร์โดยมีฟังชันก์จุดประสงค์แบบพลงังานน้อยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณ
ควบคุม ไดท้  าการออกแบบค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์ โดยการเพิ่มค่าพารามิเตอร์จาก P = 
[P(1) P(2) P(3) P(4) P(5)] = [0.45 0.22 0.08 1.80 1.40] เป็น 10% ของ P(1) 15% ของ P(2) 20% 
ของ P(3) 15% ของ P(4) และ 10% ของ P(5) ตามล าดบั ดงันั้นค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์
คือ P = [0.4950 0.2943 0.1790 1.8743 1.4495] และจะใชก้ารควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงแบบ          
ไม่เอกฐาน (Non-Singular Neighboring Feedback Control) ซ่ึงพบว่าค่าสเตตมีการลู่เข้า                        
ดงัภาพท่ี 17 และผลต่างของสเตทระหว่างเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดและการควบคุมป้อนกลบั
บริเวณใกล้เคียงดงัภาพท่ี 18 และ 19 ส่วนผลต่างระหว่างการควบคุมวงเปิดและการควบคุม
ป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์แสดงดงัภาพท่ี 20 และ 21 
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ภาพที ่17  การควบคุมป้อนกลบัส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์โดยมี 
               ฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม        
               ท่ี N = 50  
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ภาพที ่18  ผลต่างของ  ระหวา่งเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดและการควบคุมป้อนกลบั 
               บริเวณใกลเ้คียงท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์ โดยมีฟังชนักจุ์ดประสงค ์
               แบบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
               (ผลต่างสูงสุด = 0.78 × 10-15) 
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Difference of 
2
(t) (Optimal Trajectory and Non-Singular Neighboring Feedback)

 
 

ภาพที ่19  ผลต่างของ  ระหวา่งเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดและการควบคุมป้อนกลบั 
               บริเวณใกลเ้คียงท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์ โดยมีฟังชนักจุ์ดประสงค ์
               แบบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
               (ผลต่างสูงสุด = 1.76 × 10-15) 
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Difference of 
1
(t) (Open Loop and Non-Singular Neighboring Feedback with Uncertainty)

 
 

ภาพที ่20   ผลต่างของ  ระหวา่งการควบคุมวงเปิดและการควบคุมป้อนกลบับริเวณ 
                ใกลเ้คียงท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์ โดยมีฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบพลงังาน  
                นอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50                                             
                (ผลต่างสูงสุด = 0.069) 
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Difference of 
2
(t) (Open Loop and Non-Singular Neighboring Feedback with Uncertainty)

 
 

ภาพที ่21  ผลต่างของ  ระหวา่งการควบคุมวงเปิดและการควบคุมป้อนกลบับริเวณ 
               ใกลเ้คียงท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์ โดยมีฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบพลงังาน  
               นอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
               (ผลต่างสูงสุด = 0.177) 
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1.6  การควบคุมป้อนกลบัส าหรับหุ่นยนต์สการาท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์
โดยมีฟังชันก์จุดประสงค์แบบพลงังานน้อยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และ
อตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม  

        
       ในการการควบคุมป้อนกลับส าหรับหุ่นยนต์สการาท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของ

พารามิเตอร์โดยมีฟังชันก์จุดประสงค์แบบพลงังานน้อยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณ
ควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ได้ท าการออกแบบค่าความไม่แน่นอนของ
พารามิเตอร์โดยการเพิ่มค่าพารามิเตอร์จาก P = [P(1) P(2) P(3) P(4) P(5)] = [0.45 0.22 0.08 1.80 
1.40] เป็น 10% ของ P(1) 15% ของ P(2) 20% ของ P(3) 15% ของ P(4) และ 10% ของ P(5) 
ตามล าดบั ดงันั้นค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์คือ P = [0.4950 0.2943 0.1790 1.8743 1.4495] 
และจะใช้การควบคุมป้อนกลับบริเวณใกล้เคียงแบบไม่เอกฐาน (Non-Singular Neighboring 
Feedback Control) ซ่ึงพบวา่ค่าสเตตมีการลู่เขา้ ดงัภาพท่ี 22 และผลต่างของสเตทระหวา่งเส้นทาง
เดินท่ีเหมาะท่ีสุดและการควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงดงัภาพท่ี 23 และ 24 ส่วนผลต่างระหวา่ง
การควบคุมวงเปิดและการควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์
แสดงดงัภาพท่ี 25 และ 26 
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ภาพที ่22  การควบคุมป้อนกลบัส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์โดยมี 
               ฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม        
               และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
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ภาพที ่23  ผลต่างของ  ระหวา่งเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดและการควบคุมป้อนกลบั 
               บริเวณใกลเ้คียงท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์ โดยมีฟังชนักจุ์ดประสงค ์
               แบบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการ 
               เปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 (ผลต่างสูงสุด = 4.37 × 10-15) 
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ภาพที ่24  ผลต่างของ  ระหวา่งเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดและการควบคุมป้อนกลบั 
               บริเวณใกลเ้คียงท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์ โดยมีฟังชนักจุ์ดประสงค ์
               แบบพลงังานนอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการ 
               เปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 (ผลต่างสูงสุด = 4.27 × 10-16) 
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Difference of 
1
(t) (Open Loop and Non-Singular Neighboring Feedback with Uncertainty)

 
 

ภาพที ่25  ผลต่างของ  ระหวา่งการควบคุมวงเปิดและการควบคุมป้อนกลบับริเวณ 
               ใกลเ้คียงท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์โดยมีฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบพลงังาน  
               นอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณ  
               ควบคุม ท่ี N = 50 (ผลต่างสูงสุด = 0.011)   
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Difference of 
2
(t) (Open Loop and Non-Singular Neighboring Feedback with Uncertainty)

 
 

ภาพที ่26  ผลต่างของ  ระหวา่งการควบคุมวงเปิดและการควบคุมป้อนกลบับริเวณ 
               ใกลเ้คียงท่ีมีค่าความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์โดยมีฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบพลงังาน  
               นอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณ  
               ควบคุม ท่ี N = 50 (ผลต่างสูงสุด = 0.216) 
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2. การวางแผนเส้นทางเดินส าหรับหุ่นยนต์สการาโดยใช้วิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลที่มีฟังชันก์
จุดประสงค์แบบเวลาสุดท้าย และการควบคุมป้อนกลบับริเวณใกล้เคียงแบบเอกฐาน 
 

2.1  การวางแผนเส้นทางเดินส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนัก์จุดประสงคแ์บบเวลานอ้ย
ท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม 

 
       จากการแกปั้ญหาโดยใช้วิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลท่ีมีฟังชนัก์จุดประสงค์แบบเวลาน้อย

ท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม ซ่ึงไดก้ าหนดจ านวนจุดเลอจองคเ์กาส์ท่ี N = 50, 60, 
80 และ 110 ตามล าดบั ดงัตารางท่ี 3 ซ่ึงจากผลการแกปั้ญหาพบวา่วิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลให้ผลท่ีมี
ประสิทธิภาพ มีความแม่นย  าสูง และมีสัญญาณควบคุมท่ีราบเรียบ โดยจะแสดงผลการจ าลองการ
วางแผนเส้นทางเดินในการยา้ยแขนของหุ่นยนตส์การาระหวา่งจุดสองจุด ดงัภาพท่ี 28 และภาพท่ี 
29 ตามล าดบั จากนั้นไดท้  าการเพิ่มค่า N ให้สูงข้ึนพบวา่ค่าฟังก์ชนัจุดประสงคมี์การเปล่ียนแปลง
นอ้ยมากดงัภาพท่ี 27 
 
ตารางที ่3  ผลการแกปั้ญหาการวางแผนเส้นทางเดินส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนักจุ์ดประสงค ์
                แบบเวลานอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม 
 

 
 
 
 
 

 

จ  านวนจุดของการดิสครีไทเซชัน่ 

 

ฟังกช์นัจุดประสงค ์  
(วนิาที) 

ค่าความขดัแยง้ของ
เง่ือนไขขอบเขต 

52 9.3136 4.5 × 10-13 

62 9.3115 1.1 × 10-12 

82 9.3117 4.3 × 10-13 

112 9.3116 2.4 × 10-12
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ภาพที ่27  ฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบเวลานอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม 
               เม่ือท าการเพิ่มค่า N = 10 ถึง 500 
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ภาพที ่28  เส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการยา้ยแขนของหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนักจุ์ดประสงค ์ 
               แบบเวลานอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
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ภาพที ่29  สัญญาณควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการยา้ยแขนของหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังกช์จุัด 
                 ประสงคแ์บบเวลานอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
 

2.2  การวางแผนเส้นทางเดินส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนัก์จุดประสงคแ์บบเวลานอ้ย
ท่ีสุดยภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม 
 

       จากการแกปั้ญหาโดยใช้วิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลท่ีมีฟังชนัก์จุดประสงค์แบบเวลาน้อย
ท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุมและอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ซ่ึงได้
ก าหนดจ านวนจุดเลอจองคเ์กาส์ท่ี N = 50, 60, 80 และ 110 ตามล าดบั ดงัตารางท่ี 4 ซ่ึงจากผลการ
แก้ปัญหาพบว่าวิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลให้ผลท่ีมีประสิทธิภาพ มีความแม่นย  าสูง และมีสัญญาณ
ควบคุมท่ีราบเรียบ โดยจะแสดงผลการจ าลองการวางแผนเส้นทางเดินในการยา้ยแขนของหุ่นยนต์
สการาระหว่างจุดสองจุด ดงัภาพท่ี 31 และภาพท่ี 32 ตามล าดับ จากนั้นได้ท าการเพิ่ม                     
ค่า N ใหสู้งข้ึนพบวา่ค่าฟังกช์นัจุดประสงคมี์การเปล่ียนแปลงนอ้ยมาก ดงัภาพท่ี 30 
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ตารางที ่4  ผลการแกปั้ญหาการวางแผนเส้นทางเดินส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนักจุ์ดประสงค ์
                แบบเวลานอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลง 
                สัญญาณควบคุม 
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ภาพที ่30  ฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบเวลานอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และ 
               อตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม เม่ือท าการเพิ่มค่า N = 10 ถึง 500 
 

จ านวนจุดของการดิสครีไทเซชัน่  

  

ฟังกช์นัจุดประสงค ์  
(วนิาที) 

ค่าความขดัแยง้ของ
เง่ือนไขขอบเขต 

52 9.3437 4.4 × 10-6 

62 9.3432 9.1 × 10-6 

82 9.3431 7.0 × 10-6 

112 9.3432 1.1 × 10-6
 



 
53 

0 2 4 6 8 10
-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

Time (Seconds)

P
o
s
it
io

n
 L

e
v
e
l 
S

ta
te

s
 (

ra
d
ia

n
)

 

 


1
(t)


2
(t)

 
 

ภาพที ่31  เส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการยา้ยแขนของหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนักจุ์ดประสงค ์ 
               แบบเวลานอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลง 
               สัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
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ภาพที ่32  สัญญาณควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับการยา้ยแขนของหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนัก ์           
            จุดประสงคแ์บบเวลานอ้ยท่ีสุดภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการ 
            เปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
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2.3  การควบคุมป้อนกลบัส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนัก์จุดประสงคแ์บบเวลานอ้ยท่ีสุด
ภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม 

 
      ส าหรับปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดท่ีมีฟังก์ชันวตัถุประสงค์แบบเวลาน้อยท่ีสุด

ภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม จะใชก้ารควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงแบบเอกฐาน 
(Singular Neighboring Feedback Control) ซ่ึงพบวา่ค่าสเตตมีการลู่ออก ดงัภาพท่ี 33 
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1
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
2
(t) : Optimal Trajectory


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(t) : Non-Singular Neighboring Feedback


2
(t) : Non-Singular Neighboring Feedback

 
 

ภาพที ่33  การควบคุมป้อนกลบัส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบเวลานอ้ยท่ีสุด 
               ภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม ท่ี N = 50 
 

2.4  การควบคุมป้อนกลบัส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนัก์จุดประสงคแ์บบเวลานอ้ยท่ีสุด
ภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม 
  
                   ส าหรับปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดท่ีมีฟังก์ชันวตัถุประสงค์แบบเวลาน้อยท่ีสุด
ภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม จะใช้การ
ควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงแบบเอกฐาน (Singular Neighboring Feedback Control) ซ่ึงพบวา่
ค่าสเตตมีการลู่ออก ดงัภาพท่ี 34 
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
1
(t) : Optimal Trajectory


2
(t) : Optimal Trajectory


1
(t) : Non-Singular Neighboring Feedback


2
(t) : Non-Singular Neighboring Feedback

 
 

ภาพที ่34  การควบคุมป้อนกลบัส าหรับหุ่นยนตส์การาท่ีมีฟังชนักจุ์ดประสงคแ์บบเวลานอ้ยท่ีสุด 
                 ภายใตเ้ง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม 
                 ท่ี N = 50 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 



 
56 

วจิารณ์ 
 

จากการแกปั้ญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดโดยใชว้ิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลเพื่อจ าลองการหา
เส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดส าหรับหุ่นยนตส์การารุ่น IBM 7545 ซ่ึงไดก้ าหนดฟังก์ชนัจุดประสงค ์2 
ประเภท คือ เวลานอ้ยท่ีสุด และพลงังานท่ีนอ้ยท่ีสุด  

 
ส าหรับฟังก์ชันจุดประสงค์แบบเวลาน้อยท่ีสุด พบว่าเม่ือก าหนดเง่ือนไขบังคับของ

สัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุมท าใหค้่าสเตท และสัญญาณควบคุม  
มีความราบเรียบมากยิง่ข้ึน 
 

ส าหรับฟังก์ชนัจุดประสงค์แบบพลงังานท่ีน้อยท่ีสุด พบว่าเม่ือก าหนดเง่ือนไขบงัคบัของ
สัญญาณควบคุม และอัตราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุมท าให้สัญญาณควบคุมมีการ
เปล่ียนแปลงแบบสวงิเล็กนอ้ย 
 

ในส่วนของการควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงส าหรับฟังก์ชนัจุดประสงคแ์บบพลงังาน
ท่ีนอ้ยท่ีสุดจะใช้การควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงแบบไม่เอกฐาน ซ่ึงจากผลการจ าลองพบว่า
ค่าสเตตมีการลู่เขา้ และส าหรับฟังก์ชนัจุดประสงค์แบบเวลาน้อยท่ีสุดจะใช้การควบคุมป้อนกลบั
บริเวณใกลเ้คียงแบบเอกฐาน ซ่ึงจากผลการจ าลองพบวา่ค่าสเตตมีการลู่ออก 
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สรุปและข้อเสนอแนะ 
 

สรุป 
 

จากผลการจ าลองการหาเส้นทางเดินท่ีเหมาะท่ีสุดโดยใช้วิธีเกาส์ซูโดสเปคตรัลส าหรับ
หุ่นยนตส์การารุ่น IBM 7545 ซ่ึงไดก้ าหนดฟังก์ชนัจุดประสงค ์2 ประเภท คือ เวลานอ้ยท่ีสุด และ
พลงังานท่ีน้อยท่ีสุด สรุปได้ว่าส าหรับฟังก์ชันจุดประสงค์แบบเวลาน้อยท่ีสุด พบว่าเม่ือก าหนด
เง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุมท าให้ค่าสเตท และ
สัญญาณควบคุม มีความราบเรียบมากยิ่งข้ึน ส่วนฟังก์ชนัจุดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุดพบว่า
เม่ือก าหนดเง่ือนไขบงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุมท าให้
สัญญาณควบคุมมีการเปล่ียนแปลงแบบสวิงเล็กนอ้ย และในส่วนของการควบคุมป้อนกลบับริเวณ
ใกล้เคียงส าหรับฟังก์ชันจุดประสงค์แบบพลงังานท่ีน้อยท่ีสุดจะใช้การควบคุมป้อนกลบับริเวณ
ใกลเ้คียงแบบไม่เอกฐาน ซ่ึงจากผลการจ าลองพบว่าค่าสเตทมีการลู่เขา้ ส่วนฟังก์ชนัจุดประสงค์
แบบเวลาน้อยท่ีสุดจะใช้การควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงแบบเอกฐาน ซ่ึงจากผลการจ าลอง
พบวา่ค่าสเตทมีการลู่ออก 

 
 

ข้อเสนอแนะ 

ในส่วนของการควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงแบบเอกฐาน จากผลการจ าลองไม่เป็นท่ี
น่าพอใจนกั เน่ืองจากผลการจ าลองพบวา่ค่าสเตตมีการลู่ออก ซ่ึงวิทยานิพนธ์น้ียงัตอ้งพฒันาและ
แกปั้ญหาดงักล่าว ดงันั้นขอ้เสนอแนะน้ีจึงเหมาะส าหรับผูท่ี้สนใจงานวิจยัทางด้านการควบคุมท่ี
เหมาะท่ีสุด และการควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงท่ีจะพฒันางานวจิยัทางดา้นน้ีต่อไป 
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การเขียนฟังก์ชันโปรแกรม Matlab 
 
1. ฟังก์ชันโปรแกรม Matlab ส าหรับการแก้ปัญหาการวางแผนเส้นทางเดินที่เหมาะที่สุดของ

หุ่นยนต์สการาทีม่ีเงื่อนไขบังคับของสัญญาณควบคุม 
 

1.1 ฟังกช์นัจุดประสงคแ์บบเวลานอ้ยท่ีสุด 
 
function [Mayer,Lagrange] = robotArmCost(sol);  
t0 = sol.initial.time; 
x0 = sol.initial.state; 
tf = sol.terminal.time; 
xf = sol.terminal.state; 
t  = sol.time; 
x  = sol.state; 
u  = sol.control; 
p  = sol.parameter; 
Mayer = tf; 
Lagrange = zeros(size(t)); 
 

1.2 ฟังกช์นัจุดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุด 
 

function [Mayer,Lagrange] = robotArmCost(sol);  
t0 = sol.initial.time; 
x0 = sol.initial.state; 
tf = sol.terminal.time; 
xf = sol.terminal.state; 
t  = sol.time; 
x  = sol.state; 
u  = sol.control; 
p  = sol.parameter; 
Mayer = u(1).^2+u(2).^2; 
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Lagrange = zeros(size(t)); 
 

1.3 เง่ือนไขเชิงพลวตัของหุ่นยนตส์การา 
 
function dae=robotArmDae(sol);  
t = sol.time; 
x = sol.state; 
u = sol.control; 
p = sol.parameter; 
Theta = [0.45 0.22 0.08 1.8 1.4]; 
I1 = u(:,1)+(2*x(:,2).*x(:,4)+x(:,4).^2).*(Theta(3)*sin(x(:,3)))-(x(:,2)*Theta(4)); 
I2 = u(:,2)- (x(:,1).^2).*(Theta(3)*sin(x(:,3)))- x(:,4)*Theta(5); 
x1dot = x(:,2); 
x2dot = Theta(2)*I1-(Theta(2)+Theta(3)*cos(x(:,3))).*I2; 
x3dot = x(:,4); 
x4dot = (-Theta(2)-Theta(3)*cos(x(:,3))).*I1+(Theta(1)+2*Theta(3)*cos(x(:,3))).*I2 
dae = [x1dot x2dot x3dot x4dot]; 

 
1.4 ก าหนดเง่ือนไขขอบเขต 

 
t0 = 0; 
x10 = 0; 
x1f = 3*pi/4; 
x1min = -pi; 
x1max =  pi; 
x20 = 0; 
x2f = 0; 
x2min = -50; 
x2max =  50;  
x30 = pi/3; 
x3f = pi/3; 
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x3min = -pi; 
x3max =  pi; 
x40 = 0; 
x4f = 0; 
x4min = -50; 
x4max =  50; 
u1min = -1; 
u1max =  1; 
u2min = -1; 
u2max =  1; 
tfMin = 1; 
tfMax= 20; 
iphase = 1; 
limits(iphase).intervals = 1; 
limits(iphase).nodesperint = 10; 
limits(iphase).time.min    = [t0 tfMin]; 
limits(iphase).time.max    = [t0 tfMax]; 
limits(iphase).state.min(1,:) = [x10 x1min x1f]; 
limits(iphase).state.max(1,:) = [x10 x1max x1f]; 
limits(iphase).state.min(2,:) = [x20 x2min x2f]; 
limits(iphase).state.max(2,:) = [x20 x2max x2f]; 
limits(iphase).state.min(3,:) = [x30 x3min x3f]; 
limits(iphase).state.max(3,:) = [x30 x3max x3f]; 
limits(iphase).state.min(4,:) = [x40 x4min x4f]; 
limits(iphase).state.max(4,:) = [x40 x4max x4f]; 
limits(iphase).control.min(1,:) = u1min; 
limits(iphase).control.max(1,:) = u1max; 
limits(iphase).control.min(2,:) = u2min; 
limits(iphase).control.max(2,:) = u2max; 
limits(iphase).parameter.min = []; 
limits(iphase).parameter.max = []; 
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limits(iphase).duration.min  = []; 
limits(iphase).duration.max  = []; 
limits(iphase).path.min      = []; 
limits(iphase).path.max      = []; 
limits(iphase).event.min     = []; 
limits(iphase).event.max     = []; 
guess(iphase).time            = [0; 1]; 
guess(iphase).state(:,1)     = [x10; x10]; 
guess(iphase).state(:,2)     = [x20; x20]; 
guess(iphase).state(:,3)     = [x30; x30]; 
guess(iphase).state(:,4)     = [x40; x40]; 
guess(iphase).control(:,1)   = [0; 0]; 
guess(iphase).control(:,2)   = [0; 0]; 
guess(iphase).parameter      = []; 
setup.name = 'Robot-Arm-Rotation'; 
setup.method = 'gauss'; 
setup.limits = limits; 
setup.guess = guess; 
setup.funcs.cost = 'robotArmCost'; 
setup.funcs.dae  = 'robotArmDae'; 
setup.linkages = []; 
setup.derivatives = 'automatic'; 
setup.autoscale = 'off'; 
setup.solver = 'snopt'; 
setup.mesh.grid = 'global'; 
setup.mesh.tolerance = 1e-4; 
setup.mesh.iteration = 5; 
setup.mesh.on = 'yes'; 
setup.mesh.guess = 'yes'; 
setup.mesh.nodelimit = 200; 
output = gpops(setup); 
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solution = output.solution; 
 
2. ฟังก์ชันโปรแกรม Matlab ส าหรับการแก้ปัญหาการวางแผนเส้นทางเดินที่เหมาะที่สุดของ

หุ่นยนต์สการาที่มีเง่ือนไขบังคับของสัญญาณควบคุม และอัตราการเปลี่ยนแปลงสัญญาณ
ควบคุม 

 
2.1  ฟังกช์นัจุดประสงคแ์บบเวลานอ้ยท่ีสุด 

 
function [Mayer,Lagrange] = robotArmCost(sol); 
t0 = sol.initial.time; 
x0 = sol.initial.state; 
tf = sol.terminal.time; 
xf = sol.terminal.state; 
t  = sol.time; 
x  = sol.state;  
u  = sol.control; 
p  = sol.parameter;  
Mayer = tf; 
Lagrange = zeros(size(t)); 

 
2.2 ฟังกช์นัจุดประสงคแ์บบพลงังานนอ้ยท่ีสุด 
 

function [Mayer,Lagrange] = robotArmCost(sol);  
t0 = sol.initial.time; 
x0 = sol.initial.state; 
tf = sol.terminal.time; 
xf = sol.terminal.state; 
t  = sol.time; 
x  = sol.state; 
u  = sol.control; 
p  = sol.parameter; 
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Mayer = x(3).^2+x(6).^2; 
Lagrange = zeros(size(t)); 

 
2.3  เง่ือนไขเชิงพลวตัของหุ่นยนตส์การา 

 
function dae=robotArmDae(sol); 
t = sol.time; 
x = sol.state; 
u = sol.control; 
p = sol.parameter; 
P = [0.45 0.22 0.08 1.8 1.4]; 
I1 = x(:,3)+(2*x(:,2).*x(:,5)+x(:,5).^2).*(P(3)*sin(x(:,4)))-(x(:,2)*P(4)); 
I2 = x(:,6)- (x(:,1).^2).*(P(3)*sin(x(:,4)))- x(:,5)*P(5);  
x1dot = x(:,2); 
x2dot = P(2)*I1-(P(2)+P(3)*cos(x(:,4))).*I2; 
x3dot = u(:,1); 
x4dot = x(:,5); 
x5dot = (-P(2)-P(3)*cos(x(:,4))).*I1+(P(1)+2*P(3)*cos(x(:,4))).*I2; 
x6dot = u(:,2); 
dae = [x1dot x2dot x3dot x4dot x5dot x6dot]; 

 
2.4  ก าหนดเง่ือนไขขอบเขต 

 
t0 = 0;  
x10 = 0; 
x1f = 3*pi/4; 
x1min = -pi; 
x1max =  pi; 
x20 = 0; 
x2f = 0; 
x2min = -50; 
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x2max =  50; 
x3min = -1; 
x3max =  1; 
x40 = pi/3; 
x4f = pi/3; 
x4min = -pi; 
x4max =  pi; 
x50 = 0; 
x5f = 0; 
x5min = -50; 
x5max =  50; 
x6min = -1; 
x6max =  1; 
u1min = -1; 
u1max =  1; 
u2min = -1; 
u2max =  1; 
t0 = 0; 
tfMin = 0.1; 
tfMax= 10; 
iphase = 1; 
limits(iphase).intervals = 1; 
limits(iphase).nodesperint = 10; 
limits(iphase).time.min    = [t0 tfMin]; 
limits(iphase).time.max    = [t0 tfMax]; 
limits(iphase).state.min(1,:) = [x10 x1min x1f]; 
limits(iphase).state.max(1,:) = [x10 x1max x1f]; 
limits(iphase).state.min(2,:) = [x20 x2min x2f]; 
limits(iphase).state.max(2,:) = [x20 x2max x2f]; 
limits(iphase).state.min(3,:) = x3min; 
limits(iphase).state.max(3,:) = x3max; 
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limits(iphase).state.min(4,:) = [x40 x4min x4f]; 
limits(iphase).state.max(4,:) = [x40 x4max x4f]; 
limits(iphase).state.min(5,:) = [x50 x5min x5f]; 
limits(iphase).state.max(5,:) = [x50 x5max x5f]; 
limits(iphase).state.min(6,:) = x6min; 
limits(iphase).state.max(6,:) = x6max; 
limits(iphase).control.min(1,:) = u1min; 
limits(iphase).control.max(1,:) = u1max; 
limits(iphase).control.min(2,:) = u2min; 
limits(iphase).control.max(2,:) = u2max; 
limits(iphase).parameter.min = []; 
limits(iphase).parameter.max = []; 
limits(iphase).duration.min  = []; 
limits(iphase).duration.max  = []; 
limits(iphase).path.min      = []; 
limits(iphase).path.max      = []; 
limits(iphase).event.min     = []; 
limits(iphase).event.max     = []; 
guess(iphase).time           = [0; 1]; 
guess(iphase).state(:,1)     = [x10; x10]; 
guess(iphase).state(:,2)     = [x20; x20]; 
guess(iphase).state(:,3)     = [0; 0]; 
guess(iphase).state(:,4)     = [x40; x40]; 
guess(iphase).state(:,5)     = [x50; x50]; 
guess(iphase).state(:,6)     = [0; 0]; 
guess(iphase).control(:,1)   = [0; 0]; 
guess(iphase).control(:,2)   = [0; 0]; 
guess(iphase).parameter      = []; 
setup.name = 'Robot-Arm-Rotation'; 
setup.method = 'gauss'; 
setup.limits = limits; 
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setup.guess = guess; 
setup.funcs.cost = 'robotArmCost'; 
setup.funcs.dae  = 'robotArmDae'; 
setup.linkages = []; 
setup.derivatives = 'automatic'; 
setup.autoscale = 'off'; 
setup.solver = 'snopt'; 
setup.mesh.grid = 'global'; 
setup.mesh.tolerance = 1e-4; 
setup.mesh.iteration = 5; 
setup.mesh.on = 'yes'; 
setup.mesh.guess = 'yes'; 
setup.mesh.nodelimit = 200; 
output = gpops(setup); 
solution = output.solution; 

 
3. การควบคุมป้อนกลบับริเวณใกล้เคียง 
 

3.1 สมการเชิงพลวตัของหุ่นยนตส์การาส าหรับปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดท่ีมีเง่ือนไข 
บงัคบัของสัญญาณควบคุม 
 

syms x1 x2 x3 x4;  
syms u1 u2;  
syms lambda1 lambda2 lambda3 lambda4; 
x =[x1;x2;x3;x4]; 
u =[u1;u2]; 
lambda = [lambda1 lambda2 lambda3 lambda4]; 
P = [0.45 0.22 0.08 1.8 1.4];  
I1 = u1 + (2*x2.*x4 + x4.^2).*(P(3)*sin(x3)) - (x2*P(4)); 
I2 = u2 - (x1.^2).*(P(3)*sin(x3)) - x4*P(5); 
x1dot = x2; 
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x2dot = P(2)*I1 - (P(2) + P(3)*cos(x3)).*I2; 
x3dot = x4; 
x4dot = (-P(2) - P(3)*cos(x3)).*I1 + (P(1)+2*P(3)*cos(x3)).*I2; 
f = [x1dot;x2dot;x3dot;x4dot]; 
dfdx = jacobian(f,x); 
dfdu = jacobian(f,u); 

 
3.2 สมการเชิงพลวตัของหุ่นยนตส์การาส าหรับปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดท่ีมีเง่ือนไข 

บงัคบัของสัญญาณควบคุม และอตัราการเปล่ียนแปลงสัญญาณควบคุม 
 

syms x1 x2 x3 x4 x5 x6;  
syms u1 u2;  
syms lambda1 lambda2 lambda3 lambda4 lambda5 lambda6; 
x =[x1;x2;x3;x4;x5;x6]; 
u =[u1;u2]; 
lambda = [lambda1 lambda2 lambda3 lambda4 lambda5 lambda6]; 
P = [0.45 0.22 0.08 1.8 1.4];  
I1 = x3+(2*x2.*x5+x5.^2).*(P(3)*sin(x4))-(x2*P(4)); 
I2 = x6- (x1.^2).*(P(3)*sin(x4))- x5*P(5);  
x1dot = x2; 
x2dot = P(2)*I1-(P(2)+P(3)*cos(x4)).*I2; 
x3dot = u1; 
x4dot = x5; 
x5dot = (-P(2)-P(3)*cos(x4)).*I1+(P(1)+2*P(3)*cos(x4)).*I2; 
x6dot = u2; 
f = [x1dot x2dot x3dot x4dot x5dot x6dot]; 
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3.3 ฟังกช์นัฮามิลโทเนียนส าหรับปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดท่ีมีฟังกช์นัจุดประสงค ์
แบบพลงังานนอ้ยท่ีสุด และการก าหนดค่าส าหรับการควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงแบบไม่เอก
ฐาน 
 

       H = u1^2+u2^2 + lambda*f; 
dHdx = jacobian(H,x); 
dHdu = jacobian(H,u); 
d2Hd2x = jacobian(dHdx,x); 
d2Hd2u = jacobian(dHdu,u); 
d2Hdxdu = jacobian(dHdu,x); 
d2Hdudx = jacobian(dHdx,u); 
A = (dfdx) - (dfdu)*(inv(d2Hd2u))*(d2Hdxdu) 
B = (dfdu)*(inv(d2Hd2u))*(transpose(dfdu)) 
C = (d2Hd2x) - (d2Hdudx)*(inv(d2Hd2u))*(d2Hdxdu) 
M1 = inv(d2Hd2u) 
M2 = d2Hdxdu  
M3 = transpose(dfdu) 

 
3.4 ฟังกช์นัฮามิลโทเนียนส าหรับปัญหาการควบคุมท่ีเหมาะท่ีสุดท่ีมีฟังกช์นัจุดประสงค ์

แบบเวลานอ้ยท่ีสุด และการก าหนดค่าส าหรับการควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียงแบบเอกฐาน 
 
        H = 1 + lambda*f; 

dHdx = jacobian(H,x); 
dHdu = jacobian(H,u); 
d2Hd2x = jacobian(dHdx,x); 
d2Hd2u = jacobian(dHdu,u); 
d2Hdxdu = jacobian(dHdu,x); 
d2Hdudx = jacobian(dHdx,u); 
A0 = transpose(dfdu); 
B0 = d2Hdxdu; 
C0 = d2Hd2u; 
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A1 = A0 - A0*transpose(dfdx); 
B1 = B0 + B0*dfdx - A0*d2Hd2x; 
C1 = B0*dfdu - A0*d2Hdudx; 
A2 = A1 - A1*transpose(dfdx); 
B2 = B1 + B1*dfdx - A1*d2Hd2x; 
C2 = B1*dfdu - A1*d2Hdudx; 
Hxx = d2Hd2x 
Hxu = d2Hdudx 
Fx = dfdx 
Fu = dfdu 
M1 = inv(C2) 
M2 = A2  
M3 = B2 

 
3.5 ฟังกช์นัลากรางจ ์

 
function xx=lagrange(t,x,tt) 
m=length(t); 
n=length(x); 
if m~=n, error('m and n must have the same number of elements'); 
end 
s=0; 
for i=1:n 
time = ones(1,length(tt)); 
for j=1:n 
if j~=i,  
time = time.*(tt-t(j))/(t(i)-t(j)); 
end 
end 
s = s+time*x(i); 
end 



 
74 

3.6 สมการริคคาติ 
 

functiondSdt = Riccati(t, S, A, B, C) 
S = reshape(S, size(A));  
dSdt = -A'*S - S*A + S*B*S - C;  
dSdt = dSdt(:); 
 

3.7 การควบคุมป้อนกลบับริเวณใกลเ้คียง 
 
x = solution.state(1:52,1);  
t = solution.time(1:52,1);  
xi=lagrange(t,x,ti); 
x1 = (xi)'; 
x = solution.state(1:52,2);  
t = solution.time(1:52,1);  
xi=lagrange(t,x,ti); 
x2 = (xi)'; 
x = solution.state(1:52,3);  
t = solution.time(1:52,1);  
xi=lagrange(t,x,ti); 
x3 = (xi)'; 
x = solution.state(1:52,4);  
t = solution.time(1:52,1);  
xi=lagrange(t,x,ti); 
x4 = (xi)' 
x = solution.control(1:52,1);  
t = solution.time(1:52,1);  
xi=lagrange(t,x,ti); 
u1 = (xi)'; 
x = solution.control(1:52,2); 
t = solution.time(1:52,1);  
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xi=lagrange(t,x,ti); 
u2 = (xi)'; 
x = solution.costate(1:52,1);  
t = solution.time(1:52,1);  
xi=lagrange(t,x,ti); 
lambda1 = (xi)'; 
x = solution.costate(1:52,2);  
t = solution.time(1:52,1);  
xi=lagrange(t,x,ti); 
lambda2 = (xi)'; 
x = solution.costate(1:52,3);  
t = solution.time(1:52,1);  
xi=lagrange(t,x,ti); 
lambda3 = (xi)'; 
x = solution.costate(1:52,4);  
t = solution.time(1:52,1);  
xi=lagrange(t,x,ti); 
lambda4 = (xi)'; 
X = [x1 x2 x3 x4]; 
U = [u1 u2]; 
lambda = [lambda1 lambda2 lambda3 lambda4]; 
Time = solution.time(1:52,1); 
A = cell(length(Time),1); 
B = cell(length(Time),1); 
C = cell(length(Time),1); 
M1 = cell(length(Time),1); 
M2 = cell(length(Time),1); 
M3 = cell(length(Time),1); 
for j=1:length(Time) 
x1 = X(j,1); 
x2 = X(j,2);       
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x3 = X(j,3); 
x4 = X(j,4); 
lambda1 = lambda(j,1); 
lambda2 = lambda(j,2); 
lambda3 = lambda(j,3); 
lambda4 = lambda(j,4); 
u1 = U(j,1); 
u2 = U(j,2); 
A{j} = (dfdx) - (dfdu)*(inv(d2Hd2u))*(d2Hdxdu) 
B{j} = (dfdu)*(inv(d2Hd2u))*(transpose(dfdu)) 
C{j} = (d2Hd2x) - (d2Hdudx)*(inv(d2Hd2u))*(d2Hdxdu) 
M1{j} = inv(d2Hd2u) 
M2{j} = d2Hdxdu  
M3{j} = transpose(dfdu) 
end 
Sf = zeros(4,4); 
S = cell(length(Time),1); 
for i = 1:length(Time) 
Timei = Time; 
Ai = A{i}; 
Bi = B{i}; 
Ci = C{i}; 
[t Si] = ode45(@Riccati, Timei, Sf, [], Ai, Bi, Ci); 
Si = Si(2,:); 
for j = 1:1:length(A{i}) 
for k = 1:1:length(A{i}) 
S{i}(j,k) = Si(1,k+(j-1)*length(A{i})); 
end 
end 
end 
K = cell(length(Time),1); 
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for j=1:length(Time) 
K{j} = -M1{j}*[M2{j} + M3{j}*S{j}];  
end 
global U 
[T,Y] = ode45(@scaradynamic1,[Time(1:52,1)'],[0 0 pi/3 0],U); 
global X 
global Y 
global K 
for i = 1:52 
uc(i,1:2)=[K{i,1}*[X(i,1:4)-Y(i,1:4)]']'; 
end 
Uc = U-uc;     
Global Uc 
[T,Yc] = ode45(@scaradynamic2,[Time(1:52,1)'],[0 0 pi/3 0],Uc); 
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ภาคผนวก ข 
เอกสารตีพิมพใ์นการประชุมวิชาการทางวศิวกรรมไฟฟ้าคร้ังท่ี 34 
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เอกสารตีพมิพ์ในการประชุมวชิาการทางวศิวกรรมไฟฟ้าคร้ังที่ 34 
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ภาคผนวก ค 
เอกสารตีพิมพใ์นการประชุมทางวชิาการของมหาวทิยาลยัเกษตรศาสตร์ คร้ังท่ี 50 
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เอกสารตีพมิพ์ในการประชุมทางวชิาการของมหาวิทยาลยัเกษตรศาสตร์ คร้ังที ่50 
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