
บทที่ 3 

อัลกอริธึมของการสรางภาพตัดขวางแบบกรวย 
 

3.1  บทนํา 
อัลกอริธึมที่ใชในการสรางภาพตัดขวางสําหรับทางเดินแสงแบบกรวยในบทความนี้จะ

กลาวถึงเฉพาะวิธีเฟลแคม(Feldkemp Cone-beam) ซ่ึงพิจารณาทางเดินแสงแบบกรวย ซ่ึงจากที่ได
กลาวมาแลวเปนกระบวนการสรางภาพตัดขวางแบบ 2 มิติที่สามารถสรางภาพตัดขวางของวัตถุได
คร้ังละระนาบ ถาวัตถุมีขอมูลเปนแบบปริมาตรก็สามารถทําไดโดยการแบงวัตถุออกเปนหลายๆ
ระนาบแลวสรางภาพตัดขวางทีละระนาบ แตการสรางภาพตัดขวางแบบขนานนี้ยังไมสามารถ
นําไปใชไดกับขอมูลจริงได ดังนั้นจึงมีการพิจารณาทางเดินของแสงใหมใหใกลเคียงกับความเปน
จริงคือคือทางดินแสงแบบพัดและทางเดินแสงแบบกรวยดังรูปที่ 3.1 

 

 
(a) แบบขนาน (parallel-beam)          (b) แบบพัด (fan-beam)  (c) แบบกรวย (cone-beam) 

รูปท่ี  3.1 เสนทางเดินแสง 
 

3.2  การสรางภาพตัดขวางแบบพัด(Fan-beam reconstruction) 
กระบวนการสรางภาพตัดขวางโดยใชอัลกอริธึมแบบ 3 มิติ(cone-beam reconstruction) 

พิจารณาทางเดินแสงเปนแบบกรวย ซ่ึงมีลักษณะเหมือนพัดที่ยกขึ้น- ลงรอบจุดหมุนที่ตําแหนง
แหลงกําเนิดแสง (point source) เพื่อใหเกิดความเขาใจจึงตองกลาวถึงวิธีการสรางภาพแบบพัด
เสียกอนซึ่งถูกแบงออกเปน 2 แบบคือ 
  

3.2.1  มุมระหวางเสนแสงเทากัน(Equiangular ray) 
กําหนดให ( )sRβ เปนขอมูลโปรเจคชันที่มีทางเดินแสงเปนแบบพัดดังรูปที่ 3.2 ซ่ึง β  เปน

มุมที่ทํากับแกน y พิจารณาเสนแสง 
___
SAถาโปรเจคชันถูกสรางโดยพิจารณาทางเดินแสงเปนแบบ

ขนานนั่นคือ 
___
SA เปนเสนแสงเสนหนึ่งของโปรเจคชัน ( )tpθ  มีมุมเทากับ θ  ตําแหนง t  
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γβθ +=   

γsinDt =  (3.1) 
โดย D คือระยะหางระหวางแหลงกําเนิดแสง S ถึงจุดกําเนิด O ความสัมพันธในสมการที่ (3.1) ถูก
นํามาใชในการพิจารณาใหอยูในรูปแบบเดียวกันกับทางเดินแสงแบบขนาน 

( ) ( ) ( )∫ ∫
−

+⋅=
π

θ θθθ
0

sincos,
m

m

t

t

dtdyshtpyxf  (3.2) 

 
รูปท่ี  3.2 ขอมูลโปรเจคชันเมื่อพิจารณาทางเดินแสงแบบพัดที่มีระยะหางระหวางหวัรับเทากัน 

                       (Equally space collinear detectors) 
 
โดยที่ mt คือขอบเขตบนแกนดีเทคเตอร สมการ (3.2) นี้เปนสมการการสรางภาพตัดขวางวิธี
ฟลเตอรแบ็คโปรเจคชันโดยพิจารณาทางเดินแสงแบบขนาน ดังนั้นชวงมุมโปรเจคชันจึงอยูระหวาง 
0 ถึง 180 องศา อยางไรก็ตามการสรางภาพตัดขวางจากโปรเจคชันที่เปนแบบพัดนั้นจําเปนตองใช
ชวงมุมที่มากกวาคือระหวาง 0 ถึง 360 องศา ดังนันเขียนสมการ (3.2) ไดใหมคือ 

( ) ( ) ( )∫ ∫
−

+⋅=
π

θ θθθ
0

sincos
2
1,

m

m

t

t

dtdyshtpyxf  (3.3) 
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จากรูปที่ (3.3) ที่พิกัด ( )yx,  หรือจุด C สามารถเขียนใหอยูในระบบพิกัดเชิงขั้ว ( )φ,r  ไดคือ 

φcosrx =   

φsinry =  (3.4) 
สมการที่ (3.3) เขียนใหอยูในระบบพิกัดเชิงขั้วไดเปน 

( ) ( ) ( )( )∫ ∫
−

−−⋅=
π

θ θφθφ
2

0

cos
2
1,

m

m

t

t

dtdtrhtprf  (3.5) 

จากความสัมพันธในสมการที่ (3.1) จะได 

( ) ( ) ( )( )∫ ∫
−

−
+ −−+⋅=

γπ

γ
γβ βγγγφγβγφ

2 /

/

cossincossin
2
1,

Dt

Dt

m

m

ddDDrhDprf  (3.6) 

 
รูปท่ี  3.3 ขอมูลโปรเจคชันเมื่อพิจารณาทางเดินแสงแบบพัดที่มีระยะหางระหวางหวัรับเทากัน 

                       (Equally space collinear detectors) 
 

โดยที่ βγγθ ddDdtd cos=  ชวง -γ  ถึง γπ −2  จะครอบคลุมมุมการโปรเจคชัน 360 
องศา และ β  เปนฟงกชันที่เปนคาบอาจแทนไดดวย 0 ถึง π2  สวน ( )Dtm /sin 1−  เปนขอบเขต

ของเสนแสงที่ครอบคลุมวัตถุดังรูปที่ 3.2 คือ 
____
SE  ดังนั้นอาจเขียนขอบเขตไดใหมดวย mγ  และ 

mγ−  ตามลําดับ สําหรับการอธิบายฟงกชัน ( )γγβ sinDp +  ใหพิจารณาเสนแสง 
___
SA  ในเทอม

การโปรเจคชันแบบขนาน ( )tpθ  ดังนั้นโปรเจคชันแบบพัด ( )γβR  เขียนสมการที่ (3.6) ใหมไดคือ 
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( ) ( ) ( )( )∫ ∫
−

−

−−+=
γπ

γ

γ

γ
β βγγγφγβγφ

2

cossincos
2
1,

m

m

ddDDrhRrf  (3.7) 

พารามิเตอรในฟงกชัน h  เขียนไดเปน 

( ) ( ) ( )( ) γφβγφβγφγβ sinsincoscossincos DrrDr +−−−=−−+  (3.8) 
L คือระยะหางระหวางแหลงกําเนิดแสง S ถึงพิกัด ( )yx,  หรือ  ( )φ,r  ในระบบพิกัดทรงกลมเชน
จุด C ในรูป 3.3 ซ่ึง L เปนฟงกชันของ 3 ตัวแปรคือ βφ,,r และ 'γ  เปนมุมของเสนแสงที่ผานพิกัด 
( )φ,r  ซ่ึงเขียนความสัมพันธไดคือ 

( )φβγ −+= sin'cos rDL   

( )φβγ −= cos'sin rL  (3.9) 

( ) ( )[ ] ( )[ ]22 cossin,, φβφββφ −+−+= rrDrL  (3.10) 

และ 
( )
( )⎥⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

−
= −

φβ
φβ

sin
costan' 1

rD
rr  (3.11) 

นําสมการ (3.9) แทนใน (3.8) ได 

( ) ( )γγγφγβ −=−−+ 'sinsincos LDr  (3.12) 
และนําไปแทนใน (3.7) จะได 

( ) ( ) ( )( )∫ ∫
−

−=
π γ

γ
β βγγγγγφ

2

0

cos'sin
2
1,

m

m

ddDLhRrf  (3.13) 

สําหรับฟงกชัน h  เปนเทอมของการฟลเตอร ซ่ึง ( )th  เปนการแปลงกลับฟูเรียรของ ω  ในโดเมน
ของความถี่ 

( ) ∫
∞

∞−

= ωω π deth j2  (3.14) 

เพราะฉะนั้น 

( ) ∫
∞

∞−

= ωωγ γπ deLh Lj sin2sin  (3.15) 

กําหนด 'ω  ใหเปน 

γ
γωω sin' L

=  (3.16) 

สามารถเขียนไดเปน 

( ) ∫
∞

∞−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ωω

γ
γγ γπω de

L
Lh j '2

2

'
sin

sin  

= ( )γ
γ

γ h
L

2

sin ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛  

 
 
(3.17) 

สมการที่ (3.13) เขียนไดเปน 
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( ) ( ) ( )∫ ∫
−

−=
π γ

γ
β βγγγγγφ

2

0
2 cos'1,

m

ddDgR
L

rf  (3.18) 

โดย 

( ) ( )γ
γ

γγ hg
2

sin2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  (3.19) 

ดังนั้นสมการการสรางภาพตัดขวางวิธีฟลเตอรแบ็คโปรเจคชันทางเดินแสงแบบดัดโดยพิจารณามุม
ระหวางเสนแสงเทากัน เขียนสมการที่ (3.18) ไดเปน 

( ) ( )∫=
π

β βγφ
2

0
2 '1, dQ
L

rf  (3.18) 

โดยที่ 
( ) ( ) ( )γγγ ββ gRQ *''=  (3.19) 
( ) ( ) γγγ ββ cos'' ⋅⋅= DRR  (3.20) 

 
3.2.2  ระยะระหวางเสนแสงเทากัน (Equally space collinear detectors) 
กําหนดให ( )sRβ  เปนโปรเจคชันแบบพัด (fan-beam projection) โดยที่มุมภายในระหวาง

เสนแสงหางเทาๆกัน จากรูปที่ 3.4 ให 
_____

'
2

'
1DD เปนแกนดีเทคเตอรเสมือนตัดผานจุดหมุนหรือจุด

กําเนิด ถาพิจารณาเสนแสงจากแหลงกําเนิดแสงไปยังฉากรับ 
___
SB  ซ่ึงผานจุด A บนแกน 

_____
'
2

'
1DD  

เชนเดียวกับจุด B บน
_____

21 DD  จากรูปที่ 3.3 แกนดีเทคเตอรสมมติ 
_____

'
2

'
1DD พิจารณาเสนแสง 

___
SA  

พบวาคา s  มีระยะเทากับ 
___
OA  และถาสมมติการสรางขอมูลโปรเจคชันพิจารณาทางเดินแสงเปน

แบบขนานเสนแสง 
___
SA  ก็คือเสนแสงตําแหนงที่ t  ทํามุม θ  หรือ ( )tpθ  ดังนั้นเขียนสมการ

ความสัมพันธระหวาง β  กับ t  สําหรับการพิจารณาทางเดินแสงแบบขนาน  (parallel-beam 
projection) ดังสมการที่ (3.21) 

γcosst =           γβθ +=   

22 sD
sDt
+

=           
D
s1tan −+= βθ  (3.21) 
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รูปท่ี  3.4 ขอมูลโปรเจคชันเมื่อพิจารณาทางเดินแสงแบบพัดที่มีระยะหางระหวางหวัรับเทากัน 

                       (Equally space collinear detectors) 

 
รูปท่ี  3.5 เรขาคณิตของทางเดินแสงแบบพดัที่พิจารณาระยะหางระหวางหัวรับเทากัน 
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โดยที่มุม AOC เทากันกับมุม OSC และ D  คือระยะหางระหวางแหลงกําเนิดแสงที่จุด S  
ถึงจุดกําเนิด O  จากสมการโปรเจคชันแบบขนานเขียนสมการการสรางภาพตัดขวางแบบฟลเตอร
แบ็คโปรเจคชันไดคือ 

( ) ( ) ( )( )∫ ∫
−

−−=
π

θ θφθφ
2

0

cos
2
1,

m

m

t

t

dtdtrhtprf  (3.22) 

เมื่อ ( )φ,rf  คือภาพที่สรางไดในระบบพิกัดทรงกลม (Polar coordinates) ใหแทน
ความสัมพันธสมการ (3.21) ในสมการ (3.22) จะได 

∫ ∫
−

− −
+ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
=

)/tan(2

)/tan(
222

1),(
Ds

Ds

s

s

m

m

m

m sD
sDprf

π

γβφ   

βφβ dsd
sD
D

sD
sD

D
srh 2/322

3

22

1

)(
tancos

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⋅ −  (3.23) 

โดยที่ 

βθ dsd
sD
Ddtd 2/322

3

)( +
=  (3.24) 

จากสมาการที่ (3.23) ms คือคาที่มากที่สุดของ s  ของแตละโปรเจคชันและเทากับ mt  ของ
โปรเจคชันแบบขนาน )/tan( Dsm−  และ )/(tan2 1 Dsm

−−π เปนมุมอยูในชวง 0 ถึง 360 องศา 
เขียนความสัมพันธระหวางขอมูลโปรเจคชันแบบพัดกับแบบขนานไดเปน 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
= + 22

)(
sD

sDpsR γββ  (3.25) 

แทน )(sRβ  โปรเจคชันแบบพัดในสมการ (3.23) เขียนสมการไดเปน 

∫ ∫
−

− −

=
)/tan(2

)/tan(

)(
2
1),(

Ds

Ds

s

s

m

m

m

m

sRrf
π

βφ   

βφβ dsd
sD
D

sD
sD

D
srh 2/322

3

22

1

)(
tancos

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⋅ −  (3.26) 

เทอมของฟลเตอร h เขียนใหมไดเปน 

22

1tancos
sD

sD
D
sr

+
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+ − φβ   

2222
))sin(()cos(

sD
srD

sD
Dr

+
−+−

+
−= φβφβ  (3.27) 
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3.3  การสรางภาพตัดขวางแบบกรวย (Cone-beam reconstruction) 
การสรางภาพจากวัตถุที่เปน 3 มิติจากวิธีการสรางภาพตัดขวางโดยพิจารณาทางเดินแสงแบบ

ขนานและแบบพัดนั้นสามารถทําไดโดยการสรางภาพตัดขวางของวัตถุแบบ 3 มิติทีละสไลดหรือที
ละ 2 มิติ แลวคอยนําภาพตัดขวางแตละสไลดมารวมกันดังรูปที่ 3.6 

 
รูปท่ี  3.6 การสรางภาพตัดขวางจากวัตถุ 3 มิติ 

 
ในการสรางภาพตัดขวางที่พิจารณาทางเดินแสงแบบกรวย ใชการพิจารณาเชนเดียวกันกับ

ทางเดินแสงแบบพัด คือแทนทางเดินแสงแบบพัดที่ทํามุมเอียงกับระนาบ (x,y) ของภาพแตละสไลด
มีจุดหมุนอยูที่ตําแหนงแหลงกําเนิดแสงดังรูป 3.7 

 
รูปท่ี  3.7 การพิจารณาทางเดินแสงแบบกรวยในรูปแบบทางเดินแสงแบบพัด 

 
ขอดีของการฉายแสงแบบกรวยคือลดเวลาในการทํางานใหนอยลงซึ่งมีผลใหผูปวยไดรับ

ปริมาณรับรังสีเอ็กซนอยลงดวย เนื่องจากในแตละมุมจะฉายรังสีเอ็กซเพียงครั้งเดียวโดยใชตัว
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กําเนิดแสงเพียงอันเดียว จากรูปที่ 3.7 ),( ςβ pR  เปนโปรเจคชันที่ไดจากหัววัดรังสีเอ็กซถูกวาง
เรียงเปนระนาบ 2 มิติ ซ่ึงโปรเจคชัน ),( ςβ pR  นี้เปนฟงกชันของมุม β และตําแหนงบนระนาบ 2 
มิติ ),( ςp  
 
3.4  โปรเจคชันของวัตถุ 3 มิติ(Three-Dimension Projection) 

โปรเจคชันของวัตถุ 3 มิติประกอบดวย 2 สวนคือ โคออรดิเนตของทางเดินแสง ( )rst ,,   และ
โคออรดิเนตของวัตถุ ( )zyx ,,  มีความสัมพันธกันจากการหมุนดังรูปที่ 3.8 (coordinate-rotation) ที่
มี 2 การหมุนคือรอบแกน z ของลําดับมุมการฉายแสงเทากับ θ  และที่จุดกําเนิดแสงรอบแกน t  
เปนมุมเทากับ γ  ซ่ึงเขียนสมการความสัมพันธในฟงกชันของเมตริก [3,14] คือ 
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(3.28) 

 
รูปท่ี  3.8 ความสัมพันธของการหมุนของระบบโคออรดิเนต 

 
โปรเจคชันแบบขนานของวัตถุ 3 มิติ f มีสมการคือ 

( ) ( )∫
−

=
m

m

S

S

dsrstfrtP ,,,,γθ  (3.29) 

จากสมการที่ (3.29) โปรเจคชันเปนฟงกชัน 4 ตัวแปรคือ ( )θ,t  เปนตัวแปรสําหรับระบุ
ขนาดและทิศทางของระบบพิกัด ( )yx,  และ ( )γ,r  สําหรับระบบพิกัด ( )zs,  แตในระบบทางดิน
แสงแบบกรวย (cone-beam system) แหลงกําเนิดแสงจะถูกหมุนดวยมุมเทากับ β  และผลรวมของ
แสงที่วัดไดแทนดวย ( )',' ςβ pR โดยที่ 

DESO

SO

DD
Dp

p
+

=
'        

DESO

SO

DD
D
+

=
'ς

ς  (3.30) 
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เมื่อ DSO คือระยะหางระหวางจุดหมุน (Center of rotation) ถึงแหลงกําเนิดแสง และ DED  
คือระยะหางระหวางจุดหมุนถึงฉากรับซึ่งเขียนความสัมพันธของตัวแปรในระบบทางเดินแสงทั้ง
สองไดคือ 

22 ς+
=

SO

SO

D

D
pt  (3.31) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+= −

SOD
p1tanβθ  (3.32) 

22 ς
ς

+
=

SO

SO

D

D
r  (3.33) 

โดยที่ r และς ทําหนาที่ระบุตําแหนงของระนาบแสงแบบพัด(Tilted fan) ที่ผานวัตถุ 
ในการทดสอบกระบวนการสรางภาพตัดขวางแบบกรวยนี้จะใชแบบจําลอง Shepp and 

Logan head phantom แบบ 3 มิติที่ประกอบกันจากวัตถุรูปทรงรี ตารางที่3.1แสดงขนาดและ
ตําแหนงของรูปทรงรีตางๆดังรูปที่ 3.9 

 
ตารางที่ 3.1 พารามิเตอรรูปทรงเรขาคณิตสําหรับสราง Shepp-Logan head phantom แบบ 3 มิติ 
Ellipsoid Coordinate of  

The Center(x, y, z) 
Axis Lengths 

(A, B, C) 
Rotation Angle 

β (deg) 
Gray Level 

ρ  
a 
b 
c 
d 
e 
f 
g 
h 
i 
j 

(0, 0, 0) 
(0, 0, 0) 

(-0.22, 0, -0.25) 
(0.22, 0, -0.25) 
(0, 0.1, -0.25) 
(0, 0.1,-0.25) 

(-0.8,-0.65,-0.25) 
(0.06,-0.065,-0.25) 
(0.06,-0.105,0.625) 

(0,0.1,-0.625) 

(0.69,0.92,0.9) 
(0.6624,0.874,0.88) 

(0.41,0.16,0.21) 
(0.31,0.11,0.22) 

(0.046,0.046,0.046) 
(0.046,0.046,0.046) 
 (0.046,0.023,0.023) 
(0.046,0.023,0.023)  

(0.56,0.04,0.1) 
(0.056,0.056,0.1) 

0 
0 

108 
72 
0 
0 
0 
90 
90 
0 

2.0 
-0.98 
-0.02 
-0.02 
0.02 
0.02 
0.01 
0.01 
0.02 
-0.02 
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รูปท่ี  3.9 Shepp and Logan head phantom แบบ 3 มิติสําหรับการทดสอบกระบวนการสรางภาพ  
                แบบกรวย 
 

(a) Shepp and Logan head phantom แบบ 3 มิติ 
(b) ภาพตัดขวาง A สไลดที่ 98 
(c) รูปเรขาคณิตในภาพตัดขวาง A สไลดที่ 98 
(d) ภาพตัดขวาง B สไลดที่ 208 
(e) รูปเรขาคณิตในภาพตัดขวาง B สไลดที่ 208  
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3.5  FeldKamp หรือ ฟลเตอรแบ็คโปรเจคชันแบบ 3 มิติ (3D Filtered Bacdprojection) 
 การสรางภาพกลับวิธีฟลเตอรแบ็คโปรเจคชันแบบ 3 มิติ นั้นมีวิธีการเชนเดียวกันกับวิธี
ฟลเตอรแบ็คโปรเจคชันแบบขนาน แตตางกันที่เสนทางเดินของแสง ซ่ึงสามารถพิจารณาทางเดิน
แสงใหเปนรูปพัด(Fan-beam) ในระนาบ 2 มิติ แลวนําระนาบดังกลาวหมุนรอบแกน p  โดยจุด
หมุนอยูที่แหลงกําเนิดแสง 
 เร่ิมแรกใหพิจารณาสมการการสรางภาพกลับแบบพัด(Fan-beam reconstruction) ในระบบ
พิกัด ( )φ,r  คือ  

( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞− +
−=

π

β βφ
2

0
222 '1

2
1, dpd

pD

D
pphpR

U
rg
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SO  (3.34) 
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( )φβ
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−

=
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'

rD
rD

p
SO

SO          ( ) ωω ω deph pj
W

W

⋅= ∫
−

 (3.35) 

( ) ( )
SO

SO

D
rD

rU
φβ

βφ
−+

=
sin

,,  (3.36) 

เขียนสมการความสัมพันธ ( )φ,r  ใหอยูในระบบโคออรดิเนตการหมุน ( )st, ไดคือ 
  

ββ sincos yxt +=           ββ sincos xys −=  (3.37) 

φcosrx =           φsinry =  (3.38) 

sD
D

p
SO

SO

−
='           ( )

SO

SO

D
sD

zyxU
−

=,,  (3.39) 

 
สมการสรางภาพแบบพัดในระบบโคออรดิเนต ( )st, เขียนไดเปน  
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SO  (3.40) 

 
เมื่อแสงเปลี่ยนระนาบไปดังรูปที่ 3.10 ทําใหไมสามารถใชสมการที่ (3.40) ไดเนื่องจากระยะทาง
ของแสงเปลี่ยนไป เขียนสมการสรางภาพแบบพัดสําหรับ ( )',' st  คือ 
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 โดยที่ ς  คือความสูงของแสงแบบพัดบนแกนหมุนและ 'βd  หาไดจาก 
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รูปท่ี  3.10 ภาพแสดงระบบพิกัด ( )st,  

 

'' ββ dDdD SOSO =           
SO

SO

D
dD

d
'

'
β

β =  (3.42) 

'tt =           
SO

SO D
sDs ''=           

sD
zD

SO
SO −

=ς  (3.43) 

22' ς+= SOSO DD  (3.44) 

 
แทนคา SOD'  ดวย SOD  และ 'β  ดวย  β  เขียนสมการ(3.41) สําหรับทุกระนาบแสงไดเปน 
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โดยขั้นตอนของฟลเตอรแบ็คโปรเจคชันแบบ 3 มิติดังตอไปนี้ 

1. นําโปรเจคชัน Rß( p,ς )คูณดวยฟงกชัน 
222 pD

D

SO

SO

++ ς
  เพื่อหาคา  คือ 

 β)ζ,(p,R'  = β)ζ,(p,R  
222 pD

D

SO

SO

++ ς
 (3.46) 

 

2. คอนโวลูชันโปรเจคชัน ),(' ςβ pR   กับ 
2
1 h(p)ไดคา ),( ςβ pQ  คือ 

 β)ζ,Q(p, = β)ζ,(p,R' *
2
1 h(p) (3.47) 
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3. แบ็คโปรเจคชันดวยคาแฟกเตอรน้ําหนักตามระยะทางของเสนแสงสําหรับระบบโคออรดิเนต
แบบ 3 มิติ 
 g( x, y, z ) = ( )∫ −

π

β ββς
2

0
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2

,,
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SO  (3.48) 

หรือ 
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3.6  ART และ SART แบบ 3 มิติ (3D Algebraic Reconstruction Algorithm) 

อัลกอริธึมการสรางภาพแบบ 3 มิติสามารถพิจารณาไดเชนเดียวกับฟลเตอรแบ็คโปรเจคชัน
แบบ 3 มิติ คือพิจารณาทางเดินแสงแบบพัดที่ถูกยกขึ้น-ลง(Tilted fan-beam) โดยที่กระบวนการยัง
เหมือนเดิมกับแบบขนานดังที่กลาวไปแลวในบทที่ 2 นั่นคืออัลกอริธึมเชิงพีชคณิตมีขั้นตอนคือ 

 
รูปท่ี  3.11 บล็อกไดอะแกรมของอัลกอริธึมเชิงพีชคณิต 

 
หลักการทํางานของอัลกอริธึมเชิงพีชคณิต แบบ 3 มิติจะเหมือนกับแบบ 2 มิติ แตตางกันที่เราจะ
พิจารณาขอมูลภาพเปนปริมาตรหรือภาพหลายๆสไลดแทนโดยสมการไดคือ 

กระบวนการทําซ้ํา 

สุมขอมูลผลลัพธเริ่มตน 

คํานวณคาโปรเจคชัน 
(Projection) 

คํานวณคาผิดพลาด 

(Correction) 

ปรับปรุงขอมูลผลลัพธ 
(Backprojection) 
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หรือเขียนใหอยูในระบบพิกัด ( )zyx ,,  และ ( )βς ,,p คือ 
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จากสมการที่ (3.50) และ (3.51) เปนสมการการสรางภาพกลับดวยวิธีเชิงพีชคณิตแบบ 3 มิติที่
อธิบายดวยระบบโคออรดิ เนต ( )zyxp ,,,,, βς  พบวาฟงกชัน zyxpw ,,,,, βς  มีขนาดใหญมาก 
ตัวอยางเชน ถาตองการสรางภาพขนาด 64x64 พิกเซล จํานวน 64 สไลดหรือ 64x64x64 วอกเซล 
จากขอมูลโปรเจคชันขนาด 64x64 จํานวน 24 มุม ดังนั้นขนาดของ zyxpw ,,,,, βς  คือ คาน้ําหนักแสง
ของวอกเซลตาง ๆ 64x64x64x64x64x64x24 = 25,769,803,776 หรือประมาณ 25.769 G-byte 
เนื่องจากตองเก็บคาแฟกเตอรน้ําหนักของแตละเสนแสงเปนปริมาตรดังรูปที่ 3.12 และขั้นตอนการ
คํานวณแฟกเตอรน้ําหนักจะยิ่งเพิ่มขึ้นเปนเทาตัวเมื่อใชการคํานวณแบบแบงเซลลยอยดังที่กลาวไป
ในบทที่ 2 หัวขอที่  2.7.3 เชนถาแบงเซลยอยเปน 100 เซลยอย ดังนั้นขั้นตอนการคํานวณจะเทากับ 
25,769,803,776x100 ดังนั้นนําไปใชงานจริงสําหรับขอมูลที่มีขนาดใหญ 
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firstpp βς ,,  
firstpp βς ,,1+   firstpp βς ,,2+  

: : 
……… 

: 

  

 

 

……… 

 

 

lasttpp βς ,,  
lasttpp βς ,,1+   lasttnppp βς ,,+  

 
รูปท่ี  3.12 ภาพแสดงเสนทางเดินแสงแบบตาง ๆ ในขอมูลเชิงปริมาตร 

 
รูปท่ี  3.13 โปรแกรมการทํางานของ ART แบบเดิม 

Projection calculation of ray 

For c to nz  
     For b to ny  
          For a  to nx  
                                  Sum of voxel 
    Sum of weight 

Updatind voxel in ray 
For z  to nz  
      For y  to ny  
           For x  to nx  
     Distribution Correction to voxel 

For β  to βn  
     For ς  to ςn  
          For p to np  

 

 

 

 

 

Correction projection of ray 
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รูปท่ี  3.14 โปรแกรมการทํางานของ SART แบบเดิม 

 
จากรูปที่ 3.13 และรูปที่ 3.14 แสดงลําดับการทํางานทั้งหมดของ ART และ SART แบบ 3 มิติ ซ่ึงมี
ความยุงยากและซับซอนเปนอยางมาก จํานวนการทํางานทั้งหมดเขียนไดเปน 
 ojectionorg nnnpnznynxOARTO Pr)()( βς ⋅⋅⋅⋅⋅=  

        CorrectionnnnpO )( βς ⋅⋅+  
                                  ojectionBacknnnpnznynxO Pr)( βς ⋅⋅⋅⋅⋅+  

(3.52) 

 
                                        βς ,,pp  

รูปท่ี  3.15 ภาพแสดงขอมูลเชิงปริมาตรบนเสนทางเดนิแสง 

Projection calculation of ray 

For c to nz  
     For b to ny  
          For a  to nx  
                                  Sum of voxel 
    Sum of weight 

Updatind voxel in ray 
For z  to nz  
      For y  to ny  
           For x  to nx  
     Distribution Correction to voxel 

For β  to βn  
     For ς  to ςn  
          For p to np  

 

 

 

 

 

Correction projection of ray 
Projection subtraction 
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 พิจารณาทางเดินแสงดังรูปที่ 3.15 จะเห็นบริเวณทีแ่สงผานในขอมูลปริมาตรนั้นมีอยูเพยีง
สวนหนึ่งเทานั้น ดังนนัการเก็บขอมูลคาแฟกเตอรน้ําหนกัจึงไมจําเปนตองเก็บทุกตําแหนง ซ่ึงอาจจะ
พิจารณาในรูปของพิกัดแทนไดเพื่อลดจํานวนการทํางานและพื้นที่ขอมลูที่ไมจําเปนใหนอยลง 
 ojectionorg nnnpROARTO Pr)()( βς ⋅⋅⋅=  

                     CorrectionnnnpO )( βς ⋅⋅+  
                                   ojectionBacknnnpnRO Pr)( βς ⋅⋅⋅+  

(3.52) 

โดยที่  m คือคาดัชนีตําแหนงของคาแฟกเตอรน้ําหนักขัน้ตอนคํานาณคาโปรเจคชันชวง 
           0 < m < nm เมื่อ nm เปนจํานวนคาดัชนีของเสนแสง βς ,,pp  และ nm<<nx.xy.xz 
            r คือคาดัชนีตําแหนงของคาแฟกเตอรน้ําหนักขัน้ตอนแบ็คโปรเจ็คชันชวง 0 < r < nr 
            เมื่อ nr เปนจํานวนคาดัชนีของเสนแสง βς ,,pp  และ nr << nx.ny.nz 
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