
 
บทที่ 4 

การสรางภาพตัดขวางดวยคล่ืนอัลตราโซนิค 
โดยใชเทคนิคสําหรับแหลงกําเนิดชนิดที่เกิดผลการเลีย้วเบน 

 
 ในบทนีน้ั้นเปนการนําเสนอ การประยุกตใชทฤษฎกีารสรางภาพตัดขวางสําหรับแหลง 
กําเนิดชนิดทีม่ีผลกระทบของการเลี้ยวเบน (Diffraction Tomography) ในการสรางภาพตัดขวางจาก
คล่ืนอัลตราโซนิค เนื่องจากคลื่นอัลตราโซนิคนั้นถือเปนแหลงกําเนดิประเภทหนึ่งที่มีผลกระทบ
จากการเลี้ยวเบนของคลื่นเมื่อคล่ืนเดินทางผานรอยตอใดๆระหวางตัวกลาง ซ่ึงผลกระทบจากการ
เล้ียวเบนของคลื่นนี้นั้นทําใหทฤษฏีในการสรางภาพตัดขวางตางๆ ที่ใชสําหรับแหลงกําเนิดชนดิที่
ไมมีผลกระทบจากการเลี้ยวเบน ไมสามารถใหภาพตัดขวางจากขอมูลที่ไดรับจากคลืน่อัลตราโซนิค
ไดสมบูรณ เนื่องจากเสมือนเปนการประมาณการเดนิทางของคลื่นอัลตราโซนิควาเปนเสนตรง [5] 
ซ่ึงตางจากความเปนจริง ดังนั้นการใชทฤษฏีการสรางภาพตัดขวางสําหรับแหลงกําเนิดที่เกดิผลการ
เล้ียวเบนกับคลื่นอัลตราโซนิคจึงควรที่จะสรางภาพตัดขวางไดถูกตองสมบูรณกวา 
 
4.1  การเดินทางของคลื่นที่เกิดการเลี้ยวเบน 
 

 การคํานวณโปรเจคชั่นของคลื่นที่เกิดการเลี้ยวเบนเมื่อเดินทางผานตวักลางใดๆนั้น ไม
สามารถคํานวณไดโดยใชการอินทริเกรตตามเสน (Line Integral) เหมอืนดังคลื่นที่เดินทางเปนตรง 
ดังนั้นจึงตองใชสมการคลื่นเพื่ออธิบายการเดินทางของคลื่นดังกลาว สําหรับในกรณีของตัวกลาง
เนื้อเดยีว (Homogeneous medium) นั้น การคํานวณการแพรของคลื่นที่ตําแหนงใดๆ สามารถทําได
โดยใชสมการอนุพันธุอันดบัสอง แตทวาในกรณีของตวักลางที่เปนสารที่ประกอบไปดวยคาความ
หนาแนนหลากหลายคา (Inhomogeneous medium) นั้น ไมมีหลักการใดที่จะสามารถคํานวณการ
แพรของคลื่นในสารนั้นๆ ไดโดยตรง แตไดมีผูนําเสนอหลักการที่ใชในการประมาณสมการคลื่น
ไดแก การประมาณคาของ บอรน (Born) และไรทอฟ (Rytov) โดยใชไดในกรณีทีต่ัวกลางแตละ
สวนมีความแตกตางกันไมมากนักซึ่งจะนําเสนอในรายละเอียดตอไป 
 
 4.1.1  สมการคลื่นสําหรับตวักลางเนื้อเดียว (Homogeneous Wave Equation) 
 สนามคลื่นตางๆไมวาจะเปนสนามคลื่นเสียง หรือสนามคลื่นแมเหล็กไฟฟานั้นสามารถที่
จะเขยีนแทนไดดวยสมการที ่4.1 [4] 
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 โดยที่ ),( tru r  แทนคาขนาดของสนามคลื่นที่ตําแหนง rr  ณ.เวลา  ใดๆ  แทนคาของ
ความเร็วในการเคลื่อนที่ของคลื่น ซ่ึงจากสมการที่ 4.1 นั้นจะพบวามีความซับซอนเกนิกวาทีจ่ําเปน
เนื่องจากโดยสวนมากแลวนั้น เราจะพิจารณาความถี่มูลฐานคาใดคาหนึ่งจากการทําการแปลงฟูเรียร 
ณ.ชวงเวลาใดเวลาหนึ่ง ดังนั้นจึงสามารถเขียนสมการแทนสนาม 

t c

),( tru r  ที่ความถี่ ω  คาใดคา
หนึ่งไดเปน 
  0),()]([ 22 =+∇ trurk rr  (4.2) 
 
 เมื่อคา )(rk r นั้นแทน หมายเลขคลื่น (wave number) ของคลื่นที่กําลังพิจารณา ซ่ึงมีคา
เทากับ 
  

c
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 โดยคา λ  คือคาความยาวคลื่น ซ่ึงในการพิจารณานัน้จะพิจารณาที่ความถี่คาใดคาหนึ่ง    
ทําใหอาจกลาวไดวาเปนสวนจริง (Real Part) ของ tjeru ω−)(r  โดยจะเหน็ไดวาสนามคลืน่นั้น
ขึ้นกับเวลา ดังนั้นที่เวลาใดเวลาหนึ่งจะสามารถเขียนสมการที่ 4.2 ใหมไดเปน 
 
  0)())(( 22 =+∇ rurk rr  (4.4) 
 
 สําหรับในกรณีการสรางภาพตัดขวางดวยคล่ืนเสียงซ่ึงรวมถึงคลื่นอัลตราโซนิคดวยนั้น คา
ของ )(ru r  สามารถแทนไดดวยคาของความดันคลื่นที่ตําแหนง rr  และสําหรับคาความยาวคลื่นซึ่ง
เปนคาคงที่นัน้หากเขยีนใหอยูในรูปที่งายขึ้น ( 0)( krk =

r  ) จะทําใหสมการที่ 4.4 กลายเปน 
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 เมื่อแทนคาของตัวกระทําแกรเดียน (∇ ; Gradient operator) ลงในสมการที่ 4.5 จะจัดรูป
สมการใหมไดเปน 
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 โดยที ่
  rkjeru

rrr ⋅=)(  (4.7) 
 
 โดยที่คาของ นั้น แทนทิศทางการแพรของคลื่นในสองมิติ  และจะเห็นไดวา k

r
),( yx kk

)(ru r  นั้นมีรูปแบบที่ตรงกับสูตรการแปลงฟูเรียร ซ่ึงหากอาศัยความสัมพนัธดังกลาวจะสามารถจัด
สมการคลื่นใหอยูในรูปของผลรวมระนาบคลื่นได หากแตระนาบคลื่นนั้นๆ จะตองอยูภายใต
เงื่อนไข 
  2

0
222|| kkkk yx =+=

r  (4.8) 
 
 จากสมการที่ 4.7 นั้น จะสามารถเขียนใหมไดเปน 
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 โดยอาศัยความสัมพันธของสมการ 4.8 จะได 
 
  22

0 yx kkk −=  (4.10) 
 
 ซ่ึงจากสมการที่ 4.9 นั้นจะเห็นไดวาพจนของการอินทริเกรตนั้น สามารถแบงออกเปนสอง
พจนหลัก โดยมีคาสัมประสิทธหลักประจําพจนไดแก )( ykα  และ )( ykβ ซ่ึงเปนสวนของจํานวน
จริงและจํานวนจินตภาพตามลําดับ โดยคาสัมประสิทธนี้นั้นมีผลกระทบตอสนามคลื่นโดยตรง 
ในทางการสรางภาพตัดขวางดวยคล่ืนอัลตราโซนิคนั้น )( ykα  จะเปนผลกระทบทางขนาดของ
คล่ืน และ )( ykβ  นั้นจะเปนผลกระทบทางเฟสของคลื่น และสําหรับสมการที่ 4.9 นี้นั้นจะเหน็ได
วาเปนสมการเชิงเสนที่สามารถหาคาได ซ่ึงอาจกลาวไดวาการแปลงฟูเรียรของสนามคลื่น )(ru r  
นั้นจะทําใหทราบคาของสัมประสิทธ )( ykα  และ )y(kβ  ไดนั่นเอง 
 
 
 4.1.2  สมการคลื่นสําหรับตวักลางท่ีมีเนื้อสารแตกตาง (Inhomogeneous Wave Equation) 
 สําหรับการสรางภาพจากตัวกลางที่มีเนื้อสารหลากหลายนั้น หากเริ่มพิจารณาจากสมการ
คล่ืนรูปแบบทั่วไปดังสมการที่ 4.11 [4] 
 
  0)(])([ 22 =+∇ rurk rr  (4.11) 
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 ซ่ึงในกรณีของสนามคลื่นเสียงนั้นจะสามารถประมาณสมการการแพรไดเปน 
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 โดยที่คา n  นั้นแทนคาดัชนหีกัเหของวัตถุที่ตําแหนง rr  ซ่ึงมีคาเทากับ 
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 คา  นั้นแทนคาความเร็วในการแพรของคลื่นในตวักลางใดๆที่วัตถุแชอยูภายใน และคา
ของ 

0c

)(rc r  นั้นแทนคาของดัชนีหกัเหภายในวัตถุที่ตําแหนง rr  โดยในกรณีของสนามเสียงนั้น คา 
)(rc r  ของวัตถุจะคํานวณไดจาก 
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 ซ่ึงคาของ ρ  และ κ  นั้นแทนคาของความหนาแนนของวตัถุ และคา Compressibility 
(อัตราการเปลี่ยนแปลงปริมาตรที่ขึ้นกับความดัน) ของวัตถุที่ตําแหนง rr  ตามลําดับ โดยสมการที ่
4.12 นั้นจะสามารถใชไดเฉพาะกรณีที่คาคุณสมบัติตางๆ ของวัตถุนั้นเปนคาคงที ่ ซ่ึงหากจัดรูป
สมการที่ 4.12 ใหมเปน 
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 โดย 
  ]1)([)( 22

0 −= rnkro rr  (4.16) 
 
 สมการที่ 4.15 นั้นเปนสมการหลักที่เราใชในการพจิารณา โดยที่คาของ )(ru r  เปนผลรวม
ของ u )(0 rr  และ )(rus

r   
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 โดยที่คาของ )(0 ru r  นั้นแทนสนามคลื่นพุงเขา ซ่ึงไมไดรับผลกระทบจากตวักลางใดๆ ซ่ึง
เรียกแทนดวยคําวาสนามพุงเขา (Incident field) ซ่ึงเปนไปตามสมการที่ 4.18 
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 สําหรับในสวนของ )(rus
r  นั้นแทนสนามคลื่นที่เกิดการกระเจงิ (Scatter field) เมื่อคล่ืน

แพรผานวัตถุ ซ่ึงหากใชความสัมพันธจากสมการที่ 4.17 และ 4.18 จะสามารถจัดรูปของสมการที่ 
4.15 ใหมเปน 
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 สมการที่ 4.19 นั้น เรียกวาสมการคลื่นของเฮลมฮอรส (Helmholtz wave equation) ซ่ึง
สมการนี้นั้นไมสามารถหาคาไดโดยตรงแตสามารถแทนคาใหอยูในรปูของกรีนฟงกช่ัน ( g )'|( rr rr ; 
Green’s function) ดังสมการที่ 4.20 
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 หรืออาจเขียนใหอยูในรูป 
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 โดย 
  |'| rrR rr

−=  (4.22) 
 
 ในกรณีสองมิตินั้นสมการที ่ 4.20 สามารถเขียนใหอยูในพจนของฮานเกลฟงกช่ันอันดับที่
ศูนย (Zero-order Hankel function) ซ่ึงจะสามารถลดรูปสมการเปน 
 
  )(

4
)'|( 0

)1(
0 RkHjrrg =

rr  (4.23) 

 
 โดยกรีนฟงกช่ัน ( g )'|( rr rr ) นั้นเปนฟงกช่ันที่ขึน้กับผลตางของระหวาง rr  และ 'rr  
ดังนั้นจึงอาจพจิารณาใหอยูในรูปแบบที่งายขึ้นเปน )'( rrg rr

−  และจากสมการที ่ 4.20 นั้นหาก
พิจารณาสวนที่เปนฟงกช่ันของวัตถุ ( o )(rr ; Object function) จะเห็นไดวาเปนคาความแตกตางกัน
ระหวางเนื้อสารแตละจุด ดังนั้นกรนีฟงกช่ันจึงสามารถพิจารณาหาคาของผลลัพธสนามคลื่นที่เกิด
การกระเจิงจากจุดใดจดุหนึง่ได จึงมีความเปนไปไดทีจ่ะพิจารณาสมการคลื่นในรูปการเรียงกนัของ
คล่ืนแตละลูกหรือเขียนเปนสมการไดวา 
 
  ')'()'()'()()( rdrrruroruro rrrrrrr

−= ∫ δ  (4.24) 
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 จะเห็นไดวาสมการนี้นั้นเปนผลรวมกันของสัญญาณกระตุนที่ขึ้นกับคาของ )()( ruro rr  
เปนระยะทาง rr  โดยที่กรีนฟงกช่ันนัน้แทนดวยเดลตาฟงกช่ัน ( )'( rr rr

−δ ) เพียงพจนเดยีว 
เนื่องจากคาทางซายมือของสมการมีลักษณะเชิงเสน จึงทําใหสามารถที่จะเขียนสมการใหเปน
ลักษณะการรวมกันของสนามคลื่นที่เกิดการกระเจิงจากจุดที่เกดิการกระเจิงแตละจุด ซ่ึงจากสมการ
จะเห็นวาสนามคลื่นรวม (total field) เกิดขึ้นจากการกระตุนของ )'( rr)'()'( ruro rrrr

−δ  ซ่ึงเปน
ผลรวมการตอบสนองทั้งทางดานขนาด และการเลื่อนของเวลา และเมื่อใชความสมัพันธจากสมการ
ที่ 4.19 จะสามารถเขียนสมการใหมไดเปน 
 
  ')'()'()'()( rdrurorrgrus

rrrrrr
∫ −=  4.25 

 
 ซ่ึงสิ่งที่ตองการทราบคือคาของสนามคลื่นที่เกิดการกระเจิง ( u ) แตสมการนี้นั้นคาของ
สนามคลื่นที่เกิดการกระเจิงมาจากพจนของสนามคลื่นรวม ( u

s

suu += 0 ) ทําใหสมการนี้ยังคงไม
เปนสมการเชงิเสนซึ่งยังไมสามารถหาคาได จึงตองอาศัยการประมาณคาซึ่งจะกลาวถึงในสวน
ถัดไป 
 
4.2  การประมาณคาเขาสูสมการคลื่น 
 

 จากหวัขอที่ผานมานั้นไดกลาวถึงสมการคลื่นสําหรับตัวกลางสารที่มีเนื้อสารหลากหลาย 
โดยเปนสมการแทนคาของสนามคลื่นที่เกิดการกระเจิง ( u )(rs

r ) ที่ขึ้นกับฟงกช่ันของวัตถุ ( o )(rr ) 
ซ่ึงสมการนี้นั้นเปนสมการที่ไมสามารถหาคาไดโดยตรง แตสามารถที่ใชการประมาณคาอยางใด
อยางหนึ่งเพื่อหาคาของสมการได โดยในทีน่ี้ไดนําเสนอการประมาณคาสองรูปแบบคือ 
 
 4.2.1  การประมาณคาอันดับหนึ่งของบอรน (The First Born Approximation) 
 การประมาณคาอันดับหนึง่ของบอรนนั้นเปนหนึ่งในวิธีการ ที่ถูกนํามาใชในการประมาณ
คาของสนามคลื่น[1],[4] ซ่ึงสนามคลื่นจะถูกพจิารณาในลักษณะของผลรวมระหวางสนามพุงเขา
และสนามคลื่นที่เกิดการกระเจิง 
  )()()( 0 rururu s

rrr
+=  (4.26) 

 
 ซ่ึงหากพิจารณาสมการนี้รวมกับสมการที่ 4.25 จะเขียนสมการใหมไดเปน 
 
  'u )'()'()'(')'()'()'()( 0 rdrurorrgrdrurorrgr ss

rrrrrrrrrrr
∫∫ −+−=  (4.27) 
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 แตในกรณีที่สนานคลื่นที่เกดิการกระเจิง ( u )(rs
r ) มีคาต่ําเมื่อเทยีบกับสนามพุงเขา ( u )(0 rr ) 

จะทําใหสามารถละทิ้งผลของสนามคลื่นที่เกิดการกระเจิงไปได ซ่ึงเปนการประมาณคาดังสมการที่ 
4.28 [4] 
  ')'()'()'()()( 0 rdrurorrgruru Bs

rrrrrrr
∫ −=≅  (4.28) 

 
 ซ่ึงในกรณีที่ตองการใหการประมาณมีความถูกตองมากยิ่งขึ้นคาของ )(0 ru r  จะถูกเขียน
แทนดวย )()(0 ruru B

rr
+  ซ่ึงจะไดสมการเปน 

 
  ')]'()'()['()'()( 0

)2( rdrururorrgru BB
rrrrrrr

+−= ∫  (4.29) 
 
 อาจกลาวไดวาการประมาณคาอันดับที่ i ของบอรนจะสามารถเขียนไดเปน 
 
  ')]'()'()['()'()( )(

0
)1( rdrururorrgru i

B
i

B
rrrrrrr

+−= ∫+  (4.30) 
 
 หรือเขียนแทนในอีกลักษณะไดเปน 
 
  ⋅⋅⋅+++= )()()()( 210 rurururu rrrr  (4.31) 
 โดยที ่
  ')'()'()'()()1( rdrrgroruru ii

rrrrrr
∫ −=+  (4.32) 

 
 สําหรับสมการที่ 4.30 นั้น สามารถที่จะเขียนในรูปยอไดเปน 
 
   (4.33) ∑

=

=
i

j
j

i
B ruru

0

)( )()( rr

 และอยูภายในขอบเขต 
  ⋅⋅⋅++++≅ )()()()()( 3210 rururururu rrrrr  (4.34) 
 
 จากที่กลาวมานั้น จะเหน็ไดวาการประมาณคาอันดับหนึ่งของบอรนนั้นใหคาแทนสนาม
คล่ืนที่เกิดการกระเจิงอนัดับหนึ่ง (first-order scattered field) และ  แทนคาสนามคลื่นที่เกิดการ
กระเจิงอนัดับที่ i (i

iu
th-order scattered field) ซ่ึงในทางทฤษฏีนั้นการประมาณคาอันดับที่สูงกวายอม

ใหผลที่ดีกวา แตในขณะนี้การประมาณคาอันดับที่สูงกวาหนึ่งยงัคงอยูในขั้นตอนของการวิจยั
เทานั้น 
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 สําหรับขอจํากดัของการประมาณคาของบอรนนี้นั้น คือสนามคลื่นที่เกิดการกระเจิงจะตอง
มีคานอยกวาสนามคลื่นพุงเขาเพื่อใหสมการนี้เปนจริง 
 
  )()()( 0 rururus

rrr
−=  (4.35) 

 
 ในกรณีที่เปนวัตถุทรงกระบอกเนื้อเดยีว ฟงกช่ันวัตถุดังกลาวอาจกลาวไดวาเปนฟงกช่ัน
ของขนาดวัตถุ และฟงกช่ันของดัชนีหักเห โดยในกรณีที่คล่ืนพุงเขาเปนคลื่นแมเหล็กไฟฟาทีแ่พร
ไปในทิศทาง  หากวัตถุมีขนาดใหญการประมาณคาสนามคลื่นภายในวัตถุโดยอางอิงจากสนาม
พุงเขาจะไมสามารถทําไดถูกตอง นั่นคือ 

sr

 
  rsjk

object Aeruru
rrrr ⋅≠= 0)()(  (4.36) 

  แตใน
กรณีที่แทนฟงกช่ันของวัตถุดวยการเปลี่ยนแปลงของคาดัชนีหกัเห ( n ) สนามคลื่นภายในวัตถุที่
เดินทางผานจดุศูนยกลาง และขนานกับทิศทางการแพรของระนาบคลื่นพุงเขา จะเกดิการ
เปล่ียนแปลงทางดานความเร็วในการเดนิทางซึ่งเขียนเปนสมการไดเปน 

δ

 
  rsnjk

object Aeru
rrr ⋅+= )1(0)( δ  (4.37) 

 
 คล่ืนที่แพรผานวัตถุตัวกลางนั้นจะเกดิการเลื่อนทางเฟสระหวางสนามคลื่นพุงเขา และ
สนามคลื่นที่เดินทางภายในวัตถุ โดยสามารถคิดเปนผลรวมเชิงเสนของการเปลี่ยนแปลงทางเฟส 
ตลอดแนวการเดินทางของคลื่น ซ่ึงในกรณีที่เปนวัตถุทรงกระบอกรัศมี  ซ่ึงผลรวมการเลื่อนทาง
เฟสของวัตถุจะเปน 

a

  การเปลี่ยนแปลงของเฟส 
λ

π δ
an4=  (4.38) 

 
 โดยที่คา λ  นั้นแทนคาความยาวคลื่นของสนามพุงเขา ซ่ึงสมการที่ 4.38 นี้แสดงใหเหน็ถึง
เงื่อนไขสําคัญที่จะทําใหสามารถใชการประมาณคาของบอรนได นัน่คือการเปลี่ยนแปลงทางเฟส
ระหวางสนามพุงเขา และสนามคลื่นที่เดินทางผานวัตถุ จะตองมีคานอยกวา π ซ่ึงแสดงเปนเงื่อนไข
ดังสมการที่ 4.39 
  

4
λ

δ <an  (4.39) 
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 4.2.2  การประมาณคาอันดับหนึ่งของไรทอฟ (The First Rytov Approximation) 
 ทฤษฎีการประมาณคาอีกทฤษฏีหนึ่ง ที่ใชในการประมาณคาของสนามคลื่นที่เกิดการ
กระเจิงไดแกทฤษฎีการประมาณคาของไรทอฟ (Rytov approximation) [1],[4] ซ่ึงมีขอจํากัด
แตกตางกันเลก็นอย โดยเราจะเริ่มพจิารณาจากสนามคลื่นที่แสดงอยูในรูปของเฟสเชิงซอน [10] ดัง
สมการที่ 4.40 
  )()( reru

rr φ=  (4.40) 
 
 ซ่ึงหากเขียนแทนลงในสมการที่ 4.11 
 
  0)(])([ 22 =+∇ rurk rr  (4.11) 
 จะไดเปน 
   (4.41) 022 =+∇ φφ eke

   (4.42) 0][ 2 =+∇∇ φφφ eke

   (4.43)  0)( 222 =+∇+∇ φφφ φφ ekee

 โดยทายที่สุดจะได 
  )()( 2

0
22 rok r

−=+∇+∇ φφ  (4.44) 
 ซ่ึงเมื่อเขียนสมการเฟสเชิงซอนนี้ใหอยูในรูปของผลรวมระหวาง ฟงกช่ันเฟสของคลื่นพุง
เขา (Incident phase function : 0φ ) และฟงกช่ันเฟสเชงิซอนของสนามคลื่นที่เกิดการกระเจิง 
(Scattered complex phase : sφ ) โดยสามารถเขียนเปนสมการไดเปน 
 
  )()()( 0 rrr s

rrr φφφ +=  (4.45)  
 เมื่อ 
  )(

0
0)( reru
rr φ=  (4.40) 

 
 จะสามารถเขียนสมการใหมไดเปน 
 
  ( 0)()(2) 2

0
2

0
22

0
2

0 =++∇+∇+∇+∇⋅∇+∇ roksss
rφφφφφφ  (4.41) 

 
 ซ่ึงหากใชหลักในการพิจารณาเชนเดียวกบัในการประมาณคาของบอรน จะทําใหสามารถ
ตัดพจนทียุ่งยากของสมการออกไปได โดยเราจะได 
 
   (4.42) 0)( 0

22
0

2
0 =∇+∇+ φφk
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 ซ่ึงเมื่อนําไปลบออกจากสมการที่ 4.41 จะได 
 
  )()(2 22

0 rosss
r

−∇−=∇+∇⋅∇ φφφφ  (4.43) 
 
 ถึงแมวาสมการที่ 4.43 นี้นั้น ยังคงเปนสมการที่ไมใชสมการเชิงเสน แตสามารถที่จะ
พิจารณาหาคาไดโดยใชความสัมพันธ 
 
   (4.44) )()( 000

2
sss uuu φφφ ∇+⋅∇∇=∇

 
 หรืออาจเขียนสมการทางดานขวามือใหมเปน 
 
   (4.45) ssss uuuu φφφφ 2

000
2

0
2 2)( ∇+∇⋅∇+⋅∇=∇

 
 เมื่อพิจารณาสมการสนามคลื่นพุงเขา 
 
  rsjkAeu

rr
⋅= 0

0  (4.46) 
 จะได 
   (4.47) 0

2
00

2 uku −=∇

 
 ดังนั้นสมการที่ 4.45 จะสามารถเขียนใหมไดเปน 
 
   (4.48) ssss ukuuu φφφφφ 0

2
00

22
000 )(2 +∇=∇+∇⋅∇

 
 ซ่ึงเมื่อนําสมการที่ไดมานี้ไปแทนในสมการที่ 4.43 จะได 
 
  )]()[()( 2

00
2
0

2 rouuk ss
r

+∇−=+∇ φφ  (4.49) 
 
 จะเห็นไดวาสมการนี้นั้นสามารถที่จะเขียนใหอยูในรูปของผลรวมเชิงเสนไดเปน 
 
  ')]'()[()'( 2

0'0 rdrourrgu svs
rrrr

+∇−= ∫ φφ  (4.50) 
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 เมื่อใชการประมาณคาของไรทอฟ พจนภายในวงเล็บของสมการขางตนจะถูกประมาณคา
เปน 
  )()()( 2 roros

rr
≅+∇φ  (4.51) 

 
 ซ่ึงจะทําใหไดสมการการประมาณคาอันดบัหนึ่งของไรทอฟของฟงกช่ัน su φ0 เปนดัง
สมการ 
  ')'()'()'( 0'0 rdrorurrgu

vs
rrrrr

∫ −=φ  (4.52) 
 
 ดังนั้นเราจะไดสมการเฟสเชิงซอนของสนามคลื่นที่เกิดการกระเจิง ( sφ ) เปน 
 
  '  (4.53) )'()'()'(

)(
1)( 0'

0

rdrorurrg
ru

r
vs

rrrrr
r

r
∫ −=φ

 
 ซ่ึงเมื่อพิจารณารวมกับสมการที่ 4.28 สมการที่ 4.53 จะสามารถเขียนใหมไดเปน 
 
  

)(
)()(

0 ru
rur B

s r

r
r
=φ  (4.54) 

 
 การประมาณคาของไรทอฟนั้นจะสามารถใชไดภายใตขอจํากัดที่มากกวาการประมาณคา
ของบอรนเล็กนอย โดยเมื่อพิจารณาการประมาณคาของไรทอฟในสมการที่ 4.51 
 
  )()()( 2 roros

rr
≅+∇φ  (4.51) 

 
 จะพบวาสมการนี้จะเปนจริงเฉพาะในกรณทีี่ 
  2)()( sro φ∇>>

r  (4.55) 
 
 ซ่ึงถาเขียนฟงกช่ัน ( )(ro r ) ใหอยูในเทอมของการเปลี่ยนแปลงของคาดัชนีหกัเหจะไดเปน 
 
  ]1))(1[(]1)([)( 22

0
22

0 −+=−= rnkrnkro rrr
δ  (4.56) 

 
  ]1))()(21[()( 22

0 −++= rnrnkro rrr
δδ  (4.57) 

 
  ))]()(2[()( 22

0 rnrnkro rrr
δδ +=  (4.58) 



 43

 โดยในกรณกีารประมาณคาอนัดับหนึ่งของไรทอฟนั้น จะเหน็ไดวาฟงกช่ันวัตถุจะแปรผัน
ตามคาของดัชนีหักเห หรือเขียนไดเปน 
  )(2)( 2

0 rnkro rr
δ≅  (4.59) 

 
 เมื่อแทนสมการที่ 4.59 ลงในสมการที่ 4.55 จะไดเปน 
 

  2
0

2)(
k

n sφ
δ

∇
>>  (4.60) 

 
 จะเห็นไดวาการประมาณคาอันดับหนึ่งของฟงกช่ันเฟสของคลื่นที่เกิดการกระเจิง ( sφ ) นั้น
เปล่ียนแปลงอยางเปนเชิงเสนขึ้นกับคาของดัชนีหกัเห ดังนั้นจึงทาํใหสามารถละทิ้งพจนแรกของ
สมการที่ 4.51 ไปไดโดยไมมผีลกระทบถาหากคาของดัชนีหักเห ( ) มีคาต่ําๆ  δn

 สําหรับขอแตกตางเมื่อเทียบกับการประมาณคาของบอรน จะพบวาขนาดของวัตถุไมได
เปนตัวแปรในการประมาณคาของไรทอฟ ซ่ึงพจนของ sφ∇ นั้นเปนการเปลี่ยนแปลงเฟสเชิงซอน
ของคลื่นตอหนวยระยะทาง และถูกหารดวยคาของหมายเลขคลื่น (wavenumber) 
 
  

λ
π2

0 =k  (4.61) 

 
 ซ่ึงทําใหพบเงือ่นไขสําคัญในการใชงานการประมาณคาของไรทอฟนั่นคือ 
 

  
2

2 



∇>>

π
λφ

δ
sn  (4.62) 

 
 ขอที่แตกตางกบัการประมาณคาของบอรนอีกอยางหนึ่งคือ ในกรณีที่เกิดการเลื่อนของเฟส 

sφ  เกินกวาชวงความยาวคลื่น λ  ซ่ึงจะเหน็ไดวาคาของเฟสนั้นจะไมใชคาผลรวมเฟสทั้งหมด 
ดังนั้นเมื่อพจิารณาตัวปฎิบัตกิาร ∇  การประมาณคาของไรทอฟจะสามารถใชไดเฉพาะกรณีที่การ
เปลี่ยนแปลงทางเฟสที่มากเกนิกวาชวงความยาวคลื่นที่เกดิขึ้นนั้นมีคาต่าํ 
  
4.3  การสรางภาพตัดขวางโดยใชทฤษฎีฟูเรียรสไลซท่ัวไป 
 

 ทฤษฎีหนึ่งที่ถูกนํามาใชในการสรางภาพตัดขวาง สําหรับแหลงกําเนิดที่เกิดการเลีย้วเบน ที่
จะนําเสนอในที่นี้ไดแกทฤษฎีฟูเรียรสไลซทั่วไป (Generalized Fourier Slice Theory) [1],[4] โดยมี
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หลักการคือ การแปลงฟูเรียรสัญญาณที่เกิดการกระเจิง (Scattered Field) ที่สามารถตรวจวดัได จะ
เทียบไดกับการแปลงฟูเรียรของฟงกช่ันวตัถุ โดยทฤษฏีการแปลงฟูเรียรสําหรับแหลงกําเนิดทีเ่กิด
การเลี้ยวเบนนีน้ั้น จะสามารถใชงานไดเฉพาะกรณีที่คุณสมบัติที่แตกตางกันภายในเนื้อวัตถุมีคาไม
มากนัก 
 

1D Fourier Transform

Incident Plane
Ultrasonic Wave

Object

Measured Scattered Field

k0 =    2π
λ

1D Fourier Transform

Incident Plane
Ultrasonic Wave

Object

Measured Scattered Field

k0 =    2π
λ

k0 =    2π
λ  

 

รูปท่ี 4.1  ทฤษฏีการสรางภาพตัดขวางโดยใชทฤษฎีฟเูรียรสไลซทั่วไป 
 
 หลักการสําคัญของทฤษฏีนี้คือ เมื่อวตัถุถูกวางไวใหระนาบคลื่นเดินทางผานในทิศทาง
ตางๆกันตลอดทั้ง 360 องศารอบวัตถุ ผลลัพทของคลื่นที่สามารถตรวจวัดไดจะถูกนําไปวางใน
ลักษณะเสนโคงของวงกลมในระนาบของโดเมนความถี ่ ซ่ึงเมื่อทําการแปลงฟูเรียรยอนกลับจะทาํ
ใหไดฟงกช่ันของวัตถุกลับคืนมา 
 ในตอนตนของบทนี้นั้นไดนาํเสนอการหาคาของสนามคลื่นที่เกิดการกระเจิง สําหรับกรณี
ที่การกระเจิงที่เกิดขึ้นมีคาเพียงเล็กนอย ใหอยูในรูปการทําคอนโวลูช่ัน (convolution) ดังสมการ 
 
  ∫ −= )'()'()'()'()( 0 rdrrgruroruB

rrrrrr  (4.63) 
 
 โดยที่คาของ  นั้นแทนอาจแทนดวยคาของขนาดของสนามคลื่นเชิงซอนในกรณีที่
เปนการประมาณคาของบอรน หรือแทนดวยการเลื่อนทางเฟสเชิงซอนของสนามคลื่นที่เกิดการ
กระเจิง ในกรณีที่เปนการประมาณคาของไรทอฟ โดยการหาคาของสมการที่ 4.63 นี้นั้นสามารถทํา
ไดสองวิธีการโดยวิธีการแรกจะเปนการแยกองคประกอบของกรีนฟงกช่ัน (Decomposition the 
Green’s Function) และอกีวิธีหนึ่งคือการใชการพิจารณาคุณสมบัตขิองการแปลงฟูเรียรทั้งโดเมน
ความถี่และโดเมนเวลา ซ่ึงทั้งสองวิธีมีจุดเดนที่แตกตางกัน วิธีแรกนัน้เปนการใชการคํานวณทาง
คณิตศาสตรอยางตรงไปตรงมา แตเพื่อใหงายตอการทําความเขาใจวิทยานิพนธฉบับนี้จึงขอ
นําเสนอเฉพาะวิธีการที่สอง ซ่ึงสามารถทําความเขาใจไดงาย และสามารถแสดงใหเห็นถึงขอ

)(ruB
r
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แตกตางระหวางการใชการสงคลื่นในโหมดสงผาน และการสงคลื่นในโหมดสะทอนกลับไดอยาง
ชัดเจน 

Measured Field
),( lxus

Object
),( yxf

ly =

Incident plane wave

Measured Field
),( lxus

Object
),( yxf

ly =

Incident plane wave  
 

รูปท่ี 4.2  การวัดสัญญาณที่เกิดการกระเจิงของวัตถุที่ถูกวางไวในสนามคลื่น 
 
 จากสมการที่ 4.63 นั้น เปนสมการผลรวมเชิงเสนของสนามคลื่นที่เกิดการกระเจิง ซ่ึงจะ
เห็นไดวาเปนการทําคอนโวลูช่ันของกรีนฟงกช่ัน ( g )'( rr rr

− ) กับผลคูณของฟงกช่ันวัตถุ ( o )'(rr ) 
และสนามพุงเขา ( u )'(0 rr ) โดยเมื่อทําการแปลงใหเขาสูโดเมนความถี่คาตางๆจะเปลี่ยนแปลงเปน 

)()( KOro
rr

↔  
r  )()'( KGrrg rr

↔−  (4.64) 
)()( KUru
rr

↔  
 

 ซ่ึงสมการที่ 4.63 นั้นจะถูกแปลงเปน 
 
  )}(*)(){()( 0 ΛΛΛ=Λ

rrrr
UOGUs  (4.65) 

 
 โดยที่ * นั้นแทนการกระทําคอนโวลูช่ัน และ Λr  เปนฟงกช่ันของ α  และ γ  เมื่อพิจารณา
คาของ u  รวมกบัสมการที่ 4.7 เมื่อทําการแปลงฟูเรียรจะได 0

 
  )(2)(0 KU

rrr
−Λ=Λ πδ  (4.66) 
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(a)                                                                          (b) 

 

     
(c)                                                                           (d) 

 

 
(e) 

 
 

รูปท่ี 4.3  สัญญาณที่ถูกพลอตในระนาบของฟูเรียรสองมิติ   
 (a)  การแปลงฟูเรียรของวัตถุ (ในกรณีวัตถุทรงกระบอก)   
 (b)  การแปลงฟูเรียรของสนามพุงเขา  
 (c)  การทําคอนโวลูช่ันในโดเมนความถี่ของ (a) และ (b) 
 (d)  การแปลงฟูเรียรของกรนีฟงกช่ัน (จากสมการที่ 4.23) 
  (e)  ผลคูณกันในโดเมนความถี่ของ (c) และ (d) 
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 ซ่ึงจะเหน็ไดวาการกระทําคอนโวลูช่ันในสมการที่ 4.65 นั้น เปรียบไดกับการเลื่อน
ตําแหนงในโดเมนความถี่ (แสดงดังรูปที่ 4.3(c)) หรือพิสูจนเปนสมการไดเปน 
 
  )(2)(*)( 0 KOUO

rrrr
−Λ=ΛΛ π  (4.67) 

 
 จากรูปที่ 4.3 (a)-(c) นั้นแสดงการแพรของคลื่นในทิศทาง K

r  (เพื่อใหงายตอการทําความ
เขาใจจะกําหนดใหทิศทางการแพรของคลื่นนั้นเปนไปตามแนวแกน  ( ) เทานั้น) 
โดยรูป (a) นั้นแสดงการแปลงฟูเรียรทรานสฟอรมของวัตถุทรงกระบอกรัศมี 

y ),0( 0kK =
r

λ1  รูป (b) นั้นแสดง
การแปลงฟูเรียรของสนามพุงเขา และรูป (c) นั้นแสดงการคูณ (ในโดเมนเวลา) หรือการคอน
โวลูช่ัน (ในโดเมนความถี)่ ของสนามพุงเขาและฟงกช่ันของวัตถุ 
 เพื่อที่จะหาคาของการแปลงฟูเรียรของกรนีฟงกช่ัน จึงทาํการแปลงฟูเรียรแกสมการที ่4.20 
 
  '2

0
2 )'|()( rjerGk

rrrr
⋅Λ−−=Λ+Λ−  (4.68) 

 
 ซ่ึงเราจะพบวา 

  2
0

2)'|(
k

erG
rj

−Λ
=Λ

⋅Λ−
rr

rr  (4.69) 

 
 โดยที่คาของ Λr  นั้นมีคาเทากับ 
 
  2

0
222 k=+=Λ γα  (4.70) 

 
 ซ่ึงจะพบวาคาของกรีนฟงกช่ันนั้นกระจายตัวอยูในระนาบ K

r  ในลักษณะของเสนโคงที่มี
รัศมีเทากับ  ดังรูปที่ 4.3(d) โดยสมการที่ 4.69 นั้น เมื่อนําไปพลอตโดยตรงอาจทาํใหเกิดการ
สับสนขึ้นไดเนื่องจากจะมีคาเกิดขึ้นในลักษณะเดยีวกันทั้งทางดานซายและขวาแตมลัีกษณะตรง
ขามกัน ซ่ึงในความเปนจริงนั้นจะเกดิเฉพาะทางดานที่มขีนาดสูงขึ้นเทานั้น 

0k

 เมื่อนําสัญญาณจากการคอนโวลูช่ันในสมการที่ 4.67 มาคูณกับกรีนฟงกช่ันในโดเมน
ความถี่ โดยพจิารณาที่  จะสามารถเขียนสมการสนามที่เกิดการกระเจิงไดดังรูปที่ 4.3(e) หรือ
อธิบายเปนสมการไดเปน 

0=rr

  22

)(2)(
k
KOUs −Λ

−Λ
=Λ

rr
r

π  (4.71) 
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 หลังจากนีจ้ะทาํการหาคาของสนามตลอดแนวเสนของตวัรับ ซ่ึงจะยงัคงสมมุติใหทิศทาง
การแพรของสนามพุงเขานั้นยังคงเปนไปตามแนวแกน  (y ),0( 0kK =

r )  โดยสนามที่เกิดการ
กระเจิงตลอดแนวเสนของตวัรับ ( x 0, ly = ) ที่ตรวจวดัไดนั้นจะมีลักษณะเหมือนกับการทาํการ
แปลงฟูเรียรกลับของสมการที่ 4.71 
 
  ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

⋅ΛΛ== γα
π

ddeUlyxu rj
s

rrr
)(

4
1),( 20  (4.72) 

 
 เมื่อแทนสมการที่ 4.71 ลงไปจะกลายเปน 
 
  ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

+
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== γα
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π
γα dde

k
kOlyxu lxj )(
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22
0

20
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),(
4

1),(  (4.73) 

 
 การหาคาผลรวมเชิงเสนนีน้ัน้จะเริ่มจากการแทนคาของ γ  จากคา α  ที่ไดมา 
 
  22

02,1 αγ −±= k  (4.74) 
 
 ใชหลักการหาผลรวมตามแนวเสน เราจะสามารถหาสมการผลรวมเชิงเสนตลอดแนวดังรูป
ที่ 4.4 โดยเมื่อคูณกับ 1/2π  กับแตละสวนจะได 
 
  ∫∫ Γ+Γ= αα

π
αα

π
αα deydeyyxu xjxj

s );(
2
1);(

2
1),( 21  (4.75) 

 
 โดยที ่
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0
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),( lkje
k

kkjO α

α

αα −−

−

−−−
=Γ  (4.77) 

 
 จากสมการ 4.76 และ 4.77 นั้น จะเหน็ไดวาคาของ 1Γ  แทนระนาบคลืน่ที่เดินทางไปใน
ทิศทาง  และ y 2Γ  แทนระนาบคลื่นที่เดินทางไปในทิศทาง y− ซ่ึงทําใหสามารถที่จะแยกคิดได
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เปนสองกรณคีือกรณีที่คา  มีคามากกวาวตัถุ จะทําใหคล่ืนที่เกิดการกระเจิงถูกแทนดวยฟงกช่ัน 
ของ Γ  

y

1

y),

y),

)0

2γ 1γ2γ 1γ  
 

รูปท่ี 4.4  ขั้วทีเ่กิดขึ้นในระนาบเชิงซอนจากสวนของผลรวมเชิงเสน 
 
  objectydeyxu xj

s >Γ= ∫ ,);(
2
1( 1 αα
π

α  (4.78) 

 
 ในกรณีตรงกนัขาม เมื่อคาของตัวรับตลอดแนว  เทากบั  เมื่อคาของ  นั้นมีคานอย
กวาคาของแกน  ของจุดตางๆภายในวัตถุ สนามคลื่นที่เกิดการกระเจิงจะถูกแทนดวยฟงกช่ัน 

y 0l 0l

y 2Γ  
หรือ 
  objectydeyxu xj

s <Γ= ∫ ,);(
2
1( 2 αα
π

α  (4.79) 

 
 โดยทั่วไปนั้นสนามคลื่นที่เกิดการกระเจิงจะถูกเขยีนแทนดวยสมการ 
 
  ∫Γ= αα

π
α deyyxu xj

s );(
2
1),(  (4.80) 

 
 เมื่อทําการแปลงฟูเรียรกับสมการที่ 4.80 ทั้งสองดานจะได 
 
   (4.81) ∫ Γ== − ),(),( 00 ldxelyxu xj αα

 
 ซ่ึงคาของ ;( lαΓ  ภายในสมการที ่ 4.76 - 4.81 นั้น มีคาเทากับการเลื่อนทางเฟสของ
ฟงกช่ันวัตถุ โดยที่การแปลงฟูเรียรของสนามคลื่นที่เกิดการกระเจิงตลอดแนวเสน  นั้น
สามารถเทียบไดกับการแปลงฟูเรียรของวัตถุในแนวเสนโคงของวงกลม ซ่ึงเมื่อทําการหาผลรวมเชิง
เสนตามแนวเสนขอบจะพบวาคลื่นนั้นเปนไปตามความสัมพันธ 

0ly =
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   (4.82) 2
0

22 k=+ γα

 
 ซ่ึงเปนการพิสูจนวา การละทิ้งผลลัพธของคลื่นทั้งหมดที่ไมอยูบนแนวเสนโคงของวงกลม
นั้นไมสงผลกระทบตอผลลัพธที่ได 
 

Ө

Object ky

k0

Transmission Mode

Reflection Mode

Object kx

Ө

Object ky

k0

Transmission Mode

Reflection Mode

Object kx

 
 

รูปท่ี 4.5  การวางขอมูลลงในโดเมนความถี่  (เสนทึบในกรณีของการสรางภาพตัดขวางในโหมด 
 สงผาน และเสนประในกรณขีองการสรางภาพตัดขวางในโหมดสะทอน) 
 
 ผลลัพธจากการแปลงฟูเรียรของวัตถุนั้นแสดงดังรูปที่ 4.5 สําหรับจุดตางๆตามแนวเสนโคง
นั้นจะถูกแทนดวยคา γα ,  ซ่ึงเปนไปตามสมการ 22

0 αγ −= k  โดยที่เสนทึบนั้นแสดงคลื่นที่รับ
ไดในกรณีที่ตวัรับที่ตําแหนง 0ly =  นั้นอยูที่ระยะที่ทะลุผานไปแลว ซ่ึงพิจารณาไดวาเปนการ
สรางภาพตัดขวางในโหมดสงผานนั่นเอง ในทางตรงกนัขามนั้นเมื่อตวัรับที่ตําแหนง  อยูที่
ตําแหนงกอนที่จะถึงวัตถุ หมายความวาเปนการสรางภาพตัดขวางในโหมดสะทอน ซ่ึงเขียนแทน
ดวยสวนโคงที่เปนเสนประดังรูป 

0ly =

 เมื่อยอนกลับไปพิจารณาการแปลงฟูเรียร ของขอมูลโปรเจคชั่นที่เกิดการเลี้ยวเบนที่
ตรวจวดัไดนัน้ ขอมูลนี้จะถูกนําไปวางตามแนวเสนโคงรัศมี  บนระนาบของโดเมนความถี่ดังรูป
ที่ 4.2 ซ่ึงคาของ k  นั้นหาไดจากสมการ 

0k

0

  
λ
π2

0 =k  (4.83) 

 
 เมื่อพิจารณาคา λ  ซ่ึงเปนคาความยาวคลื่นของระนาบคลื่น เมื่อคาความยาวคลื่นนี้ลดลง 
คาของรัศมี  จะเพิ่มขึ้น นัน่หมายความวาขนาดของสวนโคงของวงกลมในโดเมนความถี่ก็จะมี
ขนาดใหญขึ้นดวย โดยความสัมพันธนี้แสดงดังรูปที่ 4.6 

0k
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รูปท่ี 4.6  ความสัมพันธของขนาดสวนโคงที่เปล่ียนไปเมื่อความถี่เกิดการเปลี่ยนแปลง 
 
 หากยกตวัอยางในกรณีของการสรางภาพตัดขวางดวยคล่ืนอัลตราโซนิคที่ความถี่ 5MHz จะ
พบวาคลื่นนี้มคีวามยาวคลื่นในน้ําเทากับ 0.3 มิลลิเมตร ซ่ึงทําใหมีคาของ k  เทากับ 333 เรเดียนตอ
เมตร (radians/meter) แตเมือ่พิจารณาในกรณีของรังสีเอ็กซที่มีความแรง 100 กิโลอิเล็กตรอนโวลท 
(keV) ซ่ึงมีความยาวคลื่นเทากับ 0.012 ไมโครเมตร จะทําใหคาของรัศมีเสนโคงนั้นมีคาสูงถึง 5x10

0

8 
เรเดียนตอเมตร ซ่ึงทําใหเสนโคงที่พิจารณานั้นมีลักษณะเปนเสนตรงนัน่เอง 


