
 
บทที่ 3 

การสรางภาพตัดขวางดวยคล่ืนอัลตราโซนิค 
โดยใชเทคนิคสําหรับแหลงกําเนิดชนิดที่ไมเกิดผลการเลี้ยวเบน 

 
 ในบทนีน้ั้นเปนการนําเสนอหลักการทั่วไป ในการสรางภาพตัดขวางดวยคลื่นอัลตราโซนิค 
โดยใชเทคนิคสําหรับแหลงกําเนิดทีไ่มเกดิการเลี้ยวเบน (Non-Diffraction Tomography) ซ่ึงเปน
งานวิจยักอนหนาวิทยานิพนธฉบับนี้ โดยเนื้อหาในบทนีจ้ะกลาวถึงความเปนมา ความหมาย และ
หลักการสรางภาพตัดขวางตางๆ ที่นํามาใชงาน 
 
3.1  ความหมายของภาพตัดขวาง 
 

 โดยธรรมชาติการมองเห็นของมนุษยนั้น เกิดจากการทีแ่สงตกกระทบวัตถุแลวสะทอนเขา
สูเรตินาของดวงตา จึงปรากฏเปนภาพตางๆใหมนุษยรับรู ซ่ึงถาวัตถุที่แสงตกกระทบมีลักษณะทึบ
แสง ภาพที่มนุษยมองเห็นนั้น จะเปนเพยีงลักษณะของพื้นผิววัตถุภายนอกเทานั้น ไมสามารถที่จะ
รับรูถึงลักษณะโครงสรางภายในของวัตถุได จากขอจํากัดดังกลาวทําใหมีการคิดคนที่จะใชคล่ืน
แมเหล็กไฟฟาที่มีอํานาจทะลุทะลวงสูง ดังเชน รังสีเอ็กซ (X-ray) ในการสงผานวัตถุ ซ่ึงขอมูลที่ได
รับมานั้นจะเปนขอมูลที่ขึ้นกบัสัมประสิทธิ์การดูดกลืนของวัตถุ โดยวัตถุที่มีสัมประสิทธิ์การ
ดูดกลืนตางกนัก็จะใหผลของขอมูลที่แตกตางกันไป ซ่ึงขอมูลที่แตกตางกนัเหลานี้จะถูกใชเปน
ขอมูลโปรเจคชั่น (Projection Data) เพื่อนาํไปใชในกระบวนการสรางภาพตัดขวาง (Tomography) 
ของวัตถุตอไป 
 สําหรับรูปแบบของขอมูลที่ใชในการสรางภาพตัดขวางนั้น นอกเหนือจากลักษณะการ
สงผาน (Transmission) ที่ไดกลาวไปแลว ยังมีรูปแบบการสะทอน (Reflection) และ การ
แพรกระจาย (Emission) ซ่ึงแตละวิธีการกจ็ะถูกใชกับแหลงกําเนิดที่แตกตางกันไป เชน กรณีของ
การสรางภาพตัดขวางโดยเทคนิคแมกเนติกเรโซแนนซ (Magnetic Resonance Imaging : MRI) หรือ
ที่เรียกเต็มๆวานิวเคลียรแมกเนติกเรโซแนนซ (Nuclear Magnetic Resonance Imaging : NMRI) ซ่ึง
ใชหลักการตรวจจับคลื่นจากการสั่นของนิวเครียสของอะตอม เมื่ออยูภายในสนามแมเหล็กกระตุน
ที่มีความถี่ที่เหมาะสม ซ่ึงคลื่นความถี่ตอบสนองที่เกิดขึ้นนั้นจะแพรออกในทุกทศิทาง ดังนั้นจงึ
ตองใชหลักการแพรในการสรางภาพตัดขวาง เชนเดียวกับการสรางภาพตัดขวางโดยใชเทคนิค 
โพซิตรอนอิมิสชั่นโทโมกราฟฟ (Positron Emission Tomography : PET) และเทคนิคซิงเกลิ
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โฟตรอนอิมิสชั่นโทโมกราฟฟ (Single Photon Emission Tomography : SPECT) ซ่ึงใชการฉีดสาร
กัมมันตภาพรงัสีเขาสูเสนเลือด เปนผลใหรางกายของมนุษยเกิดการแพรกระจายกมัมันตภาพรังสีที่
เกิดจากสารดังกลาวออกมา โดยปริมาณการแพรจะขึ้นอยูกับปริมาณการสะสมสารกัมมันตภาพรังสี
ของอวัยวะสวนตางๆ ซ่ึงเทคนิคนี้โดยปกติจะใชในการตรวจหามะเร็งเนื่องจากกอนมะเร็งจะทําการ
ซึมซับสารกัมมันตภาพรังสีที่ฉีดเขาไปมากกวาอวยัวะปกติของรางกาย ทั้งนี้การซึบซับสาร
กัมมันตภาพรงัสีดังกลาว จะขึ้นอยูกับสารที่ใชผสมอยูในสารกัมมันตภาพรังสีเองดวย ซ่ึงโดยปกติ
นิยมใชน้ําตาลซึ่งกอนมะเร็งจะซึมซับไวเปนปริมาณมาก สงผลใหบริเวณดังกลาวมีการแพรของ
กัมมันตภาพรงัสีสูงกวาจุดอืน่ จึงทําใหสามารถระบุตําแหนงของกอนมะเร็งไดชัดเจน สําหรับใน
สวนของการสรางภาพตัดขวางโดยใชหลักการสะทอนนัน้จะพบเหน็ไดทั่วไป ในการสราง
ภาพตัดขวางของวัตถุดวยแหลงกําเนิดที่มีคณุสมบัติในการสะทอนกับหนาสัมผัสของวัตถุ เชน แสง 
ลําอิเล็กตรอน เรดาร หรือคล่ืนอัลตราโซนิคเปนตน 
 
3.2  การสรางภาพตัดขวางดวยคลื่นอัลตราโซนิค 
 

 จากความสําเรจ็ในการสรางภาพตัดขวางดวยรังสีเอ็กซ จึงทําใหมกีารคิดคนที่จะใชเทคนิค
ในการสรางภาพตัดขวางมาประยุกตเขากบักระบวนการสรางภาพดวยเสียง ซ่ึงมีจุดมุงหมายที่จะทํา
ใหไดรับภาพตัดขวางที่มีคณุภาพสูงขึ้น สามารถใหขอมูลเชิงวินิจฉยัซ่ึงนําไปใชงานทางดาน
การแพทยได  ซ่ึงหากเปรียบเทียบกับในกรณีของรังสีเอ็กซ ขอมูลที่ใชในการสรางภาพตัดขวางจะ
มาจากการตรวจวัดปริมาณรงัสีที่สามารถเดินทางทะลุผานรางกายหรือตัวกลางใดๆ ซ่ึงปริมาณของ
รังสีที่ทะลุผานมานั้นจะขึ้นอยูกับคุณสมบตัิการดูดกลืนของตัวกลางนัน้ๆ และเนื่องจากการเดินทาง
ของรังสีเอ็กซนั้นมีลักษณะเปนเสนตรง จงึทําใหผลลัพธของรังสีที่เดินทางทะลุผานออกมาในแตละ
เสนทางการเดนิทางนั้นไดมาจากปริมาณคลื่นที่สงออกไป หักลางกับผลรวมของคุณสมบัติการ
ดูดกลืนของวตัถุที่อยูตลอดแนวการเดนิทางของรังสี โดยปริมาณรังสีที่ตรวจวดัไดตลอดแนว
ระนาบของวัตถุนั้น จะถูกบนัทึกเปนขอมลูโปรเจคชั่น (Projection Data) ที่ไดรับจากการฉายรังสี
ในแตละมุม ทั้งนี้โดยปกติแลวจะมกีารฉายรังสีที่มุมตางๆรอบวัตถุ ซ่ึงก็จะทําใหไดรับขอมูล     
โปรเจคชั่นที่มุมตางๆกันของวัตถุช้ินเดยีวกนั ซ่ึงจะพบวามีความสอดคลองกันกับลักษณะของวัตถุ
จริง โดยลักษณะการฉายรังสีนั้นแสดงดังรูปที่ 3.1  
 เมื่อพิจารณาขอมูลที่ไดรับจากการฉายแตละครั้ง จะสามารถแบงขอมูลออกเปนเสนทาง
การเดินทางของรังสีที่อยูในแนวขนานกนัได โดยหากพิจารณาในแตละเสนทางการเดินทางของ
รังสีนั้นจะพบวาคลื่นที่ถูกสงออกจากแหลงกําเนิด (S) จะเดนิทางผานวัตถุ โดยในแตละสวนยอย
ของวัตถุ (dx) จะเกดิการลดทอนคลื่นขึ้น ซ่ึงคลื่นที่สามารถเดินทางผานวัตถุออกมาไดนั้น จะถูก
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ตรวจวดัโดยตวัตรวจจับ (R) สําหรับคลื่นที่ถูกดูดกลืนในแตละสวนยอย dx จะสามารถเขียนใหอยู
ในรูปสมการออกมาไดเปนดงัสมการที่ 3.1[2] 
 

 
 

รูปท่ี 3.1  การฉายรังสีไปสูวตัถุเพื่อสรางภาพ 
 

 
 

รูปท่ี 3.2  ลักษณะของระบบที่ใชในการเกบ็ขอมูลเพื่อสรางภาพตัดขวาง 
 

  dxyx
I
dI ),(2α−=  (3.1) 

 

 โดย α(x,y) นั้นแทนคาของสัมประสิทธการดูดกลืนคลื่นที่ตําแหนง x,y ใดๆ ซ่ึงเปนคาที่
สงผลโดยตรงกับขนาดของคลื่นที่จะเดนิทางผานในแตละสวนยอยออกไป โดยหากพิจารณาถึง
ผลรวมในการเดินทางของคลื่นผานวัตถุตลอดแตละแนวการเคลื่อนที ่ จะสามารถเขียนใหอยูในรูป
ของผลรวมอินทริกรัล (Integration) ไดดังสมการที่ 3.2 และ สมการที่ 3.3 
 

  ∫−=







dxyx

I
yIIn ),(2)(

0

α  (3.2) 
 

หรืออาจจัดใหอยูในรูปของ ∫= dxyxyp ),()( α  (3.3) 
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 จากแนวคิดนี ้ หากประยกุตใชกับแหลงกําเนิดทีไ่มเกดิการเลี้ยวเบน (Non-Diffraction 
Source) ดังเชนรังสีเอ็กซ หรือกัมมันตภาพรังสีตางๆ จะสามารถใชงานไดอยางถกูตอง แตในกรณี
ของคลื่นอัลตราโซนิค ซ่ึงเปนแหลงกําเนิดที่มีผลกระทบจากการเลีย้วเบนของคลื่นนั้น การใช
หลักการนีก้็จะเปนเสมือนการประมาณการเดินทางของคลื่นวาเปนเสนตรงนั่นเอง แตหากในกรณีที่
วัตถุที่เปนตวักลางมีคาดัชนีหกัเห (Refractive Index) ต่ํา เชน เนื้อเยื่อออน (Soft Tissue) ฯลฯ ก็จะ
พบวาผลกระทบจากการเลีย้วเบนนั้นมีคานอย ซ่ึงทําใหอาจละทิ้งผลดังกลาวไปได นอกเหนือจากนี้
ในกรณีของรังสีเอ็กซนั้น ขณะที่คล่ืนเดินทางผานวัตถุจะมีความเรว็คงที่เสมอ โดยมคีวามเร็วในการ
เคลื่อนที่เทากบัความเร็วแสง (ประมาณ 3x108 m/s) ดังนั้นการพจิารณาผลกระทบของวัตถุตอคล่ืนที่
สงผาน จึงมีเพียงผลทางดานขนาดของคลื่นที่ถูกลดทอนไปโดยวัตถุเทานั้น แตในกรณีของคลืน่
อัลตราโซนิคซึ่งมีความเร็วในการเดินทางผานตัวกลางแตละประเภทแตกตางกัน โดยข้ึนกับความ
หนาแนนของวัตถุ ที่คล่ืนเดินทางผาน ทําใหขอมูลโปรเจคชั่นที่จะไดรับจากคลื่นอัลตราโซนิคนั้น
แบงเปน 2 สวนหลัก ไดแก ผลทางขนาด และผลทางดานเวลา โดยจากรูปที่ 3.3 นัน้ เปนภาพแทน
การสงคลื่นจากหัวสงไปยังหัวรับ โดยผานตัวกลางที่เปนน้ําเพยีงอยางเดียว ซ่ึงสามารถเขียนแทนได
ดวยสมการ 3.5 [4] 
 

 
 
 

รูปท่ี 3.3  การคลื่นอัลตราโซนิคจากหวัสงไปยังหวัรับโดยมีน้ําเปนตวักลาง 
 
 

  Y )])](()([exp[)()()()( 21 wwww fjffHfHfXf ll ++−= βα  (3.5) 
 

 โดย 
  คือ  การแปลงฟูเรียรของสัญญาณที่เดินทางผานน้ําที่ไดรับ  )( fYw )(tyw
  คือ  การแปลงฟูเรียรของสัญญาณไฟฟาที่จายใหหัวสง ( ) )( fX )(tx
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        คือ  ฟงกชันถายโอนของหัวสง )(1 fH

   คือ  ฟงกชันถายโอนของหัวรับ )(2 fH

 wα  คือ  สัมประสิทธิ์การลดทอนคลื่นในน้ํา 
 wβ   คือ  สัมประสิทธิ์การเปลี่ยนแปลงทางเฟสของคลื่นในน้ํา 
 
 สําหรับรูปที่ 3.4 นั้น แสดงถึงกรณีที่คล่ืนเดินทางผานวัตถุ โดยเปนการเดินทางผาน
ตัวกลางที่มีคาความหนาแนนภายในเพียงคาเดียว ซ่ึงสามารถเขียนแทนไดดวยสมการที่ 3.6 
 

 
 

รูปท่ี 3.4  การสงคลื่นอัลตราโซนิคผานน้ําและวัตถุที่มีความหนาแนนคาเดียว 
 
 

  fY )( τAfHfHfX )()()( 21=  
   . ])]()([exp[])()([exp[ www fjffjf ll βαβα +−+−  (3.6) 
 

 โดย 
  คือ  การแปลงฟูเรียรของสัญญาณที่เดินทางผานตัวกลางทั้งหมด  )( fY )(ty

  คือ  อัตราการสงผานรอยตอ (τA 21.τττ =A ) 
 )( fα  คือ  สัมประสิทธิ์การลดทอนคลื่นในเนื้อวัตถุ 
 )( fβ  คือ  สัมประสิทธิ์การเปลี่ยนแปลงทางเฟสของวัตถุ 
  คือ  ความหนาของวัตถุที่คล่ืนเดินทางผาน l

  คือ  ระยะทางทั้งหมดของน้ําที่คล่ืนเดินทางผาน (wl 21 www ll +l = ) 
 

 เมื่อพิจารณาถึงความสัมพันธของสมการ 3.5 และ สมการ 3.6 จะทําใหสามารถจัดรูปของ
สมการ 3.6 ใหมไดเปน 
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 ]]))()(())()([(exp[)()( ll ffjffAfYfY www ββαατ −+−−=  (3.7) 
 
 

ตารางที่ 3.1  แสดงคาความเรว็เสียงและคาสัมประสิทธิ์การลดทอนของวัตถุตางๆ 

       *เนื้อเย่ือออน 
 

 ซ่ึงหากพิจารณาถึงคาสัมประสิทธิ์การลดทอนคลื่นในน้ํา ( )( fwα ) จากตารางที่ 3.1 ซ่ึงมี
คาต่ํามากเมื่อเทียบกับสัมประสิทธิ์การลดทอนคลื่นในเนื้อวัตถุ จึงทําใหสามารถละทิ้งผลดังกลาว
ออกไป ดังสมการที่ 3.8 
 

 ]]))()(()([(exp[)()( lffjfAfYfY ww ββατ −+−=  (3.8) 
 

 จากที่กลาวมานั้นเปนกรณีที่วัตถุตัวกลางเปนสารเนื้อเดียว แตในความเปนจริงนั้นวัตถุอาจ
มีความหนาแนนในแตละชั้นไมเทากัน ดังแสดงในรูปที่ 3.5 ซ่ึงจะพบวาวัตถุมีความหนารวมกัน l 
โดยแบงออกเปนชั้นยอยๆขนาด dx ดังนั้นจึงสามารถจัดรูปสมการที่ 3.8 ใหอยูในรูปอินทริเกรชั่น
ไดดังสมการที่ 3.9 
 

 

ตัวกลาง ความเร็ว (เมตร/วินาที) สัมประสิทธ์ิการลดทอน 
อากาศ 343 1.38 

1484 0.00025 น้ํา 
โลหิต* 1550 0.02 

ไมโอคารเดียม* 1550 0.35 
ไขมัน* 1450 0.06 
ตับ* 1570 0.11 
ไต* 1560 0.09 

กระดกู 3360 1.3 

 

รูปท่ี 3.5  การสงคลื่นอัลตราโซนิคผานน้ําและวัตถุที่มีความหนาแนนหลายคา 
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])(exp[.)],(),([exp)()()()(
021 ww fjdxfxjfxAfHfHfXfY l
l

ββατ −



 +−= ∫  (3.9) 

 

 โดย 
 ),( fxα  คือ  สัมประสิทธิ์การลดทอนคลื่นในเนื้อวัตถุที่ช้ัน x ใดๆ 
 ),( fxβ  คือ  สัมประสิทธิ์การเปลี่ยนแปลงทางเฟสของวัตถุที่ช้ัน x ใดๆ 
 

 จากสมการที ่ 3.9 นัน้ หากทําการแบงพจนของผลกระทบทางขนาดซึ่งขึ้นกับคา
สัมประสิทธิ์การลดทอน และพจนของผลกระทบทางดานการเลื่อนของเฟสซึ่งขึ้นกับสัมประสิทธิ์
การเปลี่ยนแปลงทางเฟส ซ่ึงเราสามารถใชความสัมพันธของสมการที่ 3.10 และ 3.11 เพื่อจัดรูป
สมการเปนดังสมการที่ 3.12 
 

  )(/2),( xVffx πβ =  (3.10) 
  ww Vff /2)( πβ =  (3.11) 
 
  (3.12) 



 −−



−= ∫∫

ll

00
)/1)(/1(2exp.),(exp)()( dxVxVfjdxfxfYAfY ww πατ

 

 โดย 
  คือ คาความเร็วในการเดนิทางของคลื่นที่ตําแหนง x ใดๆ )(xV

  คือ คาความเร็วในการเดนิทางของคลื่นในน้ํา wV
 

 จากสมการที่ 3.12 นั้นจะพบวามีการแบงออกเปน 2 พจนอยางชดัเจนนั่นคือพจนที่มีผลตอ
ขนาดของสัญญาณ ซ่ึงคาที่หามาไดจากพจนนี้นัน้สามารถใชเปนขอมูลในการสรางภาพตัดขวางได
โดยเรียกวาการสรางภาพตัดขวางจากการลดทอน (Attenuation Tomography) สําหรับอีกสวนหนึง่
นั้นไดแกพจนที่มีผลตอเฟสของสัญญาณ ซ่ึงจากคุณสมบัติของการแปลงฟูเรียร การเลื่อนเฟส 
(Phase Shift) ในโดเมนความถี่นั้นมีคาเทากับการหนวงเวลา (Time Delay) ในโดเมนเวลา จึงไดวา 

  

  dx
VxV

T
w

d ∫ 







−=

l

0

1
)(

1  (3.13) 
 

 สําหรับสมการที่ 3.13 นั้น หากใชความสมัพันธทางดานดัชนหีักเห (Refractive Index) ของ
คล่ืนที่เดินทางผานวัตถุเทียบกับคลื่นที่เดินทางผานน้ําดังสมการที่ 3.14 จะทําใหสามารถเขียน
สมการใหมไดดังสมการที่ 3.15 
  

)(
)(

xV
V

xn w=  (3.14) 
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  ( dxxn
V

T
w

d ∫ −=
l

0
)(11 )  (3.15) 

 

 สําหรับสมการที่ 3.13 และ 3.15 นั้นเปนขอมูลทางดานเวลาที่คล่ืนใชในการเดินทางผาน
วัตถุ ซ่ึงสามารถนําไปใชเปนขอมูลในการสรางภาพตัดขวางไดเชนเดียวกัน โดยเรียกวาการสราง
ภาพตัดขวางจากความเรว็ของคลื่น (Sound Velocity Tomography) หรือหากจัดรูปสมการที่ 3.15 
ใหขอมูลหลักที่นําไปใชในการสรางภาพตัดขวางเปนคาของดัชนีหักเห ก็จะเรียกวาการสราง
ภาพตัดขวางจากคาดัชนหีักเห (Refractive Index Tomography) หลังจากที่ไดรับขอมูลในลักษณะ
ตางๆดังที่ไดกลาวมาแลว ขอมูลเหลานี้จะถูกนําไปใชในกระบวนการสรางภาพตัดขวางดวยเทคนิค
ตางๆ โดยเปนเทคนิคเดยีวกันกับที่ใชสําหรับแหลงกําเนิดชนดิที่ไมมีผลของการเลี้ยวเบน ซ่ึงมี
เทคนิคตางๆมากมาย โดยในที่นี้จะนําเสนอวิธีการที่มีความสําคัญบางวิธีการไดแก 
 
 3.2.1  วิธีการสรางภาพตดัขวางโดยใชการแปลงฟูเรียร 
 วิธีการสรางภาพตัดขวางโดยใชการแปลงฟเูรียรเปนวิธีการสรางภาพตัดขวางโดยใชนยิาม
จากทฤษฏีบทของฟูเรียรสไลซ (The Fourier Slice Theorem) [4] ซ่ึงระบุไววา เมื่อทําการหา       
โปรเจคชั่นของวัตถุ ที่มุมตางๆ ),( yxf kθθθ ,...,, 21 แลวทําการแปลงฟูเรียรโปรเจคชั่นเหลานั้น 
จะมีคาเทากบัการแปลงฟูเรียรสองมิติของภาพตามแนวเสนที่ทํามุม kθθθ ,...,, 21  เชนกัน ดังรูปที่ 
3.6 ซ่ึงเราจะทําการพิสูจนทฤษฎีบทของฟูเรียรสไลซไดโดยเริ่มตนจากการนยิามของการแปลงฟู
เรียร 2 มิติของภาพ  จะได ),( yxf

 

)(1 tPθ

),( yxf θ

y

Fourier Transform 

x

t

θ

v

u

Space Domain Frequency Domain  
รูปท่ี 3.6  หลักการสรางภาพตัดขวางโดยใชทฤษฎีการแปลงฟูเรียร 
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   (3.16) 
( )∫ ∫

− −

+−=
α

α

α

α

π dxdyeyxfvuF vyuxj2),(),(

 และให  คือ การแปลงฟูเรียรของขอมูลโปรเจคชั่นที่มุม )(wSθ )( θθ P  
 

   (3.17) 
∫
−

−=
α

α

π
θθ dtetPwS wtj2)()(

 พิจารณาการแปลงฟูเรียรของวัตถุตลอดเสนในโดเมนความถี่ โดยให   จะได  0=v

   (3.18) 
∫ ∫
− −

−=
α

α

α

α

π dxdyeyxfuF uxj2),()0,(

 แตเนื่องจากตวัประกอบเฟส (Phase factor) จะไมขึ้นอยูกับ  เราสามารถแบงการทํา
อินทริกรัลออกเปน 2 สวนคือ  

y

   (3.19) 
dxedyyxfuF uxj∫ ∫

−

−

−








=

α

α

π
α

α

2),()0,(

 จะเห็นวาเทอมที่อยูในวงเลบ็เหมือนกับสมการของโปรเจคชั่นตลอดแนวนอนที่คา x  คงที่
ซ่ึงก็คือการโปรเจคชั่นภาพ  ที่มุม ),( yxf 0=θ  

   (3.20) ∫
∞

∞−
= = dyyxfxP ),()(0θ

 นําสมการที่ 3.20 แทนลงในสมการที่ 3.19 จะได 

   (3.21) ∫
∞

∞−

π−
=θ= dxe)x(P),u(F uxj 2

00

 จากสมการที่ 3.21 ทางขวามือ แสดงถึงการแปลงฟูเรียร 1 มิติของโปรเจคชั่น  ดังนัน้
เราจะไดความสัมพันธระหวางโปรเจคชั่นในแนวตั้งกับการแปลง 2 มิติ ของฟงกชันวตัถุ คือ 

0=θP

 

  )()0,( 0 uSuF == θ  (3.22) 
 จะเห็นวาเปนรูปแบบอยางงายของทฤษฎบีทของฟูเรียรสไลด ผลที่ไดนี้จะไมขึ้นอยูกับการ
หมุนระหวางวตัถุกับระบบพกิัด เราสามารถพิสูจนทฤษฎีบทของฟูเรียรสไลดที่มุมอื่นไดโดยให 

 คือฟงกชัน  ในระบบพิกดัหมุน (Rotated Coordinate System) ดังในรูปที่ 3.6 
พิกัด  สัมพันธกับพิกัด โดยความสัมพันธ 

),( stf

,(t

),( yxf

()s ), yx

   (3.23) 
















−

=







y
x

s
t

θθ
θθ

cossin
sincos

 ซ่ึงในระบบพกิัด  เราจะสามารถเขียนโปรเจคชั่นตลอดแนวเสนของคาคงที่ t  ไดเปน ),( st

   (3.24) ∫
∞

∞−

= dsstftP ),()(θ
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 นําสมการที่ 3.24 แทนลงในสมการที่ 3.17 จะได 

   (3.25) 
[ ]∫

∞

∞−

−= dtedsstfwS wtj π
θ

2),()(

 เมื่อนําผลที่ไดมาแปลงใหอยูในระบบพกิัด โดยใชความสัมพันธในสมการ 3.23 จะ
ได 

),( yx

   (3.26) ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+−= dxdyeyxfwS yxwj )sincos(2),()( θθπ
θ

 ทางดานขวาของสมการ  คือการแปลงฟูเรียร 2 มิติ ที่ความถี่  θθ sin,cos wvw =u =   
 

  )sin,cos(),()( θθθθ wwFwFwS ==  (3.27) 
 จากทั้งหมดทีผ่านมาแสดงใหเห็นถึงโปรเจคชั่นของฟงกชันวัตถุที่มุม kθθθ ,...,, 21  และ
การแปลงฟูเรียรของแตละโปรเจคชั่นนั้น เราสามารถหาคาของ  ไดถาจํานวนโปรเจคชั่นมี
คาเปนอนันต  ดังนั้นควรจะรูคา ในทุกๆจุดในระนาบ  จากนัน้จึงทําการแปลงกลับฟู
เรียรเพื่อที่จะหาคาฟงกชันวตัถุ  

),( vuF

uv),( vuF

),( yxf

   (3.28) ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+= dudvevuFyxf vyuxj )(2),(),( π

 ถาฟงกชัน  มีขอบเขต คือ ),( yxf
22
AxA

<<−  และ 
22
AyA

<<−  ดังนั้นสามารถ

เขียนสมการที ่3.28 ใหมไดเปน 
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= ∑∑ +π

 (3.29) 
 ในทางปฏิบัติ เราจะรูวาสวนประกอบของฟูเรียรมีจํานวนจํากัด สามารถเขียนใหมไดเปน 
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−= −=

+π

 (3.30) 
 
 

 โดยสมมติวา  เปนจํานวนเตม็คู เราจะเหน็วารายละเอยีด (Resolution) ของภาพที่สราง
ไดจะถูกกําหนดโดย  สมการ 3.30 สามารถถูกคํานวณไดแบบเร็วโดยใชอัลกอริทมึการแปลงฟู
เรียรเร็ว (FFT) ถาเรารูสัมประสิทธิ์ฟูเรียรจาํนวน  ของ   

N

N
2N )/,/( AnAmF
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 จากทฤษฎีขางตนนี้เราสามารถแบงขั้นตอนวิธีการสรางภาพกลับดวยวิธีการแปลงฟเูรียรดัง
รูปที่ 3.7 ออกเปน 3 ขั้นตอน คือ 
 ► นําขอมูลโปรเจคชั่นไปแปลงฟูเรียร 1 มิติ จะได )()}({1 kPrpF θθ =   
 ► วาง ในราสเตอรเชิงขั้ว(polar raster) จะได )(kPθ ),( θkP จากนัน้จึงประมาณคาใหอยู
ในราสเตอรเชงิตั้งฉาก (rectangular raster) ดังรูปที่ 3.8 
 ► ทําการแปลงกลับฟูเรียร 2 มิติของ  จะได  ),( yx kkF ),( yxf
 

 
 

รูปท่ี 3.7 Block diagram แสดงวิธีการสรางภาพตัดขวางโดยใชการแปลงฟูเรียร 
 

 
รูปท่ี 3.8 ราสเตอรรูปแบบตางๆ  (a) ราสเตอรเชิงขั้ว (b) ราสเตอรเชิงตั้งฉาก 

 
 การประมาณคาในชวงจากราสเตอรเชิงขั้วไปยังราสเตอรเชิงตั้งฉาก สามารถทําไดหลายวิธี 
จากรูปที่ 3.9 จะทําการหาจุด Q จาก P1, P2, P3, P4 ดวยวธีิดังตอไปนี ้
 

 
รูปท่ี 3.9 การประมาณคาจดุ  Q
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1) การหาจดุทีใ่กลที่สุด 

  )P(F)Q(F k=  { } kii
ddk =min:  (3.31) 

2) การประมาณคาในชวงเชงิเสน  
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∑
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1
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 (3.32) 
3) การประมาณคาในชวงแบบไมเชิงเสน 
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โดยที ่
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 3.2.2 วิธีการสรางภาพตดัขวางโดยใชแบคโปรเจคชั่น 
 การสรางภาพตัดขวางโดยใชแบคโปรเจคชั่น จะเปนวธีิการที่งายที่สุด และมีความยุงยาก
ทางคณิตศาสตรนอย โดยจะทําการนําคาโปรเจคชั่นที่มุมตางๆ มาบวกรวมกนับนระนาบ 2 มิต ิ 
 

 

)(Rg θ

R
y

xφθ
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),( yxf

r

( ) Rr
Ryx
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sincos

 
รูปท่ี 3.10  แสดงโปรเจคชั่นของฟงกชัน 2 มิติ 

 

 จากรูปที่ 3.10 และนยิามของโปรเจคชั่นที่กลาวมาแลวในบทที ่ 2 จะไดนยิามของแบค    
โปรเจคชั่นของโปรเจคชั่นที่มุม θ  คือ 

   (3.35) 
∫ −+=
π

θθ θθδ
0

)sincos()(),( dRRyxRgyxb
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 โดยที่  คือ ตัวกระทําแบคโปรเจคชั่น (Backprojection operator) ของ              
โปรเจคชั่น ที่มุม 

),( yxbθ
)R(gθ θ  

 ดังนั้น การสรางภาพกลับ (Image Reconstruction) จากวธีิแบคโปรเจคชั่น คือ ผลรวมของ
แบคโปรเจคชั่นในทกุๆมุม จะได  

   (3.36) 
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 3.2.3 วิธีการสรางภาพตดัขวางโดยใชวิธีฟลเตอรแบคโปรเจคชั่น 
 วิธีฟลเตอรแบคโปรเจคชั่นนีเ้ปนวิธีที่เปนทีน่ิยมใชกันอยางแพรหลายในการสราง
ภาพตัดขวางทัง้นี้เนื่องจากเปนวิธีที่ไดรับการปรับปรุงจากวิธีแบคโปรเจคชั่น ซ่ึงวธีินี้จะใชความรู
เกี่ยวกับทฤษฎบีทของฟูเรียรสไลดชวยในการพิสูจน  
 

 
 

รูปท่ี 3.11  บลอคไดอะแกรมแสดงวิธีการสรางภาพตัดขวางโดยใชวิธีฟลเตอรแบคโปรเจคชั่น 
 
 จากทฤษฏีบทของฟูเรียรสไลซ ภาพ  จะสามารถหามาไดจากการแปลงฟูเรียร
ยอนกลับ [4] 

),( yxf

   (3.37) ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+= dudvevuFyxf vyuxj )(2),(),( π

 ถาให ),( θw  เปนระบบพิกัดแบบโพลาร (Polar Coordinate) ในระนาบ  เราสามารถ
เขียนสมการ 3.37 ใหมเปน 
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∫ ∫
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   (3.38) 
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 จากนั้นใชคุณสมบัติ 
  ),(),( θπθ wFwF −=+  (3.39) 
 สมการ 3.38 สามารถเขียนใหมไดเปน 
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π
π ddwewwFyxf wtj∫ ∫ 
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θ ddwewwS wtj∫ ∫ 
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 (3.40) 

 โดยที ่
  θθ sincos yxt +=  (3.41) 
 และเราสามารถเขียนสมการ 3.40 ใหมไดเปน 

   (3.42) 
∫ +=
π

θ θθθ
0

 )sincos(),( dyxQyxf

 โดยที ่

  ∫
∞

∞−

= dwewwStQ wtj π
θθ

2)()(
 (3.43) 

 จากสมการขางตนจะเห็นวา ในการสรางภาพตัดขวางเราสามารถทําไดโดยการนําขอมูลแต
ละโปรเจคชั่น  มาทําการฟลเตอร ที่มีผลตอบสนองทางความถี่ (Frequency Response) เทากับ)(tPθ
w ดังสมการที่ 3.43 จากนัน้จึงนําคาที่ไดมาทาํการแบคโปรเจคชั่นดังสมการที่ 3.42 โดยที่ฟลเตอร
ในสมการที่ 3.43 เรียกวาการกรองแบบแรม-แลค (Ram-Lak Filter) 
 พารามิเตอร  เปนตัวแปรความถี่ โดยหลักการแลวการทําอินทริเกรตในสมการที่ 3.43 
ตองทําตลอดทุกยานความถี ่ในทางปฏิบัตพิลังงานที่อยูในสวนประกอบ (Components) การแปลงฟู
เรียรเหนือความถ่ีคาหนึ่งจะมีคานอย ดังนั้นการโปรเจคชั่นจึงถูกทําในแถบความถีท่ี่จํากัด 
(Bandlimited) โดยให W  แทนคาความถี่ซ่ึงถาเกินจากนี้พลังงานสําหรับการโปรเจคชั่นจะมีคานอย
มาก 

w

 

τ2
1

τ2
1

τ2
1

−

 
รูปท่ี 3.12 ภาพแสดงผลตอบสนองทางความถี่ของ Ram-Lak Filter 
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 เราสมมติวาขอมูลโปรเจคชั่นถูกสุมดวยชวงของการสุมเทากับ τ  ซม. เราสมมติวาไมมี
ปญหาเรื่องการแทนคา (Aliasing) ซ่ึงกลาวเปนนัยวาในโดเมนของการแปลง (Transform Domain) 
โปรเจคชั่นไมมีพลังงานนอกยานความถี่ ( ),WW−  โดยที ่

  τ2
1

=W
 ไซเคิลตอซม. (3.44) 

 เราจะสามารถเขียนสมการการกรองแบบแรม-แลคไดเปน 
  )( )( wbwwH w=  (3.45) 
 โดยที ่ 0)( =wbw  (3.46) 
 
 
  
  
 
 


