
 
บทที่ 3 

การสรางภาพตัดขวางดวยคล่ืนอัลตราโซนิค 
โดยใชเทคนิคสําหรับแหลงกําเนิดชนิดที่ไมเกิดผลการเลี้ยวเบน 

 
 ในบทนีน้ั้นเปนการนําเสนอหลักการทั่วไป ในการสรางภาพตัดขวางดวยคลื่นอัลตราโซนิค 
โดยใชเทคนิคสําหรับแหลงกําเนิดทีไ่มเกดิการเลี้ยวเบน (Non-Diffraction Tomography) ซ่ึงเปน
งานวิจยักอนหนาวิทยานิพนธฉบับนี้ โดยเนื้อหาในบทนีจ้ะกลาวถึงความเปนมา ความหมาย และ
หลักการสรางภาพตัดขวางตางๆ ที่นํามาใชงาน 
 
3.1  ความหมายของภาพตัดขวาง 
 

 โดยธรรมชาติการมองเห็นของมนุษยนั้น เกิดจากการทีแ่สงตกกระทบวัตถุแลวสะทอนเขา
สูเรตินาของดวงตา จึงปรากฏเปนภาพตางๆใหมนุษยรับรู ซ่ึงถาวัตถุที่แสงตกกระทบมีลักษณะทึบ
แสง ภาพที่มนุษยมองเห็นนั้น จะเปนเพยีงลักษณะของพื้นผิววัตถุภายนอกเทานั้น ไมสามารถที่จะ
รับรูถึงลักษณะโครงสรางภายในของวัตถุได จากขอจํากัดดังกลาวทําใหมีการคิดคนที่จะใชคล่ืน
แมเหล็กไฟฟาที่มีอํานาจทะลุทะลวงสูง ดังเชน รังสีเอ็กซ (X-ray) ในการสงผานวัตถุ ซ่ึงขอมูลที่ได
รับมานั้นจะเปนขอมูลที่ขึ้นกบัสัมประสิทธิ์การดูดกลืนของวัตถุ โดยวัตถุที่มีสัมประสิทธิ์การ
ดูดกลืนตางกนัก็จะใหผลของขอมูลที่แตกตางกันไป ซ่ึงขอมูลที่แตกตางกนัเหลานี้จะถูกใชเปน
ขอมูลโปรเจคชั่น (Projection Data) เพื่อนาํไปใชในกระบวนการสรางภาพตัดขวาง (Tomography) 
ของวัตถุตอไป 
 สําหรับรูปแบบของขอมูลที่ใชในการสรางภาพตัดขวางนั้น นอกเหนือจากลักษณะการ
สงผาน (Transmission) ที่ไดกลาวไปแลว ยังมีรูปแบบการสะทอน (Reflection) และ การ
แพรกระจาย (Emission) ซ่ึงแตละวิธีการกจ็ะถูกใชกับแหลงกําเนิดที่แตกตางกันไป เชน กรณีของ
การสรางภาพตัดขวางโดยเทคนิคแมกเนติกเรโซแนนซ (Magnetic Resonance Imaging : MRI) หรือ
ที่เรียกเต็มๆวานิวเคลียรแมกเนติกเรโซแนนซ (Nuclear Magnetic Resonance Imaging : NMRI) ซ่ึง
ใชหลักการตรวจจับคลื่นจากการสั่นของนิวเครียสของอะตอม เมื่ออยูภายในสนามแมเหล็กกระตุน
ที่มีความถี่ที่เหมาะสม ซ่ึงคลื่นความถี่ตอบสนองที่เกิดขึ้นนั้นจะแพรออกในทุกทศิทาง ดังนั้นจงึ
ตองใชหลักการแพรในการสรางภาพตัดขวาง เชนเดียวกับการสรางภาพตัดขวางโดยใชเทคนิค 
โพซิตรอนอิมิสชั่นโทโมกราฟฟ (Positron Emission Tomography : PET) และเทคนิคซิงเกลิ
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โฟตรอนอิมิสชั่นโทโมกราฟฟ (Single Photon Emission Tomography : SPECT) ซ่ึงใชการฉีดสาร
กัมมันตภาพรงัสีเขาสูเสนเลือด เปนผลใหรางกายของมนุษยเกิดการแพรกระจายกมัมันตภาพรังสีที่
เกิดจากสารดังกลาวออกมา โดยปริมาณการแพรจะขึ้นอยูกับปริมาณการสะสมสารกัมมันตภาพรังสี
ของอวัยวะสวนตางๆ ซ่ึงเทคนิคนี้โดยปกติจะใชในการตรวจหามะเร็งเนื่องจากกอนมะเร็งจะทําการ
ซึมซับสารกัมมันตภาพรังสีที่ฉีดเขาไปมากกวาอวยัวะปกติของรางกาย ทั้งนี้การซึบซับสาร
กัมมันตภาพรงัสีดังกลาว จะขึ้นอยูกับสารที่ใชผสมอยูในสารกัมมันตภาพรังสีเองดวย ซ่ึงโดยปกติ
นิยมใชน้ําตาลซึ่งกอนมะเร็งจะซึมซับไวเปนปริมาณมาก สงผลใหบริเวณดังกลาวมีการแพรของ
กัมมันตภาพรงัสีสูงกวาจุดอืน่ จึงทําใหสามารถระบุตําแหนงของกอนมะเร็งไดชัดเจน สําหรับใน
สวนของการสรางภาพตัดขวางโดยใชหลักการสะทอนนัน้จะพบเหน็ไดทั่วไป ในการสราง
ภาพตัดขวางของวัตถุดวยแหลงกําเนิดที่มีคณุสมบัติในการสะทอนกับหนาสัมผัสของวัตถุ เชน แสง 
ลําอิเล็กตรอน เรดาร หรือคล่ืนอัลตราโซนิคเปนตน 
 
3.2  การสรางภาพตัดขวางดวยคลื่นอัลตราโซนิค 
 

 จากความสําเรจ็ในการสรางภาพตัดขวางดวยรังสีเอ็กซ จึงทําใหมกีารคิดคนที่จะใชเทคนิค
ในการสรางภาพตัดขวางมาประยุกตเขากบักระบวนการสรางภาพดวยเสียง ซ่ึงมีจุดมุงหมายที่จะทํา
ใหไดรับภาพตัดขวางที่มีคณุภาพสูงขึ้น สามารถใหขอมูลเชิงวินิจฉยัซ่ึงนําไปใชงานทางดาน
การแพทยได  ซ่ึงหากเปรียบเทียบกับในกรณีของรังสีเอ็กซ ขอมูลที่ใชในการสรางภาพตัดขวางจะ
มาจากการตรวจวัดปริมาณรงัสีที่สามารถเดินทางทะลุผานรางกายหรือตัวกลางใดๆ ซ่ึงปริมาณของ
รังสีที่ทะลุผานมานั้นจะขึ้นอยูกับคุณสมบตัิการดูดกลืนของตัวกลางนัน้ๆ และเนื่องจากการเดินทาง
ของรังสีเอ็กซนั้นมีลักษณะเปนเสนตรง จงึทําใหผลลัพธของรังสีที่เดินทางทะลุผานออกมาในแตละ
เสนทางการเดนิทางนั้นไดมาจากปริมาณคลื่นที่สงออกไป หักลางกับผลรวมของคุณสมบัติการ
ดูดกลืนของวตัถุที่อยูตลอดแนวการเดนิทางของรังสี โดยปริมาณรังสีที่ตรวจวดัไดตลอดแนว
ระนาบของวัตถุนั้น จะถูกบนัทึกเปนขอมลูโปรเจคชั่น (Projection Data) ที่ไดรับจากการฉายรังสี
ในแตละมุม ทั้งนี้โดยปกติแลวจะมกีารฉายรังสีที่มุมตางๆรอบวัตถุ ซ่ึงก็จะทําใหไดรับขอมูล     
โปรเจคชั่นที่มุมตางๆกันของวัตถุช้ินเดยีวกนั ซ่ึงจะพบวามีความสอดคลองกันกับลักษณะของวัตถุ
จริง โดยลักษณะการฉายรังสีนั้นแสดงดังรูปที่ 3.1  
 เมื่อพิจารณาขอมูลที่ไดรับจากการฉายแตละครั้ง จะสามารถแบงขอมูลออกเปนเสนทาง
การเดินทางของรังสีที่อยูในแนวขนานกนัได โดยหากพิจารณาในแตละเสนทางการเดินทางของ
รังสีนั้นจะพบวาคลื่นที่ถูกสงออกจากแหลงกําเนิด (S) จะเดนิทางผานวัตถุ โดยในแตละสวนยอย
ของวัตถุ (dx) จะเกดิการลดทอนคลื่นขึ้น ซ่ึงคลื่นที่สามารถเดินทางผานวัตถุออกมาไดนั้น จะถูก
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ตรวจวดัโดยตวัตรวจจับ (R) สําหรับคลื่นที่ถูกดูดกลืนในแตละสวนยอย dx จะสามารถเขียนใหอยู
ในรูปสมการออกมาไดเปนดงัสมการที่ 3.1[2] 
 

 
 

รูปท่ี 3.1  การฉายรังสีไปสูวตัถุเพื่อสรางภาพ 
 

 
 

รูปท่ี 3.2  ลักษณะของระบบที่ใชในการเกบ็ขอมูลเพื่อสรางภาพตัดขวาง 
 

  dxyx
I
dI ),(2α−=  (3.1) 

 

 โดย α(x,y) นั้นแทนคาของสัมประสิทธการดูดกลืนคลื่นที่ตําแหนง x,y ใดๆ ซ่ึงเปนคาที่
สงผลโดยตรงกับขนาดของคลื่นที่จะเดนิทางผานในแตละสวนยอยออกไป โดยหากพิจารณาถึง
ผลรวมในการเดินทางของคลื่นผานวัตถุตลอดแตละแนวการเคลื่อนที ่ จะสามารถเขียนใหอยูในรูป
ของผลรวมอินทริกรัล (Integration) ไดดังสมการที่ 3.2 และ สมการที่ 3.3 
 

  ∫−=







dxyx

I
yIIn ),(2)(

0

α  (3.2) 
 

หรืออาจจัดใหอยูในรูปของ ∫= dxyxyp ),()( α  (3.3) 
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 จากแนวคิดนี ้ หากประยกุตใชกับแหลงกําเนิดทีไ่มเกดิการเลี้ยวเบน (Non-Diffraction 
Source) ดังเชนรังสีเอ็กซ หรือกัมมันตภาพรังสีตางๆ จะสามารถใชงานไดอยางถกูตอง แตในกรณี
ของคลื่นอัลตราโซนิค ซ่ึงเปนแหลงกําเนิดที่มีผลกระทบจากการเลีย้วเบนของคลื่นนั้น การใช
หลักการนีก้็จะเปนเสมือนการประมาณการเดินทางของคลื่นวาเปนเสนตรงนั่นเอง แตหากในกรณีที่
วัตถุที่เปนตวักลางมีคาดัชนีหกัเห (Refractive Index) ต่ํา เชน เนื้อเยื่อออน (Soft Tissue) ฯลฯ ก็จะ
พบวาผลกระทบจากการเลีย้วเบนนั้นมีคานอย ซ่ึงทําใหอาจละทิ้งผลดังกลาวไปได นอกเหนือจากนี้
ในกรณีของรังสีเอ็กซนั้น ขณะที่คล่ืนเดินทางผานวัตถุจะมีความเรว็คงที่เสมอ โดยมคีวามเร็วในการ
เคลื่อนที่เทากบัความเร็วแสง (ประมาณ 3x108 m/s) ดังนั้นการพจิารณาผลกระทบของวัตถุตอคล่ืนที่
สงผาน จึงมีเพียงผลทางดานขนาดของคลื่นที่ถูกลดทอนไปโดยวัตถุเทานั้น แตในกรณีของคลืน่
อัลตราโซนิคซึ่งมีความเร็วในการเดินทางผานตัวกลางแตละประเภทแตกตางกัน โดยข้ึนกับความ
หนาแนนของวัตถุ ที่คล่ืนเดินทางผาน ทําใหขอมูลโปรเจคชั่นที่จะไดรับจากคลื่นอัลตราโซนิคนั้น
แบงเปน 2 สวนหลัก ไดแก ผลทางขนาด และผลทางดานเวลา โดยจากรูปที่ 3.3 นัน้ เปนภาพแทน
การสงคลื่นจากหัวสงไปยังหัวรับ โดยผานตัวกลางที่เปนน้ําเพยีงอยางเดียว ซ่ึงสามารถเขียนแทนได
ดวยสมการ 3.5 [4] 
 

 
 
 

รูปท่ี 3.3  การคลื่นอัลตราโซนิคจากหวัสงไปยังหวัรับโดยมีน้ําเปนตวักลาง 
 
 

  Y )])](()([exp[)()()()( 21 wwww fjffHfHfXf ll ++−= βα  (3.5) 
 

 โดย 
  คือ  การแปลงฟูเรียรของสัญญาณที่เดินทางผานน้ําที่ไดรับ  )( fYw )(tyw
  คือ  การแปลงฟูเรียรของสัญญาณไฟฟาที่จายใหหัวสง ( ) )( fX )(tx
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        คือ  ฟงกชันถายโอนของหัวสง )(1 fH

   คือ  ฟงกชันถายโอนของหัวรับ )(2 fH

 wα  คือ  สัมประสิทธิ์การลดทอนคลื่นในน้ํา 
 wβ   คือ  สัมประสิทธิ์การเปลี่ยนแปลงทางเฟสของคลื่นในน้ํา 
 
 สําหรับรูปที่ 3.4 นั้น แสดงถึงกรณีที่คล่ืนเดินทางผานวัตถุ โดยเปนการเดินทางผาน
ตัวกลางที่มีคาความหนาแนนภายในเพียงคาเดียว ซ่ึงสามารถเขียนแทนไดดวยสมการที่ 3.6 
 

 
 

รูปท่ี 3.4  การสงคลื่นอัลตราโซนิคผานน้ําและวัตถุที่มีความหนาแนนคาเดียว 
 
 

  fY )( τAfHfHfX )()()( 21=  
   . ])]()([exp[])()([exp[ www fjffjf ll βαβα +−+−  (3.6) 
 

 โดย 
  คือ  การแปลงฟูเรียรของสัญญาณที่เดินทางผานตัวกลางทั้งหมด  )( fY )(ty

  คือ  อัตราการสงผานรอยตอ (τA 21.τττ =A ) 
 )( fα  คือ  สัมประสิทธิ์การลดทอนคลื่นในเนื้อวัตถุ 
 )( fβ  คือ  สัมประสิทธิ์การเปลี่ยนแปลงทางเฟสของวัตถุ 
  คือ  ความหนาของวัตถุที่คล่ืนเดินทางผาน l

  คือ  ระยะทางทั้งหมดของน้ําที่คล่ืนเดินทางผาน (wl 21 www ll +l = ) 
 

 เมื่อพิจารณาถึงความสัมพันธของสมการ 3.5 และ สมการ 3.6 จะทําใหสามารถจัดรูปของ
สมการ 3.6 ใหมไดเปน 
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 ]]))()(())()([(exp[)()( ll ffjffAfYfY www ββαατ −+−−=  (3.7) 
 
 

ตารางที่ 3.1  แสดงคาความเรว็เสียงและคาสัมประสิทธิ์การลดทอนของวัตถุตางๆ 

       *เนื้อเย่ือออน 
 

 ซ่ึงหากพิจารณาถึงคาสัมประสิทธิ์การลดทอนคลื่นในน้ํา ( )( fwα ) จากตารางที่ 3.1 ซ่ึงมี
คาต่ํามากเมื่อเทียบกับสัมประสิทธิ์การลดทอนคลื่นในเนื้อวัตถุ จึงทําใหสามารถละทิ้งผลดังกลาว
ออกไป ดังสมการที่ 3.8 
 

 ]]))()(()([(exp[)()( lffjfAfYfY ww ββατ −+−=  (3.8) 
 

 จากที่กลาวมานั้นเปนกรณีที่วัตถุตัวกลางเปนสารเนื้อเดียว แตในความเปนจริงนั้นวัตถุอาจ
มีความหนาแนนในแตละชั้นไมเทากัน ดังแสดงในรูปที่ 3.5 ซ่ึงจะพบวาวัตถุมีความหนารวมกัน l 
โดยแบงออกเปนชั้นยอยๆขนาด dx ดังนั้นจึงสามารถจัดรูปสมการที่ 3.8 ใหอยูในรูปอินทริเกรชั่น
ไดดังสมการที่ 3.9 
 

 

ตัวกลาง ความเร็ว (เมตร/วินาที) สัมประสิทธ์ิการลดทอน 
อากาศ 343 1.38 

1484 0.00025 น้ํา 
โลหิต* 1550 0.02 

ไมโอคารเดียม* 1550 0.35 
ไขมัน* 1450 0.06 
ตับ* 1570 0.11 
ไต* 1560 0.09 

กระดกู 3360 1.3 

 

รูปท่ี 3.5  การสงคลื่นอัลตราโซนิคผานน้ําและวัตถุที่มีความหนาแนนหลายคา 
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])(exp[.)],(),([exp)()()()(
021 ww fjdxfxjfxAfHfHfXfY l
l

ββατ −



 +−= ∫  (3.9) 

 

 โดย 
 ),( fxα  คือ  สัมประสิทธิ์การลดทอนคลื่นในเนื้อวัตถุที่ช้ัน x ใดๆ 
 ),( fxβ  คือ  สัมประสิทธิ์การเปลี่ยนแปลงทางเฟสของวัตถุที่ช้ัน x ใดๆ 
 

 จากสมการที ่ 3.9 นัน้ หากทําการแบงพจนของผลกระทบทางขนาดซึ่งขึ้นกับคา
สัมประสิทธิ์การลดทอน และพจนของผลกระทบทางดานการเลื่อนของเฟสซึ่งขึ้นกับสัมประสิทธิ์
การเปลี่ยนแปลงทางเฟส ซ่ึงเราสามารถใชความสัมพันธของสมการที่ 3.10 และ 3.11 เพื่อจัดรูป
สมการเปนดังสมการที่ 3.12 
 

  )(/2),( xVffx πβ =  (3.10) 
  ww Vff /2)( πβ =  (3.11) 
 
  (3.12) 



 −−



−= ∫∫

ll

00
)/1)(/1(2exp.),(exp)()( dxVxVfjdxfxfYAfY ww πατ

 

 โดย 
  คือ คาความเร็วในการเดนิทางของคลื่นที่ตําแหนง x ใดๆ )(xV

  คือ คาความเร็วในการเดนิทางของคลื่นในน้ํา wV
 

 จากสมการที่ 3.12 นั้นจะพบวามีการแบงออกเปน 2 พจนอยางชดัเจนนั่นคือพจนที่มีผลตอ
ขนาดของสัญญาณ ซ่ึงคาที่หามาไดจากพจนนี้นัน้สามารถใชเปนขอมูลในการสรางภาพตัดขวางได
โดยเรียกวาการสรางภาพตัดขวางจากการลดทอน (Attenuation Tomography) สําหรับอีกสวนหนึง่
นั้นไดแกพจนที่มีผลตอเฟสของสัญญาณ ซ่ึงจากคุณสมบัติของการแปลงฟูเรียร การเลื่อนเฟส 
(Phase Shift) ในโดเมนความถี่นั้นมีคาเทากับการหนวงเวลา (Time Delay) ในโดเมนเวลา จึงไดวา 

  

  dx
VxV

T
w

d ∫ 







−=

l

0

1
)(

1  (3.13) 
 

 สําหรับสมการที่ 3.13 นั้น หากใชความสมัพันธทางดานดัชนหีักเห (Refractive Index) ของ
คล่ืนที่เดินทางผานวัตถุเทียบกับคลื่นที่เดินทางผานน้ําดังสมการที่ 3.14 จะทําใหสามารถเขียน
สมการใหมไดดังสมการที่ 3.15 
  

)(
)(

xV
V

xn w=  (3.14) 
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  ( dxxn
V

T
w

d ∫ −=
l

0
)(11 )  (3.15) 

 

 สําหรับสมการที่ 3.13 และ 3.15 นั้นเปนขอมูลทางดานเวลาที่คล่ืนใชในการเดินทางผาน
วัตถุ ซ่ึงสามารถนําไปใชเปนขอมูลในการสรางภาพตัดขวางไดเชนเดียวกัน โดยเรียกวาการสราง
ภาพตัดขวางจากความเรว็ของคลื่น (Sound Velocity Tomography) หรือหากจัดรูปสมการที่ 3.15 
ใหขอมูลหลักที่นําไปใชในการสรางภาพตัดขวางเปนคาของดัชนีหักเห ก็จะเรียกวาการสราง
ภาพตัดขวางจากคาดัชนหีักเห (Refractive Index Tomography) หลังจากที่ไดรับขอมูลในลักษณะ
ตางๆดังที่ไดกลาวมาแลว ขอมูลเหลานี้จะถูกนําไปใชในกระบวนการสรางภาพตัดขวางดวยเทคนิค
ตางๆ โดยเปนเทคนิคเดยีวกันกับที่ใชสําหรับแหลงกําเนิดชนดิที่ไมมีผลของการเลี้ยวเบน ซ่ึงมี
เทคนิคตางๆมากมาย โดยในที่นี้จะนําเสนอวิธีการที่มีความสําคัญบางวิธีการไดแก 
 
 3.2.1  วิธีการสรางภาพตดัขวางโดยใชการแปลงฟูเรียร 
 วิธีการสรางภาพตัดขวางโดยใชการแปลงฟเูรียรเปนวิธีการสรางภาพตัดขวางโดยใชนยิาม
จากทฤษฏีบทของฟูเรียรสไลซ (The Fourier Slice Theorem) [4] ซ่ึงระบุไววา เมื่อทําการหา       
โปรเจคชั่นของวัตถุ ที่มุมตางๆ ),( yxf kθθθ ,...,, 21 แลวทําการแปลงฟูเรียรโปรเจคชั่นเหลานั้น 
จะมีคาเทากบัการแปลงฟูเรียรสองมิติของภาพตามแนวเสนที่ทํามุม kθθθ ,...,, 21  เชนกัน ดังรูปที่ 
3.6 ซ่ึงเราจะทําการพิสูจนทฤษฎีบทของฟูเรียรสไลซไดโดยเริ่มตนจากการนยิามของการแปลงฟู
เรียร 2 มิติของภาพ  จะได ),( yxf

 

)(1 tPθ

),( yxf θ

y

Fourier Transform 

x

t

θ

v

u

Space Domain Frequency Domain  
รูปท่ี 3.6  หลักการสรางภาพตัดขวางโดยใชทฤษฎีการแปลงฟูเรียร 
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   (3.16) 
( )∫ ∫

− −

+−=
α

α

α

α

π dxdyeyxfvuF vyuxj2),(),(

 และให  คือ การแปลงฟูเรียรของขอมูลโปรเจคชั่นที่มุม )(wSθ )( θθ P  
 

   (3.17) 
∫
−

−=
α

α

π
θθ dtetPwS wtj2)()(

 พิจารณาการแปลงฟูเรียรของวัตถุตลอดเสนในโดเมนความถี่ โดยให   จะได  0=v

   (3.18) 
∫ ∫
− −

−=
α

α

α

α

π dxdyeyxfuF uxj2),()0,(

 แตเนื่องจากตวัประกอบเฟส (Phase factor) จะไมขึ้นอยูกับ  เราสามารถแบงการทํา
อินทริกรัลออกเปน 2 สวนคือ  

y

   (3.19) 
dxedyyxfuF uxj∫ ∫

−

−

−








=

α

α

π
α

α

2),()0,(

 จะเห็นวาเทอมที่อยูในวงเลบ็เหมือนกับสมการของโปรเจคชั่นตลอดแนวนอนที่คา x  คงที่
ซ่ึงก็คือการโปรเจคชั่นภาพ  ที่มุม ),( yxf 0=θ  

   (3.20) ∫
∞

∞−
= = dyyxfxP ),()(0θ

 นําสมการที่ 3.20 แทนลงในสมการที่ 3.19 จะได 

   (3.21) ∫
∞

∞−

π−
=θ= dxe)x(P),u(F uxj 2

00

 จากสมการที่ 3.21 ทางขวามือ แสดงถึงการแปลงฟูเรียร 1 มิติของโปรเจคชั่น  ดังนัน้
เราจะไดความสัมพันธระหวางโปรเจคชั่นในแนวตั้งกับการแปลง 2 มิติ ของฟงกชันวตัถุ คือ 

0=θP

 

  )()0,( 0 uSuF == θ  (3.22) 
 จะเห็นวาเปนรูปแบบอยางงายของทฤษฎบีทของฟูเรียรสไลด ผลที่ไดนี้จะไมขึ้นอยูกับการ
หมุนระหวางวตัถุกับระบบพกิัด เราสามารถพิสูจนทฤษฎีบทของฟูเรียรสไลดที่มุมอื่นไดโดยให 

 คือฟงกชัน  ในระบบพิกดัหมุน (Rotated Coordinate System) ดังในรูปที่ 3.6 
พิกัด  สัมพันธกับพิกัด โดยความสัมพันธ 

),( stf

,(t

),( yxf

()s ), yx

   (3.23) 
















−

=







y
x

s
t

θθ
θθ

cossin
sincos

 ซ่ึงในระบบพกิัด  เราจะสามารถเขียนโปรเจคชั่นตลอดแนวเสนของคาคงที่ t  ไดเปน ),( st

   (3.24) ∫
∞

∞−

= dsstftP ),()(θ
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 นําสมการที่ 3.24 แทนลงในสมการที่ 3.17 จะได 

   (3.25) 
[ ]∫

∞

∞−

−= dtedsstfwS wtj π
θ

2),()(

 เมื่อนําผลที่ไดมาแปลงใหอยูในระบบพกิัด โดยใชความสัมพันธในสมการ 3.23 จะ
ได 

),( yx

   (3.26) ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+−= dxdyeyxfwS yxwj )sincos(2),()( θθπ
θ

 ทางดานขวาของสมการ  คือการแปลงฟูเรียร 2 มิติ ที่ความถี่  θθ sin,cos wvw =u =   
 

  )sin,cos(),()( θθθθ wwFwFwS ==  (3.27) 
 จากทั้งหมดทีผ่านมาแสดงใหเห็นถึงโปรเจคชั่นของฟงกชันวัตถุที่มุม kθθθ ,...,, 21  และ
การแปลงฟูเรียรของแตละโปรเจคชั่นนั้น เราสามารถหาคาของ  ไดถาจํานวนโปรเจคชั่นมี
คาเปนอนันต  ดังนั้นควรจะรูคา ในทุกๆจุดในระนาบ  จากนัน้จึงทําการแปลงกลับฟู
เรียรเพื่อที่จะหาคาฟงกชันวตัถุ  

),( vuF

uv),( vuF

),( yxf

   (3.28) ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+= dudvevuFyxf vyuxj )(2),(),( π

 ถาฟงกชัน  มีขอบเขต คือ ),( yxf
22
AxA

<<−  และ 
22
AyA

<<−  ดังนั้นสามารถ

เขียนสมการที ่3.28 ใหมไดเปน 
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

= ∑∑ +π

 (3.29) 
 ในทางปฏิบัติ เราจะรูวาสวนประกอบของฟูเรียรมีจํานวนจํากัด สามารถเขียนใหมไดเปน 
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
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
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−= −=

+π

 (3.30) 
 
 

 โดยสมมติวา  เปนจํานวนเตม็คู เราจะเหน็วารายละเอยีด (Resolution) ของภาพที่สราง
ไดจะถูกกําหนดโดย  สมการ 3.30 สามารถถูกคํานวณไดแบบเร็วโดยใชอัลกอริทมึการแปลงฟู
เรียรเร็ว (FFT) ถาเรารูสัมประสิทธิ์ฟูเรียรจาํนวน  ของ   

N

N
2N )/,/( AnAmF
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 จากทฤษฎีขางตนนี้เราสามารถแบงขั้นตอนวิธีการสรางภาพกลับดวยวิธีการแปลงฟเูรียรดัง
รูปที่ 3.7 ออกเปน 3 ขั้นตอน คือ 
 ► นําขอมูลโปรเจคชั่นไปแปลงฟูเรียร 1 มิติ จะได )()}({1 kPrpF θθ =   
 ► วาง ในราสเตอรเชิงขั้ว(polar raster) จะได )(kPθ ),( θkP จากนัน้จึงประมาณคาใหอยู
ในราสเตอรเชงิตั้งฉาก (rectangular raster) ดังรูปที่ 3.8 
 ► ทําการแปลงกลับฟูเรียร 2 มิติของ  จะได  ),( yx kkF ),( yxf
 

 
 

รูปท่ี 3.7 Block diagram แสดงวิธีการสรางภาพตัดขวางโดยใชการแปลงฟูเรียร 
 

 
รูปท่ี 3.8 ราสเตอรรูปแบบตางๆ  (a) ราสเตอรเชิงขั้ว (b) ราสเตอรเชิงตั้งฉาก 

 
 การประมาณคาในชวงจากราสเตอรเชิงขั้วไปยังราสเตอรเชิงตั้งฉาก สามารถทําไดหลายวิธี 
จากรูปที่ 3.9 จะทําการหาจุด Q จาก P1, P2, P3, P4 ดวยวธีิดังตอไปนี ้
 

 
รูปท่ี 3.9 การประมาณคาจดุ  Q
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1) การหาจดุทีใ่กลที่สุด 

  )P(F)Q(F k=  { } kii
ddk =min:  (3.31) 

2) การประมาณคาในชวงเชงิเสน  
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 (3.32) 
3) การประมาณคาในชวงแบบไมเชิงเสน 
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โดยที ่
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 3.2.2 วิธีการสรางภาพตดัขวางโดยใชแบคโปรเจคชั่น 
 การสรางภาพตัดขวางโดยใชแบคโปรเจคชั่น จะเปนวธีิการที่งายที่สุด และมีความยุงยาก
ทางคณิตศาสตรนอย โดยจะทําการนําคาโปรเจคชั่นที่มุมตางๆ มาบวกรวมกนับนระนาบ 2 มิต ิ 
 

 

)(Rg θ

R
y

xφθ
R

),( yxf

r

( ) Rr
Ryx

=−
=+

φθ
θθ

cos
sincos

 
รูปท่ี 3.10  แสดงโปรเจคชั่นของฟงกชัน 2 มิติ 

 

 จากรูปที่ 3.10 และนยิามของโปรเจคชั่นที่กลาวมาแลวในบทที ่ 2 จะไดนยิามของแบค    
โปรเจคชั่นของโปรเจคชั่นที่มุม θ  คือ 

   (3.35) 
∫ −+=
π

θθ θθδ
0

)sincos()(),( dRRyxRgyxb
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 โดยที่  คือ ตัวกระทําแบคโปรเจคชั่น (Backprojection operator) ของ              
โปรเจคชั่น ที่มุม 

),( yxbθ
)R(gθ θ  

 ดังนั้น การสรางภาพกลับ (Image Reconstruction) จากวธีิแบคโปรเจคชั่น คือ ผลรวมของ
แบคโปรเจคชั่นในทกุๆมุม จะได  

   (3.36) 
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 3.2.3 วิธีการสรางภาพตดัขวางโดยใชวิธีฟลเตอรแบคโปรเจคชั่น 
 วิธีฟลเตอรแบคโปรเจคชั่นนีเ้ปนวิธีที่เปนทีน่ิยมใชกันอยางแพรหลายในการสราง
ภาพตัดขวางทัง้นี้เนื่องจากเปนวิธีที่ไดรับการปรับปรุงจากวิธีแบคโปรเจคชั่น ซ่ึงวธีินี้จะใชความรู
เกี่ยวกับทฤษฎบีทของฟูเรียรสไลดชวยในการพิสูจน  
 

 
 

รูปท่ี 3.11  บลอคไดอะแกรมแสดงวิธีการสรางภาพตัดขวางโดยใชวิธีฟลเตอรแบคโปรเจคชั่น 
 
 จากทฤษฏีบทของฟูเรียรสไลซ ภาพ  จะสามารถหามาไดจากการแปลงฟูเรียร
ยอนกลับ [4] 

),( yxf

   (3.37) ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+= dudvevuFyxf vyuxj )(2),(),( π

 ถาให ),( θw  เปนระบบพิกัดแบบโพลาร (Polar Coordinate) ในระนาบ  เราสามารถ
เขียนสมการ 3.37 ใหมเปน 

uv
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 จากนั้นใชคุณสมบัติ 
  ),(),( θπθ wFwF −=+  (3.39) 
 สมการ 3.38 สามารถเขียนใหมไดเปน 
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 โดยที ่
  θθ sincos yxt +=  (3.41) 
 และเราสามารถเขียนสมการ 3.40 ใหมไดเปน 

   (3.42) 
∫ +=
π

θ θθθ
0

 )sincos(),( dyxQyxf

 โดยที ่

  ∫
∞

∞−

= dwewwStQ wtj π
θθ

2)()(
 (3.43) 

 จากสมการขางตนจะเห็นวา ในการสรางภาพตัดขวางเราสามารถทําไดโดยการนําขอมูลแต
ละโปรเจคชั่น  มาทําการฟลเตอร ที่มีผลตอบสนองทางความถี่ (Frequency Response) เทากับ)(tPθ
w ดังสมการที่ 3.43 จากนัน้จึงนําคาที่ไดมาทาํการแบคโปรเจคชั่นดังสมการที่ 3.42 โดยที่ฟลเตอร
ในสมการที่ 3.43 เรียกวาการกรองแบบแรม-แลค (Ram-Lak Filter) 
 พารามิเตอร  เปนตัวแปรความถี่ โดยหลักการแลวการทําอินทริเกรตในสมการที่ 3.43 
ตองทําตลอดทุกยานความถี ่ในทางปฏิบัตพิลังงานที่อยูในสวนประกอบ (Components) การแปลงฟู
เรียรเหนือความถ่ีคาหนึ่งจะมีคานอย ดังนั้นการโปรเจคชั่นจึงถูกทําในแถบความถีท่ี่จํากัด 
(Bandlimited) โดยให W  แทนคาความถี่ซ่ึงถาเกินจากนี้พลังงานสําหรับการโปรเจคชั่นจะมีคานอย
มาก 

w

 

τ2
1

τ2
1

τ2
1

−

 
รูปท่ี 3.12 ภาพแสดงผลตอบสนองทางความถี่ของ Ram-Lak Filter 



 31

 
 เราสมมติวาขอมูลโปรเจคชั่นถูกสุมดวยชวงของการสุมเทากับ τ  ซม. เราสมมติวาไมมี
ปญหาเรื่องการแทนคา (Aliasing) ซ่ึงกลาวเปนนัยวาในโดเมนของการแปลง (Transform Domain) 
โปรเจคชั่นไมมีพลังงานนอกยานความถี่ ( ),WW−  โดยที ่

  τ2
1

=W
 ไซเคิลตอซม. (3.44) 

 เราจะสามารถเขียนสมการการกรองแบบแรม-แลคไดเปน 
  )( )( wbwwH w=  (3.45) 
 โดยที ่ 0)( =wbw  (3.46) 
 
 
  
  
 
 


