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บทที่ 1 
บทน ำ 

 
 
 

ควำมเป็นมำและควำมส ำคัญของปัญหำ 
 
  ปัญหาที่ส าคัญมากในทางคณิตศาสตร์ส าหรับการหาผลเฉลยต่างๆของสมการเชิงเส้น  
สมการไม่เชิงเส้น  สมการเชิงอนุพันธ์แบบธรรมดา และสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย คือ การมีผลเฉลย 
(solution) ของสมการต่างๆเหล่านั้น  เราจะรู้ได้อย่างไรว่าสมการต่างๆเหล่านั้นมีผลเฉลย  ต่อมานัก
คณิตศาสตร์จึงได้พยายามสร้างเครื่องมือและหาวิธีการต่างๆเพ่ือช่วยหาผลเฉลยให้กับสมการต่างๆนั้น  
โดยเฉพาะการศึกษาการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์นั้น  ได้มีการพัฒนาเครื่องมือที่ส าคัญ  เพื่อ
ช่วยหาผลเฉลยของสมการ คือ ทฤษฎีฟูเรียร์ (Fourier theory) และทฤษฎีการแปลงลาปลาซ 
(Laplace transform) ซึ่งนักคณิตศาสตร์ได้สร้างและพัฒนาทฤษฎีที่เรียกว่า  ทฤษฎีการแจกแจง
(Distributions  Theory) ทฤษฎีดังกล่าวมีบทบาทเป็นอย่างมากต่อการพัฒนาวิธีการหาผลเฉลยของ
สมการเชิงอนุพันธ์แบบธรรมดาและสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย  ดังนั้นจึงมีการศึกษาและวิจัยทฤษฎีการ
แจกแจงกันอย่างต่อเนื่องและกว้างขวาง  ในการวิจัยทางทฤษฎีการแจกแจงส่วนมากจะเป็นการหาผล
เฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์ที่เกี่ยวข้องกับตัวด าเนินการต่างๆ    ตัวด าเนินการที่คุ้นเคย ได้แก่ ตัว
ด าเนินการลาปลาซ ( Laplace operator ) บทนิยามโดย 
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จะเก่ียวข้องกับสมการเชิงวงรี ( Elliptic equation ) ซึ่งมีความส าคัญมากในทฤษฎีศักย์ ( potential 
theory )      ตัวด าเนินการความร้อน ( heat operator ) นิยามโดย 
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ตัวด าเนินการอัลตราไฮเพอร์โบลิก (ultra-hyperbolic) นิยามโดย 
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 (1.2) 

โดยเฉพาะตัวด าเนินการลาปลาซนั้นได้มีการศึกษาสมบัติต่างๆ มากมาย เช่น การหาผลเฉลย
หลักมูล (fundamental solution) การหาผลเฉลยทั่วไป (general solution) ของสมการที่เกี่ยวข้อง
กับตัวด าเนินการลาปลาซและน าผลเฉลยที่หาได้โดยเฉพาะผลเฉลยมูลฐานไปศึกษาสมบัติต่างๆ 
เพ่ิมเติม รวมทั้งการประยุกต์ในทางทฤษฎีการแจกแจง   เป็นต้นและในส่วนของตัวด าเนินการอัล
ตราไฮเพอร์โบลิก ก็ได้มีการหาผลเฉลยมูลฐานของตัวด าเนินการดังกล่าว โดย Prof. S.E. Trione และ 
Prof. M.A. Tellez  ได้แสดงว่าผลเฉลยดังกล่าวจะมีอยู่จริง (existence) ขึ้นอยู่กับค่าของ ,p q  และ 
n  หลังจากได้รู้จักกับผลเฉลยมูลฐานของตัวด าเนินการอัลตราไฮเพอร์โบลิกแล้ว ก็ได้มีนัก
คณิตศาสตร์มากมายศึกษาสมบัติต่างๆ เช่น การศึกษาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการประกอบที่
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เกี่ยวข้องกับตัวด าเนินการอัลตราไฮเพอร์โบลิก  การศึกษาสมการของผลการประสานของตัว
ด าเนินการอัลตราไฮเพอร์โบลิก  การประยุกต์ใช้กับสมการคลื่นอิลาสติค (elastic wave) และมี
การศึกษาสมบัติอ่ืนๆ อีกมากมาย    ปัจจุบันการศึกษาค้นคว้าเกี่ยวกับตัวด าเนินการยังกระท าอย่าง
ต่อเนื่อง  เช่น การค้นพบผลเฉลยมูลฐาน (elementary solution) ของตัวด าเนินการลาปลาซ ซึ่งอยู่
ในรูปแบบ 
        xuk  
 เมื่อ  xu  เป็นฟังก์ชันไม่ทราบค่า และ  เป็นดิสตริบิวชันไดแรคเดลตา จะได้ว่า 
              )(1 2 xRxu e
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ต่อมาในปี ค.ศ. 1997 ศาสตราจารย์อ านวย ขนันไทย ได้ศึกษาและคิดค้นตัวด าเนินการ
ขึ้นมาใหม่ โดยให้ชื่อว่า ตัวด ำเนินกำรไดมอนด์ (diamond operator) ซ่ึงนิยามโดย 
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ซึ่งเป็นตัวด าเนินการที่มีความสัมพันธ์กับตัวด าเนินการลาปลาซและตัวด าเนินการอัลตราไฮเพอร์โบ 
ลิกซึ่งสามารถเขียนอยู่ในรูปของ 
       
    ความส าคัญของตัวด าเนินการไดมอนด์นั้นสามารถน าไปประยุกต์กับสมการคลื่นชนิดต่างๆได้  
โดยเฉพาะอย่างยิ่งการหาผลเฉลยมูลฐานของตัวด าเนินการไดมอนด์นั้นจะสัมพันธ์กับผลเฉลยมูลฐาน
ของตัวด าเนินการลาปลาซและตัวด าเนินการอัลตราไฮเพอร์โบลิกด้วย 
 จากแนวคิดของการสร้างตัวด าเนินการไดมอนด์  ได้มีนักคณิตศาสตร์ชาวตุรกี คือ  
Prof. H. Yildirim และคณะได้สร้างตัวด าเนินขึ้นมาใหม่โดยอาศัยความรู้เพิ่มเติมทางตัวด าเนินการ
การเลื่อนออกไป (generalized shift operator) และให้ชื่อว่า ตัวด ำเนินกำรเบสเซิลไดมอนด์ 
(Bessel diamond operator) ซ่ึงนิยามโดย 
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 และ 1
2 2 1,

2
i i iv       ซึ่งเป็นตัวด าเนินการที่มีความสัมพันธ์

กับตัวด าเนินการลาปลาซเบสเซิล และตัวด าเนินการเบสเซิลอัลตราไฮเพอร์โบลิกซ่ึงสามารถเขียนอยู่
ในรูปของ  
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ซึ่งการหาผลเฉลยมูลฐานของตัวด าเนินการเบสเซิลไดมอนด์นั้นจะสัมพันธ์กับผลเฉลยมูลฐานของตัว
ด าเนินการลาปลาซเบสเซิล  (Bessel Laplace operators) และตัวด าเนินการเบสเซิลอัลตรา
ไฮเพอร์โบลิก (Bessel ultra-hyperbolic operators) โดยที่ตัวด าเนินการลาปลาซเบสเซิลนิยามโดย  
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และตัวด าเนินการเบสเซิลอัลตราไฮเพอร์โบลิกนิยามโดย 
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 หลังจากนั้นก็ได้มีการศึกษาสมบัติต่างๆ ตามมา เช่น การหาผลเฉลยมูลฐานของตัว
ด าเนินการเบสเซิลไดมอนด์ สมการไม่เชิงเส้นของตัวด าเนินการเบสเซิลไดมอนด์ และสมบัติอื่นๆ  
 นอกจากนี้ได้มีนักคณิตศาสตร์คิดค้นตัวด าเนินการที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการลาปลาซซึ่ง
นิยามโดย 
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และตัวด าเนินการที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการอัลตราไฮเพอร์โบลิกซ่ึงนิยามโดย 
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จากนั้นยังมีการศึกษาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบอัลตราไฮเพอร์โบลิก โดยที่
สมการอยู่ในรูปแบบของ 
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 ต่อมาได้น าแนวคิดจากค้นพบผลเฉลยแบบอ่อนสมการเชิงประกอบอัลตราไฮเพอร์โบลิกมา
พัฒนาเป็นสมการเชิงประกอบเบสเซลิอัลตราไฮเพอร์โบลิก  ซึ่งสมการอยู่ในรูปแบบของ 
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 นอกจากนี้ยังค้นพบผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการอัล
ตราไฮเพอร์โบลิกซ่ึงอยู่ในรูปแบบของ 
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(Bupasiri and Nonlaopon. 2009) 
 ในการวิจัยครั้งนี้ เป็นการศึกษาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบลาปลาซซึ่งสมการ
อยู่ในรูป 
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เมื่อ r  แทนตัวด าเนินการลาปลาซ ซึ่งนิยามโดย 
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โดยที่ r เป็นจ านวนเต็มบวก     xu  เป็นฟังก์ชันไม่ทราบค่า    xf  เป็นฟังก์ชันวางนัยทั่วไป   n  
เป็นมิติของปริภูมิ nR  , nx R  และ rC  เป็นค่าคงตัว 

นอกจากนี้ เราจะขยายแนวความคิดที่ได้ไปศึกษาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบ
ลาปลาซเบสเซิล และสมการเชิงประกอบที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการลาปลาซด้วย 
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วัตถุประสงค์ของกำรวิจัย   
 1.   ศึกษาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบลาปลาซและลาปลาซเบสเซิล  
 2.   ศึกษาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการลาปลาซ    
 
 ขอบเขตของกำรวิจัย 

ศึกษาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบลาปลาซซึ่งสมการอยู่ในรูป 
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เมื่อ r  แทนตัวด าเนินการลาปลาซ ซึ่งนิยามโดย 
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โดยที่ r เป็นจ านวนเต็มบวก     xu  เป็นฟังก์ชันไม่ทราบค่า    xf  เป็นฟังก์ชันวางนัยทั่วไป   n เป็น
มิติของปริภูมิ nR  , nx R   และ rC  เป็นค่าคงตัว 

นอกจากนี้ เราจะขยายแนวความคิดที่ได้ไปศึกษาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบ
ลาปลาซเบสเซิล และสมการเชิงประกอบที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการลาปลาซด้วยซึ่งสมการอยู่ในรูป 
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เมื่อ r

c  แทนตัวด าเนินการที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการลาปลาซ ซึ่งนิยามโดย 
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โดยที่ r เป็นจ านวนเต็มบวก     xu  เป็นฟังก์ชันไม่ทราบค่า    xf  เป็นฟังก์ชันวางนัยทั่วไป   n เป็น
มิติของปริภูมิ nR  , nx R  และ rC  เป็นค่าคงตัวและสมการเชิงประกอบลาปลาซเบสเซิล สมการ
อยู่ในรูป 

   xfxuc
m

r

r

Br 
0

 

เมื่อ r

B  แทนตัวด าเนินการลาปลาซเบสเซิล  ซ่ึงนิยามโดย 
   r

xxxx

r

B qppp
BBBB )(

11 
 , nqp   

โดยที่ r เป็นจ านวนเต็มบวก     xu  เป็นฟังก์ชันไม่ทราบค่า    xf  เป็นฟังก์ชันวางนัยทั่วไป   n เป็น
มิติของปริภูมิ 

nR ,  nx R  และ rC  เป็นค่าคงตัว 
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ประโยชน์ที่คำดว่ำจะได้รับ 
           1.  ได้องค์ความรู้และทฤษฎีบทใหม่ๆที่เก่ียวกับการหาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิง
ประกอบลาปลาซ   สมการเชิงประกอบที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการลาปลาซและสมการเชิงประกอบลา
ปลาซเบสเซิล  
 2.  การน าไปประยุกต์ใช้อย่างต่อเนื่องในแขนงวิชาอ่ืนๆ เนื่องจากการค้นพบองค์ความรู้ใหม่ 
 3.  มีผลงานตีพิมพ์ในระดับนานาชาติเพ่ือเป็นการเผยแพร่ผลงานและชื่อเสียงของนัก
คณิตศาสตร์ไทย 
 4.  เกิดความร่วมมือและแลกเปลี่ยนทางวิชาการระหว่างนักคณิตศาสตร์ไทย และ นัก
คณิตศาสตร์ต่างประเทศที่มีชื่อเสียงของโลก ซึ่งไปสู่การพัฒนาความเป็นเลิศทางวิชาการของวงการ
คณิตศาสตร์ไทยและการพัฒนาประเทศชาติต่อไปในที่สุด 
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บทที่ 2 
เอกสำรและงำนวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

 
 
 

ในทางคณิตศาสตร์  ตัวด าเนินการ (operators) ถือว่ามีความส าคัญมาก  ซึ่งนักคณิตศาสตร์
ได้ศึกษาค้นคว้าเกี่ยวกับตัวด าเนินการ  โดยเฉพาะตัวด าเนินการที่เก่ียวข้องกับสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย 
( partial  differential  equation ) เนื่องจากตัวด าเนินการช่วยให้เกิดความสะดวกในการแยกแยะ
ชนิดของสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย และ มีส่วนส าคัญในการหาผลเฉลย ( solutions ) ของสมการ  ตัว
ด าเนินการที่คุ้นเคยในอดีต ได้แก่ 
  1. ตัวด าเนินการลาปลาซ ( Laplace operator ) 

2

2

2

2

2

2

1

2

nxxx 












  

จะเกี่ยวข้องกับสมการเชิงวงรี ( Elliptic equation ) ซึ่งมีความส าคัญมากในทฤษฎีศักย์ ( potential 
theory ) 
  2. ตัวด าเนินการความร้อน ( heat operator ) 

     
 






t
 

จะเก่ียวข้องกับสมการเชิงพาราโบลา ( parabolic equation ) ซึ่งเป็นตัวแทนของสมการความร้อน 
  3. ตัวด าเนินการคลื่น (wave equation) 

     
 





2

2

t
 

จะเก่ียวข้องกับสมการเชิงไฮเพอร์โบลา (hyperbolic equation) ซึ่งมีความส าคัญในสมการคลื่นชนิด
ต่างๆ 
  4. ตัวด าเนินการอัลตราไฮเพอร์โบลิก (ultra-hyperbolic) 

     k = 
k

qpppp xxxxxx 











































2

2

2
2

2

2
1

2

2

2

2
2

2

2
1

2

 

 
บทนิยำมและควำมรู้พื้นฐำน 
 1. ฟังก์ชันค่ำทดสอบ (test  functions) 
  ก าหนดให้ nR  เป็นปริภูม ิ n มิติซึ่งระบบคาร์ทีเซียนของพิกัดของจุด  P  
จะเขียนแทนด้วย   nxxx ,...,1  และระยะทาง r ของ  P  จากจุดก าเนิดคือ  

  2/122
1 nxxxr   ให้  k  เป็น n-tuple ของจ านวนที่ไม่เป็นลบซึ่ง   nkkk ,...,1 ซึ่งเรียก k

ว่า  multiindex  ของอันดับ  n  จะได้ว่า 
    nkkk  1 ,  nk

n
kkk xxxx  21

21  
และ 
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   k
n

k

k
n

kk

kk

k
n

kk

k
k DD

xxxxxx
D

n

n

n













1

21

1

21
1

2121

 

โดยที่  njxD jj ,...,2,1,/   
ตัวอย่ำง 1.1 

 ส าหรับใน  3R  ซึ่ง   4,0,3k  จะได้ว่า 

     4
3

3
14

3
3
1

7

DD
xx

Dk 



  

บทนิยำม 1.1  
 ซัพพอร์ต (supports) ของฟังก์ชัน  xf คือส่วนปิดคลุม (closure) ของเซตของจุด  x

ทั้งหมดซึ่ง   0xf ซัพพอร์ต (supports) ของฟังก์ชัน  xf  จะเขียนแทนด้วย  supp f  
ตัวอย่ำง 1.2 

 ส าหรับ    xxf sin  , Rx  supp f ประกอบด้วยเส้นจ านวนจริงทั้งหมด ลากผ่าน  
0sin x  เมื่อ  nx   

บทนิยำม 1.2 
 ถ้า  supp f เป็นเซตที่มีขอบเขต (bounded  set) แล้ว  f จะกล่าวว่ามีซัพพอร์ตกระชับ 
(compact  support) 
 ต่อไปจะเป็นความรู้พ้ืนฐานในการบทนิยามฟังก์ชันวางนัยทั่วไป (generalized  function)  
พิจารณาปริภูมิ D ที่ประกอบด้วยฟังก์ชันค่าจริง     nxxx ,...,1  ซึ่งประกอบด้วยข้อความเหล่านี้ 
(1)  x เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้อนันต์ครั้งบทนิยามที่ทุกๆจุดใน nR  ฟังก์ชันที่ว่าจะเขียนแทน
ด้วย C  
(2)  จะมีจ านวน  A ที ่   0x ส าหรับ  Ar   หมายความว่า  x  มีซัพพอร์ตกระชับ  จะเรียก  
 x  ว่าฟังก์ชันค่ำทดสอบ (test  function) 

 ตัวอย่ำง 1.3 
  ซัพพอร์ตของฟังก์ชัน 

     























x

xx

xx

x

xf

1,0

10,1

01,1

1,0

 

คือ   1,1  
บทนิยำม 1.3 
 ปริภูมิชวาร์ท (Schwartz space) ของฟังก์ชัน  S บน  nR  คือปริภูมิฟังก์ชัน 
        


,,|

,
  fRCfRS nn  

โดยที่  nC R  เป็นเซตของฟังก์ชันปรับเรียบ (smooth  function) จากเซตของจ านวนเชิงซ้อน  
C  ไปยัง  C  และ     


 fDxf 

 ,  
โดยที่  

 เป็น supremum  norm 
 



8 

 

2. ดิสตริบิวชัน (distribution) 
บทนิยำม 2.1 
 ฟังก์ชันเชิงเส้น (linear function) t บนปริภูมิ  D ของฟังก์ชันค่าทดสอบ คือการด าเนินการ
ที่ทุกๆฟังก์ชันค่าทดสอบ  x  ซึ่งเขียนแทนด้วย ,t ซ่ึง 
     22112211 ,,,  tctccct   
ส าหรับฟังก์ชันค่าทดสอบ 1 และ  2  และจ านวนจริง 21,cc  
 ในทางฟิสิกส์จะมีปัญหามากมายซึ่งต้องใช้ความรู้เรื่องฟังก์ชันไดแรคเดลตา ซึ่งมีสมบัติ
ดังต่อไปนี้ 
          xx ,0  

      







 ba

ba
dxx

b

a





,1

,,0  

 

และ          fdxxfx 




 

 
บทนิยำม 2.2 
 ฟังก์ชันเชิงเส้นต่อเนื่อง (continuous  linear  function) บนปริภูมิ D ของฟังก์ชันค่า
ทดสอบจะเรียกว่า  ดิสตริบิวชัน 
 
 ตัวอย่ำง 2.1  ดิสตริบิวชันเฮฟวิไซด์ (heaviside distribution) ใน  nR  คือ  

  dxxH
R

R  ,  

โดยที่  

 









Rx

Rx
xHR

,0

,1  

 ตัวอย่ำง 2.2  ดิสตริบิวชันไดแรคเดลตาใน nR  คือ 
       xx ,  

ส าหรับ  เป็นจุดตรึง (fixed  point) ใน  nR  
 
บทนิยำม 2.3 
 ดิสตริบิวชัน E จะกล่าวว่าเป็นผลเฉลยมูลฐานของตัวด าเนินการเชิงอนุพันธ์ย่อย  L  ถ้า 

LE  
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3. ฟังก์ชันแกมมำ (gamma  function) 
 
บทนิยำม 3.1 
 ฟังก์ชันแกมมาเขียนแทนด้วย   ซ่ึงบทนิยามโดย 

  dttez zt





0

1  

โดยที่ z เป็นจ านวนเชิงซ้อนที่  0)Re( z  
 
ทฤษฎีบท 3.1  ก าหนดให้  z เป็นจ านวนเชิงซ้อน จะได้ว่า 
  (1)    11  zzz       ,...2,1,0 z  

  (2)    
z

zz




sin
1    ,...2,1,0 z  

  (3)    zzz z 22
2

1 21 







       ,...2,1,0 z  

 
4. สมบัติของผลประสำน (convolution) ของดิสตริบิวชัน 
บทนิยำม 4.1 
 ผลประสานของ  gf   ของ   tf  และ   tg  ใน nR  นิยามโดย 

   




  dtgfgf  

 ตัวอย่ำง 4.1 

   




  dtgfgf  

และ 

 











0

2
0,sin


tt

tg  

เนื่องจาก 

   




  dtgfgf  

จะได้ว่า 

 

 

































t

t

t

t

t

t

tdtl

tdtl

gf

2

0

0,0

2
,sin

2
0,sin








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 สมบัติข้อที่ 1 
stts    (สมบัติกำรสลับท่ีของดิสตริบิวชัน) 

สมบัติข้อที่ 2 
)()( utsuts   (สมบัติกำรเปลี่ยนกลุ่มของดิสตริบิวชัน) 

 
ทฤษฎีบท 4.1  ถ้า ts   หาค่าได้  จะได้ว่า    tsDk  และ  tDs k  หาค่าได ้และ 

  tsDk  =   tsDk  tDs k  
ถ้า L  เป็นตัวด าเนินการเชิงอนุพันธ์ย่อยจะได้ว่า 

  tsL  =   tsL  tLs   
 

บทนิยำม 4.2 
 ก าหนดให้   nxxx ,...,1  เป็นจุดของปริภูมิ nR  และ 

22

1

22

2

2

1 qppp xxxxxV          (2.1) 
โดยที่  nqp   ส าหรับจ านวนเชิงซ้อน    ใดๆ  นิยามฟังก์ชัน 

 
 





n

e

w

n
V

xR 2



     (2.2) 

โดยที่       







 














2

2
22










n
w

n

n     (2.3) 

 
บทนิยำม 4.3 
 ก าหนดให้   nxxx ,...,1  เป็นจุดของปริภูมิ nR  และ 

22

1

22

2

2

1

2 )( qppp xxxxxcV       (2.4)    
โดยที่  nqp   ส าหรับจ านวนเชิงซ้อน    ใดๆ  นิยามฟังก์ชัน 

 
 





n

e

c
w

n
V

xR 2
,



     (2.5) 

โดยที่       







 














2

2
22










n
w

n

n     (2.6) 
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บทนิยำม 4.4 
ก าหนดให้   nxxx ,...,1  เป็นจุดของปริภูมิ 

   0,...,0:,...,R 11 

nnn xxxxx     
22

1

22

2

2

1 qppp xxxxxV      (2.7) 
โดยที่  nqp    นิยามฟังก์ชัน 

 kw

x
xR

n

vnk
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งำนวิจัยท่ีเกี่ยวข้อง 
ผลเฉลยมูลฐานของตัวด าเนินการอัลตราไฮเพอร์โบลิกจะมีอยู่จริง (existence) ขึ้นอยู่กับค่า

ของ ,p q  และ n  (Trione. 1987) 
 หลังจากได้รู้จักกับผลเฉลยมูลฐานของตัวด าเนินการอัลตราไฮเพอร์โบลิกแล้ว ก็ได้มีนัก

คณิตศาสตร์มากมายศึกษาสมบัติต่างๆ เช่น การศึกษาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการประกอบที่
เกี่ยวข้องกับตัวด าเนินการอัลตราไฮเพอร์โบลิก     การศึกษาสมการของผลการประสานของตัว
ด าเนินการอัลตราไฮเพอร์โบลิก  การประยุกต์ใช้กับสมการคลื่นอิลาสติค (elastic wave)   และมี
การศึกษาสมบัติอ่ืนๆ อีกมากมาย    ปัจจุบันการศึกษาค้นคว้าเกี่ยวกับตัวด าเนินการยังกระท าอย่าง
ต่อเนื่อง  
  ต่อมาได้ค้นพบผลเฉลยมูลฐาน (elementary solution) ของตัวด าเนินการลาปลาซ ซึ่งอยู่
ในรูปแบบ 
        xuk  
 เมื่อ  xu  เป็นฟังก์ชันไม่ทราบค่า และ  เป็นดิสตริบิวชันไดแรคเดลตา จะได้ว่า 
             )(1 2 xRxu e

k

k
  

และได้ศึกษาและคิดค้นตัวด าเนินการขึ้นมาใหม่ โดยให้ชื่อว่า ตัวด ำเนินกำรไดมอนด์ (diamond 
operator) ซ่ึงนิยามโดย 

  
22

2 2

2 2
1 1

,
p p q

i j pi j

p q n
x x



  

   
            

   

ซึ่งเป็นตัวด าเนินการที่มีความสัมพันธ์กับตัวด าเนินการลาปลาซและตัวด าเนินการอัลตราไฮเพอร์ 
โบลิกซึ่งสามารถเขียนอยู่ในรูปของ         (Kananthai. 1997) 
    ความส าคัญของตัวด าเนินการไดมอนด์นั้นสามารถน าไปประยุกต์กับสมการคลื่นชนิดต่างๆได้  
โดยเฉพาะอย่างยิ่งการหาผลเฉลยมูลฐานของตัวด าเนินการไดมอนด์นั้นจะสัมพันธ์กับผลเฉลยมูลฐาน
ของตัวด าเนินการลาปลาซและตัวด าเนินการอัลตราไฮเพอร์โบลิกด้วย 
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 จากแนวคิดของการสร้างตัวด าเนินการไดมอนด์  จึงสร้างตัวด าเนินขึ้นมาใหม่โดยอาศัย
ความรู้เพิ่มเติมทางตัวด าเนินการการเลื่อนออกไป (generalized shift operator) และให้ชื่อว่า ตัว
ด ำเนินกำรเบสเซิลไดมอนด์ (Bessel diamond operator) ซ่ึงนิยามโดย 

22
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โดยที่ 
2

2

2
i

i
x

i i i

v
B

x x x

 
 
 

 และ 1
2 2 1,

2
i i iv       ซึ่งเป็นตัวด าเนินการที่มีความสัมพันธ์

กับตัวด าเนินการเบสเซิลลาปลาซและตัวด าเนินการเบสเซิลอัลตราไฮเพอร์โบลิกซ่ึงสามารถเขียนอยู่ใน
รูปของ  
     k

B

k

B    k

B    
ซึ่งการหาผลเฉลยมูลฐานของตัวด าเนินการเบสเซิลไดมอนด์นั้นจะสัมพันธ์กับผลเฉลยมูลฐานของตัว
ด าเนินการลาปลาซเบสเซิล  (Bessel Laplace operators) และตัวด าเนินการเบสเซิลอัลตรา
ไฮเพอร์โบลิก (Bessel ultra-hyperbolic operators) โดยที่ตัวด าเนินการเบสเซิลลาปลาซนิยามโดย  
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และตัวด าเนินการเบสเซิลอัลตราไฮเพอร์โบลิกนิยามโดย 
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หลังจากนั้นก็ได้มีการศึกษาสมบัติต่างๆ ตามมา เช่น การหาผลเฉลยมูลฐานของตัวด าเนินการเบสเซิล
ไดมอนด์ สมการไม่เชิงเส้นของตัวด าเนินการเบสเซิลไดมอนด์ และสมบัติอ่ืนๆ (Yildirim. et al. 
2004)   
 นอกจากนี้ยังมีตัวด าเนินการที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการลาปลาซซึ่งนิยามโดย 
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และตัวด าเนินการที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการอัลตราไฮเพอร์โบลิกซ่ึงนิยามโดย 
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(Sritanratana  and Kananthai. 2004)  
นอกจากนี้ยังค้นพบผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบอัลตราไฮเพอร์โบลิก โดยที่

สมการอยู่ในรูปแบบของ 

    


m

r

rc
0

   r    xfxu   

(Kananthai  and Nonlaopon. 2002) 
ต่อมาไดม้ีการน าแนวคิดจากค้นพบผลเฉลยแบบอ่อนสมการเชิงประกอบอัลตราไฮเพอร์โบลิก

มาพัฒนาเป็นสมการเชิงประกอบเบสเซิลอัลตราไฮเพอร์โบลิก  ซึ่งสมการอยู่ในรูปแบบของ 
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    


m

r

rc
0

   r

B    xfxu   

(Sarikaya and Yildirim. 2007) 
           ต่อจากนั้นยังได้ค้นพบผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบที่สัมพันธ์กับตัว
ด าเนินการอัลตราไฮเพอร์โบลิกซ่ึงอยู่ในรูปแบบของ 

               


m

r

rc
0

  r

c    xfxu   

(Bupasiri and Nonlaopon. 2009) 
 จากการศึกษาเกี่ยวกับรูปแบบต่างๆของสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยท่ีมีผลเฉลยเป็นฟังก์ชันวางนัย
ทั่วไป (generalized functions) นั้น  จะเห็นว่าผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยล้วนมีหลาย
รูปแบบ เช่น 

    


m

r

rc
0

   r

c    xfxu   

มีผลเฉลยเป็น 
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มีผลเฉลยเป็น 
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เมื่อ  xf  เป็นฟังก์ชันวางนัยทั่วไป, n  เป็นมิติของปริภูมิ  nR  และ nx R  
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จะได้ว่า 
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เมื่อ  xf  เป็นฟังก์ชันวางนัยทั่วไป, n  เป็นมิติของปริภูมิ  

nR  และ  
  0,...,0:,...,R 11  

nnn xxxxx  
และรูปแบบที่น่าสนใจของสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยนอกจากที่กล่าวมาแล้ว ได้แก่ 
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ซึ่งผลเฉลยก็น่าจะเป็นฟังก์ชันวางนัยทั่วไป 
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บทที่ 3 
วิธีด ำเนินกำรวิจัย 

 
 
 

 การวิจัยในครั้งนี้  เป็นการสร้างทฤษฎีบทการหาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบ
ของตัวด าเนินการบางตัวที่เกี่ยวข้องกับตัวด าเนินการลาปลาซ    
 
วิธีกำรด ำเนินกำรวิจัย 
 
 1   ศึกษาความรู้ต่างๆเกี่ยวกับการบทนิยามและทฤษฎีบทต่าง ๆที่เก่ียวข้องกับการหาผล
เฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบลาปลาซ    สมการเชิงประกอบลาปลาซเบสเซิล และ สมการ
เชิงประกอบที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการลาปลาซจากเอกสารที่เกี่ยวข้อง 
 2   ค้นคว้าหาเอกสาร ต ารา วารสาร และ เอกสารสิ่งพิมพ์ที่เก่ียวข้องกับงานวิจัยที่ก าลัง
ด าเนินการวิจัยอยู่จาก แหล่งข้อมูลต่างๆ  
 3  โดยการอาศัยความรู้พื้นฐานที่ได้จากการศึกษาตามระเบียบวิธีตามข้อ 1, 2 และ
ประสบการณ์ที่ได้จากการแลกเปลี่ยนความคิดเห็นและปรึกษากับนักวิจัยที่ปรึกษาและนักวิจัยชาว
ต่างประเทศท่ีมีความเชี่ยวชาญ การหาผลเฉลยแบบอ่อนและหาแนวทางในการคิดค้นทฤษฎีใหม่ๆที่
เกี่ยวกับการหาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบลาปลาซ    สมการเชิงประกอบลาปลาซเบส
เซลิ และ สมการเชิงประกอบที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการลาปลาซ  
 4   สร้างเครื่องมือเพ่ือพิสูจน์ทฤษฎีบทเกี่ยวกับการหาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิง
ประกอบลาปลาซ  สมการเชิงประกอบที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการลาปลาซและสมการเชิงประกอบลา
ปลาซเบสเซิล ดังนี้ 
  4.1 บทตั้ง 3.1 – บทตั้ง 3.4 ใช้ในการพิสูจน์ทฤษฎีบทการหาผลเฉลยแบบอ่อนของ
สมการเชิงประกอบลาปลาซ 

4.2 บทตั้ง 3.5 – บทตั้ง 3.8 ใช้ในการพิสูจน์ทฤษฎีบทการหาผลเฉลยแบบอ่อนของ 
สมการเชิงประกอบที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการลาปลาซ 

4.3 บทตั้ง 3.9 – บทตั้ง 3.12 ใช้ในการพิสูจน์ทฤษฎีบทการหาผลเฉลยแบบอ่อน 
ของสมการเชิงประกอบลาปลาซเบสเซิล 
 5   สรุปผล เตรียมเอกสารส าหรับการตีพิมพ์ และเขียนรายงานการวิจัย 
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 ต่อไปจะเป็นเครื่องมือที่จ าเป็นส าหรับการสร้างและพิสูจน์ทฤษฎีบทต่างๆ 
 
บทตั้งที่เกี่ยวข้องกับกำรพิสูจน์ 
 
บทตั้ง  3.1 

 xRe

  เป็นดิสตริบิวชันเอกพันธ์ (homogeneous  distribution) ของอันดับ  n  
ส าหรับกรณีเฉพาะ   xRe

  เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์(tempered  distribution) ด้วย 
พิสูจน์  
 เราจ าเป็นต้องแสดงว่า  xRe

  สอดคล้องกับสมการออยเลอร์ (Euler equation) นั่นคือ 
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   222

1

22

1

1 n

qppp

n

xxxxn
w



 





 

 
 




n

n

w

Vn 2




  

   xRn e

   
ดังนั้น   xRe

  เป็นดิสตริบิวชันเอกพันธ์ของอันดับ  n   (Donoghue. 1969) ได้พิสูจน์ว่า
ส าหรับทุกๆดิสตริบิวชันเอกพันธ์จะเป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์   เพราะฉะนั้น   xRe

  เป็นดิสตริบิว
ชันเทมเพอร์   
           
บทตั้ง  3.2 

ก าหนดสมการ   
                 xxuk      (3.1) 

โดยที่ k  นิยามโดย  (1.1)  ส าหรับ  nx R และ   เป็นดิสตริบิวชันไดแรคเดลตา  จะได้ว่า  
     xRxu e

k

k

21  เป็นผลเฉลยมูลฐานองสมการ (3.1)  โดยที่   xRe

k2  นิยามโดยสมการ  (2.2) 
 ส าหรับ  k2  
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พิสูจน์ 
 การพิสูจน์ปรากฏในบทความวิจัย  (Kananthai. 1997 : 31-32])   
    
บทตั้ง  3.3 (ผลประสำนของดิสตริบิวชันเทมเพอร์)  
 (a)  k   xu  xuk  โดยที่  xu เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ใดๆ 
 (b) ก าหนดให้   xRe

k2  และ   xRe

m2 นิยามโดยสมการ (2.2) จะได้ว่า  xRe

k2   xRe

m2

หาค่าได้ และเป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ด้วย 
 (c) ก าหนดให้   xRe

k2  และ   xRe

m2 นิยามโดยสมการ (2.2)  
จะได้ว่า  xRe

k2     xRxR e

mk

e

m 222        
 (d) ก าหนดให้   xRe

k2  และ   xRe

m2 ถ้า  xRe

k2   xRe

m2 =   แล้ว   xRe

k2  เป็นตัว
ผกผันของ  xRe

m2  ในพีชคณิตผลประสาน (convolution algebra) เขียนแทนด้วย 
 xRe

k2 =  xRe

m

1

2

  
 
พิสูจน์ 
 (a) พิจารณากรณี  1k จะได้ว่า 

 
   































 





qp

pj j

p

i i x

x

x

x
x

1
2

2

1
2

2 
 ’ nqp   

ก าหนดให้   x  เป็นฟังก์ชันค่าทดสอบในปริภูมิซวาร์ต  S  โดยบทนิยามของผลประสานจะได้ว่า   
           yxxxuxxux   ,,,  

         
   

 yx
x

y

x

y
xu

qp

pj j

p

i i
































 








,,
1

2

2

1
2

2

 

           
   































 





qp

pj j

p

i i x

yx

x

yx
yxu

1
2

2

1
2

2

,,


  

         
   























 





qp

pj j

p

i j x

x

x

x
xu

1
2

2

1
2

2

,
  

           
 x

x

xu

x

xu qp

pj j

p

i j




 









1
2

2

1
2

2

,  

           xxu ,  
จะได้ว่า 

     xuxux   
ในท านองเดียวกัน  ส าหรับ  k  ใดๆ  จะได้ว่า 

     xuxux kk    
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 (b) โดยบทตั้ง  3.1  จะได้ว่า   xRe

k2  และ   xRe

m2   เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์และ 
 xRe

k2   xRe

m2  หาค่าได้ และโดย (Kananthai. 1997) จะได้ว่าเป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ด้วย 
 (c) จากสมการ     xxumk     โดยบทตั้ง  3.2 จะได้ว่า       xRxu e

mk

mk

221 


  

ส าหรับจ านวนเต็ม  m ใดๆท่ีไม่เป็นลบ  และโดยบทตั้ง 3.2  จะได้ว่า 
     xxuxu mkmk    

เพราะฉะนั้น 
           xRxu e

k

km

21  
convolving ทั้งสองข้างของสมการข้างต้นด้วย     xRe

m

m

21  จะได้ว่า 
             xRxRxuxR e

m

ke

k

kme

m

m

222 111   
หรือ 

         xRxRxux e

m

e

k

mk

221 


  
จะได้ว่า 

             xRxRxu e

m

e

k

mk

221 
  

ดังนั้น 
     xRxu e

mk

mk

221 


  

เพราะฉะนั้น 
             xRxRxR e

mk

e

m

e

k 2222      
 (d) เนื่องจาก  xRe

k2  และ   xRe

m2 เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ที่มีซัพพอร์ตกระชับ   
ดังนั้น   xRe

k2 และ  xRe

m2 จึงเป็นสมาชิกของพีชคณิตผลประสาน  u ของดิสตริบิวชัน   โดย 
(Kananthai. 1997) สามารถแสดงได้ว่า    xRe

k2 =  xRe

m

1

2

  เป็นตัวผกผัน 
 
บทตั้ง  3.4 

ก าหนดให้   xRe

k2  และ   kwn 2  ซ่ึงนิยามโดยสมการ  (2.2) และ  (2.3)  จะได้ว่า 
 (a)      kwknkkw nn 222222   
 (b)       xRxR e

km

ke

m

k

222 1    โดยที่ k และ m เป็นจ านวนที่ไม่เป็นลบ 
 (c)       xxR kke

k  12 โดยที่ k เป็นจ านวนที่ไม่เป็นลบ 
 
พิสูจน์ 
 (a) จากสมการ (2.3) จะได้ว่า   

 







 









 






2

22

2

22
2

22

222

kn

k

kw

k

n

n


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          








 





2

2

2222 22

kn

kknk k

n

  

           kwknk n 2222   
 
 

 (b) โดยบทตั้ง  3.3(c) จะได้ว่า   
     xRxRxR e

km

e

k

e

m 2222   
         xRxRxRxR e

km

e

k

e

m

e

k

kk

222221   
         xRxRxRxR e

km

e

k

e

m

ke

k

k

222221   
และ 

     xRxR e

km

ke

m

k

222 1   
 
 (c)  ส าหรับ  km   โดยบทตั้ง 3.4(b)  จะได้ว่า 

             xRxR eke

m

k

02 1   eR0  
ส าหรับ  0m โดยบทตั้ง 3.4(b)  จะได้ว่า 

     xRxR e

k

kek

20 1     หรือ     xRe

k

kk

21     
                       

บทตั้ง  3.5 
 xRe

c,  เป็นดิสตริบิวชันเอกพันธ์ของอันดับ  n  ส าหรับกรณีเฉพาะ   xRe

c,  เป็นดิ
สตริบิวชันเทมเพอร์ด้วย 

 
พิสูจน์  
 เราจ าเป็นต้องแสดงว่า  xRe

c,  สอดคล้องกับสมการออยเลอร์ นั่นคือ 

     xRnxR
x

x e

c

e

c

i

n

i

i ,,

1

  






 

จะได้ว่า 
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 
 




n

n

w

Vn 2




  

   xRn e

c,   
ดังนั้น   xRe

c,  เป็นดิสตริบิวชันเอกพันธ์ของอันดับ  n   (Donoghue. 1969) ได้พิสูจน์ว่า
ส าหรับทุกๆดิสตริบิวชันเอกพันธ์จะเป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์   เพราะฉะนั้น   xRe

c,  เป็นดิสตริบิว
ชันเทมเพอร์   
      
บทตั้ง  3.6 

ก าหนดสมการ   
                                           xxuk

c      (3.2) 
โดยที่ k

c  นิยามโดย  (1.1)  ส าหรับ  nx R และ   เป็นดิสตริบิวชันไดแรคเดลตา  จะได้ว่า  
     xRxu e

ck

k

,21  เป็นผลเฉลยมูลฐานองสมการ (3.2)  โดยที่   xRe

ck ,2  นิยามโดยสมการ  
(2.5) ส าหรับ  k2  
 
พิสูจน์ 
 การพิสูจน์ปรากฏในบทความวิจัย  (Kananthai. 1997) 
    
บทตั้ง  3.7 (ผลประสำนของดิสตริบิวชันเทมเพอร์)  
 (a)  k

c   xu  xuk

c  โดยที่  xu เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ใดๆ 
 (b) ก าหนดให้   xRe

ck ,2  และ   xRe

cm,2 นิยามโดยสมการ (2.5)  
จะได้ว่า  xRe

ck ,2   xRe

cm,2  หาค่าได้ และเป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ด้วย 
 (c) ก าหนดให้   xRe

ck ,2  และ   xRe

cm,2 นิยามโดยสมการ (2.5)  
จะได้ว่า  xRe

ck ,2     xRxR e

cmk

e

cm ,22,2    
 (d) ก าหนดให้   xRe

ck ,2  และ   xRe

cm,2 ถ้า  xRe

ck ,2   xRe

cm,2 =   แล้ว   xRe

ck ,2  
เป็นตัวผกผันของ  xRe

cm,2  ในพีชคณิตผลประสานเขียนแทนด้วย   xRe

ck ,2 =  xRe

cm

1

,2

  
 
พิสูจน์ 
 (a) พิจารณากรณี  1k จะได้ว่า 
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ก าหนดให้   x  เป็นฟังก์ชันค่าทดสอบในปริภูมิซวาร์ต  S  โดยบทนิยามของผลประสานจะได้ว่า   
           yxxxuxxux cc   ,,,  
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


 









1
2

2

1
2

2

2
,

1  

           xxuc ,  

จะได้ว่า 
     xuxux cc    

ในท านองเดียวกัน  ส าหรับ  k  ใดๆ  จะได้ว่า 
     xuxux k

c

k

c    
 (b) โดยบทตั้ง  3.5  จะได้ว่า   xRe

ck ,2  และ   xRe

cm,2   เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์และ 
 xRe

ck ,2   xRe

cm,2  หาค่าได้ และโดย (Kananthai. 1997) จะได้ว่าเป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ด้วย 
 (c) จากสมการ     xxumk

c     โดยบทตั้ง  3.6 จะได้ว่า       xRxu e

cmk

mk

,221 


  

ส าหรับจ านวนเต็ม  m ใดๆที่ไม่เป็นลบ  และโดยบทตั้ง 3.6  จะได้ว่า 
     xxuxu m

c

k

c

mk

c    
เพราะฉะนั้น 

           xRxu e

ck

km

c ,21  
convolving ทั้งสองข้างของสมการข้างต้น     xRe

cm

m

,21 จะได้ว่า 
             xRxRxuxR e

cm

ke

ck

km

c

e

cm

k

,2,2,2 111   
หรือ 

         xRxRxux e

cm

e

ck

mk

,2,21 


  
จะได้ว่า 

             xRxRxu e

cm

e

ck

mk

,2,21 
  

ดังนั้น 
     xRxu e

cmk

mk

,221 


  

เพราะฉะนั้น 
             xRxRxR e

cmk

e

cm

e

ck ,22,2,2      
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 (d) เนื่องจาก  xRe

ck ,2  และ   xRe

cm,2 เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ที่มีซัพพอร์ตกระชับ  ดังนั้น  
 xRe

ck ,2 และ  xRe

cm,2 จึงเป็นสมาชิกของพีชคณิตผลประสาน  u ของดิสตริบิวชัน   โดย 
(Kananthai. 1997) สามารถแสดงได้ว่า    xRe

ck ,2 =  xRe

cm

1

,2

  เป็นตัวผกผัน 
 
บทตั้ง  3.8 

ก าหนดให้   xRe

ck ,2  และ   kwn 2  ซ่ึงนิยามโดยสมการ  (2.5) และ  (2.6)  จะได้ว่า 
 (a)      kwknkkw nn 222222   
 (b)       xRxR e

ckm

ke

cm

k

c ,22,2 1    โดยที่ k และ m เป็นจ านวนที่ไม่เป็นลบ 
 (c)       xxR k

c

ke

ck  1,2 โดยที่ k เป็นจ านวนที่ไม่เป็นลบ 
 
พิสูจน์ 
 (a) จากสมการ (2.6) จะได้ว่า   

 

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
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2222 22
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           kwknk n 2222   
 

 (b) โดยบทตั้ง  3.7(c) จะได้ว่า   
     xRxRxR e

ckm

e

ck

e

cm ,22,2,2   
         xRxRxRxR e

ckm

e

ck

e

cm

e

ck

kk

c ,22,2,2,21   
         xRxRxRxR e

ckm

e

ck

e

cm

k

c

e

ck

k

,22,2,2,21   
และ 

     xRxR e

ckm

ke

m

k

c ,222 1   
 
 (c)  ส าหรับ  km   โดยบทตั้ง 3.8(b)  จะได้ว่า 

             xRxR e

c

ke

cm

k

c ,0,2 1   e

cR ,0  
ส าหรับ  0m โดยบทตั้ง 3.8(b)  จะได้ว่า 

     xRxR e

ck

ke

c

k

c ,2,0 1     หรือ     xRe

ck

k

c

k

,21         
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บทตั้ง  3.9 
 xR  เป็นดิสตริบิวชันเอกพันธ์ของอันดับ  ||2 vn   ส าหรับกรณีเฉพาะ   xR  

เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ด้วย 
 

พิสูจน์  
 เราจ าเป็นต้องแสดงว่า  xR  สอดคล้องกับสมการออยเลอร์นั่นคือ 
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
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
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qppp
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

 

 
 




n

vn

w

Vvn 2

||2

||2




  

   xRvn e

 ||2  
ดังนั้น   xR  เป็นดิสตริบิวชันเอกพันธ์ของอันดับ  ||2 vn  ,  (Donoghue. 1969) ได้
พิสูจน์ว่าส าหรับทุกๆดิสตริบิวชันเอกพันธ์จะเป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์   เพราะฉะนั้น   xR  เป็น 
ดิสตริบิวชันเทมเพอร์          
  
บทตั้ง  3.10 
 ก าหนดสมการ   

   xxuk

B      (3.3) 
โดยที่ k

B  นิยามโดย  (1.5)  ส าหรับ    0,...,0,,...,:R 11  

nnn xxxxxxx และ  
เป็นดิสตริบิวชันไดแรคเดลตา  จะได้ว่า       xRxu k

k

21  เป็นผลเฉลยมูลฐานองสมการ (3.3)  
โดยที่   xR k2  นิยามโดยสมการ  (2.8) 
 ส าหรับ  k2  
 
พิสูจน์ 
 การพิสูจน์ปรากฏในบทความวิจัย  (Yildirim, Sarikaya and Ozturk. 2004)   
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บทตั้ง  3.11 (ผลประสำนของดิสตริบิวชันเทมเพอร์)  
 (a)  k

B   xu  xuk

B  โดยที่  xu เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ใดๆ 
 (b) ก าหนดให้   xR k2  และ   xR m2 นิยามโดยสมการ (2.8)  
จะได้ว่า  xR k2   xR m2  หาค่าได้ และเป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ด้วย 
 (c) ก าหนดให้   xR k2  และ   xR m2 นิยามโดยสมการ (2.8)  
จะได้ว่า  xR k2     xRxR mkm 222    
 (d) ก าหนดให้   xR k2  และ   xR m2 ถ้า  xR k2   xR m2 =   แล้ว   xR k2  เป็นตัว
ผกผันของ  xR m2  ในพีชคณิตผลประสานเขียนแทนด้วย   xR k2 =  xR m

1

2

  
 
พิสูจน์ 
 (a) พิจารณากรณี  1k จะได้ว่า 

 
       









































 





qp

pj jj

j

j

p

i ii

i

i

B
x

x

x

v

x

x

x

x

x

v

x

x
x

1
2

2

1
2

2 22 


’ nqp   
ก าหนดให้   x  เป็นฟังก์ชันค่าทดสอบในปริภูมิซวาร์ต  S  โดยบทนิยามของผลประสานจะได้ว่า   
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,
22  

   xxuB ,  
จะได้ว่า 

     xuxux BB    
ในท านองเดียวกัน  ส าหรับ  k  ใดๆ  จะได้ว่า 

     xuxux k

B

k

B    
 (b) โดยบทตั้ง  3.9  จะได้ว่า   xR k2  และ   xR m2   เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์และ 

 xR k2   xR m2  หาค่าได้ และโดย (Yildirim, Sarikaya and Ozturk. 2004) จะได้ว่าเป็น 
ดิสตริบิวชันเทมเพอร์ด้วย 



25 

 

 (c) จากสมการ     xxumk

B     โดยบทตั้ง  3.10 จะได้ว่า       xRxu mk

mk

221 


  

ส าหรับจ านวนเต็ม  m ใดๆที่ไม่เป็นลบ  และโดยบทตั้ง 3.10  จะได้ว่า 
     xxuxu m

B

k

B

mk

B    
เพราะฉะนั้น 

           xRxu k

km

B 21  
convolving ทัง้สองข้างของสมการข้างต้นด้วย     xR m

m

21 จะได้ว่า 
             xRxRxuxR m

k

k

km

Bm

m

222 111   
หรือ 

         xRxRxux mk

mk

221 


  
จะได้ว่า 

             xRxRxu mk

mk

221 
  

ดังนั้น 
     xRxu mk

mk

221 


  

เพราะฉะนั้น 
             xRxRxR mkmk 2222      

 (d) เนื่องจาก  xR k2  และ   xR m2 เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ที่มีซัพพอร์ตกระชับ  ดังนั้น  
 xR k2 และ  xR m2 จึงเป็นสมาชิกของพีชคณิตผลประสาน  u ของดิสตริบิวชัน   โดย (Yildirim, 

Sarikaya and Ozturk. 2004) สามารถแสดงได้ว่า    xR k2 =  xR m

1

2

  เป็นตัวผกผัน 
 
บทตั้ง  3.12 

ก าหนดให้   xR k2  และ   kwn 2  ซ่ึงนิยามโดยสมการ (2.8)                                                                                                                                                               
และ  (2.9)  จะได้ว่า 
 (a)      kwkvnkkw nn 222||21622                                                  
 (b)       xRxR km

k

m

k

B 222 1    โดยที่ k และ m เป็นจ า                                                                                                                                                                                                                                    
นวนที่ไม่เป็นลบ 
 (c)       xxR k

B

k

k  12 โดยที่ k เป็นจ านวนที่ไม่เป็นลบ 
พิสูจน์                                                                                                      
 (a) จากสมการ (2.9) จะได้ว่า                                                              
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 (b) โดยบทตั้ง  3.11(c) จะได้ว่า   
     xRxRxR kmkm 2222   

         xRxRxRxR kmkmk

kk

B 222221   
         xRxRxRxR kmkm

k

Bk

k

222221   
และ 

     xRxR km

k

m

k

B 222 1   
 
 (c)  ส าหรับ  km   โดยบทตั้ง 3.12(b)  จะได้ว่า 

             xRxR
k

m

k

B 02 1   0R  
ส าหรับ  0m โดยบทตั้ง 3.12(b)  จะได้ว่า 

     xRxR k

kk

B 20 1     หรือ     xR k

k

B

k

21                
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บทที่ 4 
ผลกำรวิจัย  

 
 
 

  ผลการวิจัยในครั้งนี้   ได้ค้นพบทฤษฎีบทการหาผลเฉลยแบบอ่อน (weak solution) ของ
สมการเชิงประกอบของตัวด าเนินการบางตัวที่เกี่ยวข้องกับตัวด าเนินการลาปลาซ  ซึ่งประกอบด้วย 3 
ทฤษฎีบทดังนี้ 
 
ทฤษฏีบท 4.1 
  ก าหนดสมการเชิงประกอบลาปลาซ (compound  Laplace equation) 

        xfxuC r
m

r

r 
0

    (4.1) 

โดยที่  r  เป็นตัวด าเนินการลาปลาซกระท าซ้ ากัน r   ครั้ง (iterated r-times) ซึ่งนิยามในสมการ 
(4.1)    xf   เป็นฟังก์ชันวางนัยทั่วไป (generalized  function)   xu เป็นฟังก์ชันไม่ทราบค่า 
(unknown function)  nx R และ  rC เป็นค่าคงตัว (constant)  จะได้ว่าสมการ (4.1) มีผลเฉลย
เป็น 
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202 1
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 xRxwxRCxRxfxu ee
m

me
m    (4.2) 
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1

0
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  (4.3) 

และ  V นิยามในสมการ (2.1)  และ          1

201


 xRxwxRC ee
m

m  เป็นตัวผกผัน (inverse) ของ 
        xRxwxRC ee

m
m

201   
 
พิสูจน์ 
 จากบทตั้ง 3.3(a)  สมการ  (4.1) สามารถเขียนอยู่ในรูป 
        xfxuCCCC m

m

m

m  

  01

1

1  
จากสมการข้างต้น convolving ด้วยฟังก์ชัน   xRe

m2  จะได้ว่า 
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จากบทตั้ง 3.2 และ 3.4(b) จะได้ว่า 
                 xRxfxuxRCxRCxRCC e
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e
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220)1(2121

1
)111(  




           (4.4) 
จากบทตั้ง 3.4(a) จะได้ว่า 
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ดังนั้น  จะได้ว่าฟังก์ชัน   xw ในสมการ  3.4 เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องและหาอนุพันธ์ได้ทุกอันดับ  
ส าหรับ  n เป็นจ านวนคี่     xRe

2   เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ (temper distribution) ที่มีซัพพอร์ต
กระชับ (compact support)   ดังนั้น     xRxw e

2 และ        xRxwxRC ee

m

m

201   เป็นดิสตริ
บิวชันเทมเพอร์ที่มีซัพพอร์ตกระชับด้วย   โดยบทตั้ง 3.3(d)  จะได้ว่า  
       xRxwxRC ee

m

m

201    มีตัวผกผันเป็น 
             1*

20 )1(  xRxwxRC ee

m

m  
เนื่องสมการ  (4.4) จัดรูปใหม่เป็น 

              ,1 220 xRxfxuxRxwxRC e

m

ee

m

m
   eR0  

convolving ทั้งสองข้างของสมการด้วย 
             1*

20 )1(  xRxwxRC ee

m

m  
จะได้ว่า 
                  1*

202 )1(  xRxwxRCxRxfxu ee

m

me

m  
เป็นผลเฉลยแบบอ่อนของสมการ (4.1) ส าหรับ  n มิติ ซึ่ง n เป็นจ านวนคี่    
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ทฤษฏีบท 4.2 
 ก าหนดสมการเชิงประกอบที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการลาปลาซ  

        xfxuC r

c

m

r

r 
0

    (4.5) 

โดยที่  r

c  เป็นตัวด าเนินที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการการลาปลาซกระท าซ้ ากัน r   ครั้ง  ซ่ึงนิยามใน
สมการ (1.7)    xf   เป็นฟังก์ชันวางนัยทั่วไป    xu เป็นฟังก์ชันไม่ทราบค่า  nx R และ  rC เป็น
ค่าคงตัว   จะได้ว่าสมการ (4.5) มีผลเฉลยเป็น 
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  (4.7) 

และ  V นิยามในสมการ (2.4)  และ          1

,201


 xRxwxRC e

c

e

m

m  เป็นตัวผกผัน (inverse) 
ของ         xRxwxRC e

c

e

m

m

,201   
 
พิสูจน์ 
 จากบทตั้ง 3.7(a)  สมการ  (4.5) สามารถเขียนอยู่ในรูป 
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จากสมการข้างต้น convolving ด้วยฟังก์ชัน   xRe

cm,2  จะได้ว่า 
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จากบทตั้ง 3.6 และ 3.8(b) จะได้ว่า 
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           (4.8) 
จากบทตั้ง 3.8(a) จะได้ว่า 
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ดังนั้น  จะได้ว่าฟังก์ชัน   xw ในสมการ  7.4 เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องและหาอนุพันธ์ได้ทุกอันดับ  
ส าหรับ  n เป็นจ านวนคี่     xRe

c,2   เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ที่มีซัพพอร์ตกระชับ   ดังนั้น  
   xRxw e

c,2 และ        xRxwxRC e

c

e

cm

m

,2,01   เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ที่มีซัพพอร์ตกระชับ
ด้วย   โดยบทตั้ง 3.7(d)  จะได้ว่า         xRxwxRC e

c

e
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m

,2,01    มีตัวผกผันเป็น 
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เนื่องสมการ  (4.8) จัดรูปใหม่เป็น 
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cR ,0  
convolving ทั้งสองข้างของสมการด้วย 
             1*

,2,0 )1(  xRxwxRC e
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m  
จะได้ว่า 
                  1*

,2,0,2 )1(  xRxwxRCxRxfxu e

c

e

cm

me

cm  
เป็นผลเฉลยแบบอ่อนของสมการ (4.5) ส าหรับ  n มิติ ซึ่ง n เป็นจ านวนคี่    
 
ทฤษฏีบท 4.3 
 ก าหนดสมการเชิงประกอบลาปลาซเบสเซิล (compound  Laplace Bessel equation) 

        xfxuC r

B

m

r

r 
0

    (4.9) 

โดยที่  r

B  เป็นตัวด าเนินการลาปลาซเบสเซิล กระท าซ้ ากัน r   ครั้ง  ซ่ึงนิยามในสมการ (1.5)   
 xf   เป็นฟังก์ชันวางนัยทั่วไป    xu เป็นฟังก์ชันไม่ทราบค่า    nx R และ  rC เป็นค่าคงตัว  จะได้

ว่าสมการ (4.9) มีผลเฉลยเป็น 
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m   (4.10) 
โดยที่ 
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           (4.11) 
และ  V นิยามในสมการ (2.7)  และ          1

201


 xRxwxRCm

m  เป็นตัวผกผัน  ของ 
        xRxwxRCm

m

201   
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พิสูจน์ 
 จากบทตั้ง 3.11(a)  สมการ  (4.9) สามารถเขียนอยู่ในรูป 
        xfxuCCCC m
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จากสมการข้างต้น convolving ด้วยฟังก์ชัน   xR m2  จะได้ว่า 
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  
จากบทตั้ง 3.10 และ 3.12(b) จะได้ว่า 
                 xRxfxuxRCxRCxRCC mmmm
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           (4.12) 
จากบทตั้ง 3.12(a) จะได้ว่า 
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ดังนั้น  จะได้ว่าฟังก์ชัน   xw ในสมการ  11.4 เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องและหาอนุพันธ์ได้ทุกอันดับ  
ส าหรับ  n เป็นจ านวนคี่     xR2   เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ที่มีซัพพอร์ตกระชับ  ดังนั้น  
   xRxw 2 และ        xRxwxRCm

m

201   เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ที่มีซัพพอร์ตกระชับด้วย   
โดยบทตั้ง 3.11(d)  จะได้ว่า         xRxwxRCm

m

201    มีตัวผกผันเป็น 
            1*

20 )1(  xRxwxRCm

m  
เนื่องสมการ  (4.12) จัดรูปใหม่เป็น 
              ,1 220 xRxfxuxRxwxRC mm

m
   0R  

convolving ทั้งสองข้างของสมการด้วย 
             1*

20 )1(  xRxwxRCm

m  
จะได้ว่า 
                  1*

202 )1(  xRxwxRCxRxfxu m

m

m  
เป็นผลเฉลยแบบอ่อนของสมการ (4.9) ส าหรับ  n มิติ ซึ่ง n เป็นจ านวนคี่  
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บทที่ 5 
สรุปผลกำรวิจัย    และข้อเสนอแนะ 

 
 
 

  การวิจัยในครั้งนี้  มีจุดมุ่งหมายเพื่อหาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบของตัว
ด าเนินการบางตัวที่เกี่ยวข้องกับตัวด าเนินการลาปลาซ   
 
วัตถุประสงค์ของกำรวิจัย   
 

 1.   ศึกษาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบลาปลาซและลาปลาซเบสเซิล  
 2.   ศึกษาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการลาปลาซ    
 
ขอบเขตของกำรวิจัย 
 

                ศึกษาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบลาปลาซซึ่งสมการอยู่ในรูป 
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เมื่อ r  แทนตัวด าเนินการลาปลาซ ซึ่งนิยามโดย 
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, nqp   

โดยที่ r เป็นจ านวนเต็มบวก     xu  เป็นฟังก์ชันไม่ทราบค่า    xf  เป็นฟังก์ชันวางนัยทั่วไป   n เป็น
มิติของปริภูมิ nR , nx R  และ rC  เป็นค่าคงตัว 
    นอกจากนี้ เราจะขยายแนวความคิดท่ีได้ไปศึกษาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิง
ประกอบลาปลาซเบสเซิล และสมการเชิงประกอบที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการลาปลาซด้วยซึ่งสมการ
อยู่ในรูป 

   xfxuc
m
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r

cr 
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เมื่อ r

c  แทนตัวด าเนินการที่สัมพันธ์กับตัวด าเนินการลาปลาซ ซึ่งนิยามโดย 
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โดยที่ r เป็นจ านวนเต็มบวก     xu  เป็นฟังก์ชันไม่ทราบค่า    xf  เป็นฟังก์ชันวางนัยทั่วไป   n เป็น
มิติของปริภูมิ nR , nx R และ rC  เป็นค่าคงตัว 
และสมการเชิงประกอบลาปลาซเบสเซิล สมการอยู่ในรูป 
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m

r

r

Br 
0

 



33 

 

เมื่อ r

B  แทนตัวด าเนินการลาปลาซเบสเซิล ซึ่งนิยามโดย 
   r

xxxx

r

B qppp
BBBB )(

11 
 , nqp   

โดยที่ r เป็นจ านวนเต็มบวก     xu  เป็นฟังก์ชันไม่ทราบค่า    xf  เป็นฟังก์ชันวางนัยทั่วไป   n เป็น
มิติของปริภูมิ 

nR ,  nx R  และ rC  เป็นค่าคงตัว 
 
สรุปผลกำรวิจัย 
 

จากการวิจัยในครั้งนี้  สามารถสรุปผลการวิจัย  ดังนี้ 
1. ได้ค้นพบทฤษฎีบทในการหาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบของสมการที่อยู่ในรูป 

    
   xfxuc

m

r

r

r 
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และได้ผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเป็น 
                  1*

202 )1(  xRxwxRCxRxfxu ee

m

me

m
 

ส าหรับ  n มิติ ซึ่ง n เป็นจ านวนคี่ ส าหรับ nx R     
2. ได้ค้นพบทฤษฎีบทในการหาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบของสมการที่อยู่ในรูป 

    
   xfxuc

m

r

r
Br 

0

 

และได้ผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเป็น 
                  1*

202 )1(  xRxwxRCxRxfxu m
m

m  
ส าหรับ  n มิติ ซึ่ง n เป็นจ านวนคี่  nx R    
3. ได้ค้นพบทฤษฎีบทในการหาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบของสมการที่อยู่ในรูป 

    
   xfxuc

m

r

r
cr 

0

 

และได้ผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเป็น 
                  1*

,2,0,2 )1(  xRxwxRCxRxfxu e
c

e
cm

me
cm  

ส าหรับ  n มิติ ซึ่ง n เป็นจ านวนคี่ ส าหรับ nx R    
 
ข้อเสนอแนะ 
 

 1. ควรศึกษาการหาผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิงประกอบของตัวด าเนินการเชิงอนุพันธ์ย่อย
ในรูปแบบอื่นๆเช่น ในรูปแบบของตัวด าเนินการไดมอนด์และเบสเซิลไดมอนด์  

 2. ควรเปลี่ยนรูปแบบสมการในการศึกษาจากรูปแบบ    xfxuC r
m

r

r 
0

,    xfxuC r
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และ    xfxuC r
c
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r 
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 เปลี่ยนเป็นรูปแบบ 
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 และ    00
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r 


 

โดยที่      qppp xxxxP   11  
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