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บทคัดย่อ 

        
  ส าหรับบทความวิจัยนี้เป็นการศึกษาสมการเชิงประกอบลาปลาซเบสเซลิซึ่งอยู่ในรูป 
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ฟังก์ชันไม่ทราบค่า  nx R และ  rC เป็นค่าคงตัว จะได้ว่า 
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และ  V นิยามในสมการ (2.1)  และ          1
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Abstract 
 

  In this paper,  we study the compound Laplace  Bessel equation  
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where r

B is the Laplace-Bessel operator, iterated r -times,  xf is a generalized function,    xu  
is an unknown function,  xu ,  nx R and rC is a constant, we obtain the weak solution  
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And V defined by  (2.1)  and          1
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1 บทน า 

( M.Z. Sarikaya and H. Yildirim. 2007)  ได้แสดงว่า      xRxu e

k
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21  เป็นผลเฉลยมลูฐาน 
(elementary solution) ของสมการ  
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 ต่อมา (A. Kananthai and  K. Nonlaopon. 2002) ได้ศึกษาเกี่ยวกับผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิง

ประกอบอัลตราไฮเพอร์โบลิก  (M.Z. Sarikaya and H. Yildirim. 2007) ได้ศึกษาเกีย่วกับผลเฉลยแบบอ่อนของ
สมการเชิงประกอบเบสเซลิอัลตราไฮเพอร์โบลิกด้วย   

 นอกจากน้ี ( S. Bupasiri and  K. Nonlaopon. 2009) ก็ศึกษาเกีย่วกับผลเฉลยแบบอ่อนของสมการเชิง
ประกอบท่ีสัมพันธ์กับตัวด าเนินการเซิลอลัตราไฮเพอรโ์บลิก 

 ในบทความนี้  จะพิจารณาตัวด าเนินการลาปลาซเบสเซิลกระท าซ้ ากัน k   ครั้ง ส าหรับ 
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k  เป็นจ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (nonnegative integer) และ n เป็นมิติของปริภูมิ 

nR  
 พิจารณาสมการ 

   xfxur

B       (1.2) 
เมื่อ  xu  เป็นฟังก์ชันไม่ทราบค่า (unknown function),    xf  เป็นฟังก์ชันวางนัยทั่วไป (generalize 
function) 
       เราจะขยายแนวคิดจากสมการ (1.2) ให้อยู่ในรูปของสมการ 
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ซึ่งสมการ (1.3) จะเรียกว่า สมการเชิงประกอบลาปลาซเบสเซิล  (compound Laplace Bessel equation) 
เพื่อความสะดวกจะได้ว่า    xxuB 0  ส าหรับการหาผลเฉลยของสมการ (1.3) จะใช้ความรู้เกี่ยวกับผล
ประสาน (convolution) ของฟังก์ชันวางนัยทั่วไป 
 
 
 
 
 



2  ความรู้พื้นฐาน 
บทนิยาม 2.1 
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บทต้ัง  2.1 

 xR  เป็นดิสตริบิวชันเอกพันธ ์(homogeneous distribution) ของอันดับ  ||2 vn   
ส าหรับกรณเีฉพาะ   xR  เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ (temper distribution) ด้วย 

 
พิสูจน์  
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ดังนั้น   xR  เป็นดิสตริบิวชันเอกพันธข์องอันดับ  ||2 vn  ,  (Donoghue. 1969) ได้พิสูจน์ว่าส าหรับ
ทุกๆดิสตริบิวชันเอกพันธ์จะเป็นดสิตริบิวชันเทมเพอร์   เพราะฉะนัน้   xR  เป็น 
ดิสตริบิวชันเทมเพอร์  
 
  
          



บทต้ัง  2.2 
 ก าหนดสมการ   
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จะได้ว่า 
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 xR m2  หาค่าได้ และโดย (Yildirim, Sarikaya and Ozturk. 2004) จะไดว้่าเป็น 
ดิสตริบิวชันเทมเพอรด์้วย 
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B

mk

B    
เพราะฉะนั้น 

           xRxu k

km

B 21  

convolving ทั้งสองข้างของสมการข้างต้นด้วย     xR m

m

21 จะได้ว่า 

             xRxRxuxR m

k

k

km

Bm

m

222 111   
หรือ 

         xRxRxux mk

mk

221 


  
จะได้ว่า 

             xRxRxu mk

mk

221 
  

ดังนั้น 
     xRxu mk

mk

221 


  

เพราะฉะนั้น 
             xRxRxR mkmk 2222      

 (d) เนื่องจาก  xR k2  และ   xR m2 เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ที่มีซัพพอร์ตกระชับ  ดังนั้น   xR k2

และ  xR m2 จึงเป็นสมาชิกของพีชคณิตผลประสาน  u ของดิสตริบิวชัน   โดย (Yildirim, Sarikaya and 
Ozturk. 2004) สามารถแสดงได้วา่    xR k2 =  xR m

1

2

  เป็นตัวผกผัน 

 
บทต้ัง  2.4 

ก าหนดให ้  xR k2  และ   kwn 2  ซึ่งนิยามโดยสมการ (2.2)                                                                                                                                                               
และ  (2.3)  จะได้ว่า 
 (a)      kwkvnkkw nn 222||21622                                                  

(b)       xRxR km

k

m

k

B 222 1    โดยที่ k และ m เป็นจ า                                                                                                                                                                                                                        
นวนที่ไม่เป็นลบ 
 (c)       xxR k

B

k

k  12 โดยที่ k เป็นจ านวนที่ไม่เป็นลบ 
พิสูจน ์                                                                                                     
 (a) จากสมการ (2.3) จะได้ว่า                                                              
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                     kwkvnk n 222||16   
 
         

 (b) โดยบทตั้ง  2.3(c) จะได้ว่า   
     xRxRxR kmkm 2222   

         xRxRxRxR kmkmk

kk

B 222221   

         xRxRxRxR kmkm

k

Bk

k

222221   
และ 

     xRxR km

k

m

k

B 222 1   
 
 (c)  ส าหรับ  km   โดยบทตั้ง 2.4(b)  จะได้ว่า 

             xRxR
k

m

k

B 02 1   0R  
ส าหรับ  0m โดยบทตั้ง 2.4(b)  จะไดว้่า 

     xRxR k

kk

B 20 1     หรือ     xR k

k

B

k

21     

 
3 ทฤษฎีบทหลัก      

 
ทฤษฏีบท 3.1 
 ก าหนดสมการเชิงประกอบลาปลาซเบสเซิล (compound  Laplace Bessel equation) 

        xfxuC r

B

m

r

r 
0

    (3.1) 

โดยที่  r

B  เป็นตัวด าเนินการลาปลาซเบสเซิล กระท าซ้ ากัน r   ครั้ง  ซึ่งนิยามในสมการ (1.1)    xf   เป็น
ฟังก์ชันวางนัยทั่วไป    xu เป็นฟังก์ชันไม่ทราบคา่    nx R และ  rC เป็นค่าคงตัว  จะได้ว่าสมการ (3.1) มีผล
เฉลยเป็น 

                 1
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           (3.3) 

และ  V นิยามในสมการ (2.1)  และ          1

201


 xRxwxRCm

m  เป็นตัวผกผัน  ของ 

        xRxwxRCm

m

201   
 
พิสูจน ์
 จากบทตั้ง 2.3(a)  สมการ  (3.1) สามารถเขียนอยู่ในรูป 
        xfxuCCCC m
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m
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1  
จากสมการข้างต้น convolving ด้วยฟังก์ชัน   xR m2  จะได้ว่า 



             xRxfxuxRCxRCxRCxRC mmmm

m

Bmm

m

Bm 220212

1

12(  

  
จากบทตั้ง 2.2 และ 2.4(b) จะไดว้่า 
                 xRxfxuxRCxRCxRCC mmmm

m

m

m

220)1(2121

1
)111(  




           (3.4) 
จากบทตั้ง 2.4(a) จะได้ว่า 
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ในท านองเดียวกัน 
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ดังนั้น  จะได้ว่าฟังก์ชัน   xw ในสมการ  3.3 เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องและหาอนุพันธ์ได้ทุกอันดับ  ส าหรับ  n เป็น
จ านวนคี่     xR2   เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ที่มีซัพพอร์ตกระชับ  ดังนั้น     xRxw 2 และ 
       xRxwxRCm

m

201   เป็นดิสตริบิวชันเทมเพอร์ทีม่ีซัพพอร์ตกระชับด้วย   โดยบทตั้ง 2.3(d)  จะได้

ว่า         xRxwxRCm

m

201    มีตัวผกผันเป็น 

              1*

201


 xRxwxRCm

m  
เนื่องสมการ  (3.4) จัดรูปใหมเ่ป็น 
              ,1 220 xRxfxuxRxwxRC mm

m
   0R  

convolving ทั้งสองข้างของสมการด้วย 

              1*

201


 xRxwxRCm

m  
จะได้ว่า 
                  1*

202 )1(  xRxwxRCxRxfxu m

m

m  
เป็นผลเฉลยแบบอ่อนของสมการ (3.1) ส าหรับ  n มิติ ซึ่ง n เป็นจ านวนคี่  
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