
บทที่ 4 

เวฟเล็ต 
 

4.1 บทนํา 
 ในบทนีจ้ะทําการกลาวถึงคณิตศาสตรของเวฟเล็ต และทฤษฎีของการวิเคราะหแบบหลาย
ระดับความละเอียด (Multiresolution analysis: MRA) ซ่ึงเปนพื้นฐานของการกําเนดิสเกลลิงฟงกช่ัน
และเวฟเล็ตฟงกช่ัน การแปลงเวฟเล็ตแบบเต็มหนวย การแปลงกลับเวฟเล็ตแบบเตม็หนวย โดยจะ
ทําการอธิบายกระบวนการการสรางและลักษณะของฟงกช่ันฟลเตอรแบงค (Filter Banks) และ
กลาวถึงผลตอบสนองอิมพัลสของเวฟเล็ตตระกูลตางๆ [16]  
 

4.2 ทฤษฎีพื้นฐานของการแปลงเวฟเล็ต 
 ในทฤษฎีของฟูเรียรจะทาํการวิเคราะหคล่ืนโดยกระจายสัญญาณหรือฟงกช่ันในเทอมของ
คล่ืนซายน(Sine wave) หรือเอ็กโพเนนเชียล ซ่ึงเปนการวิเคราะหสัญญาณในโดเมนของความถี่ 
สวนในทฤษฎขีองเวฟเล็ตการวิเคราะหสัญญาณหรือฟงกช่ันจะทําการวเิคราะหโดยทําการกระจาย
คล่ืนหรือฟงกช่ันใหอยูในรปูของคลื่นยอยๆที่เรียกวา เว็ฟเล็ต (Wavelet) ซ่ึงเปนการวเิคราะห
สัญญาณในโดเมนเวลาและความถี่ไปพรอมๆกัน โดยเวฟเล็ตสามารถนํามาใชในการกระจาย
อนุกรมของสัญญาณไดในลักษณะเดียวกนัที่ใชอนุกรมฟูเรียรในการแทนสัญญาณนัน้คือ สัญญาณ
หรือฟงกช่ัน  สามารถเขียนในรูปของ Linear Combinationไดโดย )(tf

 
∑=

t
ll tatf )()( ψ  (4.1) 

 
เมื่อ  เปนดัชนจีํานวนเต็มของอนกุรม l

  เปนสัมประสิทธิ์ของการกระจาย la

 )(tlψ  เปนเซทของฟงกช่ันคล่ืนเวฟเล็ต 
 
 เซทของฟงกช่ันถูกเรียกวา Basis และถาฟงกช่ันพืน้ฐาน (basis function) มีลักษณะเชิงตั้ง
ฉาก (Orthogonal) จะไดผลคูณภายใน (Inner Product) เปนศูนยนั้นคือ 
 

lkdttttt lklk ≠== ∫      0)()()(),( ψψψψ  (4.2) 
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และสัมประสิทธิ์  สามารถหาไดโดยการหาผลคูณภายในดังสมการที่ 4.3  ka

 
dtttfttfa kkk ∫== )()()(),( ψψ  (4.3) 

  
 เมื่อพิจารณาคลื่นเวฟเล็ต )(tψ  จะหมายถึงคลื่นสัญญาณเล็กๆที่เหมาะสาํหรับเปนเซท
ฟงกช่ันพืน้ฐานของฟงกช่ันสเปซ (function spaces) ซ่ึงเปนคล่ืนที่เกดิขึ้นในชวงเวลาสั้นๆ และมี
แอมปลิจูดลดลงสูศูนยอยางรวดเร็วเมื่อ ±∞→t  (local support ในโดเมนเวลา) ดังรูปที่ 4.1 (b) 

และพื้นที่สุทธขิองรูปคลื่นเทากับศูนยหรือ  เมื่อพิจารณาเปรียบเทยีบกับฟูเรียรที่

ประกอบดวยคล่ืนโคซายน (cosine) และซายน (sine) ดังรูปที่ 4.1 (a) ซ่ึงมีคุณสมบัติโลคอลซับ
พอรท (local support) ในโดเมนความถีแ่ตจะไมมีคุณสมบัติโลคอลซับพอรทในโดเมนเวลา สวน
เวฟเล็ตจะมีคณุสมบัติโลคอลซับพอรททั้งในโดเมนความถี่และเวลา ดังนั้นเวฟเล็ตจึงสามารถแทน
ฟงกช่ันที่มีลักษณะยอดแหลมหรือมีลักษณะเปนขอบ nonstationary หรือเหตุการณทีเ่ปลี่ยนไปตาม
เวลา ดวยเทอมของ basis function  

∫
∞

∞−
= 0)( dttψ

 

  
(a) คล่ืนซายน (b) Daubechies Wavelet 

 
รูปท่ี 4.1 แสดงรูปคลื่นซายน และ Daubechies Wavelet 

 
 ในการสรางเซทเวฟเล็ตนัน้ คล่ืนเวฟเล็ตถกูเปลี่ยนแปลงรูปรางโดยการยืดขยาย (dilation) 

เปลี่ยนความถี ่และการเลื่อน (translation) ในแกนเวลาอีกดวย ซ่ึงคุณสมบัติทั้งหมดนี้เปนสวนหนึง่
ของแนวคดิของกระบวนการการวิเคราะหแบบหลายระดับความละเอยีด การวเิคราะหแบบนี้เปน
การกระจายรายละเอียดของสัญญาณจะถูกกระจายไปที่ความถี่ตางๆและตําแหนงตางๆ 
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4.2.1  การวิเคราะหแบบหลายระดับความละเอียด (Mutiresolution Analysis) 
 การวิเคราะหความละเอยีดหลายระดับนัน้เริ่มจากการนยิามฟงกช่ันสเปซที่มีการทับซอน
ระหวางกัน   โดยถากําหนดสัญลักษณ  แทนฟงกช่ัน  ที่ถูกกระจายไปที่ระดับความ
ละเอียด 

)(tf j )(tf

j  และที่ระดับความละเอียด 1+j  รายละเอียดจะถกูแทนดวย  ซ่ึงเมื่อรวมเขากับ )(td j j  
จะไดฟงกช่ัน  ที่ถูกกระจายไปที่ระดับความละเอียด )(tf 1+j  นั้นคือ 

 
)()()(1 tdtftf jjj +=+  (4.4) 

 
ซ่ึงฟงกช่ันในสมการที่ 4.4 จะเปนฟงกช่ันที่มีรายละเอียดเขาใกล  มากกวาแทนฟงกช่ันที่
ระดับความละเอียด 

)(tf

j  และสัญญาณ  จะสรางกลับคืนเมื่อรวมรายละเอียดที่ระดบัความ
ละเอียดตางๆไปจนถึงอนันตหรือ 

)(tf

∞→j  ซ่ึงจะได 
 

∑
∞

=

+=
jk

kj tdtftf )()()(  (4.5) 

   
 การวิเคราะหหลายระดับความละเอียดจะครอบคลุมถึงการแสดงความละเอียด ในแตละ
ระดับไปพรอมๆกัน จากสมการที่ 4.5 จะเห็นวาฟงกช่ันถูกกระจายออกเปน 2 สวนคือ สวน 
background และสวนของรายละเอียด ในทํานองเดียวกันจะสามารถดูสเปซของฟงกช่ันนัน้กค็ือ 
Square integral:  ซ่ึงประกอบไปดวยลําดับของสเปซยอย  และ  รวมไปถึงการ
ประมาณคาของ  ที่ระดับความละเอียด 

)(2 RL kW jV

)(tf j  คือ  ใน  และรายละเอียด  ใน  )(tf j jV )(tdk kW

 การวิเคราะหแบบหลายระดบัความละเอียดของ  ไดนยิามลําดับของสเปซยอย  
โดยที่ 

)(2 RL jV

Z  เปนเซทของจํานวนเต็มดังนี ้
 

(1)  )(...... 2
101 RLVVV ⊂⊂⊂⊂⊂ −

(2) { } )(,0 2 RLVV jjjj =∪=∩  
(3) 1)2()( +∈⇔∈ jj VtfVtf  
(4) VktfVtf ∈−⇒∈ )()( 0  
(5) มีฟงกช่ัน )(tϕ  และ )( kt −ϕ  ซ่ึงเปนออรโธนอรมัล (othonormal basis) อยูใน  0V

 
 จากนยิามขอที ่ (1) สเปซยอย  จะเปนสับเซทของสเปซยอย  ดังรูปที่ 4.2 หรือถา
พิจารณาในโดเมนเวลา ฟงกช่ันที่ถูกประมาณใน  คือสมการที่ 4.4 

jV 1+jV

1+jV
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0123 VVVV ⊃⊃⊃

 
 

รูปท่ี 4.2 แสดงสเปซยอย  ใน  ตามนิยามของการวิเคราะหแบบหลายระดับความละเอียด jV )(2 RL

 
และความแตกตางของการประมาณฟงกช่ันใน  และ  คือรายละเอียด  ซ่ึงอยูใน  
ดังนั้นจะได 

jV 1+jV )(td j jW

 

jjj WVV ⊕=+1  (4.6) 
 

เมื่อ  แทนการบวกเชิงตั้งฉากและ  ถูกเรียกวาสเปซของรายละเอียดหรือ Complementary 
subspace และจะตั้งฉากกับ  โดยใชสัญลักษณ 

⊕ jW

jV jj WV ⊥  ซ่ึงหมายความวาผลคูณภายในของแต
ละสวน (element) ใน  กับแตละสวนใน  จะมีคาเปนศนูย แตเมื่อมองที่สเปซยอย จะได jV jW

 

11 −− ⊕= jjj WVV  (4.7) 
   

เมื่อแทนสมการที่ 4.7 ในสมการที่ 4.6 จะได 
 

111 −−+ ⊕⊕=⊕= jjjjjj VWWWVV  (4.8) 
  

และเมื่อกระจาย  ไปอีกจะได 1+jV

 

1211 ... −−−−+ ⊕⊕⊕⊕⊕= jJjjjjj VWWWWV  (4.9) 
 

จากสมการที่ 4.9 สามารถแสดงสเปซยอย  ใน  ไดดังรูปที่ 4.3 jW )(2 RL
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0012 VWWW ⊥⊥⊥ 0123 VVVV ⊃⊃⊃

2W
1W 0W 0V

 
 

รูปท่ี 4.3 แสดงสเปซยอย  ใน  jW )(2 RL

 
 นิยามขอที ่ (2) ฟงกช่ันจะถูกประมาณที่ระดับความละเอยีดที่หยาบที่สุดคือที่ระดับ 

−∞→j  จะไดวา  ในทางกลับกันเมื่อเพิ่มรายละเอียดจนถงึที่ระดับความละเอียด

อนันตจะไดสัญญาณกลับคืนมานั้นคือ  

0lim =
−∞→ jj

V

)(lim 2 RLVjj
→

∞→

 นิยามขอที่ (3) สเปซ  ถูกสเกลหรือขยายจากสเปซ  เนือ่งจากที่ระดับความละเอียด 
 จะเก็บรายละเอียดที่สูงกวาที่ระดับความละเอียด 

jV 0V

1+j j  ดังนั้นความถี่ฟงกช่ันใน  จะมีคา
เปนสองเทาของฟงกช่ันใน  หมายความวาถามีฟงกช่ัน  ในสเปซยอย  แลวจะมี  
อยูใน  

1+jV

jV )(tf jV )2( tf

1+jV

 นิยามขอที่ (4) ถาสเปซยอย  มีฟงกช่ัน  แลวฟงกช่ัน  ที่ถูกเลื่อนคือ 
 ซ่ึงจะเลื่อนดวยคาจํานวนเตม็  และจะเก็บอยูใน  ดวย 

0V )(tf )(tf

)( ktf − k 0V

 นิยามขอที่ (5) มีฟงกช่ันพื้นฐาน )(tϕ  ซ่ึงเรียกวาสเกลลิงฟงกช่ัน (scaling function) และ
รวมถึงสเกลลิงฟงกช่ันที่ถูกเลื่อนคือ )( kt −ϕ  อยูใน  และแตละฟงกช่ัน จะมคีุณสมบัติที่เปน
ออรโธนอรมัล 

0V

 

4.2.2  สเกลลิ่งฟงกชัน่ (Scaling Function) 
จากแนวความคิดของการวิเคราะหแบบหลายระดับความละเอียด จะสามารถนิยามสเกลลิง

ฟงกช่ัน )(tkϕ  และเซทของสเกลลิงฟงกช่ันถูกนยิามในเทอมของการเลื่อนของการสเกลลิงฟงกช่ัน
ซ่ึงจะได 

 
2)()( LZkkttk ∈∈−=φ  (4.10) 

 
เมื่อ Z  เปนเซทของจํานวนเตม็ จากสมการที่ 4.10 ขนาดของสเปซยอยใน  ถูกกําหนดโดยเซท
ของสเกลลิงฟงกช่ันคือ 

2L
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( ){ }tSpanV kφ=0  (4.11) 
  
 โดยคา k จะมีคาตั่งแต ∞−  ถึง ∞+ โดยหากคาทกุคาบนฟงกช่ัน f(t) เปนสมาชิกของ
ฟงกช่ันสเปซ  แลวจะสามารถแสดงคาของ f(t) ไดในเทอมของผลรวมเชิงเสนของ0V ( )tkϕ  ได
ดังนี ้

( ) ∑=
k

kk tatf )(φ  (4.11) 

 
 การเพิ่มขนาดของฟงกช่ันสเปซสามารถทําไดโดยการเปลี่ยนแปลงคาของตัวแปรเวลา (t) 
โดยที่ ฟงกช่ันสเปซยอยที่มีการเปลี่ยนแปลงขนาดจะใชสัญลักษณ   
 

)2(2)( 2/
, ktt jj
kj −= φφ  (4.12) 

 
ดังนั้นขนาดของสเปซยอยในสมการที่ 4.11 จะกลายเปน 
 

{ } { })()2( , tSpantSpanV kjk
j

kkj φφ ==  (4.13) 
 
ถา  และ  แลวจะสามารถประมาณฟงกช่ัน  ไดดังสมการที่ 4.14 jVtf ∈)( Zk∈ )(tf

 
∑ −=

k

j
k ktatf )2()(  (4.14) 

 
สําหรับทุกคาที่  ขนาดของสเปซยอยจะกวางขึ้น เปนเหตุให 0>j )(, tkjϕ  แคบลงและมีลําดับขัน้ 
ในการเลื่อนเลก็ลง ดังนั้นจงึสามารถแทนสัญญาณไดละเอียดมากขึน้ สําหรับที่คา  ความ
กวางของสเปซยอยจะแคบลง สเกลลิงฟงกช่ัน 

0<j

)(, tkjϕ  มีขนาดกวางขึ้นและมลํีาดับขั้บในการเลื่อน
กวางขึ้นเปนเหตุใหสามารถแทนสัญญาณไดไมละเอยีด 
 จากกฎขอที่ (3) ของการวิเคราะหแบบหลายระดับความละเอียด สเกลลิงฟงกช่ันที่ระดับ
ความละเอียด 1+j  จะมีความถี่เปนสองเทาของสเกลลิงฟงกช่ันที่ระดับความละเอียด j  ดังนั้นจะ
สามารถนิยามสเกลลิงฟงกช่ัน )(tϕ  ที่อยูใน  ในรูปแบบของการรวมเชิงเสน (linear 
combination) ของ 

0V

)2( tϕ  ที่ถูกเลื่อนใน  ไดดังนี ้1V

 

∑ −=
n

ktkht )2(2)()( 0 φφ  (4.15) 
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โดยที่  เปนสัมประสิทธิ์ตัวกรองความถี่บางครั้งจะเรียกวาตัวกรองสเกลลิง (scaling filter) 
และ 

)(0 kh

2  เปนตัวนอรมอไลซ เพื่อใหสเกลลิงฟงกช่ันที่ถูกสเกลดวย 2 ยังคงเปน Norm Function 
สมการนี้เรียกวา Refinement เนื่องจาก { })(, tkjϕ  เปนออรโธนอรมัล ดังนั้นสัมประสิทธิ์  
สามารถหาไดจากการคํานวณผลคูณภายใน (สมมุติวา 

{ })(0 kh

ϕ  เปนฟงกช่ันจํานวนจริง) จะได 
 

dtkttkh k )2()(2,)( 10 −== ∫
∞

∞−
φφφφ  (4.16) 

 
จากสมการนี้จะสามารถหาคุณสมบัติบางอยางของสัมประสิทธิ์ { })(0 kh  ได โดยการอินทเิกรตทั้ง
สองขางของสมการที่ 4.15 โดยใชคณุสมบัติของสเกลลิงฟงกช่ัน ที่มีพื้นที่ใตกราฟเทากับหนึ่ง 

 จะได ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ =∫

∞

∞−
1)( dttϕ

 
2)(0 =∑

k
kh  (4.17) 

 
ในทางตรงกนัขามถาคูณทั้งสองขางของสมการที่ 4.15 ดวย )( lt −ϕ  แลวอินทิเกรตจะได 
 

∑∑ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−
−−−=−

k k

dtkltktkhkhdtltt
'
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+= ∑  
(4.18) 

 
ใชคุณสมบัติออรโธกอนัล (orthogonal) ของสเกลลิงฟงกช่ันจะได 
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∑
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นั้นคือ  
 

∑ ==
k

lkh 0,1)(2
0  (4.19) 
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ตัวอยางของสเกลลิงฟงกช่ันที่งายที่สุดคือสเกลลิงฟงชั่นแบบ Haar (Haar scaling function) ซ่ึง
เปนพัลซขนาด 1 หนวยดังรูปที่ 4.4(a) จะเห็นวา )2( tϕ  สามารถใชในการสรางฟงกช่ัน ไดโดย 
 

)12(2)1()2(2)0()( 00 −+= ththt φφφ  (4.20) 
 
ดังนั้น  ในสมการที่ 4.20 จะตองมีคา )(0 nh 2/1)0(0 =h  และ 2/1)1(0 =h  และตัวอยางที่ 2 
ดังรูปที่ 4.4(b) เปนสเกลลิงฟงกช่ันแบบสามเหลี่ยม (triangle scaling function) หรือสไปลนอันดับที่ 
1 (first order spline) สามารถสราง )(tφ  ไดโดย 
 

)22(
2
1)2()12()1()2(

2
1)0()( 000 −+−+= thththt φφφφ  (4.21) 

 
คาสัมประสิทธิ์  ที่เปนไปตามสมการที่ 4.21 คือ)(0 nh 22/1)0(0 =h  , 2/1)1(0 =h  และ 

22/1)2(0 =h  
 

)12()2()( −+= ttt ϕϕϕ  
)22(

2
1)12()2(

2
1)( −+−+= tttt ϕϕϕϕ

 
(a) Haar (same as 2Dφ ) (b) Triangle (same as 1Sφ ) 

 
รูปท่ี 4.4 Haar และ Triangle Scaling Function 

 
4.2.3  ฟงกชัน่เวฟเล็ต (Wavelet function) 

เมื่อพิจารณาสเปซยอย { }jW  ซ่ึงเปน detail spaces และแตละสเปซจะตั้งฉากซึ่งกันและกนั 
จากสมการที่ 4.9 

 

WVV

WV k
j
kj

+=
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และให ∞→j  จะได 
 

k
j
k WRL

WWVL

−∞=⊕=

+++=

)(

...

2

100
2

 (4.22) 

 
จากสมการที่ 4.22 จะสามารถกระจาย  เปนการบวกเชงิตั้งฉากของสเปซยอย )(2 RL { }jW  

ซ่ึงหมายความวา 
0)().()()( ,,,, == ∫ dttttt

R
kjkjkjkj ψφψφ  (4.22) 

 
ในสเปซยอย { }jW  จะบรรจุฟงกช่ันพื้นฐาน { }

kkj t)(,ψ  โดยที่ )2(2)( 2/
, ktt jj
kj −= ψψ  

ดังนั้น  จะมีออรโธนอรมัล 2L { }
kkj t)(,ψ  ซ่ึงถูกเรียกวาเวฟเล็ต และเวฟเล็ต )(, tkjψ  ทั้งหมดจะถูก

สรางจากฟงกช่ัน )(tψ  โดยการเลื่อนและการสเกล ซ่ึงเรียกฟงกช่ัน )(tψ  วา เวฟเล็ตแม (mother 
wavelet) หรือฟงกช่ันพืน้ฐาน เพราะวา )( kt −ψ  อยูใน  และ  ดังนั้น 0W 10 VW ⊂ )(tψ  สามารถ
เขียนในแบบของ linear combination ของฟงกช่ันพืน้ฐานจะได 

 

∑ −=
n

ntnht )2(2)()( 1 φψ  (4.23) 

 
สมการนี้ถูกเรียกวาสมการเวฟเล็ต (wavelet equation) และจากคณุสมบัติของ { })(, tkjψ  ที่เปนออร
โธนอรมัล ดังนั้นสัมประสิทธิ์ {  สามารถหาไดโดยการคํานวณผลคูณภายใน })(1 nh

 

∫
∞

∞−
−== dtnttnh n )2()(2,)(1 φψψφ  (4.24) 

 
จากสมการที่ 4.23 จะสามารถหาคุณสมบัติบางอยางของสัมประสิทธิ์ { })(1 nh  ได โดยการอินทิ
เกรตทั้งสองขางของสมการที่ 4.23 โดยใชคุณสมบัติของฟงกช่ันเวฟเล็ต ที่มีพื้นที่ใตกราฟเทากบั

ศูนยหรือ ∫  จะได 
∞

∞−
= 0)( dttψ

 
∑ =

n

nh 0)(1  (4.25) 

 
โดยที่  และ  มีความสัมพันธกันดังสมการที่ 4.26 )(0 nh )(1 nh
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)1()1()( 01 nhnh n −−=  (4.26) 
  
 ตัวอยางของเวฟเล็ตฟงกช่ันที่งายที่สุดคือ Haar wavelet function ดังรูปที่ 4.5(a) จะเห็นวา 

)2( tφ  สามารถใชในการสรางฟงกช่ัน )(tψ  ไดโดย 
 

( )122)1()2(2)0()( 11 −+= ththt φφψ  (4.27) 
 
ดังนั้น  ในสมการที่ 4.27 จะตองมีคา )(1 nh 2/1)0(0 =h  และ 2/1)1(1 −=h  และตัวอยางที่ 2 
เปน triangle wavelet function (first order spline) ดังรูปที่ 4.5 (b) สามารถสราง )(tϕ  ไดโดย 
 

( ) )22()2(
2
112)1()2()0(

2
1)( 111 −+−+= thththt φφφψ  (4.28) 

 
คาสัมประสิทธิ์  ในสมการที่ 4.28 คือ)(1 nh 22/1)0(1 =h  , 22/1)1(1 =h  และ 

22/1)2(1 =h  
 

)12()2()( −−= ttt ϕϕψ  
)12()22(

2
1)2(

2
1)( −+−−−= tttt ϕϕϕψ

 
(ก) Haar (same as 2Dψ ) (ข) Triangle (same as 1Sψ ) 

 
รูปท่ี 4.5 แสดง Haar และ triangle function 

 

4.3 ระบบเวฟเล็ตแบบออโทกอนัล เซมิออโทกอนัล   และไบออโทกอนัล 
 

 4.3.1 ระบบเวฟเล็ตแบบออโทโกนัลและไบออโทโกนัล 
 เซตของฟงกช่ัน  ใดๆที่เปนสมาชิกของฟงกช่ันสเปซ S จะสามารถทําการเขียนไดใน
รูปของผลรวมเชิงเสนดังนี้ 

)(tf k

 
∑=

k
kk tfatg )()(  (4.43) 
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 เมื่อ k  เปนเซทของจํานวนเต็ม (Z) และ t ,a เปนเซทของจํานวนจริง ( RL2 ) นิยามคาผลคณู
ภายในฟงกช่ันสเปซ S ดวย )(),( tgtf  และคานอรมสามารถเขียนแทนไดดวย fff ,=  

และ  เปนฟงกช่ันที่อยูใน )(tg RL2  
 โดย เปนฟงกช่ันแบบออโทโกนัลถา )(tf k 0)(),( =tgtf kk สําหรับทุกคาที่ k ไม
เทากับ 1 และหาก 
 

⎩
⎨
⎧

≠
=

=−

−=

lkif
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lktgtf kk
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1

)(
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δ

δ
 

(4.44) 

  
การคํานวณคาของ  สามารถทําไดจาก ka

  
∑=

k
kk tfatg )()(  

 

∫ ∫ ∑= ))()(()()(
k

kkkk tfatfdttftg  

 

kkkk atftgoradttftg ==∫ )(),()()(  

(4.45) 

 
 4.3.2 ระบบเวฟเล็ตแบบไบออโทโกนัล 
 ระบบเวฟเล็ตแบบไบออโทโกนัลมีคุณสมบัติดังนี้ ฟงก ช่ันมูลฐานในซับฟงก ช่ันสเปซ 

 และ  จะไมมีคุณสมบัติเชิงตั้งฉากรวมทั้งซับฟงก ช่ันสเปซ  และ  ก็จะไมมี
คุณสมบัติเชิงตั้งฉากซึ่งกันและกันดวย แตคาดูอัลซับฟงกช่ันสเปซ (Dual sub function speace) 
ของ  และ  (

jV jW jV jW

jV jW jV~  และ jW~ ) จะตั้งฉากกับซับฟงกช่ันสเปซ  และ V  ตามลําดับดังนี้ jW j

 

11
~~~

~~

++ =+=+

⊥⊥

jjjjjj

jjjj

VWVandVWV

VWandWV
 (4.46) 

 
และเมื่อทําการพิจารณาฟงกช่ันมูลฐานของซับฟงกช่ันสเปซ  และ  จะไดคุณสมบัติดงันี้ jV jW
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 (4.47) 

 
 โดย j ,k ,l เปนคาจํานวนเต็มและ คา kj ,φ  และ lj ,ψ คือคา Primal basis   สวนคา kj ,

~φ  และ 

lj ,
~ψ เรียกวา Dual basis function 

 

 4.3.3 ระบบเวฟเล็ตแบบเซมิออโทโกนัล 
 การพิจารณาซับฟงกช่ันสเปซ  ที่มีเซทฟงกช่ันมูลฐาน 0V )( kt −φ ซ่ึงไมมีคุณสมบัติตั้ง
ฉากซึ่งกันและกัน   สวน  มีเซทฟงกช่ันมูลฐาน 0W )( lt −ψ  โดยระบบเวฟเล็ตแบบไบออโทโกนัล
จะมีคุณสมบัติดังนี้ 
 

10000 VWVandWV =⊕⊥  (4.48) 
 
 โดยเซทของฟงกช่ันใน )( kt −φ และ )( lt −ψ ไมจําเปนตองตั้งฉากซึ่งกันและกัน   โดย
เงื่นไขนี้จะเปนจริงที่ทุกระดับความละเอียดหากคุณสมบัติ 1+=⊕⊥ jjjjj VWVandWV

ยังคงเปนจริงและ   )2( 1
1 ltj −ψ กับ )2( 2

2 ltj −ψ จะมีคุณสมบัติตั้งฉากซึ่งกันและกันที่ทุก 
 หรืออาจกลาวไดวาที่ระดับความละเอียดเดียวกันเวฟเล็ตแบบเซมิออโทโกนัลจะไมมี

คุณสมบัติตั้งฉากซึ่งกันและกัน 
21 jj ≠

 

4.4 ตระกูลของออรโธนอรมัลเวฟเล็ต 
 จากที่ไดกลาวมาขางตนวาสัญญาณหรือฟงกช่ันสามารถกระจายในรูปแบบของการรวมเชิง
เสน (linear combination) ซ่ึงมีเวฟเล็ตเปนฟงกช่ันพืน้ฐานได แตเวฟเล็ตยังสามารถแบงยอยตาม
ลักษณะคุณสมบัติเชิงตั้งฉากออกเปน 4 ประเภทใหญๆ คือ 

(1) ออรโธกอนัลเวฟเล็ต (Orthogonal Wavelet) เวฟเล็ตพื้นฐาน { }kj ,ψ  ที่เปนออรโธ
กอนัลจะมีเงื่อนไขดังนี ้

 
Zmkljmkljmlkj ∈= ,,,;, ,,,, δδψψ  
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หมายความวา ผลของการผลคูณภายใน (inner product) ของเวฟเล็ตจะเปนหนึ่งเมือ่เปนเวฟเล็ตที่
ระดับความละเอียดเดียวกันและตําแหนงเดยีวกันเทานัน้ 

(2) เซมิออรโธกอนัลเวฟเล็ต (Semi-orthogonal Wavelet) เวฟเล็ตพื้นฐาน { }kj ,ψ  ที่
เปน เซมิออรโธกอนัลจะมีเงือ่นไข 

 
Zmkljljmlkj ∈≠= ,,,;0, ,, ψψ  

 
หมายความวา ผลของการคูณภายในของเวฟเล็ตจะเปนศูนยเมื่อเปนเวฟเล็ตที่ระดับความละเอยีด
ตางกันและจะเปนศูนยหรือหนึ่งกไ็ดถาเปนเวฟเล็ตที่ระดับความละเอยีดเดยีวกัน 

(3) นอนออรโธกอนัลเวฟเล็ต (Nonorthogonal Wavelet) เวฟเล็ตพื้นฐาน { }kj ,ψ  ที่
เปนนอนออรโธกอนัลหมายถึงเวฟเล็ตทีไ่มเปนเซมิออรโธกอนัล 

(4) ไบออรโธกอนัลเวฟเล็ต (Bi-orthogonal Wavelet) เวฟเล็ตพื้นฐาน { }kj ,ψ  ที่
เปนไบออรโธกอนัลจะมีเงื่อนไขดังนี ้

 

Zmkljmkljmlkj ∈= ,,,;~, ,,,, δδψψ  

 
 หมายความวา ผลของการคูณภายในของเวฟเล็ตกับ dual basis: ml ,

~ψ  จะเปนหนึ่งเมื่ออยูที่
ระดับความละเอียดเดียวกันและตําแหนงเดยีวกันเทานัน้นอกจากนัน้จะเปนศูนย 
 ดังนั้นจะเห็นวาเวฟเล็ตที่ไดกลาวในตอนตนของบทนี้เปนออรโธกอนัลเวฟเล็ต ซ่ึงเมื่อ
พิจารณาฟงกช่ันพื้นฐานของออรโธกอนัลเวฟเล็ต หรือที่เรียกวาออรโธนอรมัลเวฟเล็ตยังสามารถ
แบงตามลักษณะของฟงกช่ันพื้นฐานไดอีก ซ่ึงตระกูลออรโธนอรมัลเวฟเล็ตที่สําคัญไดแก 
Daubechies, Symmlet และ Coiflet โดยที่เวฟเล็ตตระกูล Daubechies มีฟงกช่ันพืน้ฐานในลักษณะ 
Asymmetric เวฟเล็ตตระกูล Symmlet มีฟงกช่ันพื้นฐานในลักษณะ Least Asymmetric และเวฟเล็ต
ตระกูล Coiflet มีฟงกช่ันพืน้ฐานในลักษณะ nearly Symmetric นอกจากนี้แตละตระกูลยังสามารถ
แบงตามลักษณะความราบเรียบของฟงกช่ันพื้นฐานซึ่งกาํหนดโดยคาของ Number of Vanishing 
Moments (NVM) โดยที่ Daubechies Wavelet จะนยิามโดย 
 

∫
∞

∞−
−== 1,...,1,00)( Nldtttlψ  (4.43) 
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หรือมองในสเปซฟูเรียรจะได 
 

1,...,1,00)(~

0

−==
=

Nl
d

d
l

l

ωω
ωψ

 (4.44) 

 
ถาคา  มากขึ้นจะทําใหฟงกช่ันพื้นฐานมคีวามราบเรียบมากขึ้น ตัวอยางของฟงกช่ันพื้นฐานของ
ออรโธนอรมัลเวฟเล็ตทั้งฟงกช่ันพื้นฐานสเกลลิงและฟงกช่ันพื้นฐานเวฟเล็ต 

l

 แตในการประยุกตใชงานนัน้ สวนใหญจะไมใชสเกลลิงฟงกช่ัน หรือเวฟเล็ตฟงกช่ัน 
โดยตรงแตจะใชสัมประสิทธิ์ผลตอบสนองอิมพัลส  และ  จากเงื่อนไขของ  ใน
สมการที่ 4.17 และสมการที่ 4.19 จะสามารถหาสัมประสิทธิ์  NVM=2 ไดคือ 

)(0 nh )(1 nh )(0 nh

)(0 nh

 

1)1()0(

2)1()0(
2
0

2
0

00

=+

=+

hh

hh  

 
เมื่อแกสมการแลวจะได 2/1)1()0( 00 == hh  ซ่ึงเปน  ของเวฟเล็ตตระกูล Daubechies 
NVM=2 และจากสมการที่ 4.26 จะได 

)(0 nh

2/1)0(1 =h  และ 2/1)1(1 −=h   
 
4.5 เวฟเล็ตแบบบีสไปลน 
 เวฟเล็ตแบบบสีไปลนนั้นสามารถสรางไดจากการนําฟงกช่ันมูลฐานของบีสไปลนมาใช
เปนสเกลลิ่งฟงกช่ัน โดยการนําเวฟเล็ตแบบบีสไปลนมาทําการกระจาย (Decomposition) และรวม
กลับ (Reconstruction) ขอมูลจะสามารถอธิบายไดดังนี้ [17] 
 

 4.5.1 การกระจายและรวมกลับของขอมูล 
 การกระจายและรวมกลับของขอมูลนั้นจะแสดงความสัมพันธของคาสัมประสิทธของ
ฟงกช่ันมูลฐานของขอมูลในแตละระดับความละเอียด 
 โดยจากทฤษฎขีองการวิเคราะหที่ความละเอียดหลายระดบัทําใหเราทราบวาหากมีฟงกช่ัน
สเปซซึ่งภายในมีซับฟงกช่ันสเปซที่ซอนทับกันอยูแลวจะสามารถหาความสัมพันธระหวางฟงกช่ัน
สเปซและซับฟงกช่ันสเปซที่ซอนทับกันอยูภายในไดวา  โดย
ผลตางของสมาชิกในแตละฟงกช่ันสเปซและซับฟงกช่ันสเปซจะคํานวณไดจาก 

)(...... 2
101 RLVVV ⊂⊂⊂⊂⊂ −

 
jjj WVV +=+1    และ   11 −− += jjj WVV  (4.44) 
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 โดยจากสมการสามารถอธิบายไดวาหากมฟีงกช่ัน f(t) ใดๆที่อยูที่ฟงกช่ันสเปซ  แลว
ฟงกช่ันนัน้ยอมสามารถเขียนใหอยูในรูปของผลรวมระหวางฟงกช่ันที่อยูในฟงกช่ันสเปซ  และ 

 ได   ในทํานองเดียวกันหากมีฟงกช่ัน f(t) ใดๆที่อยูที่ฟงกช่ันสเปซ  แลวฟงกช่ันนั้นยอม
สามารถเขียนใหอยูในรูปของผลรวมระหวางฟงกช่ันที่อยูในฟงกช่ันสเปซ  และ  ได
เชนเดยีวกัน 

1+jV

jV

jW jV

1−jV 1−jW

 

 4.5.2 การยอและชยายของฟงกชั่นมูลฐาน 
 ฟงกช่ันมูลฐานซึ่งก็คือสเกลลิ่งฟงกช่ันซึ่งอยูในฟงกชั่นสเปซที่  และเวฟเล็ตล่ิงฟงกช่ัน
ซ่ึงอยูในฟงกชัน่สเปซที่ นั้นสามรถเขียนในรูปของเมตริกซไดดังนี ้

jV

jW

 
[ ]

[ ])(),...(),(

)(),...(),(

1)(,1,0,

1)(,1,0,

ttt

ttt

jwjjjj

jvjjjj

−

−

=Ψ

=Φ

ψψψ

φφφ
 (4.44) 

 
 โดย  jΦ   คือ เวคเตอรแถวของสเกลลิ่งฟงกช่ันที่ความละเอยีดระดับ j 
  jΨ   คือ เวคเตอรแถวของเวฟเลต็ฟงกช่ันที่ความละเอียดระดับ j 
      คือ คาขนาดมิติของฟงกช่ันสเปซ  jv jV

     คือ คาขนาดมิติของฟงกช่ันสเปซ  jw jW

 สวนคาขนาดมิติของฟงกชัน่สเปซที่  นั้นจะมีขนาดเทากับผลรวมของขนาดของ
ฟงกช่ันสเปซ  และคาขนาดมิติของฟงกช่ันสเปซ  ซ่ึงก็คือ 

1+jV

jV jW

 

)()()1( jWjVjV +=+  (4.44) 
 
 เนื่องจากฟงกช่ันสเปซ  นั้นมีซับฟงกช่ันสเปซยอยซอนทับอยูภายในดังนั้นเพื่อให
สมการของความสัมพันธระหวางสเกลลิ่งฟงกช่ันในฟงกช่ันสเปซที่ระดับความละเอียดตางๆ
สามารถเขียนไดงายขึ้นเราจงึทําการสมมุติตัวแปรตวัหนึง่โดยใหช่ือวา    โดยที่ตัวแปร  จะทํา
หนาที่ในการแสดงความสัมพันธระหวางเวคเตอรแถวของสเกลลิ่งฟงกช่ันที่ความละเอียดระดับ j 
( ) และ j-1 (

jV

jP jP

jΦ 1−Φ j )  โดยสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี ้
 

jjj Ptt )()(1 Φ=Φ −  (4.44) 
 
 โดยขนาดของ  จะมีขนาดเปน jP )1()( +× jvjv  
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 ในทํานองเดียวกันสําหรับการหาความสัมพันธระหวางเวฟเล็ตฟงกช่ันและสเกลลิ่งฟงกช่ัน
ในฟงกช่ันสเปซที่ระดับความละเอียดตางๆนั้นเราจะทําการสมมุติตัวแปรตัวหนึ่งโดยใหช่ือวา    
โดยที่ตัวแปร  จะทําหนาที่ในการแสดงความสัมพันธระหวางเวคเตอรแถวของสเกลลิ่งฟงกช่ัน
ที่ความละเอียดระดับ  j ( ) และเวฟเล็ตฟงกช่ันที่ความละเอียดระดับ  j-1 ( )  โดยสามารถ
เขียนเปนสมการไดดังนี ้

jQ

jQ

jΦ 1−Ψ j

 
jjj Qtt )()(1 Φ=Ψ −  (4.44) 

 
 เมื่อนําสมการความสัมพันธระหวาง jΦ  กับ 1−Φ j  และ 1−Ψ j  มาทําการยุบรวมกนัจะได
สมการรวมที่แสดงความสัมพันธระหวาง jΦ  กับ 1−Φ j  และ 1−Ψ j  ไดดงันี้ 
 

[ ] [ ]jjjjj QPttt )()()( 11 Φ=ΨΦ −−  (4.44) 
 
 โดย [ ]jj QP   นั้นรียกวาเมตริกซสังเคราะห   ซ่ึงสรางขึ้นโดยการนําเมตริกซ  และ  

มาทําการเรียงตอกัน   ขนาดของเมตริกซ 
jP jQ

[ ]jj QP  จะมีคาเปน )()( jvjv ×  
 

 4.5.3 สมการการกระจายและรวมกลับของขอมูล 
 การรวมกลับขอมูลนั้นคือการรวมฟงกช่ันใดๆที่อยูในฟงกช่ันสเปซที่ความละเอยีดระดับต่ํา
ใหอยูในรูปของฟงกช่ันที่อยูในฟงกช่ันสเปซที่ความละเอียดระดับสูงกวา 
 โดยหากกําหนดให  คือ เวคเตอรแถวของคาสัมประสิทธของสเกลลิ่งฟงกช่ันที่ความ
ละเอียดระดับ j  และกําหนดให  คือ เวคเตอรแถวของคาสัมประสิทธของเวฟเล็ตฟงกช่ันที่
ความละเอียดระดับ j   จากขอกําหนดนี้เราสามารถทําการเขียนสมการ 

jC

jD

11 −− += jjj WVV  ใหมไดดัง
สมการนี้ 
  

1111

11

)()()( −−−−

−−

Ψ+Φ=Φ

+=

jjjjjj

jjj

DtCtCt

WVV

 (4.44) 

 
 ทําการแทนสมการ jjj Ptt )()(1 Φ=Φ −  และ jjj Qtt )()(1 Φ=Ψ −  ลงไปจะไดวา 
 

))(()(

)()()(

11

11

−−

−−

+Φ=Φ

Φ+Φ=Φ

jjjjjjj

jjjjjjjj

DQCPtCt

DQtCPtCt

 (4.44) 
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 จากสมการสามารถเขียนไดวา )( 11 −− += jjjjj DQCPC  หรืออาจเขียนใหอยูในรปูของ
เมตริกซไดดังนี้ 
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jjj D

C
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 จากสมการที่ไดนี้เราจะไดสมการของการรวมกลับของขอมูลที่ความละเอียดระดับ j-1 
มายังที่ความละเอียดระดับ j 
 

 
รูปท่ี 4.6 ภาพแสดงการรวมกลับของขอมูลที่ความละเอยีดระดับต่ํามายังความละเอียดระดับสูงกวา 

 
 
 ในสวนของการกระจายขอมลูนั้นคือการเขียนฟงกช่ันใดๆที่อยูในฟงกช่ันสเปซที่ความ
ละเอียดระดับ สูงใหอยูในรูปของผลรวมของฟงกช่ันในฟงกช่ันสเปซที่ความละเอียดระดับต่ํากวา   
ซ่ึงการสรางสมการของการรวมกลับนี้จะคํานวณจากสมการของการรวมกลับ 
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 หากกําหนดให [ ]
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 สมการที่ไดนี้เรียกวาสมการการรวมกลับ   โดยเมตริกซ  และ  จะมีขนาด 
 และเมตริกซ   และ  จะมีขนาด 

jA 1−jC

)()1( jvjv ×− jB 1−jD )()1( jvjw ×−  
 

 
รูปท่ี 4.7 ภาพแสดงการกระจายขอมูลที่ความละเอียดระดับสูงไปยังความละเอียดระดับต่ํากวา 

 

4.6 การสรางพื้นผิว 3 มิตทิี่ความละเอียดหลายระดับ 
 

 4.6.1 บทนํา 
 การสรางพื้นผิว 3 มิตินั้นจะทําการสรางโดยการใช Tensor Product เปนขอมูลเบื้องตน   
โดยคุณสมบัตขิองพื้นผิว 3 มิติจะขึ้นอยูกบั Tensor Product ที่นํามาใชซ่ึงการสรางพื้นผิว 3 มิติโดย
สวนมากมกันาํฟงกช่ันของบีสไปลนมาเปนฟงกช่ันมูลฐาน   เนื่องจากมีคุณสมบัตดิีหลายประการ
เชนคุณสมบัต ิLocal Support นั้นคือการแกไขเปลี่ยนแปลงตําแหนงจดุควบคุม (Control Point) จุด
ใดจุดหนึ่งบนพื้นผิวจะทําใหเกิดการเปลี่ยนแปลงเฉพาะที่บริเวณจุดนัน้โดยไมกระทบตอภาพ
พื้นผิวโดยรวมและการควบคุมลักษณะความโคงของพื้นผิวในสวนตางๆสามารถทําไดงาย [18] 
 

 4.6.2 การสรางพื้นผิว 3 มิตแิบบ B-Spline โดยการใช Tensor Product 
 Tensor Product ของการสรางพื้นผิว 3 มิตแิบบ B-Spline นั้นมีลักษณะดังนี ้
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โดย  เปนพื้นผิว B-Spline ที่ทิศทาง  ที่อันดับ  ตามลําดับ ),( 21 xxS 21, xx 21,nn

)()( 21
21 xNxN n

q
n
p  เปนฟงกช่ันมลูฐานของ B-Spline ของ  ที่อันดับ   

ตามลําดับ 
21, xx 21,nn

qpd ,  เปน Control Mesh ของ qp,  
ขั้นตอนการคํานวณคา นั้นเริ่มจากการคํานวณคา  โดยใชสมการดังนี้ ),( 21 xxS qpd ,
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หลังจากนั้นจึงนําคา ที่ไดมาทําการคํานวณคา ตอไปโดยใชสมการดังนี้ qpd , ),( 21 xxS
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โดยพื้นผิว 3 มิติที่ไดจากฟงกช่ันมูลฐานของ B-Spline จะมีคุณสมบัติเดนเหมือนกับเสน

โคง B-Spline นั้นคือมีคุณสมบัติ Local Support และ Convex Hull ทําใหพื้นผิว 3 มิติที่ไดสามารถ
นํามาทําการแกไขรูปรางไดงายตามตองการ 

 

4.6.3 พื้นผิว 3 มิติแบบ B-Spline ท่ีความละเอียดหลายระดับ 
 กระบวนการสรางพื้นผิว 3 มิติแบบ B-Spline ที่ความละเอียดหลายระดับนั้นสามารถทําได 
โดยวิธีการ Standard Tensor Product และวิธีการ Non Standard Tensor Product 
 

 4.6.3.1 วิธี Standard Tensor Product 
โดยกระบวนการนี้จะทําการแปลงคาในเมตริกซของ Control Mesh ทุกๆหลักจากระดับ

ความละเอียดสูงไปที่ระดับความละเอียดต่ําไปเรื่อยๆจนถึงระดับความละเอียดที่ต่ําสุด 
กําหนดให    
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โดยจะได Tensor Product ดังนี้ 
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 4.6.3.2 วิธี Non Standard Tensor Product 
 กระบวนการของวิธี Non Standard Tensor Product นี้จําทําการแปลงคาในเมตริกซของ 
Control Mesh ทุกๆแถวไปที่ระดับความละเอียดที่ต่ํากวา 1 ระดับกอนแลวจึงทําการแปลงคาทุกๆ
หลักไปที่ระดับต่ําอีกทีแลวคอยทําสลับกันไปจนเสร็จ 
 โดยเมตริกซของ Control Mesh ที่ทําการแปลงคาจะเปนดังนี้ 
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ซ่ึงคํานวณไดโดย 
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โดยสมการของพื้นผิวที่ความละเอียดระดับ j และ j-1 เปนดังนี้ 
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