
บทที่ 3 

เสนโคงบสีไปลน 
 

3.1 เสนโคงแบบสไปลน 
 เสนโคงแบบ Spline คือเสนโคงที่มีลักษณะแบงออกเปนชวงๆ ซ่ึงสมการของเสนในแตละ
สวนสามารถแสดงไดโดยสมการของโพลิโนเมียลอันดับที่ n    โดยสมการของเสนโคง Spline ในแตละ
ชวงจะมีสมการดังนี้ [15] 
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 ตัวแปร  ,  ,  ,  ,  และ b  นั้นจะเปนคาสัมประสิทธที่เปนคาคงที่   โดยจะเปนคา
ของจุดควบคุมบนเสนโคงแบบ Spline ซ่ึงจะมีผลตอการเปลี่ยนแปลงรูปรางของเสนโคงหากวา
ตําแหนงของจุดควบคุมมีการเปลี่ยนแปลง 

2a 1a 0a 2b 1b 0

 

3.2 เสนโคงแบบบีสไปลน 
 สําหรับเสนโคงแบบ  ฺB-Spline นี้จะมีลักษณะเชนเดียวกับเสนโคงแบบ Spline คือเปนเสนโคง
ที่สรางเสนโคงยอยๆในแตละชวงแตลักษณะเดนของเสนโคงแบบ  ฺB-Spline นั้นคือการเปลี่ยนแปลงคา
ของสัมประสิทธหรือก็คือการยายตําแหนงของจุดควบคุมนั้นจะสงผลกระทบตอรูปรางของเสนโคง
เฉพาะในบริเวณใกลเคียงจุดควบคุมเทานั้นซึ่งเรียกคุณสมบัติลักษณะนี้วา local support ซ่ึงคุณสมบัตินี้
ชวยใหเสนโคงแบบ  ฺB-Spline สามารถทําการเปลี่ยนแปลงรูปรางไดงายเนื่องจากสามารถทําการแกไข
รูปรางของสวนโคงในบริเวณใกลเคียงจุดควบคุมจุดใดจุดหนึ่งไดโดยไมสงผลกระทบตอรูปรางของ
เสนโคงโดยรวมทั้งหมด 
 โดยเสนโคงยอยเหลานี้จะถูกสรางโดยการใชโพลิโนเมียลอันดับที่ n   โดยคา n นี้จะมี
ผลกระทบตอความเรียบของเสนโคงที่สรางขึ้น   โดยการตรวจสอบความเรียบของเสนโคงนั้นสามารถ
ทําไดโดยการหาคาอนุพันธของสมการเสนโคงที่สรางขึ้น 
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 3.3 การสรางเสนโคงแบบบีสไปลนโดยการใช Knot Vector 
 กระบวนการใช Knot Vector นั้นจะเปนกระบวนการในลักษณะที่มีการวนทําซ้ําๆเพื่อท่ีจะทํา
การประมาณคาของจุดตางๆบนเสนโคงในแตละชวง   โดยวิธีการนี้ถูกคิดคนโดย Boehm โดยคาของ 
Knot Vector จะมีลักษณะดังนี้ 

{ }2210 ,.......,, −+ nLuuu  
โดย n คือ ลําดับ (order) ของสมการเสนโคง   สวนคาตางๆภายใน Knot Vector จะมีคาได

หลายคาโดยคาบางคาอาจซ้ํากันหรือคาทั้งหมดใน Knot Vector อาจมีคาแตกตางกันหมดก็ได    
หากสมมุติให Knot Vector   มีคาเปน iu 220 ,......., −+= nli uuu คาของ Knot Vector ที่มีผล

ตอรูปรางรูปรางของเสนโคงที่คือ Knot Vector ในชวง [ ]−n uu

}

11 ,......., −+nL  โดยเรียกคาในชวงนี้วา 
Domain Knot หากคาของ Knot Vector ลําดับใดๆในชวง Domain Knot มีคาที่ซํ้ากันหรือ 
ซ่ึงคา r คือคาจํานวนการซ้ํากันของคาบน Domain Knot หากคาบน Domain Knot ไมมีการซ้ํากันเลยคา 
r จะเทากับ 1   และคา L คือคาจํานวนชวงของ Domain Knot   ซ่ึงสมการความสัมพันธของคา L และ r 
จะเปนดังนี้ 

1−+= rii uu
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3.4 ฟงกชันพื้นฐานบีสไปลน (B-Spline Basis Functions) 
 

 3.4.1 นิยามของฟงกชันพื้นฐานบีสไปลน  
 ฟงกชันพื้นฐานบีสไปลนสามารถหาไดหลายวิธี เชน วิธี divided difference ของอนุกรมกําลัง 
วิธี blossoming และวิธี recurrence formula โดย deBoor, Cox และ Mansfield ในงานวิจัยนี้เลือกใชวิธี 
recurrence formula เนื่องจากเปนวิธีที่สะดวกในการคํานวณดวยคอมพิวเตอร[16] 
 ให  คือ knot vector และเปนเซตของจํานวนจริงที่มีคาไมลดลงหรือ 

 เมื่อ  และ  คือ knot 
{ muuU ,...,0=

1+≤ ii uu 1,...,0 −= mi iu

 ฟงกชันพื้นฐานบีสไปลนลําดับที่ i  ซ่ึงมีดีกรี p )1( += porder  สามารถแทนดวยสัญลักษณ 
 ซ่ึงถูกนิยามดวยสมการดังนี้ )(, uN pi
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หมายเหตุ

•  เปนฟงกชันขั้นบันไดที่มีคาเทากับหนึ่งในชวงพารามิเตอร )(0, uNi [ )1, +∈ ii uuu  

• สําหรับ   สามารถหา   ไดจากการบวกแบบเชิงเสนของฟงกชันพื้นฐาน 
บีสไปลนดีกรี  สองฟงกชัน 

0>p )(, uN pi

1−p

• จากสมการที่ 3.1  ถามีคาเปน 0
0  นิยามใหมีผลลัพธเปน 0 

• เรียกชวง  วา knot span ลําดับที่  ซ่ึงอาจมีขนาดเปนศูนยก็ได [ )1, +ii uu i

• การคํานวณหาคาฟงกชันที่ดกีรี  สามารถพิจารณาจากแผนภูมิดังนี ้p

MMMM
3,12,21,30,4

3,02,11,20,3
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ตัวอยางที่ 3.1 กําหนดให { }1,1,1,0,0,0 543210 ======= uuuuuuU  และ  ให
คํานวณหาฟงกชันพื้นฐานบสีไปลนดีกรี 0, 1 และ 2 

2=p
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ตัวอยางที่ 3.2 กําหนดให 

{ }5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0 109876543210 ============ uuuuuuuuuuuU  และ 
 คํานวณหาฟงกชันพื้นฐานบสีไปลนดีกรี 0, 1 และ 2 2=p
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0,2N  
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รูปท่ี 3.1 ฟงกชันพืน้ฐานบีสไปลนดีกรี 0 เมื่อ { }5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0=U  
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รูปท่ี 3.2 ฟงกชันพืน้ฐานบีสไปลนดีกรี 1 เมื่อ { }5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0=U  
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2,1N  2,2N  2,3N  

2,4N  
2,5N  

2,6N  

2,7N  

 
 

รูปท่ี 3.3 ฟงกชันพืน้ฐานบีสไปลนดีกรี 2 เมื่อ { }5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0=U  
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3.4.2 คุณสมบัตขิองฟงกชนัพื้นฐานบีสไปลน 
 คุณสมบัติที่ สําคัญของฟงกชันพื้นฐานบีสไปลนเหลานี้ สามารถกําหนดคุณสมบัติทาง
เรขาคณิตของเสนโคงบีสไปลนและพื้นผิวบีสไปลนได กําหนดใหฟงกชันพื้นฐานบีสไปลนมีดีกรี p

และมี knot vector  { }muuU ,...,0=

 1.  เมื่อ 0)(, =uN pi [ )1, ++∉ pii uuu  เรียกคุณสมบัตินี้วาเปน Local support สามารถแสดงได
ดวยแผนภูมิดังนี้ 
 

3,12,21,30,4

2,11,20,3

1,10,2

0,1

NNNN
NNN

NN
N

  
 
     พบวา  เกิดจากผลรวมของ  นั้นคือ 3,1N 0 0,40,30,20,1 ,,, NNNN 3,1 ≠N  เมื่อ u  [ 51,uu )∈

 2. ในชวง knot span, [ )1, +jj uu  ใดๆ จะมี  ที่มีคาไมเปนศูนยทั้งหมด  ฟงกชัน คือ 
 เชน บนชวง [  จะมีฟงกชันที่ดีกรี 0 ซ่ึงมีคาไมเปนศูนยเพียง 1 ฟงกชันคอื  

จะไดวาฟงกชันที่ดีกรี 5 และมีคาไมเทากับศูนย ไดแก   

p,

3

≥up

iN 1+p

pjppj NN ,, ,...,− )43 ,uu 0,3N

,33,0 ,..., NN

 

3,3

3,22,3

3,12,21,30,4

3,02,11,20,3

0,2

N
NN
NNNN
NNNN

N

 

3u  4u  

 
 

 3. ,Ni  สําหรับทุกคา 0)( pi  และ u  , )0( ≥u

 4. สําหรับชวง knot span, [ )1, +jj uu  ใดๆ ได  ∑
−=

=
i

pij
pj uN 1)(,

 5. อนุพันธของ  จะถูกนิยามในแตละชวง knot span และท่ี knot ใดๆ  
สามารถหาอนุพันธไดถึง  เมื่อ k  เปนจํานวน knot ที่มีคาซํ้ากัน 

)(, uN pi )(, uN pi

kp −
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ตัวอยางที่ 3.3 ให   และ ,2=p { }5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0=U 2/5=u

5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0= 2/5

 (ดงัรูปที่ 3.5) ได ดังนั้น 
 จะหา  ไดดังนี้ 

4=i

[ )54 ,uuu∈ 0)(2, ≥uNi

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )2

5
2,4

2
5

2,32
5

1,4

2
5

2,22
5

1,32
5

0,4

N
NN
NNN

 

 
 
แทน  ในผลลัพธที่ไดจากตวัอยางที่ 3.2 จะได 2/5=u

 
( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) 8

1
2

5
2,48

6
2

5
2,38

1
2

5
2,2

2
1

2
5

1,42
1

2
5

1,3

2
5

0,4 1

===

==

=

NNN

NN
N

 

 
 
จะสังเกตไดวา ที่ดีกรีใดๆผลรวมของฟงกชันพื้นฐานบีสไปลนมีคาเทากบัหนึ่ง 
 
ตัวอยางที่ 3.4 ให  U  และ ,2=p { } =u  ใหหา ( )2

5
2,3N  

สามารถหา ( )2
5

2,3N  ไดดังนี ้
 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) 8

6
2

5
2,32

1
2

5
1,42

5
0,5

2
1

2
5

1,32
5

0,4

2
5

0,3

0
1
0

===
==

=

NNN
NN

N
 

 
 
และสามารถหา ( )2

5
2,4N  ไดดังนี ้

 
( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) 8

1
2

5
2,42

5
1,52

5
0,6

2
1

2
5

1,42
5

0,5

2
5

0,4

00
0
1

===
==

=

NNN
NN

N
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3.4.3 อนุพันธของฟงกชันพื้นฐานบีสไปลน 
 ให แทนอนุพันธอันดับท  ของฟงกชันพื้นฐานบีสไปลน  
     

 )()(
, uN k
pi  ี่ k

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−
=

+++

−
−+

+

−
−

11

)1(
1,1

)1(
1,)(

, )(
ipi

k
pi

ipi

k
pik

pi uu
N

uu
N

puN  (3.4) 

 
หรือ 

∑
=

−+−
=

k

j
kpjijk

k
pi Na

kp
puN

0
,,

)(
, )!(

!)(  (3.5) 

 
เมื่อ 

kipi

kk
kk

jikjpi

jkjk
jk

ikpi

k
k

uu
a

a

kj
uu

aa
a

uu
a

a

a

+++

−−

++−++

−−−

+−+

−

−
−

=

−=
−

−
=

−
=

=

1

1,1
,

1

1,1,1
,

1

0,1
0,

0,0

1,...,1,

1

  

 
หมายเหต ุ
 จากสมการที่ 3.5 

• 
• ถาตัวหารเปนศูนย นยิามใหมีคาเทากับ 0 

 

3.5 ทฤษฏีเสนโคงบีสไปลน 
 

3.5.1 นิยามของเสนโคงบีสไปลน 
 สมการเสนโคงบีสไปลนดีกร

pk ≤  

ี p  สามารถนิยามไดดวยสมการ 
 

(3.6) 

 

buaPuNuC
n

i
ipi <<= ∑

=

,)()(
0

,  
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เมื่อ 
 คือจําน

{ }iP  คือเซตของจุดควบคุม (Control point) 
 +n วนจุดควบคุม 1

{ })(, uN pi  คือเซตของฟงกชันพื้นฐานบีสไปลนดีกรี p  และกําหนดให knot vector เปนแบบ 
 nonperiodic (nonuniform) ซ่ึงมี knot เปนจํานวน 1+m  โดย 
 

 
 

กําหนดให และเรียกพื้นที่ปดที่เกิดจาก { }iP  1,0 == ba   วา Control point polygon 
 

ขั้นตอนในการหาคาบนเสนโคงบีสไปลนที่พารามิเตอร  ใดๆ มีดังนี้ 
 1. หาวา  อยูในชวงของ knot span ใด 
 2. หาคาฟงกชันพื้นฐานบีสไปลนดีกร

 
  u

 u
ี p   นั้นๆ 

 3. คูณผลลัพธที่ไดจากขอ 2 กับจุดควบคุมตามสมการที่ 3.5 
 

 
 

รูปท่ี 3.4 เสนโคงบีสไปลนดีกรี 5 เมื่อ

ที่ u

 { }1,1,1,1,0,0,0,0=U  

 
ัวอยต างที่ 3.5 จากตัวอยางที่ 3.5 ซ่ึงมี { },5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0=U 2/5=u  และ

ไดu∈

 2=p  
 [ )54 ,uu  และ ( ) ( ) ( ) 8

1
2
5

2,48
6

2
5

2,38
1

2
5

2,2 === NN N  
ะได จ

 
( ) 48

1
38

6
28

1
2
5 PPPC ++=  

 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
+

−−+

+
321321
1

11

1

,...,,,...,,,...,
p

pmp

p

bbuuaaU  

0P  

1P  2P  

3P  
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3.5.2
ถา

 คุณสมบัตขิองเสนโคงบีสไปลน 
 1.  pn =  และ { ,..0=U }1,...,1,0.,  แลว )(uC  คือ Bezier curve 

2.   ปน piecewise polynomial curve เนื่องจาก )(, uN pi  เปน piecewise polynomial 
function และดีกรี 

 )(uC  เ
p , จุดควบคุม 1+n , knot จํานวน 1+m พันธก สัม วยสมการ 1ันด  ++= pnm  

5. และ  
 4. คุณสมบัติที่ไมแปรผันตอการแปลงแบบแอฟไฟน (Affine Invariance) คือ สามารถทําการ
แปลงแบบแอฟไฟนเสนโคงไดโดยทําการแปลงกับจุดควบคุมไดเชนกัน 

5. คุณสมบัติ Strong convex hull คือ เสนโคงจะถูกกําหนดใหอยูภายในจุดควบคุม (control
oint n) หรือพื้น ูปท

0)0( PC =   nPC =)1(

  
[ )pip polygo ที่ที่ เกิดจากจุดควบคุมดังร ี่ 3.7 นั้นคือ ถา  i uuu∈ ,

1−− pm  )  จะถูกควบคุมโดย P ,..  ที่เปนเชนนี้เนื่องจากคุณส
+  เมื่อ 

i แลว (uC i.,− มบัติของ
งกชันพ

 p pi P<≤

ฟ ื้นฐานบีสไปลน 0)(, =uN pj  ที่ pij −<  และ ij > มื่อ  เ [ )1, +∈ i  
บ  คือ หากทําการเปลี่ยนตําแหน  จะมีผลให

i uuu

 6. คุณสม ัติ Local modification scheme ง iP  )(uC  
มีคาเปลี่ยนแปลงเฉพาะชวง [ )1, ++ pii uu  พิจารณารูปท 3.8 เนื่อ ื่อ [ )1, ++∉ pii uuuี่ งจาก 0)(, =uN pi  เม  

 
รูปท่ี 3.5 (a) ฟงกชันพืน้ฐานบีสไปลนดีกรี 5 เมื่อ

3,0N

(a) 

0P  
1P  

2P  3P  

4P  

6P  

 { }1,1,1,1,4
3,2

1,4
1,0,0,0,0=U  

     (b) เสนโคงบีสไปลนดีกร ี5 โดยใชฟงกชันพื้นฐานบีสไปลนรูปที่ 3.5 (a) 

 
(b) 

3,1N  3,2N  3,3N  
3,4N  3,5N  

3,6N  

5P  
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2,0

N 2,3N 2,4N  
N

N  

2,1  2,5  2,2N   
2,6N  

(a) 

1P  2P  

 6P  
5P

0P  

3P  4P  

 
รูปท่ี 3.6 (a) ฟงกชันพืน้ฐานบีสไปลนดีกรี 2 เมื่อ

 (b) 

 { }1,1,1,5
4,5

3,5
2,5

1,0,0,0=U  

           (b) เสนโคงบีสไปลนดีกรี 2 โดยใชฟงกชันพืน้ฐานบีสไปลนรูปที่ 3.6 (a) 
 

 

1=p  

2=p  

3=p  

4=p  

 
รูปท่ี 3.7 คุณสมบัติ Convex hull ของเสนโคงบีสไปลน 
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รูปท่ี 3.8 เสนโคงบีสไปลน โดย

2P  

1P  0P  

3P  

4P  

4P′  

5P  6P  

 { }1,1,1,1,4
3,2

1,4
1,0,0,0,0=U  เมื่อทําการเคลื่อนยายจดุ  

  ไปยังจุด  พบวาเสนโคงจะเปลี่ยนเฉพาะชวง [ )1,4
1

4P   '4P  

 
          7. เสนโคงบีสไปลนสามารถปรับปรุงวิธีการประมาณคาไดโดยวิธีการแทรก knot หรือ degree 
elevation และพบวายิ่งดีกรีมีคานอย เสนโคงบีสไปลนจะยิ่งชิดจุดควบคุม (control point polygon) มาก
ขึ้น ดังร
 8. 

   (a) เสนโคงบีสไปลนดีกร ี9 โดย

ูปที่ 3.9 และ 3.10 
)(uC  มีคุณสมบัติความตอเนื่อง (Continuity) และสามารถหาอนุพันธได (differentiability) 

(a) 

 
รูปท่ี 3.9 เสนโคงบีสไปลน  

(b) 

 { }1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0=U    
{ }    (b) เสนโคงบีสไปลนดีกร ี2 และ 1,1,1,8

7,8  6,8
5,8

4,8
3,8

2,8
1,0,0,0=U
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10 ใชจุดควบคุมเดยีวกนั 

1P  

3 4P  

0P  

2P  

P  

5P  

5
4
3
2
1=p

 

รูปท่ี 3. เสนโคงบีสไปลนที่ดีกรีตางๆกันโดย
 

 

3.5.3 อนุพันธของเสนโคงบสีไปลน  
 ให )()( uC k  แทนอนุพันธอันดับที่ k  ของ )(uC   
 

∑
=

 
หา โดยกําหนดค ที่ตองการหา 
 

เมื่อ   

 

   

  
แทนสมการที่ 3.5 ในสมการที่ 3.6 ได 

=
i

i
k
pi

k PuNC
0

)(
,

)( )(  (3.6) 
n

 )(uC′   u  า

∑
=

=
n

i
ipi PuNuC

0
, )()(  

{
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
+

−−+

+ 1
11

1

1,...,1,,...,,0,...,0
p

pmp

p

uuU 321  
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n
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ipi
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ipi
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PuN

p
uu
PPuNp

uu
PuN

p

uu
PuNp

uu
PuNp

PuN
uu

puN
uu

p

PuNuC

 

  

จากนยิามเรากาํหนดให 0
0
=  0

 ได  
 

( ) ∑∑
−

+
−+ −

− 11

1,1 )(
n

ii
pi N

uu
PPuNp

−

=
−+

= +++

==′
0

1,1
0 11

1 )()(
n

i
ipi

i ipi

QuuC  (3.7) 

เมื่อ                   

  

 

 
11++ −

1

+

+ −
=

i

ii
i u

PPpQ  

นโคงดวยบีสไปลน 

3.6.1 การกําหนดคาพารามิเตอร (

piu

 

3.6 การประมาณเส
 

ku ) 
 กําหนดใหเซตของขอมูล { } nkQk ,...,0, =  กําหนดให ku  เปนพารามิเตอรสําหรับ  และ

ระบบสมการเชิงเส
 kQ

ให { }muuU ,...,0=  จะได น 1+n  ตัวแปรจ นว 1ํา น  +n  ดังสมการที่ 3.8 
 

i

n

i
kpikk uCQ = ( PuN∑

=

=
0

, )()  (3.8) 

 
 พารามิเตอรที่นิยมใชทัว่ไปมีดังนี ้
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1. Equally Spaced

 

1,...,1

100

−==

==

nk
n
ku

uu

k

n

 (3.9) 

 
วิธีนี้ไมเหมาะกับขอมูลที่มีระยะหางระหวางจุดไมเทากนัทั้งหมด 
 

 2. Chord Length  
ห เปนความยาวทั้งหมด 

 
ื่อ 

 d  กําหนดใ
 

∑
=

−−=
n

k
kk QQd

1
1  

เม

1,...,1

10

1
1

0

−=
−

+=

==

−
− nk

d
QQ

uu

uu

kk
kk

n

 (3.10) 

างแพรหลายและเปนพารามิเตอรที่เหมาะสําหรับเสนโคงทุกชนิด ไมวาจะ
เปนเสนโคงเปดหรือเสนโคงปด 

กําหนดให       

 
 วิธีนี้นิยมใชกันอย

 

 3. Centripetal method 

∑ −=
n

QQd  
=

−k 1
k

k
1

เมื่อ 
 

1,...,1

10

1
1

0
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− nk
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QQ

uu

uu

kk
kk

n

 (

ิธีนี้ใหผลดีสําหรับขอมูลที่มีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว 
 

3.11) 

 
ว
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4. Area parameter

∑
=

=
n

k
kQ

n
C

1

1  กําหนดให Center:  

∑
=

−×=
n

k
kk QQa

1
12

1  และ       Area:  

 
เมื่อ 

1,...,1

10

1

=0

= −=
×

1 +

=

− nk
QQ

uu

kk

n

 (3.12) 

  

3.6.2 Knot vector 
 Knot vector มีวิธีการกําหนดหลายรูปแบบ เราสนใจเฉพาะแบบที่เปน non-periodic ือ 
clamped หรือ open) ซ่ึงมีรูปแบบดังนี้ 
 

⎩ ++ 11 pp

 กาํหนดให 

u − a
ukk

โดยพารามิเตอรแบบนี้ เหมาะกับเสนโคงที่มีลักษณะปด และมีคุณสมบัติที่ไมผันแปรเมื่อถูกแปลงแบบ
แอฟไฟน  
 

(หร

{ } { {⎬
⎫

⎨
⎧

== −−+ 110 pmpm bbuuaauuU ,...,,,...,,,...,,...,  (3.13) 
⎭

 
เมื่อ 1−−= pmn  

โดยทั่วไปจะ 0=a  และ 0=b  เชนเมื่อ จะได  

 

3.6.3 หาจุดควบคุมจากการประมาณเสนโคงบีสไปลนดวยวิธี Least Squares Error 
สมมติใหมีขอมูล  และ จะหาเสนโคงบีสไปลนดีกรี

6,2 == np  

}{= 5 5 5 4 3 2 1 0 0 01/5U  

 )(,...,0 nmQQ m >   p  pnp ≥≥ ,1

แบบ Non-rational ไดจากสมการ 
 

(3.14) buaPuNuC
n

i
ipi <<= ∑

=

,)()(
0

,  
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ซ่ึงมีคุณ

• ะ

สมบัติดังนี ้

00 )0( PCQ ==  แล  nm PCQ == )1(  

• ที่จุดของขอมูล อ่ืนๆจะถูกประมาณและมีผลรวมของคาผิดพลาดกําลังสองเปน  kQ  
 

( )∑
−

=

−=
1
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 คาผิดพลาด  จะมีคานอยที่สุดขึ้นกับจํานวนของจุดควบคุมที่เปนตัวแปรจํานวน
 

 2ε  1+n  ตัว
แปร และ { }ku  ซ่ึงเปนคาพารามิเตอรที่ไดคํานวณไวแลว 
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จากสมการที่ 3.15  
 

 

หา 2ε  ที่นอยที่สุดโดยหาอนุพันธอันดับหนึ่งของฟงกชัน 2ε  เทียบกับ lP  เมื่อ 1 1,..., −=l n  
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นศูนย จะได 

 
ใหสมการที่ 3.16 เป
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หรือ
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จากสมการที่ 3.18 เปนสมการเชิงเสน 1 สมการที่ประกอบดวยตัวแปรคือ ฉะนั้นให 

= ะ
 11,..., −nPP  

1−nl  จะไดร บบสมการที่มีสมการทั้งหมด 1,...,1 −n  สมการซึ่งมีตัวแปร 1−n  ตวัแ และ
สามารถเขีย นรูปเมตริกซดังนี ้

ปร 
นใ

 

( ) RPNN T =  (3.19) 
 

( ) RNNP T 1−
=  (3.20) 

 
 ( ) ( )11 −×− nm  เมื่อ N  เปนเมตรกิซขนาด

 
 
และ R  เปนคอลัมนเวคเตอรขนาด ( )1−n  
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 ฉะนั้นเราสามารถหาคา ( )zyx PPP  ไดจากสมการที ่ 3.20 เมื่อทราบเมตริกซสัมประสิทธิ์และ 
( )zyx RRR   


