
บทที่ 3 

เสนโคงบสีไปลน 
 

3.1 เสนโคงแบบสไปลน 
 เสนโคงแบบ Spline คือเสนโคงที่มีลักษณะแบงออกเปนชวงๆ ซ่ึงสมการของเสนในแตละ
สวนสามารถแสดงไดโดยสมการของโพลิโนเมียลอันดับที่ n    โดยสมการของเสนโคง Spline ในแตละ
ชวงจะมีสมการดังนี้ [15] 
 

01
2

2

01
2

2

)(

)(

bububuy

auauaux

++=

++=
 (3.1) 

 
 
 ตัวแปร  ,  ,  ,  ,  และ b  นั้นจะเปนคาสัมประสิทธที่เปนคาคงที่   โดยจะเปนคา
ของจุดควบคุมบนเสนโคงแบบ Spline ซ่ึงจะมีผลตอการเปลี่ยนแปลงรูปรางของเสนโคงหากวา
ตําแหนงของจุดควบคุมมีการเปลี่ยนแปลง 

2a 1a 0a 2b 1b 0

 

3.2 เสนโคงแบบบีสไปลน 
 สําหรับเสนโคงแบบ  ฺB-Spline นี้จะมีลักษณะเชนเดียวกับเสนโคงแบบ Spline คือเปนเสนโคง
ที่สรางเสนโคงยอยๆในแตละชวงแตลักษณะเดนของเสนโคงแบบ  ฺB-Spline นั้นคือการเปลี่ยนแปลงคา
ของสัมประสิทธหรือก็คือการยายตําแหนงของจุดควบคุมนั้นจะสงผลกระทบตอรูปรางของเสนโคง
เฉพาะในบริเวณใกลเคียงจุดควบคุมเทานั้นซึ่งเรียกคุณสมบัติลักษณะนี้วา local support ซ่ึงคุณสมบัตินี้
ชวยใหเสนโคงแบบ  ฺB-Spline สามารถทําการเปลี่ยนแปลงรูปรางไดงายเนื่องจากสามารถทําการแกไข
รูปรางของสวนโคงในบริเวณใกลเคียงจุดควบคุมจุดใดจุดหนึ่งไดโดยไมสงผลกระทบตอรูปรางของ
เสนโคงโดยรวมทั้งหมด 
 โดยเสนโคงยอยเหลานี้จะถูกสรางโดยการใชโพลิโนเมียลอันดับที่ n   โดยคา n นี้จะมี
ผลกระทบตอความเรียบของเสนโคงที่สรางขึ้น   โดยการตรวจสอบความเรียบของเสนโคงนั้นสามารถ
ทําไดโดยการหาคาอนุพันธของสมการเสนโคงที่สรางขึ้น 
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 3.3 การสรางเสนโคงแบบบีสไปลนโดยการใช Knot Vector 
 กระบวนการใช Knot Vector นั้นจะเปนกระบวนการในลักษณะที่มีการวนทําซ้ําๆเพื่อท่ีจะทํา
การประมาณคาของจุดตางๆบนเสนโคงในแตละชวง   โดยวิธีการนี้ถูกคิดคนโดย Boehm โดยคาของ 
Knot Vector จะมีลักษณะดังนี้ 

{ }2210 ,.......,, −+ nLuuu  
โดย n คือ ลําดับ (order) ของสมการเสนโคง   สวนคาตางๆภายใน Knot Vector จะมีคาได

หลายคาโดยคาบางคาอาจซ้ํากันหรือคาทั้งหมดใน Knot Vector อาจมีคาแตกตางกันหมดก็ได    
หากสมมุติให Knot Vector   มีคาเปน iu 220 ,......., −+= nli uuu คาของ Knot Vector ที่มีผล

ตอรูปรางรูปรางของเสนโคงที่คือ Knot Vector ในชวง [ ]−n uu

}

11 ,......., −+nL  โดยเรียกคาในชวงนี้วา 
Domain Knot หากคาของ Knot Vector ลําดับใดๆในชวง Domain Knot มีคาที่ซํ้ากันหรือ 
ซ่ึงคา r คือคาจํานวนการซ้ํากันของคาบน Domain Knot หากคาบน Domain Knot ไมมีการซ้ํากันเลยคา 
r จะเทากับ 1   และคา L คือคาจํานวนชวงของ Domain Knot   ซ่ึงสมการความสัมพันธของคา L และ r 
จะเปนดังนี้ 

1−+= rii uu

∑
−+

−=

+=
1

1
1

nL

ni
i Lr  (3.2) 

 

3.4 ฟงกชันพื้นฐานบีสไปลน (B-Spline Basis Functions) 
 

 3.4.1 นิยามของฟงกชันพื้นฐานบีสไปลน  
 ฟงกชันพื้นฐานบีสไปลนสามารถหาไดหลายวิธี เชน วิธี divided difference ของอนุกรมกําลัง 
วิธี blossoming และวิธี recurrence formula โดย deBoor, Cox และ Mansfield ในงานวิจัยนี้เลือกใชวิธี 
recurrence formula เนื่องจากเปนวิธีที่สะดวกในการคํานวณดวยคอมพิวเตอร[16] 
 ให  คือ knot vector และเปนเซตของจํานวนจริงที่มีคาไมลดลงหรือ 

 เมื่อ  และ  คือ knot 
{ muuU ,...,0=

1+≤ ii uu 1,...,0 −= mi iu

 ฟงกชันพื้นฐานบีสไปลนลําดับที่ i  ซ่ึงมีดีกรี p )1( += porder  สามารถแทนดวยสัญลักษณ 
 ซ่ึงถูกนิยามดวยสมการดังนี้ )(, uN pi

 

⎩
⎨
⎧ ≤≤

= +

otherwise
uuu

uN ii
i 0

,1
)( 1

0,  

)()()( 1,1
11

1
1,, uN
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(3.3) 
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หมายเหตุ

•  เปนฟงกชันขั้นบันไดที่มีคาเทากับหนึ่งในชวงพารามิเตอร )(0, uNi [ )1, +∈ ii uuu  

• สําหรับ   สามารถหา   ไดจากการบวกแบบเชิงเสนของฟงกชันพื้นฐาน 
บีสไปลนดีกรี  สองฟงกชัน 

0>p )(, uN pi

1−p

• จากสมการที่ 3.1  ถามีคาเปน 0
0  นิยามใหมีผลลัพธเปน 0 

• เรียกชวง  วา knot span ลําดับที่  ซ่ึงอาจมีขนาดเปนศูนยก็ได [ )1, +ii uu i

• การคํานวณหาคาฟงกชันที่ดกีรี  สามารถพิจารณาจากแผนภูมิดังนี ้p

MMMM
3,12,21,30,4

3,02,11,20,3

2,01,10,2

1,00,1

0,0

NNNN
NNNN

NNN
NN

N

 

 
 
ตัวอยางที่ 3.1 กําหนดให { }1,1,1,0,0,0 543210 ======= uuuuuuU  และ  ให
คํานวณหาฟงกชันพื้นฐานบสีไปลนดีกรี 0, 1 และ 2 

2=p
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otherwise
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otherwise
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0,40,31,3

0,30,21,2

0,20,11,1

0,10,01,0
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( )

( )

otherwise
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NuNuN
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otherwise
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ตัวอยางที่ 3.2 กําหนดให 

{ }5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0 109876543210 ============ uuuuuuuuuuuU  และ 
 คํานวณหาฟงกชันพื้นฐานบสีไปลนดีกรี 0, 1 และ 2 2=p
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0,2N  

0,4N  0,5N  

0,7N  

0,3N  

 
 

รูปท่ี 3.1 ฟงกชันพืน้ฐานบีสไปลนดีกรี 0 เมื่อ { }5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0=U  
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1,1N  1,2N  1,3N  1,4N  

1,5N  1,6N  1,7N  

 
 

รูปท่ี 3.2 ฟงกชันพืน้ฐานบีสไปลนดีกรี 1 เมื่อ { }5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0=U  
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2,0N  
2,1N  2,2N  2,3N  

2,4N  
2,5N  

2,6N  

2,7N  

 
 

รูปท่ี 3.3 ฟงกชันพืน้ฐานบีสไปลนดีกรี 2 เมื่อ { }5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0=U  
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3.4.2 คุณสมบัตขิองฟงกชนัพื้นฐานบีสไปลน 
 คุณสมบัติที่ สําคัญของฟงกชันพื้นฐานบีสไปลนเหลานี้ สามารถกําหนดคุณสมบัติทาง
เรขาคณิตของเสนโคงบีสไปลนและพื้นผิวบีสไปลนได กําหนดใหฟงกชันพื้นฐานบีสไปลนมีดีกรี p

และมี knot vector  { }muuU ,...,0=

 1.  เมื่อ 0)(, =uN pi [ )1, ++∉ pii uuu  เรียกคุณสมบัตินี้วาเปน Local support สามารถแสดงได
ดวยแผนภูมิดังนี้ 
 

3,12,21,30,4

2,11,20,3

1,10,2

0,1

NNNN
NNN

NN
N

  
 
     พบวา  เกิดจากผลรวมของ  นั้นคือ 3,1N 0 0,40,30,20,1 ,,, NNNN 3,1 ≠N  เมื่อ u  [ 51,uu )∈

 2. ในชวง knot span, [ )1, +jj uu  ใดๆ จะมี  ที่มีคาไมเปนศูนยทั้งหมด  ฟงกชัน คือ 
 เชน บนชวง [  จะมีฟงกชันที่ดีกรี 0 ซ่ึงมีคาไมเปนศูนยเพียง 1 ฟงกชันคอื  

จะไดวาฟงกชันที่ดีกรี 5 และมีคาไมเทากับศูนย ไดแก   

p,

3

≥up

iN 1+p

pjppj NN ,, ,...,− )43 ,uu 0,3N

,33,0 ,..., NN

 

3,3

3,22,3

3,12,21,30,4

3,02,11,20,3

0,2

N
NN
NNNN
NNNN

N

 

3u  4u  

 
 

 3. ,Ni  สําหรับทุกคา 0)( pi  และ u  , )0( ≥u

 4. สําหรับชวง knot span, [ )1, +jj uu  ใดๆ ได  ∑
−=

=
i

pij
pj uN 1)(,

 5. อนุพันธของ  จะถูกนิยามในแตละชวง knot span และท่ี knot ใดๆ  
สามารถหาอนุพันธไดถึง  เมื่อ k  เปนจํานวน knot ที่มีคาซํ้ากัน 

)(, uN pi )(, uN pi

kp −
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ตัวอยางที่ 3.3 ให   และ ,2=p { }5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0=U 2/5=u

5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0= 2/5

 (ดงัรูปที่ 3.5) ได ดังนั้น 
 จะหา  ไดดังนี้ 

4=i

[ )54 ,uuu∈ 0)(2, ≥uNi
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แทน  ในผลลัพธที่ไดจากตวัอยางที่ 3.2 จะได 2/5=u
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จะสังเกตไดวา ที่ดีกรีใดๆผลรวมของฟงกชันพื้นฐานบีสไปลนมีคาเทากบัหนึ่ง 
 
ตัวอยางที่ 3.4 ให  U  และ ,2=p { } =u  ใหหา ( )2

5
2,3N  

สามารถหา ( )2
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2,3N  ไดดังนี ้
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และสามารถหา ( )2

5
2,4N  ไดดังนี ้
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3.4.3 อนุพันธของฟงกชันพื้นฐานบีสไปลน 
 ให แทนอนุพันธอันดับท  ของฟงกชันพื้นฐานบีสไปลน  
     

 )()(
, uN k
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หรือ 
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เมื่อ 
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หมายเหต ุ
 จากสมการที่ 3.5 

• 
• ถาตัวหารเปนศูนย นยิามใหมีคาเทากับ 0 

 

3.5 ทฤษฏีเสนโคงบีสไปลน 
 

3.5.1 นิยามของเสนโคงบีสไปลน 
 สมการเสนโคงบีสไปลนดีกร

pk ≤  

ี p  สามารถนิยามไดดวยสมการ 
 

(3.6) 

 

buaPuNuC
n

i
ipi <<= ∑

=

,)()(
0

,  
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เมื่อ 
 คือจําน

{ }iP  คือเซตของจุดควบคุม (Control point) 
 +n วนจุดควบคุม 1

{ })(, uN pi  คือเซตของฟงกชันพื้นฐานบีสไปลนดีกรี p  และกําหนดให knot vector เปนแบบ 
 nonperiodic (nonuniform) ซ่ึงมี knot เปนจํานวน 1+m  โดย 
 

 
 

กําหนดให และเรียกพื้นที่ปดที่เกิดจาก { }iP  1,0 == ba   วา Control point polygon 
 

ขั้นตอนในการหาคาบนเสนโคงบีสไปลนที่พารามิเตอร  ใดๆ มีดังนี้ 
 1. หาวา  อยูในชวงของ knot span ใด 
 2. หาคาฟงกชันพื้นฐานบีสไปลนดีกร

 
  u

 u
ี p   นั้นๆ 

 3. คูณผลลัพธที่ไดจากขอ 2 กับจุดควบคุมตามสมการที่ 3.5 
 

 
 

รูปท่ี 3.4 เสนโคงบีสไปลนดีกรี 5 เมื่อ

ที่ u

 { }1,1,1,1,0,0,0,0=U  

 
ัวอยต างที่ 3.5 จากตัวอยางที่ 3.5 ซ่ึงมี { },5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0=U 2/5=u  และ

ไดu∈

 2=p  
 [ )54 ,uu  และ ( ) ( ) ( ) 8

1
2
5

2,48
6

2
5

2,38
1

2
5

2,2 === NN N  
ะได จ

 
( ) 48

1
38

6
28

1
2
5 PPPC ++=  

 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
+

−−+

+
321321
1

11

1

,...,,,...,,,...,
p

pmp

p

bbuuaaU  

0P  

1P  2P  

3P  
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3.5.2
ถา

 คุณสมบัตขิองเสนโคงบีสไปลน 
 1.  pn =  และ { ,..0=U }1,...,1,0.,  แลว )(uC  คือ Bezier curve 

2.   ปน piecewise polynomial curve เนื่องจาก )(, uN pi  เปน piecewise polynomial 
function และดีกรี 

 )(uC  เ
p , จุดควบคุม 1+n , knot จํานวน 1+m พันธก สัม วยสมการ 1ันด  ++= pnm  

5. และ  
 4. คุณสมบัติที่ไมแปรผันตอการแปลงแบบแอฟไฟน (Affine Invariance) คือ สามารถทําการ
แปลงแบบแอฟไฟนเสนโคงไดโดยทําการแปลงกับจุดควบคุมไดเชนกัน 

5. คุณสมบัติ Strong convex hull คือ เสนโคงจะถูกกําหนดใหอยูภายในจุดควบคุม (control
oint n) หรือพื้น ูปท

0)0( PC =   nPC =)1(

  
[ )pip polygo ที่ที่ เกิดจากจุดควบคุมดังร ี่ 3.7 นั้นคือ ถา  i uuu∈ ,

1−− pm  )  จะถูกควบคุมโดย P ,..  ที่เปนเชนนี้เนื่องจากคุณส
+  เมื่อ 

i แลว (uC i.,− มบัติของ
งกชันพ

 p pi P<≤

ฟ ื้นฐานบีสไปลน 0)(, =uN pj  ที่ pij −<  และ ij > มื่อ  เ [ )1, +∈ i  
บ  คือ หากทําการเปลี่ยนตําแหน  จะมีผลให

i uuu

 6. คุณสม ัติ Local modification scheme ง iP  )(uC  
มีคาเปลี่ยนแปลงเฉพาะชวง [ )1, ++ pii uu  พิจารณารูปท 3.8 เนื่อ ื่อ [ )1, ++∉ pii uuuี่ งจาก 0)(, =uN pi  เม  

 
รูปท่ี 3.5 (a) ฟงกชันพืน้ฐานบีสไปลนดีกรี 5 เมื่อ

3,0N

(a) 

0P  
1P  

2P  3P  

4P  

6P  

 { }1,1,1,1,4
3,2

1,4
1,0,0,0,0=U  

     (b) เสนโคงบีสไปลนดีกร ี5 โดยใชฟงกชันพื้นฐานบีสไปลนรูปที่ 3.5 (a) 

 
(b) 

3,1N  3,2N  3,3N  
3,4N  3,5N  

3,6N  

5P  
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2,0

N 2,3N 2,4N  
N

N  

2,1  2,5  2,2N   
2,6N  

(a) 

1P  2P  

 6P  
5P

0P  

3P  4P  

 
รูปท่ี 3.6 (a) ฟงกชันพืน้ฐานบีสไปลนดีกรี 2 เมื่อ

 (b) 

 { }1,1,1,5
4,5

3,5
2,5

1,0,0,0=U  

           (b) เสนโคงบีสไปลนดีกรี 2 โดยใชฟงกชันพืน้ฐานบีสไปลนรูปที่ 3.6 (a) 
 

 

1=p  

2=p  

3=p  

4=p  

 
รูปท่ี 3.7 คุณสมบัติ Convex hull ของเสนโคงบีสไปลน 
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รูปท่ี 3.8 เสนโคงบีสไปลน โดย

2P  

1P  0P  

3P  

4P  

4P′  

5P  6P  

 { }1,1,1,1,4
3,2

1,4
1,0,0,0,0=U  เมื่อทําการเคลื่อนยายจดุ  

  ไปยังจุด  พบวาเสนโคงจะเปลี่ยนเฉพาะชวง [ )1,4
1

4P   '4P  

 
          7. เสนโคงบีสไปลนสามารถปรับปรุงวิธีการประมาณคาไดโดยวิธีการแทรก knot หรือ degree 
elevation และพบวายิ่งดีกรีมีคานอย เสนโคงบีสไปลนจะยิ่งชิดจุดควบคุม (control point polygon) มาก
ขึ้น ดังร
 8. 

   (a) เสนโคงบีสไปลนดีกร ี9 โดย

ูปที่ 3.9 และ 3.10 
)(uC  มีคุณสมบัติความตอเนื่อง (Continuity) และสามารถหาอนุพันธได (differentiability) 

(a) 

 
รูปท่ี 3.9 เสนโคงบีสไปลน  

(b) 

 { }1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0=U    
{ }    (b) เสนโคงบีสไปลนดีกร ี2 และ 1,1,1,8

7,8  6,8
5,8

4,8
3,8

2,8
1,0,0,0=U
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10 ใชจุดควบคุมเดยีวกนั 

1P  

3 4P  

0P  

2P  

P  

5P  

5
4
3
2
1=p

 

รูปท่ี 3. เสนโคงบีสไปลนที่ดีกรีตางๆกันโดย
 

 

3.5.3 อนุพันธของเสนโคงบสีไปลน  
 ให )()( uC k  แทนอนุพันธอันดับที่ k  ของ )(uC   
 

∑
=

 
หา โดยกําหนดค ที่ตองการหา 
 

เมื่อ   

 

   

  
แทนสมการที่ 3.5 ในสมการที่ 3.6 ได 

=
i

i
k
pi

k PuNC
0

)(
,

)( )(  (3.6) 
n

 )(uC′   u  า

∑
=

=
n

i
ipi PuNuC

0
, )()(  

{
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
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p
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จากนยิามเรากาํหนดให 0
0
=  0

 ได  
 

( ) ∑∑
−

+
−+ −

− 11

1,1 )(
n

ii
pi N

uu
PPuNp

−

=
−+

= +++

==′
0

1,1
0 11

1 )()(
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i
ipi

i ipi

QuuC  (3.7) 

เมื่อ                   

  

 

 
11++ −

1

+

+ −
=

i

ii
i u

PPpQ  

นโคงดวยบีสไปลน 

3.6.1 การกําหนดคาพารามิเตอร (

piu

 

3.6 การประมาณเส
 

ku ) 
 กําหนดใหเซตของขอมูล { } nkQk ,...,0, =  กําหนดให ku  เปนพารามิเตอรสําหรับ  และ

ระบบสมการเชิงเส
 kQ

ให { }muuU ,...,0=  จะได น 1+n  ตัวแปรจ นว 1ํา น  +n  ดังสมการที่ 3.8 
 

i

n

i
kpikk uCQ = ( PuN∑

=

=
0

, )()  (3.8) 

 
 พารามิเตอรที่นิยมใชทัว่ไปมีดังนี ้
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1. Equally Spaced

 

1,...,1

100

−==

==

nk
n
ku

uu

k

n

 (3.9) 

 
วิธีนี้ไมเหมาะกับขอมูลที่มีระยะหางระหวางจุดไมเทากนัทั้งหมด 
 

 2. Chord Length  
ห เปนความยาวทั้งหมด 

 
ื่อ 

 d  กําหนดใ
 

∑
=

−−=
n

k
kk QQd

1
1  

เม

1,...,1

10

1
1

0

−=
−

+=

==

−
− nk

d
QQ

uu

uu

kk
kk

n

 (3.10) 

างแพรหลายและเปนพารามิเตอรที่เหมาะสําหรับเสนโคงทุกชนิด ไมวาจะ
เปนเสนโคงเปดหรือเสนโคงปด 

กําหนดให       

 
 วิธีนี้นิยมใชกันอย

 

 3. Centripetal method 

∑ −=
n

QQd  
=

−k 1
k

k
1

เมื่อ 
 

1,...,1
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1
1
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− nk

d
QQ

uu

uu
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kk

n

 (

ิธีนี้ใหผลดีสําหรับขอมูลที่มีการเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็ว 
 

3.11) 

 
ว
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4. Area parameter

∑
=

=
n

k
kQ

n
C

1

1  กําหนดให Center:  

∑
=

−×=
n

k
kk QQa

1
12

1  และ       Area:  

 
เมื่อ 

1,...,1

10

1

=0

= −=
×

1 +

=

− nk
QQ

uu

kk

n

 (3.12) 

  

3.6.2 Knot vector 
 Knot vector มีวิธีการกําหนดหลายรูปแบบ เราสนใจเฉพาะแบบที่เปน non-periodic ือ 
clamped หรือ open) ซ่ึงมีรูปแบบดังนี้ 
 

⎩ ++ 11 pp

 กาํหนดให 

u − a
ukk

โดยพารามิเตอรแบบนี้ เหมาะกับเสนโคงที่มีลักษณะปด และมีคุณสมบัติที่ไมผันแปรเมื่อถูกแปลงแบบ
แอฟไฟน  
 

(หร

{ } { {⎬
⎫

⎨
⎧

== −−+ 110 pmpm bbuuaauuU ,...,,,...,,,...,,...,  (3.13) 
⎭

 
เมื่อ 1−−= pmn  

โดยทั่วไปจะ 0=a  และ 0=b  เชนเมื่อ จะได  

 

3.6.3 หาจุดควบคุมจากการประมาณเสนโคงบีสไปลนดวยวิธี Least Squares Error 
สมมติใหมีขอมูล  และ จะหาเสนโคงบีสไปลนดีกรี

6,2 == np  

}{= 5 5 5 4 3 2 1 0 0 01/5U  

 )(,...,0 nmQQ m >   p  pnp ≥≥ ,1

แบบ Non-rational ไดจากสมการ 
 

(3.14) buaPuNuC
n

i
ipi <<= ∑

=

,)()(
0

,  
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ซ่ึงมีคุณ

• ะ

สมบัติดังนี ้

00 )0( PCQ ==  แล  nm PCQ == )1(  

• ที่จุดของขอมูล อ่ืนๆจะถูกประมาณและมีผลรวมของคาผิดพลาดกําลังสองเปน  kQ  
 

( )∑
−

=

−=
1

1

22
m

k
kk uCQε  (3.15) 

 คาผิดพลาด  จะมีคานอยที่สุดขึ้นกับจํานวนของจุดควบคุมที่เปนตัวแปรจํานวน
 

 2ε  1+n  ตัว
แปร และ { }ku  ซ่ึงเปนคาพารามิเตอรที่ไดคํานวณไวแลว 

 
       

  
 

กําหนดให 
 

 
จากสมการที่ 3.15  
 

 

หา 2ε  ที่นอยที่สุดโดยหาอนุพันธอันดับหนึ่งของฟงกชัน 2ε  เทียบกับ lP  เมื่อ 1 1,..., −=l n  
ด ไ
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นศูนย จะได 

 
ใหสมการที่ 3.16 เป
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1

∑
−

−
m

( ) ( ) ( ) 0
1

1

1

1
,,

1
, ∑∑

−

=

−

==

=⋅+⋅
m

k

n

i
ikpikpl

k
kpl PuNuNRuN  (3.17) 

หรือ

k

 

( ) ( ) ( )∑∑ ∑
−− − ⎞⎛ 11 1 mn m
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⎜
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⋅
1

,
1 1
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kkpli
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kpikpl RuNPuNuN  (3.18) 

  
จากสมการที่ 3.18 เปนสมการเชิงเสน 1 สมการที่ประกอบดวยตัวแปรคือ ฉะนั้นให 

= ะ
 11,..., −nPP  

1−nl  จะไดร บบสมการที่มีสมการทั้งหมด 1,...,1 −n  สมการซึ่งมีตัวแปร 1−n  ตวัแ และ
สามารถเขีย นรูปเมตริกซดังนี ้

ปร 
นใ

 

( ) RPNN T =  (3.19) 
 

( ) RNNP T 1−
=  (3.20) 

 
 ( ) ( )11 −×− nm  เมื่อ N  เปนเมตรกิซขนาด

 
 
และ R  เปนคอลัมนเวคเตอรขนาด ( )1−n  
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ละ 

 
หมายเหตุ
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 ฉะนั้นเราสามารถหาคา ( )zyx PPP  ไดจากสมการที ่ 3.20 เมื่อทราบเมตริกซสัมประสิทธิ์และ 
( )zyx RRR   


