
 

 

บทที่ 3 

 ทฤษฏีการสรางภาพตัดขวางแบบกรวย 
 

3.1  บทนํา 
       ขั้นตอนการคํานวณที่ใชในการสรางภาพตัดขวางแบบกรวยในวิทยานิพนธนี้จะกลาวถึงเฉพาะ
วิธีของเฟลแคมป (Feldkamp cone-beam )  ซ่ึงเปนการวิเคราะหทางเดินลําแสงแบบกรวย หรือ 3 
มิติ  โดยหลักการของเฟลแคมปนั้น มาจากการพิสูจนทางเรขาคณิตของทางเดินลําแสงแบบพัด 
(Fan-beam) หรือแบบ 2 มิติ  ดังรูปที่ 3.1 ดังนั้นในบทนี้จึงขอกลาวถึงทฤษฎีทางเรขาคณิตและการ
สรางภาพตัดขวางจากโปรเจคชันแบบพัดกอน ตอจากนั้นจึงเปนการวิเคราะหเรขาคณิตและการ
สรางภาพตัดขวางจากจากโปรเจคชันแบบกรวย  
 

 
 
 
 
 
  
 
                                           (a)                                                                    (b) 

รูปท่ี 3.1  เสนทางเดินของลําแสง (a) แบบพัด และ (b) แบบกรวย 
 

3.2  การสรางภาพตัดขวางจากโปรเจคชันแบบพัด 
       การวิเคราะหเรขาคณิตของทางเดินลําแสงแบบพัด จะขึ้นอยูกับลักษณะทางกายภาพของหัววัด
เอ็กซเรยโดยตรง ในที่นี้เราจะกลาวถึง หัววัดเอ็กซเรยแบบระนาบโคง และหัววัดเอ็กซเรยแบบ
ระนาบตรง ผลดังกลาวทําใหทางเดินของลําแสงแบบพัดแบงไดเปน 2 รูปแบบคือ[11][12] 
  

       3.2.1  มุมระหวางเสนลําแสงเทากัน (Equiangular ray)  
       กําหนดให )(sRβ  เปนขอมูลโปรเจคชันแบบพัด (Fan projection) ดังรูปที่ 3.2 ซ่ึง β  เปนมุมที่
ทํากับแกน y  พิจารณาเสนลําแสง SA  ถาขอมูลโปรเจคชันถูกสรางจากทางเดินลําแสงเปนแบบ
ขนาน ดังนั้นเสนลําแสง SA  จะเปนเสนลําแสงเสนหนึ่งของโปรเจคชัน )(tPθ  ซ่ึงมุม θ  และระยะ 
t  สามารถเขียนไดเปน 
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 λβθ +=  , γsinDt =                           (3.1)  
 
เมื่อ D  คือระยะหางระหวางแหลงกําเนิดเอ็กซเรย S  ถึงจุดกําเนิด O  จากสมการที่ (3.1)  และ
สมการโปรเจคชันแบบขนาน (2.14) ในบทที่ 2 เราสามารถเขียนสมการการสรางภาพตัดขวาง
สําหรับทางเดินลําแสงแบบพัดใหมไดเปน 
 

                                       ∫ ∫
−

+=
π

θ θθθ
0

)sincos()(),(
m

m
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dtdyxhtPyxf                (3.2) 

 

 
รูปท่ี 3.2  ขอมูลโปรเจคชันเมื่อวิเคราะหทางเดินลําแสงแบบพัดที่มีมุมระหวางเสนรังสีเทากัน 

 
โดยที่ mt  คือระยะขอบเขตบนแกนตัวรับเอ็กซเรย โดยสมการที่ (3.2) นี้เปนการกําหนดชวงมุม
โปรเจคชันอยูระหวาง 0 ถึง 180 องศา อยางไรก็ตามหากตองการใชขอมูลโปรเจคชันที่มากกวาคือ 
ระหวาง 0 ถึง 360 องศา ดังนั้นเขียนสมการ (3.2) ไดใหมคือ 
 

                                    ∫ ∫
−

+=
π

θ θθθ
2

0

)sincos()(
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dtdyxhtPyxf                             (3.3)  

                             
จากรูปที่ 3.3 ที่พิกัด ),( yx  หรือที่จุด C  สามารถเขียนใหอยูในระบบแกนเชิงขั้ว ),( φr  ไดเปน 
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                                                   φcosrx =  , φsinry =                (3.4) 
 
ดังนั้นสมการที่ (3.3) เขียนใหอยูในรูปแกนเชิงขั้วไดเปน 
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dtdtrhtPrf                (3.5) 

 
จากความสัมพันธในสมการที่ (3.1) จะได 
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รูปท่ี 3.3  เรขาคณิตของทางเดินลําแสงแบบพัดที่มีมุมระหวางเสนรังสีเทากัน 

 
       โดยที่ βγγθ ddDdtd cos=  สําหรับชวงขอบเขต γ−  ถึง γπ −2  สําหรับ β  จะครอบคลุม
มุมโปรเจคชัน 360 องศา และ β  เปนฟงกชันที่เปนคาบอาจแทนไดดวย 0 ถึง π2 สวน 

)/(sin 1 Dtm
−  จะมีคาเทากับ γ  สําหรับขอบเขตของเสนลําแสง  ดังรูปที่ 3.2 คือ SE  ดังนั้นอาจ

เขียนขอบเขตไดใหมเปน mγ  และ m−γ  ตามลําดับ สําหรับเทอมโปรเจคชัน )sin( γγβ DP +  จะเปน
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ผลมาจากเสนลําแสง SA  การโปรเจคชันแบบขนาน )(tPθ  ซ่ึงทําใหเกิดโปรเจคชันแบบพัด 
)(γβR  สมการที่ (3.6) สามารถเขียนใหมไดเปน 

 

                     ∫ ∫
−

−−+=
π γ

γ
β βγγγφγβγφ

2

0

cos)sin)cos(()(
2
1),(

m

m

ddDDrhRrf                  (3.7) 

 
พารามิเตอรในฟงกชัน h  สามารถกระจายไดเปน 
 
                γφβγφβγφγβ sin))sin((cos)cos(sin)cos( DrrDr +−−−=−−+            (3.8) 
 
ให L  เปนระยะหางระหวางแหลงกําเนิดเอ็กซเรย S  ถึงจุด ),( yx  หรือ ),( φr  ในระบบแกนเชงิขัว้ 
และแทนดวยจุด C  ในรูป 3.3 ซ่ึง L  เปนฟงกชันของตัวแปร 3 ตัวคือ βφ,,r  กําหนดให γ ′  เปน
มุมของเสนลําแสงที่ผานจุดนี้ ),( φr  จะสามารถแสดงไดวา 
 
                                    )sin(cos φβγ −+=′ rDL , )cos(sin φβγ −=′ rL                         (3.9) 
 

                           [ ] [ ]22 )cos()sin(),,( φβφββφ −+−+= rrDrL                                 (3.10) 
 

และ                                            ⎥
⎦

⎤
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−
=′

)sin(
)cos(tan
ϕβ

φβ
rD

rr                                                 (3.11) 

 
นําสมการ (3.9) แทนใน (3.8) ได 
 
                                         )sin(sin)cos( γγγφγβ −′=−−+ LDr                                    (3.12) 
 
และนําไปแทนใน (3.7) จะได 
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ddDLhRrf                          (3.13) 

 
       สําหรับฟงกช่ัน )sin(( γγ −′Lh  เปนเทอมของการฟลเตอรในรูปของ )(th  ซ่ึงเปนเทอมการ
แปลงกลับฟูเรียรของ ω  ในโดเมนความถี่ 
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                                                        ωω πω deth tj 2)( ∫
∞

∞−

=                                                 (3.14) 

 
เพราะฉะนั้น 
 

 ωωγ γπω deLh tj sin2)sin( ∫
∞

∞−

=                                          (3.15) 

 
กําหนด ω′  ใหมเปน 
 

            
γ

γωω sinL
=′                                                         (3.16) 

 
สมการที่ (3.15) สามารถเขียนใหมไดเปน 
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สมการที่ (3.13) เขียนไดเปน 
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โดยที่                                                 )(
sin2

1)(
2

γ
γ

γγ hg ⎥
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⎡
=                                                 (3.19) 

 
ดังนั้นสมการที่ (3.18)  สามารถเขียนใหมไดเปน 
 

                                                  ∫ ′=
π

β βγφ
2

0
2 )(1),( dQ

L
rf                                                     (3.20) 

 
โดยที่                                           )()()( γγγ ββ gRQ ∗′=                                                       (3.21) 
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  และ                                         γγγ ββ cos)()( ⋅⋅=′′ DRR                                                   (3.22) 
 
สมการที่ (3.20) ถึง (3.22) เปนสมการที่ใชสรางภาพตัดขวางจากโปรเจคชันแบบพัดเมื่อมุมระหวาง
เสนลําแสงมีคาเทากัน 
 

       3.2.2  ระยะระหวางเสนลําแสงเทากนั (Equally space collinear detectors) 
       กําหนดให )(sRβ  เปนขอมูลโปรเจคชันแบบพัด โดยที่มุมภายในระหวางเสนลําแสงมี
ระยะหางเทาๆกัน 
 

 
รูปท่ี 3.4  ขอมูลโปรเจคชันเมื่อวิเคราะหทางเดินลําแสงแบบพัดที่มีระยะระหวางเสนรังสีเทากัน 

 
       จากรูปที่ 3.4 ให 21DD ′′  เปนแกนเสมือนของหัววัดเอ็กซเรย ซ่ึงตัดผานจุดหมุนหรือจุดกําเนิด 
O  ถาใหเสนลําแสงจากแหลงกําเนิดเอ็กซเรยไปยังฉากรับ SB  ซ่ึงกระทบจุด A  บนแกนสมมติ 

21DD ′′  จะเห็นไดวาลักษณะทางเรขาคณิตจะเปนเชนเดียวกันกับเสนลําแสงที่ไปกระทบจุด B  บน
แกน 21DD  ของแกนหัววัดเอ็กซเรยจริง และจากรูปที่ 3.5 พิจารณาเสนลําแสง SA  พบวาระยะ s  
จะเทากับระยะ OA  ถาสมมติขอมูลโปรเจคชันที่ไดเปนแบบขนาน เสนลําแสง SA  ก็คือเสนลําแสง
ที่ตําแหนง t  ทํามุม θ  ของโปรเจคชัน )(tPθ  ดังนั้นสมการความสัมพันธระหวาง β  กับ t ของ
ลําแสงขนานสามารถเขียนไดเปน 
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                                                     γβθγ +== ,cosst  
                                                        

                                         
D
s

sD
sDt 1

22
tan, −+=

+
= βθ                                           (3.23)          

 

 
รูปท่ี 3.5  เรขาคณิตของทางเดินลําแสงแบบพัดที่มีระยะระหวางเสนรังสีเทากัน 

 
       โดยที่มุม AOC  เทากันกับมุม OSC  และ D  คือระยะระหวางแหลงกําเนิดเอ็กซเรย S  ถึงจุด
กําเนิด O  จากสมการโปรเจคชันแบบขนานที่ (2.14) และสมการที่ (3.23) สามารถเขียนสมการการ
สรางภาพตัดขวางไดเปน 
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โดยที่                                    βθ dsd
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จากสมการที่ (3.23) ms  คือคาที่มากที่สุดของ s  ของแตละโปรเจคชันซึ่งมีเทากับ mt  ของ
โปรเจคชันแบบขนาน สวนคาขอบเขต )/(tan 1 Dsm

−−  และ )/(tan2 1 Dsm
−−π  เปนมุมอยู

ในชวง 0 ถึง 360 องศา เขียนความสัมพันธระหวางขอมูลโปรเจคชันแบบพัดกับแบบขนานไดเปน 
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แทน โปรเจคชันแบบพัด )(sRβ  ในสมการ (3.24) จะไดวา 
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ตัวแปรในเทอมของฟลเตอร h  เขียนใหมไดเปน 
 

   
222222
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       เพื่อใหงายในการนําไปใชงานจริง จึงกําหนดตัวแปรขึ้นใหม U  ซ่ึงเปนคาอัตราสวนระยะ
สําหรับแตละพิกเซล ),( yx  หรือ ระยะ SP  กับระยะจากแหลงกําเนิดเอ็กซเรย S  ถึงจุดกําเนิด O  
ดังแสดงในรูปที่ 3.6 และแสดงความสัมพันธไดดังนี้ 
 

                                                      
D

OPSOrU +
=),,( βφ  

                                                                         
D

rD )sin( φβ −+
=                                         (3.29) 

 
ตัวแปรใหมอีกตัวหนึ่งคือ s′  ซ่ึงกําหนดขึ้นสําหรับการกําหนดคาของ s  ของเสนรังสีที่ผานพิกเซล 

),( φr   และแสดงความสัมพันธไดเปน 
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รูปท่ี 3.6  เรขาคณิตสําหรับการสรางตัวแปรขึ้นใหมของทางเดินลําแสงแบบพัดที่มีระยะระหวาง 
                 เสนรังสีเทากัน 
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′                                                                  (3.30) 

และจะไดวา 
  

                                                      
)sin(

)cos(
φβ

φβ
−+

−
=′

rD
rDs                                                    (3.31) 

 
นําสมการที่ (3.29) และ (3.31) แทนในสมการที่ (3.28) ไดเปน 
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′
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แทนสมการที่ (3.32) ในสมการที่ (3.27) จะไดวา 
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สําหรับฟงกช่ัน h  เปนเทอมของการฟลเตอรในรูปของ )(th  ซ่ึงเปนเทอมการแปลงกลับฟูเรียร
ของ ω  ในโดเมนความถี่ 
 

                                                        ωω πω deth tj 2)( ∫
∞

∞−

=                                             (3.34) 

 
ดังนั้น 
 

               ωω πω de
sD

UDssh sDUDssj )/)((2

22
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)( +−′
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−′            (3.35) 

 
กําหนด ω′  ใหมเปน 
 

            
22 sD

UD
+

=′ ωω                                                   (3.36) 

 
สมการที่ (3.35)  สามารถเขียนไดเปน 
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                                                                      )(22
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สมการที่ (3.33) เขียนไดเปน 
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โดยที่                                              )(
2
1)( shsg =                                                                    (3.40) 

 
ดังนั้นสมการที่ (3.39)  สามารถเขียนใหมไดเปน 
 

                                                  ∫ ′=
π

β βφ
2

0
2 )(1),( dsQ

U
rf                                               (3.41) 

 
โดยที่                                             )()()( sgsRsQ ∗′= ββ                                                       (3.42) 
 

  และ                                       
22

)()(
sD

DsRsR
+

⋅=′ ββ                                                    (3.43) 

 
สมการที่ (3.41) ถึง (3.43) เปนสมการที่ใชสรางภาพตัดขวางจากโปรเจคชันแบบพัดเมื่อระยะ
ระหวางเสนลําแสงมีคาเทากัน 
 

3.3  การสรางภาพตัดขวางแบบกรวย (Cone-beam reconstruction) 
       การสรางภาพตัดขวางของวัตถุแบบ 3 มิติ สามารถทําไดโดยการสรางภาพตัดขวางของวัตถุ
แบบ 2 มิติทีละหลายๆสไลดจากสไลดปลายลางสุดของวัตถุจนถึงบนสุดแลวนํามารวมกันดังรูปที่ 
3.7 
 

 
รูปท่ี 3.7  การสรางภาพตัดขวางของวัตถุแบบ 3 มิติ 
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       ในการสรางภาพตัดขวางที่มีทางเดินลําแสงแบบกรวย จะใชการวิเคราะหเชนเดียวกันกับ
ทางเดินลําแสงแบบพัด ดังหัวขอที่ 3.2.2 คือแทนทางเดินแสงแบบพัดที่ทํามุมเอียงกับระนาบ 

),( yx  ของภาพแตละสไลดซ่ึงมีจุดหมุนอยูที่ตําแหนงของแหลงกําเนิดเอ็กซเรย ดังรูปที่ 3.8 
 

 
รูปท่ี 3.8  การวิเคราะหทางเดินแสงแบกรวยในรูปแบบทางเดินแสงแบบพัด 

 
       ขอดีของการฉายรังสีแบบกรวยคือลดเวลาที่ผูปวยจะไดรับปริมาณรังสี เนื่องจากในแตละมุมจะ
ฉายเอ็กซเรยเพียงครั้งเดียว จากรูปที่ 3.8 ),( rtRB  เปนโปรเจคชันที่ไดจากหัววัดเอ็กซเรยซ่ึงถูกวาง
เรียงเปนระนาบ 2 มิติ และโปรเจคชัน ),( rtRB  นี้เปนฟงกชันของมุม β  และตําแหนงบนระนาบ 2 
มิติ ),( rt  
 

       3.3.1  โปรเจคชันของวตัถุ 3 มิต ิ
       กาวิเคราะหโปรเจคชันของวัตถุ 3 มิติ จะกําหนดระบบแกนเปน 2 สวน คือระบบแกนของ
แหลงกําเนิดเอ็กซเรยและลําแสง ),,( rst  และระบบแกนของวัตถุ ),,( zyx  ซ่ึงความสัมพันธกัน
จากการหมุนดังรูปที่ 3.9 การหมุนจะมี 2 รูปแบบ แบบแรกจะเหมือนกับการวิเคราะหในแบบ 2 มิติ 
ซ่ึงก็คือมุม θ  ของแหลงกําเนิดเอ็กซเรยที่หมุนรอบแกน z  ของแกนวัตถุ ซ่ึงทําใหเกิดแกนหมุน 

),,( zst  สวนการหมุนรูปแบบที่ 2 คือการหมุนของระนาบลําแสง ),( st  ที่เปนรูปพัดรอบแกน t  
เปนมุมเทากับ γ  ความสัมพันธของการหมุนทั้ง 2 แบบดังกลาวสามารถเขียนในรูปของสมการ
เมตริกไดเปน 
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รูปท่ี 3.9  ความสัมพันธระหวางระบบแกนหมุนของแหลงกําเนิดเอ็กซเรยและลําแสง ),,( rst  
               รอบระบบแกนวัตถุ ),,( zyx  
 
โปรเจคชันแบบขนานของวัตถุ 3 มิติ f  มีสมการคือ 

                                                   ∫
−

=
m

m

s

s
r dsrstfrtP ),,(),(,θ                                                      (3.45) 

       จากสมการที่ (3.45) โปรเจคชันเปนฟงกชันของ 4 ตัวแปรคือ ),( θt  จะเปนตัวแปรสําหรับระบุ
ขนาดและทิศทางของระบบแกน yx −  สวนตัวแปร ),( γr  จะระบุขนาดและทิศทางของระบบ
แกน  zs −  ระบบที่ใชทางเดินลําแสงแบบกรวย แหลงกําเนิดเอ็กซเรยจะถูกหมุนดวยมุมเทากับ β  
และขอมูลโปรเจคชันถูกแทนดวย ),( ζβ ′′pR  ในการหาสมการการสรางภาพกลับแบบกรวยใน
ขั้นแรกจะกําหนดให 
 

                            
DESO

SO

DD
Dpp
+
′

=                         
DESo DD

Dso
+
′

=
ζζ                                      (3.46) 

 
ตัวแปร SOD  แทนระยะระหวางแหลงกําเนิดเอ็กซเรยถึงจุดกึ่งกลางของวัตถุ (จุดกึ่งกลางของการ
หมุน) สวน DED  แทนระยะจากจุดกึ่งกลางของวัตถุถึงหัววัดเอ็กซเรย และจากสมการโปรเจคชัน
แบบขนาน จะไดวา 
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22 pD

Dpt
SO

SO

+
=                                                       (3.47) 

 
                                                       )/(tan 1

SODp−+= βθ                                                   (3.48) 
 
โดยที่ t  และ θ  บอกถึงตําแหนงบนเสนรังสีแบบพัดที่เอียง และจะไดวา 
 

                                                       
22 ζ

ζ
+

=
SO

SO

D
Dr                                                             (3.49) 

 
                                                      )/(tan 1

SODζγ −=                                                            (3.50) 
 
โดยที่ r  และ λ  บอกถึงตําแหนงการเอียงของลําแสงแบบพัด 
 

       3.3.2  การสรางภาพตัดขวางแบบกรวยของเฟลดแคมป 
        การสรางภาพตัดขวางแบบกรวยของเฟลดแคมปก็คือการทําฟลเตอรแบ็คโปรเจคชันแบบ 2 มติ ิ
บนแตละระนาบพัดที่เอียงไปบนลําแสงแบบกรวย (แตละระดับบนแกน z หรือζ ) จากนั้นจึงนํา
ผลลัพธที่ไดมารวบรวมและสรางกลับเปนภาพตัดขวางแบบ 3 มิติ 
       เร่ิมแรกจะพิจารณาสมการการสรางภาพกลับแบบพัดสําหรับที่ตําแหนง ),( φr  ใดๆ 
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SO
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D
rDrU )sin(),,( φββφ −+

=                                                    (3.53) 

 
เขียนสมการความสัมพันธ ),( φr  ใหอยูในระบบโคออรดิเนตการหมุน ),( st  ไดคือ 
 
                               ββ sincos yxt +=       ββ sincos xys −=                                       (3.54) 
 
                                  φcosrx =                           φsinry =                                                 (3.55) 
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=),,(                               (3.56) 

 
สมการการสรางภาพตัดขวางแบบพัดเขียนไดเปน 
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รูปท่ี 3.10  ระบบแกน ),( st ′′  และแสดงตําแหนงจุดภายในวัตถุซ่ึงสัมพันธกับระนาบเอียงรูปพัด 

                   ของลําแสง 
 
จากรูปที่ 3.10 กําหนดแกน ),( st ′′  ขึ้นใหม เพื่อสําหรับกําหนดตําแหนงของจุดของการสราง
ภาพตัดขวางกลับ ซ่ึงเปนไปตามระนาบพัดที่เอียง และเพราะผลของการเปลี่ยนขนาดทั้งระยะจาก
แหลงกําเนิดเอ็กซเรย SOD  และการเปลี่ยนขนาดมุม β  ดังนั้นระยะ SOD  ใหมจึงเขียนไดเปน 
 
                                                        222 ζ+=′ SOSO DD                                                              (3.58) 
 
ดังนั้นการเพิ่มขึ้นของมุมเล็กๆ β ′d  กลายเปน 
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                                   ββ ′′= dDdD SOSO              
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DdBd                                   (3.59) 

 
แทนตัวแปรจากสมการที่ (3.59) ใน (3.56) จะไดเปน 
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ในการที่เปลี่ยนแกนกลับไปเปนแกนดั้งเดิม ),,( zst  สามารถแทนคากลับไดเปน 
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และแทนคาจากสมการ  (3.58) และ (3.59) จะไดวา 
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สมการที่ (3.62) เปนสมการการสรางภาพตัดขวางสําหรับระนาบเอียงรูปพัดใดๆของลําแสงแบบ
กรวยของเฟลดแคมป 


