
บทท่ี 4 
เวฟเล็ต 

 
4.1 บทนํา 
 ในบทนีจ้ะอธิบายคณติศาสตรของเวฟเล็ต โดยจะกลาวถึงการวเิคราะหแบบหลายระดับ
ความละเอียด (Multiresolution analysis: MRA) ซ่ึงเปนพ้ืนฐานของการกําเนิดสเกลลิงฟงกชัน
และเวฟเล็ตฟงกชัน การแปลงเวฟเล็ตแบบเตม็หนวย การแปลงกลับเวฟเล็ตแบบเตม็หนวย โดยจะ
พิจารณาในลักษณะของ ฟลเตอรแบงค (Filter Banks) และกลาวถึงผลตอบสนองอิมพัลซของการ
แปลงเวฟเล็ตตระกูลออรโธนอรมัล  
 
4.2 ทฤษฎีพื้นฐานของการแปลงเวฟเล็ต 
 คล่ืนถูกนิยามใหเปนฟงกชันท่ีมีการออสซิลเลทในโดเมนเวลาหรอืสเปซ เชน คล่ืนซายน 
(Sine wave) เปนตน สวนเวฟเล็ตก็เปนคล่ืนเชนกนั ในการวิเคราะหสัญญาณหรือฟงกชันเชนการ
วิเคราะหฟูเรียร ซ่ึงเปนการวิเคราะหคล่ืนโดยกระจายสัญญาณหรือฟงกชันในเทอมของซายน
หรือเอ็กโพเนนเชียล ซ่ึงเปนการวิเคราะหสัญญาณในโดเมนความถ่ี สวนการวิเคราะหเวฟเล็ตเปน
การวิเคราะหสัญญาณในโดเมนเวลาและความถ่ีไปพรอมๆกัน เวฟเล็ตสามารถนาํมาใชในการ
กระจายอนุกรมของสัญญาณ ในลักษณะเดียวกนัท่ีใชอนุกรมฟูเรียรในการแทนสัญญาณนั่นคือ 
สัญญาณหรือฟงกชัน )(tf  สามารถเขียนในรูปของ Linear Combination [1,2] ไดโดย 
 

∑=
t

ll tatf )()( ψ  (4.1) 
 
เม่ือ l  เปนดัชนีจํานวนเต็มของอนุกรม 
 la  เปนสัมประสิทธ์ิของการกระจาย 
 )(tlψ  เปนเซทของฟงกชันจํานวนจริง 
 
 เซทของฟงกชันถูกเรียกวา Basis และถาฟงกชันพ้ืนฐาน (basis function) มีลักษณะเชิงตั้ง
ฉาก (Orthogonal) จะไดผลคณูภายใน (Inner Product) เปนศูนยนั่นคือ 
 

lkdttttt lklk ≠== ∫      0)()()(),( ψψψψ  (4.2) 
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และสัมประสิทธ์ิ ka  สามารถหาไดโดยการหาผลคณูภายในดงัสมการท่ี 4.3  
 

dtttfttfa kkk ∫== )()()(),( ψψ  (4.3) 
  
 เม่ือพิจารณาคล่ืนเวฟเล็ต )(tψ  จะหมายถึงคล่ืนสัญญาณเล็กๆท่ีเหมาะสําหรับเปนเซท
ฟงกชันพ้ืนฐานของสเปซฟงกชัน (function spaces) ซ่ึงเปนคล่ืนท่ีเกดิขึ้นในชวงเวลาส้ันๆ และมี
แอมปลิจูดลดลงสูศูนยอยางรวดเร็วเม่ือ ±∞→t  (local support ในโดเมนเวลา) ดังรูปท่ี 4.1 (ข) 
และพ้ืนท่ีสุทธิของรูปคล่ืนเทากับศูนยหรือ ∫

∞

∞−
= 0)( dttψ  เม่ือพิจารณาเปรียบเทียบกับฟูเรียรท่ี

ประกอบดวยคล่ืนโคซายน (cosine) และซายน (sine) ดังรูปท่ี 4.1 (ก) ซ่ึงมีคุณสมบัตโิลคอลซับ
พอรท (local support) ในโดเมนความถ่ีแตจะไมมีคณุสมบัติโลคอลซับพอรทในโดเมนเวลา สวน
เวฟเล็ตจะมีคุณสมบัตโิลคอลซับพอรทท้ังในโดเมนความถ่ีและเวลา ดังนั้นเวฟเล็ตจึงสามารถแทน
ฟงกชันท่ีมีลักษณะยอดแหลมหรอืมีลักษณะเปนขอบ nonstationary หรือเหตุการณท่ีเปล่ียนไปตาม
เวลา ดวยเทอมของ basis function ท่ีมีนัยสําคัญสูงนอยกวา Fourier Basis ซ่ึงจากคณุสมบัตดิังกลาว
สามารถนาํไปใชประโยชนในการบีบอัดสัญญาณไดเปนอยางด ี
 

  
(ก) คล่ืนซายน (ข) Daubechies Wavelet 

 
รูปที่ 4.1 แสดงรูปคล่ืนซายน และ Daubechies Wavelet 

 
 ในการสรางเซทเวฟเล็ต คล่ืนเวฟเล็ตจะถูกยืดขยาย (dilation) หรือเปล่ียนความถ่ี และคล่ืน

เวฟเล็ตท่ีถูกยืดขยายยังถูกเล่ือน (translation) ในแกนเวลาอีกดวย ซ่ึงคณุสมบัติท้ังสองอยางเปน
สวนหนึ่งของการวิเคราะหแบบหลายระดับความละเอียด การวิเคราะหแบบนี้เปนการกระจาย
รายละเอียดของสัญญาณจะถูกกระจายไปท่ีความถ่ีตางๆและตําแหนงตางๆเปรยีบเหมือนเสียงดนตรี
ท่ีถูกกระจายเปนตวัโนตบนเสนของระดับเสียง 
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4.2.1  การวิเคราะหแบบหลายระดับความละเอียด(Mutiresolution Analysis) 
 ถากําหนดสัญลักษณ )(tf j  แทนฟงกชัน )(tf  ท่ีถูกกระจายไปท่ีระดบัความละเอียด j  
และท่ีระดับความละเอียด 1+j  รายละเอียดจะถูกแทนดวย )(td j  ซ่ึงเม่ือรวมเขากับ j  จะได
ฟงกชัน )(tf  ท่ีถูกกระจายไปท่ีระดับความละเอียด 1+j  นั่นคือ 

 
)()()(1 tdtftf jjj +=+  (4.4) 

 
ซ่ึงฟงกชันในสมการท่ี 4.4 จะเปนฟงกชันท่ีมีรายละเอียดเขาใกล )(tf  มากกวาแทนฟงกชันท่ี
ระดับความละเอียด j  และสัญญาณ )(tf  จะสรางกลับคนืเม่ือรวมรายละเอียดท่ีระดับความ
ละเอียดตางๆไปจนถึงอนันตหรือ ∞→j  ซ่ึงจะได 

 

∑
∞

=

+=
jk

kj tdtftf )()()(  (4.5) 

   
 การวิเคราะหหลายระดับความละเอียดจะครอบคลุมถึงการแสดงความละเอียด ในแตละ
ระดับไปพรอมๆกัน จากสมการท่ี 4.5 จะเห็นวาฟงกชันถูกกระจายออกเปน 2 สวนคือ สวน 
background และสวนของรายละเอียด ในทํานองเดียวกันจะสามารถดูสเปซของฟงกชันนั่นก็คือ 
Square integral: )(2 RL  ซ่ึงประกอบไปดวยลําดับของสเปซยอย kW  และ jV  รวมไปถึงการ
ประมาณคาของ )(tf  ท่ีระดับความละเอียด j  คือ )(tf j  ใน jV  และรายละเอียด )(tdk  ใน kW  
 การวิเคราะหแบบหลายระดับความละเอียดของ )(2 RL  ไดนิยามลําดับของสเปซยอย jV  
โดยท่ี Z  เปนเซทของจํานวนเต็มดังนี ้
 

(1) )(...... 2
101 RLVVV ⊂⊂⊂⊂⊂ −  

(2) { } )(,0 2 RLVV jjjj =∪=∩  
(3) 1)2()( +∈⇔∈ jj VtfVtf  
(4) VktfVtf ∈−⇒∈ )()( 0  
(5) มีฟงกชัน )(tϕ  และ )( kt −ϕ  ซ่ึงเปนออรโธนอรมัล (othonormal basis) อยูใน 0V  
 

 จากนิยามขอท่ี (1) สเปซยอย jV  จะเปนสับเซทของสเปซยอย 1+jV  ดังรูปท่ี 4.2 หรือถา
พิจารณาในโดเมนเวลา ฟงกชันท่ีถูกประมาณใน 1+jV  คือสมการท่ี 4.4 
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0123 VVVV ⊃⊃⊃

 
 

รูปที่ 4.2 แสดงสเปซยอย jV  ใน )(2 RL  ตามนยิามของการวิเคราะหแบบหลายระดับความละเอียด 
 

และความแตกตางของการประมาณฟงกชันใน jV  และ 1+jV  คือรายละเอียด )(td j  ซ่ึงอยูใน jW  
ดังนั้นจะได 

 
jjj WVV ⊕=+1  (4.6) 

 
เม่ือ ⊕  แทนการบวกเชิงตั้งฉากและ jW  ถูกเรียกวาสเปซของรายละเอียดหรือ Complementary 
subspace และจะตั้งฉากกับ jV  โดยใชสัญลักษณ jj WV ⊥  ซ่ึงหมายความวาผลคูณภายในของแต
ละสวน (element) ใน jV  กับแตละสวนใน jW  จะมีคาเปนศูนย แตเม่ือมองท่ีสเปซยอย จะได 

 
11 −− ⊕= jjj WVV  (4.7) 

   
เม่ือแทนสมการท่ี 4.7 ในสมการท่ี 4.6 จะได 

 
111 −−+ ⊕⊕=⊕= jjjjjj VWWWVV  (4.8) 

  
และเม่ือกระจาย 1+jV  ไปอีกจะได 

 
1211 ... −−−−+ ⊕⊕⊕⊕⊕= jJjjjjj VWWWWV  (4.9) 

 
จากสมการท่ี 4.9 สามารถแสดงสเปซยอย jW  ใน )(2 RL  ไดดังรูปท่ี 4.3 
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0012 VWWW ⊥⊥⊥ 0123 VVVV ⊃⊃⊃

2W
1W 0W 0V

 
 

รูปที่ 4.3 แสดงสเปซยอย jW  ใน )(2 RL  
 

 นิยามขอท่ี (2) ฟงกชันจะถูกประมาณท่ีระดับความละเอียดท่ีหยาบท่ีสุดคอืท่ีระดับ 
−∞→j  จะไดวา 0lim =

−∞→ jj
V  ในทางกลับกันเม่ือเพ่ิมรายละเอียดจนถึงท่ีระดบัความละเอียด

อนันตจะไดสัญญาณกลับคืนมานั่นคือ )(lim 2 RLV jj
→

∞→
 

 นิยามขอท่ี (3) สเปซ jV  ถูกสเกลหรือขยายจากสเปซ 0V  เนื่องจากท่ีระดับความละเอียด 
1+j  จะเก็บรายละเอียดท่ีสูงกวาท่ีระดับความละเอียด j  ดังนั้นความถ่ีฟงกชันใน 1+jV  จะมีคา

เปนสองเทาของฟงกชันใน jV  หมายความวาถามีฟงกชัน )(tf  ในสเปซยอย jV  แลวจะมี )2( tf  
อยูใน 1+jV  
 นิยามขอท่ี (4) ถาสเปซยอย 0V  มีฟงกชัน )(tf  แลวฟงกชัน )(tf  ท่ีถูกเล่ือนคือ 

)( ktf −  ซ่ึงจะเล่ือนดวยคาจํานวนเต็ม k  และจะเก็บอยูใน 0V  ดวย 
 นิยามขอท่ี (5) มีฟงกชันพ้ืนฐาน )(tϕ  ซ่ึงเรียกวาสเกลลิงฟงกชัน (scaling function) และ
รวมถึงสเกลลิงฟงกชันท่ีถูกเล่ือนคือ )( kt −ϕ  อยูใน 0V  และแตละฟงกชัน จะมีคุณสมบัติท่ีเปน
ออรโธนอรมัล 

 
4.2.2  สเกลลงิฟงกชนั (Scaling Function) 

จากแนวความคิดของการวิเคราะหแบบหลายระดับความละเอียด จะสามารถนิยามสเกลลิง
ฟงกชัน )(tkϕ  และเซทของสเกลลิงฟงกชันถูกนิยามในเทอมของการเล่ือนของการสเกลลิงฟงกชัน
ซ่ึงจะได 

 
2)()( LZkkttk ∈∈−=ϕ  (4.10) 

 
เม่ือ Z  เปนเซทของจํานวนเต็ม จากสมการท่ี 4.10 ขนาดของสเปซยอยใน 2L  ถูกกําหนดโดยเซท
ของสเกลลิงฟงกชันคือ 
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{ })(0 tSpanV kk ϕ=  (4.11) 
  
 เครื่องหมาย over bar แทนชวงปดของสเปซ จากนิยามขอท่ี (3) และนิยามขอท่ี (4) ของการ
วิเคราะหแบบหลายระดับความละเอียด จะสามารถนิยามการสเกลของสเกลลิงฟงกชันหรือการ
เปล่ียนความถ่ีของสเกลลิงฟงกชันโดย 
 

)2(2)( 2/
, ktt jj
kj −= ϕϕ  (4.12) 

 
ดังนั้นขนาดของสเปซยอยในสมการท่ี 4.11 จะกลายเปน 
 

{ } { })()2( , tSpantSpanV kjk
j

kkj ϕϕ ==  (4.13) 
 
ถา jVtf ∈)(  และ Zk ∈  แลวจะสามารถประมาณฟงกชัน )(tf  ไดดังสมการท่ี 4.14 
 

∑ −=
k

j
k ktatf )2()(  (4.14) 

 
สําหรับทุกคาท่ี 0>j  ขนาดของสเปซยอยจะกวางขึ้น เปนเหตุให )(, tkjϕ  แคบลงและมีลําดับขั้น 
ในการเล่ือนเล็กลง ดังนัน้จึงสามารถแทนสัญญาณไดละเอียดมากขึน้ สําหรับท่ีคา 0<j  ความ
กวางของสเปซยอยจะแคบลง สเกลลิงฟงกชัน )(, tkjϕ  มีขนาดกวางขึ้นและมีลําดับขั้บในการเล่ือน
กวางขึน้เปนเหตใุหสามารถแทนสัญญาณไดไมละเอียด 
 จากกฎขอท่ี (3) ของการวิเคราะหแบบหลายระดับความละเอียด สเกลลิงฟงกชันท่ีระดับ
ความละเอียด 1+j  จะมีความถ่ีเปนสองเทาของสเกลลิงฟงกชันท่ีระดับความละเอียด j  ดังนั้นจะ
สามารถนิยามสเกลลิงฟงกชัน )(tϕ  ท่ีอยูใน 0V  ในรูปแบบของการรวมเชิงเสน (linear 
combination) ของ )2( tϕ  ท่ีถูกเล่ือนใน 1V  ไดดังนี ้
 

∑ −=
n

ntnht )2(2)()( 0 ϕϕ  (4.15) 
 
โดยท่ี )(0 nh  เปนสัมประสิทธ์ิตัวกรองความถ่ีบางครั้งจะเรียกวาตัวกรองสเกลลิง (scaling filter) 
และ 2  เปนตัวนอรมอไลซ เพ่ือใหสเกลลิงฟงกชันท่ีถูกสเกลดวย 2 ยังคงเปนนอรมฟงกชัน 
(norm function) สมการนี้เรียกวา dilation equation เนื่องจาก { })(, tkjϕ  เปนออรโธนอรมัล ดังนั้น
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สัมประสิทธ์ิ { })(0 nh  สามารถหาไดจากการคํานวณผลคูณภายใน (สมมุติวา ϕ  เปนฟงกชันจํานวน
จริง) จะได 
 

dtnttnh n )2()(2,)( 10 −== ∫
∞

∞−
ϕϕϕϕ  (4.16) 

 
จากสมการนี้จะสามารถหาคณุสมบัติบางอยางของสัมประสิทธ์ิ { })(0 nh  ได โดยการอินทิเกรตท้ัง
สองขางของสมการท่ี 4.15 โดยใชคณุสมบัติของสเกลลิงฟงกชัน ท่ีมีพ้ืนท่ีใตกราฟเทากับหนึ่ง 






 =∫

∞

∞−
1)( dttϕ  จะได 

 
2)(0 =∑

n
nh  (4.17) 

 
ในทางตรงกันขามถาคูณท้ังสองขางของสมการท่ี 4.15 ดวย )( lt −ϕ  แลวอินทิเกรตจะได 
 

∑∑ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−
−−−=−

n n
dtnltntnhnhdtltt

'
00 )22()'2()'()(2)()( ϕϕϕϕ  

)2()( 00 lnhnh
n

+= ∑  (4.18) 

 
ใชคุณสมบัตอิอรโธกอนัล (orthogonal) ของสเกลลิงฟงกชันจะได 
 

∑

∑

==+

≠=+

n

n

llnhnh

llnhnh

0,)2()(

0,0)2()(

00

00

δ

 

 
นั่นคือ  
 

∑ ==
n

lnh 0,1)(2
0  (4.19) 

 
ตัวอยางของสเกลลิงฟงกชันท่ีงายท่ีสุดคือสเกลลิงฟงช่ันแบบ Haar (Haar scaling function) ซ่ึง
เปนพัลซขนาด 1 หนวยดังรูปท่ี 4.4(ก) จะเห็นวา )2( tϕ  สามารถใชในการสรางฟงกชัน ไดโดย 
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)12(2)1()2(2)0()( 00 −+= ththt ϕϕϕ  (4.20) 
 
ดังนั้น )(0 nh  ในสมการท่ี 4.20 จะตองมีคา 2/1)0(0 =h  และ 2/1)1(0 =h  และตัวอยางท่ี 2 
ดังรูปท่ี 4.4(ข) เปนสเกลลิงฟงกชันแบบสามเหล่ียม (triangle scaling function) หรือสไปลนอันดับ
ท่ี 1 (first order spline) สามารถสราง )(tϕ  ไดโดย 
 

)22(
2
1)2()12()1()2(

2
1)0()( 000 −+−+= thththt ϕϕϕϕ  (4.21) 

 
คาสัมประสิทธ์ิ )(0 nh  ท่ีเปนไปตามสมการท่ี 4.21 คือ 22/1)0(0 =h  , 2/1)1(0 =h  และ 

22/1)2(0 =h  
 

)12()2()( −+= ttt ϕϕϕ  
)22(

2
1)12()2(

2
1)( −+−+= tttt ϕϕϕϕ

 
(ก) Haar (same as 2Dϕ ) (ข) Triangle (same as 1Sϕ ) 

 
รูปที่ 4.4 Haar และ Triangle Scaling Function 

 
4.2.3  ฟงกชันเวฟเล็ต (Wavelet function) 

เม่ือพิจารณาสเปซยอย { }jW  ซ่ึงเปน detail spaces และแตละสเปซจะตั้งฉากซ่ึงกนัและกนั 
จากสมการท่ี 4.9 

 
k

j
kj WV −∞=+ ⊕=1  

 
และให ∞→j  จะได 

 
k

j
k WRL −∞=⊕=)(2  (4.22) 

 
จากสมการท่ี 4.22 จะสามารถกระจาย )(2 RL  เปนการบวกเชิงตั้งฉากของสเปซยอย { }jW  

และในสเปซยอย { }jW  จะบรรจุฟงกชันพ้ืนฐาน { }
kkj t)(,ψ  โดยท่ี )2(2)( 2/

, ktt jj
kj −= ψψ  
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ดังนั้น 2L  จะมีออรโธนอรมัล { }
kkj t)(,ψ  ซ่ึงถูกเรียกวาเวฟเล็ต และเวฟเล็ต )(, tkjψ  ท้ังหมดจะถูก

สรางจากฟงกชัน )(tψ  โดยการเล่ือนและการสเกล ซ่ึงเรียกฟงกชัน )(tψ  วา เวฟเล็ตแม (mother 
wavelet) หรือฟงกชันพ้ืนฐาน เพราะวา )( kt −ψ  อยูใน 0W  และ 10 VW ⊂  ดังนัน้ )(tψ  สามารถ
เขียนในแบบของ linear combination ของฟงกชันพ้ืนฐานจะได 

 
∑ −=

n
ntnht )2(2)()( 1 ϕψ  (4.23) 

 
สมการนี้ถูกเรียกวาสมการเวฟเล็ต (wavelet equation) และจากคุณสมบัติของ { })(, tkjψ  ท่ีเปนออร
โธนอรมัล ดังนั้นสัมประสิทธ์ิ { })(1 nh  สามารถหาไดโดยการคํานวณผลคูณภายใน 
 

∫
∞

∞−
−== dtnttnh n )2()(2,)(1 ϕψψϕ  (4.24) 

 
จากสมการท่ี 4.23 จะสามารถหาคณุสมบัติบางอยางของสัมประสิทธ์ิ { })(1 nh  ได โดยการอินทิ
เกรตท้ังสองขางของสมการท่ี 4.23 โดยใชคณุสมบัติของฟงกชันเวฟเล็ต ท่ีมีพ้ืนท่ีใตกราฟเทากับ
ศูนยหรือ ∫

∞

∞−
= 0)( dttψ  จะได 

 
∑ =

n
nh 0)(1  (4.25) 

 
โดยท่ี )(0 nh  และ )(1 nh  มีความสัมพันธกันดังสมการท่ี 4.26 [15-16] 
 

)1()1()( 01 nhnh n −−=  (4.26) 
  
 ตัวอยางของเวฟเล็ตฟงกชันท่ีงายท่ีสุดคือ Haar wavelet function ดังรูปท่ี 4.5(ก) จะเห็นวา 

)2( tϕ  สามารถใชในการสรางฟงกชัน )(tψ  ไดโดย 
 

( )122)1()2(2)0()( 11 −+= ththt ϕϕψ  (4.27) 
 
ดังนั้น )(1 nh  ในสมการท่ี 4.27 จะตองมีคา 2/1)0(0 =h  และ 2/1)1(1 −=h  และตัวอยางท่ี 2 
เปน triangle wavelet function (first order spline) ดังรูปท่ี 4.5 (ข) สามารถสราง )(tϕ  ไดโดย 
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( ) )22()2(
2
112)1()2()0(

2
1)( 111 −+−+= thththt ϕϕϕψ  (4.28) 

 
คาสัมประสิทธ์ิ )(1 nh  ในสมการท่ี 4.28 คือ 22/1)0(1 =h  , 22/1)1(1 =h  และ 

22/1)2(1 =h  
 

)12()2()( −−= ttt ϕϕψ  
)12()22(

2
1)2(

2
1)( −+−−−= tttt ϕϕϕψ

 
(ก) Haar (same as 2Dψ ) (ข) Triangle (same as 1Sψ ) 

 
รูปที่ 4.5 แสดง Haar และ triangle function 

 
4.3 การแปลงเวฟเล็ตแบบเต็มหนวย 
 จากความสัมพันธระหวางสัมประสิทธ์ิการกระจายเวฟเล็ตท่ีระดับสเกลต่ําในเทอมของการ
กระจายระดับการสเกลสูงสามารถหาไดโดยใชสมการสเกลลิงฟงกชัน หรือสมการท่ี 4.15 นั่นคือ 
 

∑ −=
n

ntnht )2(2)()( 0 ϕϕ  

 
ถาสเกลและเล่ือนตัวแปรเวลา t  ดวย k  จะได 
 

∑ −−=−
n

jj nktnhkt ))(2(2)()2( 0 ϕϕ  

 
∑ −−= +

n

j nktnh )22(2)( 1
0 ϕ  

(4.29) 

 
เม่ือเปล่ียนตัวแปรโดยให nkm += 2  จะได 
 

∑ −−=− +

m

jj mtkmhkt )2(2)2()2( 1
0 ϕϕ  (4.30) 
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ดังนั้นสเปซ jV  จะกลายเปน 
 

{ })2(2 2/ ktSpanV jj

k
j −= ϕ  (4.31) 

 
แลวสัญญาณ 1)( +∈ jVtf  จะกลายเปน  
 

∑ −= ++
+

k

jj
j ktkctf )2(2)()( 22/)1(

1 ϕ  (4.32) 
 
ท่ีระดับความละเอียดต่ํากวา 1 ระดับ และใชเวฟเล็ตฟงกชันแทนรายละเอียดหรือ jjj WVV ⊕=+1  
จะได 
 

∑ ∑ −+−= +
k

jj

k
j

jj
j ktkdktkctf )2(2)()2(2)()( 2/2/

1 ψϕ  (4.33) 
 
ซ่ึง 2/2 j  เปนตัวนอรมอไลต เพ่ือใหสเกลลิงฟงกชันท่ีถูกสเกลดวย j2  ยังคงเปน norm function  ท่ี
การสเกลตางๆ ถา )(, tkjϕ  และ )(, tkjψ  เปนออรโธนอรมัล สัมประสิทธ์ิของการสเกลท่ีระดับ j  
หาไดโดยผลคูณภายใน  
 

∫ −== dtkttfttfkc jj
kjj )2(2)()(),()( 2/

, ϕϕ  (4.34) 
 
แทนสมการท่ี 4.30 ลงในสมการท่ี 4.34 จะได 
 

∫∑ −−= ++ dtmttfkmhkc jj

m
j )2(2)()2()( 12/)1(

0 ϕ  (4.35) 
 
เม่ือพิจารณาในเทอมท่ีอินทิเกรตในสมการท่ี 4.35 ซ่ึงเปนผลคูณภายในของ )(tf  กับสเกลลิง
ฟงกชันท่ีระดับการสเกล 1+j  นั่นคือ 
 

∫ −= ++
+ dtmttfmc jj

j )2(2)()( 12/)1(
1 ϕ  (4.36) 

 
ดังนั้นจะได  
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)()2()( 10 mckmhkc j
m

j +∑ −=  (4.37) 
 
และสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ต )(kd j  หาไดในลักษณะเดียวกันกบั )(kc j  จะได 
 

)()2()( 11 mckmhkd j
m

j +∑ −=  (4.38) 
 
โดยท่ี )(kc j  ในสมการท่ี 4.37 คือสัมประสิทธ์ิสเกลลิงและ )(kd j  ในสมการท่ี 4.38 คือ
สัมประสิทธ์ิเวฟเล็ต และการคํานวณหาคา )(kc j  และ )(kd j  เรียกวาการแปลงเวฟเล็ตแบบดิส 
ครีท ซ่ึง 0h  และ 1h  ในสมการท่ี 4.37 และสมการท่ี 4.38 เปนผลตอบสนองอิมพัลซ ดังนั้นในการ
แปลงเวฟเล็ตจากระดับความละเอียด 1+j  ไปยังระดับความละเอียด j  จะสามารถอธิบายดวย  
Two-Band Analysis Filter Bank ไดดังรูปท่ี 4.6 และการแปลงเวฟเล็ตแบบเต็มหนวยจากระดับ
ความละเอียด j  ไปยังระดับความละเอียด J  จะสามารถแสดงในรูปของ Octave Band Analysis 
Filter Bank ไดดังรูปท่ี 4.7 
 

)(0 nh

)(1 nh 2↓

2↓

jd

jc
1+jc

 
 
รูปที่ 4.6 แสดง Two-band Analysis Filter Bank ของการแปลงเวฟเล็ตจากระดับความละเอียด 
  1+j  ไปยังระดับความละเอียด j  
 

)(0 nh

)(1 nh 2↓

2↓
)(0 nh

)(1 nh 2↓

2↓

)(0 nh

)(1 nh 2↓

2↓

jc
1−jd

2−jd

2−jc

)1( −− Ljc
Jjd −

Jjc −  
 

รูปที่ 4.7 แสดง Two-Band Analysis Filter Bank ของการแปลงเวฟเล็ตจากระดับความละเอียด j   
 ไปยังระดับความละเอียด Jj +  
 
 โดยท่ี 2↓  แทนการลดอัตราสุม (down sampling) ดวยสองแต 0h  เปนการกรองความถ่ีต่ํา
ผาน (lowpass filter) และ 1h  เปนการกรองความถ่ีสูงผาน (highpass filter) ดังนั้นจะสามารถแสดง
ชวงความถ่ี (Frequency Band) ของการแปลงเวฟเล็ตในรูปท่ี 4.8 ไดดงันี ้
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)(ωH

0
2
π π ω

 
 

รูปที่ 4.8 ชวงความถ่ี (Frequency Bands) ของการแปลงเวฟเล็ตจากระดับความละเอียด j  ไปยัง 
  ระดับความละเอียด Jj −  
 
เม่ือพิจารณาการแปลงเวฟเล็ตจากระดับความละเอียด j  ไปยังระดับความละเอียด 2−j  
หมายความวาชวงความถ่ีในรูปท่ี 4.8 ชวงของความถ่ีต่ําจะถูกแบงออกเปน 2 ชวง คือความถ่ีต่ําและ
ความถ่ีสูง ดังนั้นชวงความถ่ีในรูปท่ี 4.8 จะถูกเปล่ียนดังรูปท่ี 4.9 
 

)(ωH

0
2
π π ω

4
π

 
 

รูปที่ 4.9 ชวงความถ่ีของการแปลงเวฟเล็ตจากระดับความละเอียด j  ไปยังระดับความ ละเอียด  
 2−j  
 
4.4 การแปลงกลับเวฟเล็ตแบบเต็มหนวย 
 สัมประสิทธ์ิท่ีไดจากการแปลงเวฟเล็ตแบบเต็มหนวยในรปูท่ี 4.7 คือ { }{ })(,)( 21 kdkd jj −−  
ไปจนถึง { })(kd Jj −  และ { })(kC Jj −  สามารถนํามาสรางกลับไดอยางสมบูรณ (Perfect 
reconstruction) ซ่ึงการสรางสัญญาณกลับคนืสามารถทําไดโดยการรวมกันของสัมประสิทธ์ิสเกลลิง
และสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตท่ีระดับความละเอียดต่ําไปยังท่ีระดับความละเอียดสูง ซ่ึงถาพิจารณา
สัญญาณท่ีถูกแทนในระดับความละเอียด 1+j  สัญญาณสามารถเขียนในเทอมของสเกลลิงฟงกชัน
ไดดังนี ้
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∑ −= ++
+

m

jj
j mtmctf )2(2)()( 12/)1(

1 ϕ  (4.39) 
 
ถามองจากระดับความละเอียดต่ํากวา 1 ระดับแลวจะเหมือนกับไดรวมรายละเอียดโดยใชเวฟเล็ต
ฟงกชันหรือ jjj WVV ⊕=+1  จะได 
 

∑ ∑ −+−=
k k

jj
j

jj
j ktkdktmctf )2(2)()2(2)()( 2/2/ ψϕ  (4.40) 

 
เพราะวาทุกฟงกชันเปนออรโธนอรมัล ดังนั้นถาคณูสมการท่ี 4.40 ดวย )2( 1 mtj −+ϕ  แลวอินทิ
เกรตจะได  
 

∫ ∑ ∫ −−=− ++++

k

jjjj
j

jj dtktmtkcdtmttf )2()2(22)()2(2)( 12/2/)1(12/)1( ϕϕϕ
 

∫∑ −−+ ++ dtktmtkd jjjj

k
j )2()2(22)( 12/2/)1( ψϕ  

 
เปล่ียนตัวแปรโดยให ktu j −= +12  จะได 
 

∑ ∫∫ −−=−++

k
j

jj duukmukcdtmttf )())2(2(2)()2(2)( 1)2/1( ϕϕϕ  

 
∑ ∫ −−+

k
j duukmukd )())2(2(2)( ψϕ  

(4.41) 

 
จากสมการท่ี 4.16 ∫

∞

∞−
−== dtnttnh n )2()(2,)(0 ϕϕϕϕ  และจากสมการท่ี 4.24 

∫
∞

∞−
−== dtnttnh n )2()(2,)(1 ϕψψϕ  ดังนั้นเทอมขวามือของสมการท่ี 4.41 จะกลายเปน 

 
∫ −=−− )2()())2(2(2 0 kmhduukmu ϕϕ  

 
∫ −=−− )2()())2(2(2 1 kmhduukmu ψϕ  

 
และแทนสมการท่ี 4.36 ลงในสมการท่ี 4.41 จะได 
 

∑ ∑ −+−=+
k k

jjj kmhkdkmhkcmc )2()()2()()( 101  (4.42) 
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จากสมการท่ี 4.42 สามารถแสดงในรูปของ Two-Band Synthesis Filter Bank ไดดังรูปท่ี 4.10 
 

jd

jc

2↑

2↑ )(0 nh −

)(1 nh −
⊕ 1+jc

 
 
รูปที่ 4.10 แสดง Two-Band Synthesis Filter Bank ของการแปลงกลับเวฟเล็ตจากระดับความ      
 ละเอียด j  ไปยังระดับความละเอียด 1+j  
 
 โดยท่ี 2↑  แทนเพ่ิมอัตราสุม (up sampling) ดวยสองและการแปลงกลับเวฟเล็ตจากระดับ
ความละเอียด Jj −  ไปยังระดับความละเอียด j  สามารถแสดงเปน Octave-Band Synthesis Filter 
Bank ไดดังรูปท่ี 4.11 
 

1−jd

1−jc

2↑

2↑ )(0 nh −

)(1 nh −
⊕ jc

Jjd −

Jjc −

2↑

2↑ )(0 nh −

)(1 nh −
⊕

)1( −− Ljc

)1( −− Ljd 2↑

2↑ )(0 nh −

)(1 nh −
⊕

)2( −− Ljc

 
 

รูปที่ 4.11 แสดง Octave-Band Synthesis Filter Bank ของการแปลงกลับเวฟเล็ตจากระดับความ    
ละเอียด Jj −  ไปยังระดับความละเอียด j  

 
4.5 ตระกูลของออรโธนอรมัลเวฟเล็ต 
 จากท่ีไดกลาวมาขางตนวาสัญญาณหรือฟงกชันสามารถกระจายในรูปแบบของการรวมเชิง
เสน (linear combination) ซ่ึงมีเวฟเล็ตเปนฟงกชันพ้ืนฐานได แตเวฟเล็ตยังสามารถแบงยอยตาม
ลักษณะคุณสมบัติเชิงตัง้ฉากออกเปน 4 ประเภทใหญๆ คือ 

(1) ออรโธกอนัลเวฟเล็ต (Orthogonal Wavelet) เวฟเล็ตพ้ืนฐาน { }kj ,ψ  ท่ีเปนออรโธ
กอนัลจะมีเง่ือนไขดังนี ้

 
Zmkljmkljmlkj ∈= ,,,;, ,,,, δδψψ  
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หมายความวา ผลของการผลคณูภายใน (inner product) ของเวฟเล็ตจะเปนหนึ่งเม่ือเปนเวฟเล็ตท่ี
ระดับความละเอียดเดียวกันและตําแหนงเดยีวกนัเทานั้น 

(2) เซมิออรโธกอนัลเวฟเล็ต (Semi-orthogonal Wavelet) เวฟเล็ตพ้ืนฐาน { }kj ,ψ  ท่ี
เปน เซมิออรโธกอนัลจะมีเง่ือนไข 

 
Zmkljljmlkj ∈≠= ,,,;0, ,, ψψ  

 
หมายความวา ผลของการคณูภายในของเวฟเล็ตจะเปนศูนยเม่ือเปนเวฟเล็ตท่ีระดับความละเอียด
ตางกนัและจะเปนศูนยหรือหนึ่งก็ไดถาเปนเวฟเล็ตท่ีระดับความละเอียดเดียวกัน 

(3) นอนออรโธกอนัลเวฟเล็ต (Nonorthogonal Wavelet) เวฟเล็ตพ้ืนฐาน { }kj ,ψ  ท่ี
เปนนอนออรโธกอนัลหมายถึงเวฟเล็ตท่ีไมเปนเซมิออรโธกอนัล 

(4) ไบออรโธกอนัลเวฟเล็ต (Bi-orthogonal Wavelet) เวฟเล็ตพ้ืนฐาน { }kj ,ψ  ท่ี
เปนไบออรโธกอนัลจะมีเง่ือนไขดังนี ้

 
Zmkljmkljmlkj ∈= ,,,;~, ,,,, δδψψ  

 
 หมายความวา ผลของการคณูภายในของเวฟเล็ตกับ dual basis: ml ,

~ψ  จะเปนหนึ่งเม่ืออยูท่ี
ระดับความละเอียดเดียวกันและตําแหนงเดยีวกนัเทานั้นนอกจากนั้นจะเปนศูนย 
 ดังนั้นจะเห็นวาเวฟเล็ตท่ีไดกลาวในตอนตนของบทนี้เปนออรโธกอนัลเวฟเล็ต ซ่ึงเม่ือ
พิจารณาฟงกชันพ้ืนฐานของออรโธกอนัลเวฟเล็ต หรือท่ีเรียกวาออรโธนอรมัลเวฟเล็ตยังสามารถ
แบงตามลักษณะของฟงกชันพ้ืนฐานไดอีก ซ่ึงตระกูลออรโธนอรมัลเวฟเล็ตท่ีสําคัญไดแก 
Daubechies, Symmlet และ Coiflet โดยท่ีเวฟเล็ตตระกูล Daubechies มีฟงกชันพ้ืนฐานในลักษณะ 
Asymmetric เวฟเล็ตตระกูล Symmlet มีฟงกชันพ้ืนฐานในลักษณะ Least Asymmetric และเวฟเล็ต
ตระกูล Coiflet มีฟงกชันพ้ืนฐานในลักษณะ nearly Symmetric นอกจากนี้แตละตระกูลยังสามารถ
แบงตามลักษณะความราบเรียบของฟงกชันพ้ืนฐานซ่ึงกําหนดโดยคาของ Number of Vanishing 
Moments (NVM) [15-16] โดยท่ี Daubechies Wavelet จะนิยามโดย 
 

∫
∞

∞−
−== 1,...,1,00)( Nldttt lψ  (4.43) 

 
หรือมองในสเปซฟูเรียรจะได 
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1,...,1,00)(~

0

−==
=

Nl
d

d
l

l

ω
ω

ωψ  (4.44) 

 
ถาคา l  มากขึ้นจะทําใหฟงกชันพ้ืนฐานมีความราบเรียบมากขึ้น ตัวอยางของฟงกชันพ้ืนฐานของ
ออรโธนอรมัลเวฟเล็ตท้ังฟงกชันพ้ืนฐานสเกลลิงและฟงกชันพ้ืนฐานเวฟเล็ต 
 แตในการประยกุตใชงานนั้น สวนใหญจะไมใชสเกลลิงฟงกชัน หรือเวฟเล็ตฟงกชัน 
โดยตรงแตจะใชสัมประสิทธ์ิผลตอบสนองอิมพัลซ )(0 nh  และ )(1 nh  จากเง่ือนไขของ )(0 nh  ใน
สมการท่ี 4.17 และสมการท่ี 4.19 จะสามารถหาสัมประสิทธ์ิ )(0 nh  NVM=2 ไดคือ 
 

1)1()0(

2)1()0(
2
0

2
0

00

=+

=+

hh
hh  

 
เม่ือแกสมการแลวจะได 2/1)1()0( 00 == hh  ซ่ึงเปน )(0 nh  ของเวฟเล็ตตระกูล Daubechies 
NVM=2 และจากสมการท่ี 4.26 จะได 2/1)0(1 =h  และ 2/1)1(1 −=h   


