
บทท่ี 3  
บีสไปลน 

(B-Spline) 
 

3.1 บทนํา  
 เนื้อหาในบทนี้กลาวถึงบีสไปลน ซ่ึงเปนสมการท่ีใชแทนเสนโคง (Curve Representation) 
แบบพาราเมตริกซ (Parametric Form) คือสามารถแทนเสนโคงในพิกัด yx,  ไดดวยพารามิเตอร
เพียงตัวเดียว นอกจากนี้บีสไปลนยังมีคุณสมบัติท่ีสําคัญมากมาย ดังจะกลาวในรายละเอียดตอไป 
[13-14] 
 
3.2 ฟงกชันพื้นฐานบีสไปลน (B-Spline Basis Functions) 
 

3.2.1 นิยามของฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลน  
 ฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลนสามารถหาไดหลายวิธี เชน วิธี divided difference ของอนุกรม
กําลัง วิธี blossoming และวิธี recurrence formula โดย deBoor, Cox และ Mansfield [14] ใน
งานวิจัยนี้เลือกใชวิธี recurrence formula เนื่องจากเปนวิธีท่ีสะดวกในการคํานวณดวยคอมพิวเตอร 
 ให { }muuU ,...,0=  คือ knot vector และเปนเซตของจํานวนจริงท่ีมีคาไมลดลงหรือ 

1+≤ ii uu  เม่ือ 1,...,0 −= mi  และ iu  คือ knot 
 ฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลนลําดับท่ี i  ซ่ึงมีดีกรี p )1( += porder  สามารถแทนดวย
สัญลักษณ )(, uN pi  ซ่ึงถูกนิยามดวยสมการ 
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หมายเหตุ 

• )(0, uN i  เปนฟงกชันขั้นบันไดท่ีมีคาเทากับหนึ่งในชวงพารามิเตอร [ )1, +∈ ii uuu  
• สําหรับ 0>p  สามารถหา )(, uN pi  ไดจากการบวกแบบเชิงเสนของฟงกชันพ้ืนฐาน 

บีสไปลนดีกรี 1−p  สองฟงกชัน 
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• จากสมการท่ี 3.1  ถามีคาเปน 00  นิยามใหมีผลลัพธเปน 0 
• เรียกชวง [ )1, +ii uu  วา knot span ลําดับท่ี i  ซ่ึงอาจมีขนาดเปนศูนยก็ได 
• การคํานวณหาคาฟงกชันท่ีดกีรี p  สามารถพิจารณาจากแผนภูมิดังนี ้
 

 
 
ตัวอยางที่ 3.1 กําหนดให { }1,1,1,0,0,0 543210 ======= uuuuuuU  และ 2=p  ให
คํานวณหาฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลนดกีรี 0, 1 และ 2 
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ตัวอยางที่ 3.2 กําหนดให 
{ }5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0 109876543210 ============ uuuuuuuuuuuU  

และ 2=p  คํานวณหาฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลนดกีรี 0, 1 และ 2 
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รูปที่ 3.1 ฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลนดีกรี 0 เม่ือ { }5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0=U  
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0,7N  
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รูปที่ 3.2 ฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลนดีกรี 1 เม่ือ { }5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0=U  
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รูปที่ 3.3 ฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลนดีกรี 2 เม่ือ { }5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0=U  
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3.2.2 คุณสมบัติของฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลน 
 คุณสมบัติท่ีสําคัญของฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลนเหลานี้ สามารถกําหนดคุณสมบัติทาง
เรขาคณิตของเสนโคงบีสไปลนและพ้ืนผิวบีสไปลนได กําหนดใหฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลนมีดีกรี 
p และมี knot vector { }muuU ,...,0=  

 1. 0)(, =uN pi  เม่ือ [ )1, ++∉ pii uuu  เรียกคุณสมบัตินี้วาเปน Local support สามารถแสดง
ไดดวยแผนภูมิดังนี้ 
 

 
 
     พ บ ว า  3,1N  เ กิ ด จ า ก ผ ล ร ว ม ข อง  0,40,30,20,1 ,,, NNNN  นั่ น คื อ  03,1 ≠N  เ ม่ื อ 

[ )51,uuu ∈  
 2. ในชวง knot span, [ )1, +jj uu  ใดๆ จะมี piN ,  ท่ีมีคาไมเปนศูนยท้ังหมด 1+p  ฟงกชัน 
คือ pjppj NN ,, ,...,−  เชน บนชวง [ )43 ,uu  จะมีฟงกชันท่ีดีกรี 0 ซ่ึงมีคาไมเปนศูนยเพียง 1 ฟงกชัน
คือ 0,3N  จะไดวาฟงกชันท่ีดีกร ี3 และมีคาไมเทากับศูนย ไดแก 3,33,0 ,..., NN   
 

 
 

 3. 0)(, ≥uN pi  สําหรับทุกคา pi,  และ )0( ≥uu  
 4. สําหรับชวง knot span, [ )1, +jj uu  ใดๆ ได ∑

−=

=
i

pij
pj uN 1)(,  

 5. อนุพันธของ )(, uN pi  จะถูกนิยามในแตละชวง knot span และท่ี knot ใดๆ )(, uN pi  
สามารถหาอนุพันธไดถึง kp −  เม่ือ k  เปนจํานวน knot ท่ีมีคาซํ้ากัน 
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ตัวอยางที่ 3.3 ให ,2=p  { }5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0=U  และ 2/5=u  (ดูรูปท่ี 3.3) ได 4=i

ดังนั้น [ )54 ,uuu ∈  จะหา 0)(2, ≥uN i  ไดดังนี ้
 

 
 
แทน 2/5=u  ในผลลัพธท่ีไดจากตัวอยางท่ี 3.2 จะได 
 

 
 
จะสังเกตไดวา ท่ีดกีรีใดๆผลรวมของฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลนมีคาเทากับหนึ่ง 
 
ตัวอยางที่ 3.4 ให ,2=p  { }5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0=U  และ 2/5=u  ใหหา ( )2
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3.2.3 อนุพันธของฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลน 
 ให )()(

, uN k
pi  แทนอนุพันธอันดับท่ี k  ของฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลน  
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หมายเหตุสมการท่ี 3.2 

• pk ≤  
• ถาตัวหารเปนศูนย นยิามใหมีคาเทากับ 0 

 
3.3 เสนโคงบีสไปลน 
 

3.3.1 นิยามของเสนโคงบีสไปลน 
 สมการเสนโคงบีสไปลนดกีรี p  สามารถนิยามไดดวยสมการ 
 

buaPuNuC
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i
ipi <<= ∑
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,)()(
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,  (3.4) 

 
เม่ือ { }iP  คือเซตของจุดควบคุม (control point) 
 1+n  คือจํานวนจุดควบคุม 
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 { })(, uN pi  คือเซตของฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลนดีกรี p  และกําหนดให knot vector เปน
แบบ nonperiodic (nonuniform) ซ่ึงมี knot เปนจํานวน 1+m  โดย 
 

 
 
 กําหนดให 1,0 == ba  และเรียกพ้ืนท่ีปดท่ีเกดิจาก { }iP  วา Control point polygon 
  

 ขั้นตอนในการหาคาบนเสนโคงบีสไปลนท่ีพารามิเตอร u  ใดๆ มีดังนี ้
 1. หาวา u  อยูในชวงของ knot span ใด 
 2. หาคาฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลนดกีร ี p  ท่ี u  นั้นๆ 
 3. คูณผลลัพธท่ีไดจากขอ 2 กับจดุควบคมุตามสมการท่ี 3.4 
 

 
 

รูปที่ 3.4 เสนโคงบีสไปลนดีกรี 3 เม่ือ { }1,1,1,1,0,0,0,0=U  
 

ตัวอยางที่ 3.5 จากตัวอยางท่ี 3.3 ซ่ึงมี { },5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0=U 2/5=u  และ 2=p  ได
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3.3.2 คณุสมบตัขิองเสนโคงบีสไปลน 
 1. ถา pn =  และ { }1,...,1,0,...,0=U  แลว )(uC  คือ Bezier curve [19] 
 2. )(uC  เปน piecewise polynomial curve เนื่องจาก )(, uN pi  เปน piecewise polynomial 
function และดีกรี p , จุดควบคุม 1+n , knot จํานวน 1+m  สัมพันธกันดวยสมการ 

1++= pnm  
3. 0)0( PC =  และ nPC =)1(  

 4. คุณสมบัติท่ีไมแปรผันตอการแปลงแบบแอฟไฟน (Affine Invariance) คือ สามารถทํา
การแปลงแบบแอฟไฟนเสนโคงไดโดยทําการแปลงกับจุดควบคุมไดเชนกัน 
 5. คุณสมบัต ิStrong convex hull คือ เสนโคงจะถูกกําหนดใหอยูภายในจุดควบคุม (control 
point polygon) หรือ พ้ืนท่ีท่ี เกิดจากจุดควบคุมดังรูปท่ี  3.7 นั่นคือ  ถา  [ )pii uuu +∈ ,  เ ม่ือ 

1−−<≤ pmip  แลว )(uC  จะถูกควบคุมโดย ipi PP ,...,−  ท่ีเปนเชนนี้เนื่องจากคุณสมบัติของ
ฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลน 0)(, =uN pj  ท่ี pij −<  และ ij >  เม่ือ [ )1, +∈ ii uuu  
 6. คุณสมบัติ Local modification scheme คือ หากทําการเปล่ียนตําแหนง iP  จะมีผลให 

)(uC  มีคาเปล่ียนแปลงเฉพาะชวง [ )1, ++ pii uu  พิจารณารูปท่ี 3.8 เนื่องจาก 0)(, =uN pi  เม่ือ 
[ )1, ++∉ pii uuu  

 

 
รูปที่ 3.5 (ก) ฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลนดกีรี 3 เม่ือ { }1,1,1,1,4

3,2
1,4

1,0,0,0,0=U  
    (ข) เสนโคงบีสไปลนดีกรี 3 โดยใชฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลนรูปท่ี 3.5 (ก) 

 

(ก) 

(ข) 

0P  
1P  

2P  3P  

4P  

6P  

3,0N

3,1N  3,2N  3,3N  
3,4N  3,5N  

3,6N  

5P  
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รูปที่ 3.6 (ก) ฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลนดกีรี 2 เม่ือ { }1,1,1,5

4,5
3,5

2,5
1,0,0,0=U  

          (ข) เสนโคงบีสไปลนดีกรี 2 โดยใชฟงกชันพ้ืนฐานบีสไปลนรูปท่ี 3.6 (ก) 
 

 
 

รูปที่ 3.7 คุณสมบัต ิConvex hull ของเสนโคงบีสไปลน 

 

2,0N  

2,1N  2,2N  2,3N  2,4N  
2,5N  

2,6N  

(ก) 

0P  

1P  2P  

3P  4P  

5P  6P  

 (ข) 

 

1=p  

2=p  

3=p  

4=p  
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รูปที่ 3.8 เสนโคงบีสไปลน โดย { }1,1,1,1,4
3,2

1,4
1,0,0,0,0=U  เม่ือทําการเคล่ือนยายจุด  

  4P  ไปยังจุด '4P  พบวาเสนโคงจะเปล่ียนเฉพาะชวง [ )1,4
1  

 
          7. เสนโคงบีสไปลนสามารถปรับปรุงวิธีการประมาณคาไดโดยวิธีการแทรก knot หรือ 
degree elevation และพบวายิ่งดีกรีมีคานอย เสนโคงบีสไปลนจะยิ่งชิดจุดควบคุม (control point 
polygon) มากขึ้น ดังรูปท่ี 3.9 และ 3.10 
 8. )(uC  มีคุณสมบัติความตอเนื่อง (Continuity) และสามารถหาอนุพันธได 
(differentiability) 

 
รูปที่ 3.9 เสนโคงบีสไปลน  
     (ก) เสนโคงบีสไปลนดกีรี 9 โดย { }1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0=U  
    (ข) เสนโคงบีสไปลนดีกรี 2 และ { }1,1,1,8

7,8
6,8

5,8
4,8

3,8
2,8

1,0,0,0=U  

2P  

1P  0P  

3P  

4P  

4P′  

5P  6P  

(ก) 

(ข) 
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รูปที่ 3.10 เสนโคงบีสไปลนท่ีดีกรตีางๆกนัโดยใชจุดควบคุมเดียวกัน 
 
3.3.3 อนุพันธของเสนโคงบีสไปลน  

 ให )()( uC k  แทนอนุพันธอันดับท่ี k  ของ )(uC   
 

∑
=

=
n

i
i

k
pi

k PuNC
0

)(
,

)( )(  (3.5) 

 
หา )(uC′  โดยกําหนดคา u  ท่ีตองการหา 
 
เม่ือ   ∑
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=
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ipi PuNuC
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1,...,1,,...,,0,...,0
p

pmp
p

uuU 321  

  
แทนสมการท่ี 3.2 ในสมการท่ี 3.5 ได 
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จากนิยามเรากําหนดให 0
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=  
 ได  
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เม่ือ                   
   

11

1
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ipi
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PPpQ  

 
3.4 การประมาณเสนโคงดวยบีสไปลน 
 

3.4.1 การกําหนดคาพารามิเตอร ( ku ) 
 กําหนดใหเซตของขอมูล { } nkQk ,...,0, =  กําหนดให ku  เปนพารามิเตอรสําหรับ kQ  
และให { }muuU ,...,0=  จะไดระบบสมการเชิงเสน 1+n  ตัวแปรจํานวน  1+n  สมการท่ี 3.7 
 

i

n

i
kpikk PuNuCQ ∑

=

==
0

, )()(  (3.7) 

 
พารามิเตอรท่ีนิยมใชท่ัวไปมีดังนี ้
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 1. Equally Spaced 
 

1,...,1

100

−==

==

nk
n
ku

uu

k

n

 (3.8) 

 
วิธีนี้ไมเหมาะกับขอมูลท่ีมีระยะหางระหวางจดุไมเทากนัท้ังหมด 
 

 2. Chord Length  
กําหนดให d  เปนความยาวท้ังหมด 
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 (3.9) 

 
 วิธีนี้นิยมใชกันอยางแพรหลายและเปนพารามิเตอรท่ีเหมาะสําหรับเสนโคงทุกชนิด ไมวา
จะเปนเสนโคงเปดหรือเสนโคงปด 
 

 3. Centripetal method 
กําหนดให            ∑

=
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k
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เม่ือ 
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 (3.10) 

 
วิธีนี้ใหผลดีสําหรับขอมูลท่ีมีการเปล่ียนแปลงอยางรวดเร็ว 

 

4. Area parameter 
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และ       Area:  ∑
=

−×=
n

k
kk QQa

1
12

1  
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 (3.11) 

  
พารามิเตอรแบบนี ้เหมาะกับเสนโคงท่ีมีลักษณะปด และมีคุณสมบัติท่ีไมผันแปรเม่ือถูกแปลงแบบ
แอฟไฟน  
 

3.4.2 Knot vector 
 Knot vector มีวิธีการกําหนดหลายรูปแบบ เราสนใจเฉพาะแบบท่ีเปน non-periodic (หรือ 
clamped หรือ open) ซ่ึงมีรูปแบบดังนี ้
 

{ } { {
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0
p

pmp
p

m bbuuaauuU ,...,,,...,,,...,,...,  (3.12) 

 
เม่ือ 1−−= pmn  
 โดยท่ัวไปจะกําหนดให 0=a  และ 0=b  เชนเม่ือ 6,2 == np  จะได  

}{= 5 5 5 4 3 2 1 0 0 01/5U  
 

3.4.3 หาจุดควบคุมจากการประมาณเสนโคงบีสไปลนดวยวิธ ีLeast Squares 
 สมมติใหมีขอมูล pnp ≥≥ ,1  และ )(,...,0 nmQQ m >  จะหาเสนโคงบีสไปลนดีกรี p

แบบ Non-rational ไดจากสมการ 
 

buaPuNuC
n

i
ipi <<= ∑
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,)()(
0

,  (3.13) 

  
ซ่ึงมีคุณสมบัติดังนี ้

• 00 )0( PCQ ==  และ nm PCQ == )1(  
• ท่ีจุดของขอมูล kQ  อ่ืนๆจะถูกประมาณและมีผลรวมของคาผิดพลาดกาํลังสองเปน 
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( )∑
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kk uCQε  (3.14) 

 
 คาผิดพลาด 2ε  จะมีคานอยท่ีสุดขึ้นกับจํานวนของจุดควบคุมท่ีเปนตัวแปรจํานวน 1+n  
ตัวแปร และ { }ku  ซ่ึงเปนคาพารามิเตอรท่ีไดคํานวณไวแลว 
กําหนดให 

 

 
        
จากสมการท่ี 3.14  
 

 
  

 หา  2ε  ท่ีนอย ท่ีสุดโดยหาอนุ พันธ อันดับหนึ่งของฟงก ชัน  2ε  เทียบกับ  lP  เ ม่ือ 
1,...,1 −= nl  ได 
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ใหสมการท่ี 3.15 เปนศูนย จะได 
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หรือ 
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 จากสมการท่ี 3.17 เปนสมการเชิงเสน 1 สมการท่ีประกอบดวยตัวแปรคือ 11,..., −nPP  
ฉะนั้นให 1,...,1 −= nl  จะไดระบบสมการท่ีมีสมการท้ังหมด 1−n  สมการซ่ึงมีตัวแปร 1−n  ตัว
แปร และสามารถเขียนในรูปเมตริกซดังนี ้
 

( ) RPNN T =  (3.18) 
 

( ) RNNP T 1−
=  (3.19) 

 
เม่ือ N  เปนเมตริกซขนาด ( ) ( )11 −×− nm  
 

 
 
และ R  เปนคอลัมนเวคเตอรขนาด ( )1−n  
 

 
 
และ 
 

 
 
หมายเหตุ 
 ฉะนั้นเราสามารถหาคา ( )zyx PPP  ไดจากสมการท่ี 3.19 เม่ือทราบเมตริกซสัมประสิทธ์ิ
และ ( )zyx RRR   
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