
บทท่ี 2 
การลงทะเบียนภาพและการแปลงทางเรขาคณิต 

(Image Registration and Geometric Transform) 
 

2.1 บทนํา 
 การลงทะเบียนภาพ (Image Registration) เปนกระบวนการในการจดัวางภาพตั้งแตสอง
ภาพขึ้นไปลงบนระนาบเดยีวกนัอยางสอดคลอง เพ่ือพิจารณารายละเอียดรวมท้ังตําแหนงของวตัถุ
บนภาพท้ังหมดไดในขณะเดียวกัน ดวยเหตุนีก้ารลงทะเบียนภาพจึงถูกนําไปใชอยางแพรหลายใน
การวเิคราะหผลภาพทางการแพทยเชน การวเิคราะหการเจริญเติบโตของเนื้อเยื่อมะเร็งเปนตน  
 เนื้อหาในบทนี้จะกลาวถึงประเภทของการลงทะเบียนภาพ วิธีในการลงทะเบียนภาพท่ีมีอยู
ในปจจุบัน การแปลงทางเรขาคณิต และคาท่ีไมผันแปรของภาพเรขาคณิต 
 
2.2 ประเภทของการลงทะเบียนภาพ 
 

2.2.1 วัตถชุนดิเดียวกนัและถายภาพดวยวิธีเดยีวกัน (Intraobject-Intramodality  
Registration) 
 เปนการลงทะเบียนภาพจากวัตถุชนดิเดียวกันและถายภาพดวยวิธีเดยีวกนั ซ่ึงดงัตวัอยาง 
เปนรูปท่ีถายศีรษะของผูปวยท่ีไดจากเครื่อง MRI ท่ีถายตางเวลากัน 

 
รูปที่ 2.1 (ก) แสดงภาพถาย MRI ของศีรษะผูปวย 
    (ข) แสดงภาพถาย MRI ของศีรษะผูปวยหลังจาก 6 สัปดาห 

 

(ก) (ข) 
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2.2.2 วัตถชุนดิเดียวกนัแตถายภาพตางวิธกีัน (Intraobject-Intermodality Registration) 
 เปนการลงทะเบียนภาพจากภาพถายวัตถุชนดิเดียวกนั แตถายภาพตางวธีิกันซ่ึงดงัตวัอยาง 
เปนการลงทะเบียนภาพท่ีไดจากเครื่อง MRI กับ เครื่อง SPECT แลวนําท้ังสองภาพมาซอนทับกัน 

 
 
รูปที่ 2.2  (ก) แสดงภาพผลลัพธของการลงทะเบียนภาพ MRI และ SPECT [1] 
  (ข) แสดงภาพถาย MRI ของศีรษะผูปวย 
  (ค) แสดงภาพถาย SPECT ของศีรษะผูปวย 
 

2.2.3  วัตถุตางชนิดกัน (Interobject Registration) 
 เปนการลงทะเบียนภาพจากภาพถายวัตถุตางชนิดกัน และถายภาพตางวธีิกนั ซ่ึงดังตัวอยาง
แสดงภาพถายทางอากาศบนภาพแผนท่ี 
 

 
 

รูปที่ 2.3 แสดงภาพผลลัพธของการลงทะเบียนภาพถายทางอากาศและแผนท่ี 

 

(ก) (ข) 

(ค) 
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2.3 วิธีลงทะเบียนภาพ  
 เราสามารถจําแนกวิธีลงทะเบียนภาพไดหลายแบบดวยกัน [1-2] ในท่ีนี้เราแบงวิธีการลง 
ทะเบียนภาพไดเปน 4 วิธีตามคณุลักษณะของภาพท่ีนํามาใชลงทะเบียน ไดแก 
 

2.3.1 วิธีลงทะเบียนภาพแบบใชจุดควบคุม (Control-point based registration) 
 วิธีการลงทะเบียนภาพแบบใชจดุควบคมุ จะใชจุดท่ีสอดคลองกันระหวางจดุบนภาพท้ัง
สองภาพในการลงทะเบียนและเรียกจุดเหลานั้นวาแลนมารค ดังนั้นความแมนยําของการลงทะเบียน
ภาพจึงขึน้อยูกับความถูกตองของแลนมารคท่ีหาได 
 แลนมารคอาจจะเปนจุดซ่ึงเปนคุณสมบัติของวัตถุหรือไมใชก็ได เชน ในภาพทาง
การแพทยจะมีแลนมารค เชน จุดบนอวัยวะหรือขอบของกระดูกเปนคุณสมบัติของวัตถุ หรือแลน
มารคท่ีไดจากการเอาแหลงกําเนิดแสงติดไวท่ีตัวผูปวยตามจุดตางๆหรือทําเครื่องหมายไวท่ีตัว
ผูปวย เปนแลนมารคซ่ึงไมใชคุณสมบัติของวัตถุโดยตรง และวิธีท่ีไดมาซ่ึงแลนมารคนั้นมีหลายวิธี 
เชน การหาแลนมารคดวยมือหรอืการกําหนดจุดซ่ึงจาํเปนตองอาศัยความแมนยําและความรูเกีย่วกบั
ภาพชนิดนั้นๆ เชนการหาแลนมารคในภาพทางการแพทยเปนตน นอกจากนี้ยังมีการหาแลนมารค
แบบอัตโนมัติหรือกึ่งอัตโนมัติ เชนจุดเปล่ียนโคง หรือจุดมุมของรูป [3] และจุดท่ีมีคาความโคง
สูงสุด [4] 
 จากนั้นสามารถหาเมตริกซของการแปลงไดจากการหาความสัมพันธระหวางแลนมารคบน
ภาพท่ีหนึ่งกับภาพท่ีสอง เชนในภาพท่ีมีความสัมพันธกันแบบเชิงเสนสามารถหาเมตริกซของการ
แปลงไดจากการประมาณคาเฉล่ียของคาผิดพลาดกําลังสอง (Mean Square Error : MSE) 
 

2.3.2 วิธีลงทะเบียนภาพแบบโมเมนต (Moment based registration) 
 หลักการของวิธีการลงทะเบียนภาพแบบโมเมนต จะพิจารณาความสัมพันธของภาพจาก
คุณสมบัติพ้ืนฐานของภาพและไมอาศัยมนษุยชวยในการลงทะเบียนภาพ 
 เนื่องจากคาระดับเทา (Gray level) และคุณสมบัติเชิงเรขาคณติของภาพนั้น ถูกกําหนด
ลักษณะโดยจดุศูนยกลางมวล (Center of Gravity) แกนหลัก (Principal Axis) และคาโมเมนตอ่ืนๆ 
[5-8] 
 ดังนั้นคาพารามิเตอรของการแปลง (เล่ือน หมุน ยอ ขยาย เปนตน) ของการแปลงสําหรับ
ภาพมาตรฐาน สามารถคํานวณไดจากการคํานวณโมเมนตแบบนอรมอไลซ (Normalizing 
Moments) ในแตละภาพ เนื่องจากคาโมเมนตแบบนอรมอไลซนี้มีคุณสมบัติท่ีไมแปรผันของภาพ 
 สําหรับประสิทธิภาพของวิธีการลงทะเบียนภาพแบบนี้ จะไวตอสัญญาณรบกวนอยางมาก 
กลาวคือ คาโมเมนตและพารามิเตอรสําหรับการแปลงท่ีคาํนวณไดจากภาพท่ีมีสัญญาณรบกวนจะมี
ความผิดพลาดแปรผันตามขนาดของสัญญาณรบกวน เปนผลใหวิธีลงทะเบียนภาพแบบนี้ไมนยิมใช
ในการลงทะเบียนภาพมากนกัและถูกจาํกดัใหใชกับภาพท่ีมีรูปทรงอยางงายเทานั้น  



 7 

2.3.3 วิธีลงทะเบียนภาพแบบใชขอบภาพ (Edge-based registration) 
 วิธีลงทะเบียนภาพแบบนี้นิยมใชกับภาพท่ีมีขอบภาพชัดเจน และไมสนใจขอมูลอ่ืนบน
ภาพยกเวนขอบภาพเทานั้น 
 โดยขั้นตอนของการหาขอบภาพสามารถทําไดหลายวิธี เชนเทมเพลทแมชช่ิง (Template 
matching) หรือซีโรครอสซ่ิง (Zero Crossing) เปนตน อยางไรก็ตามการหาขอบภาพท่ีมีสัญญาณ
รบกวนอาจทําไดไมงายนัก  
 หลังจากนั้นก็เขาสูกระบวนการในการลงทะเบียน เชน วธีิ ICP (Iterative Closet Points) 
หรือซูปเปอรเคริฟ (Super-Curve) [9] จากนั้นคํานวณหาคาผิดพลาด โดยใชคาต่ําสุดของคาเฉล่ีย
ของคาผิดพลาดกําลังสอง (Minimum Mean Square Error) หรือการเปรียบเทียบระดับความเขมสี 
(Intensity) ของพิกเซลท่ีเปนขอบภาพ 
 แตเนื่องจากความไมสมบูรณของขอมูลท่ีได หรือขอบภาพท่ีไดไมถูกตองทําให
กระบวนการลงทะเบียนผิดพลาดได กลาวคือคาท่ีคาํนวณไดอาจจะใหคาผิดพลาดนอยสุดใน
ชวงหนึ่ง (Local minimum) ไมใชคาท่ีผิดพลาดนอยสุดจรงิๆ (Global minimum) ดังนั้นผลของการ
ลงทะเบียนจึงผิดพลาด จึงตองอาศัยกระบวนการในการหาจุดท่ีเปนคาผิดพลาดนอยสุดจริงๆ จึงจะ
ชวยแกปญหาขางตนได  
 อยางไรกต็ามวธีิลงทะเบียนภาพแบบใชขอบภาพ นบัวาเปนวิธีท่ีแพรหลายเนื่องจาก
ขอบภาพเปนขอมูลพ้ืนฐานของภาพ 
 

2.3.4 วิธีลงทะเบียนภาพแบบพิจารณาความเหมือนกันของภาพ (Optimization of a 
similarity measurement) 
 หลักการของวิธีลงทะเบียนภาพแบบพิจารณาความเหมือนกันของภาพคือ จะไมดึง
คุณสมบัติใดๆของภาพ แตจะทําการแปลงภาพๆหนึ่งและทําการวัดความเหมือนของภาพท้ังสอง 
และจะทําการแปลงภาพนัน้อีกจนกวาภาพท้ังสองจะเหมือนกันท่ีสุด 
 การวดัความเหมือนของภาพจะพิจารณาจากคณุสมบัตขิองภาพเชน Correlation Coefficient, 
Correlation function หรือ Sum of absolute differences [1-2] 
 วิธีลงทะเบียนภาพวิธีนี้จําเปนตองใชกระบวนการทําซํ้า เชนการใชกระบวนการเจเนตกิ 
(Genetic Algorithm) [10] ทําใหใชเวลาในการประมวลผลมาก  
 อยางไรก็ตาม วิธีลงทะเบียนภาพแบบนี้อาจใหผลลัพธท่ีผิดพลาดได เนื่องจากคุณสมบัติท่ี
ไดกลาวไปขางตนนั้นมีคาแปรผันกับคาความเขมแสงของภาพ ฉะนั้นวิธีนี้จึงเหมาะท่ีจะใชกับภาพ
ท่ีถายดวยเทคนคิเดียวกันเทานั้น (Same modality) 
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2.4 การแปลงเชิงเรขาคณิต (Geometric transformation) 
 ในงานทางดานคอมพิวเตอรกราฟกนั้น บางครั้งจําเปนตองมีการเคล่ือนยายภาพไปยงั
ตําแหนงใหม ยอ-ขยายภาพ หรือมีการหมุนภาพใหอยูในมุมมองท่ีเหมาะสม ซ่ึงสามารถทําไดโดย
ใชการแปลงเชิงเรขาคณิต 
 ในการพิจารณาการแปลงนั้นจะพิจารณาไดวาเปนการแปลงจดุในปรภิูมิสามมิติ และเพ่ือ
ความเขาใจงายจึงมักจะเขียนอยูในรปูของเมตรกิซ โดยกําหนดใหจดุท่ีตองการแปลงเปนจุด P  มี
พิกัดเปน ( )zyx ,,  ใดๆ เม่ือตองการยายตําแหนงของจดุ P  ไปยังพิกัดใหมคือ 'P  ซ่ึงมีพิกัด 
( )',',' zyx  ก็ทําไดโดยการนําพิกัดของจดุ P  ไปบวกกับเมตริกซการแปลงซ่ึงก็คือ T  สามารถ
แสดงเมตริกซของการแปลงไดดังนี ้
 

[ ] [ ]zyx TTTzyxTPP +=+='  (2.1) 
 
 นอกจากนี้เม่ือนําพิกัดของจดุ P  มาคูณกับเมตรกิซการแปลง T  ใหไดพิกัดใหมคือ 'P   
นั้นจะเปนการสเกล การหมุน การสะทอน หรืออ่ืนๆ ขึ้นอยูกับคาพารามิเตอรภายในเมตรกิซการ
แปลงนั้นและสามารถเขยีนในรูปของเมตรกิซไดดังนี ้
 

[ ]















⋅=⋅=

ihg
fed
cba

zyxTPP'  (2.2) 

 
 สําหรับการแปลงเชิงเรขาคณติในทางคอมพิวเตอรกราฟก โดยท่ัวไปแลวจะประกอบดวย
การแปลงหลายๆชนิดประกอบกัน และเนื่องจากเปนการคาํนวณในรูปของเมตริกซจึงทําใหยาก ใน
การคํานวณเมตริกซท่ีมีรูปแบบแตกตางกัน จึงไดมีการนําระบบพิกัดโฮโมจีเนียส (Homogeneous 
Coordinate System) เขามาใชเพ่ือแกปญหานี ้
 ในระบบพิกัดโฮโมจีเนียส จุดในระบบสามมิต ิ ( )zyx ,,  จะถูกแทนดวยระบบส่ีมิตินั่นคือ 
( )Hzyx ,,,  โดยจะมี  H  เปนค าแฟกเตอร ท่ี มีหน าท่ีสเกลซ่ึงจะมีคาไม เท ากับศูนย  จุด 
( )Hzyx ,,,  จะถูกนอรมอลไลซเปน ( )1,/,/,/ HzHyHx  โดยท่ัวไปแลวคา H  จะมีคา
เทากับ 1 ดังนั้นจุด ( )zyx ,,  ใดๆจะมีคาในระบบพิกัดโฮโมจีเนียสเปน ( )1,,, zyx  
 จากรูปท่ี 2.4 เมตริกซยอย I เปนสวนท่ีกําหนดวาเปนการแปลงแบบใด เชน การหมุน การ
สเกล การสะทอน เปนตน สวนเมตริกซยอย II เปนสวนของการยายตําแหนงแบบเชิงเสน และใน
สวนสุดทายเมตริกซยอย III ใชในการรวมระหวางการเคล่ือนยายพิกัดและการแปลงท่ีอยูในรูปการ
คูณ โดยมีรายละเอียดของการแปลงแบบตางๆดังนี ้
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รูปที่ 2.4 สวนประกอบของระบบพิกัดโฮโมจีเนยีส 

 
2.4.1 การเลือ่นพิกดั (Translation) 

 เมตริกซการแปลง )( TT  ท่ีใชสําหรับการแปลงท่ีตองการเล่ือนพิกัดมีลักษณะดังนี ้
 





















=

1
0100
0010
0001

zyx

T

TTT

T  (2.3) 

 
 โดยท่ีคา yx TT ,  และ zT  แสดงระยะทางท่ีตองการเคล่ือนยายตําแหนงไปในแนวแกน 

yx,  และ z  ตามลําดบั และพิกัดของจดุในระบบโฮโมจเีนยีส ( )hzyx ,',','  เปน 
 

[ ] [ ]




















⋅=

1
0100
0010
0001

1

zyx TTT

zyxhzyx '''  (2.4) 

  
หรือ 
 

[ ] [ ]1''' zyx TzTyTxhzyx +++=  (2.5) 
 

 การเล่ือนเมตริกซเปนการแปลงท่ีมีประโยชนมากในทางคอมพิวเตอรกราฟก เนื่องจาก
ขอมูลภาพตนฉบับท่ีนํามาใชจะมีตําแหนงอยูในดานบวกเทานั้น จึงจําเปนตองการอาศัยการแปลง
แบบนี้เพ่ือเล่ือนพิกัดกึ่งกลางของขอมูลตนฉบับใหมาอยูท่ีจุดกาํเนดิ )0,0,0(  เสียกอน แสดงในรูป
ท่ี 2.5 จึงถือไดวาการแปลงแบบเล่ือนพิกัด เปนพ้ืนฐานท่ีสําคัญของการสรางภาพทางคอมพิวเตอร
กราฟก 

 





















⋅
⋅⋅⋅⋅⋅

⋅
⋅
⋅

1

0
0
0

LKJ

IHG
FED
CBA

 

I 

II 

III   
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รูปที่ 2.5 การเล่ือนจุดกึ่งกลางของปรมิาตรตนฉบับมายังจุดกําเนิด 
 

2.4.2 การสเกล (Scaling)  
 การสเกลเปนการแปลงเพ่ือปรับเปล่ียนขนาดของวัตถุท่ีตองการ มีเมตริกซการแปลง ( )S

ดังนี ้
 



















=

1000
000
000
000

z

y

x

S
S

S

S  (2.6) 

  
 โดยท่ี yx SS , และ zS  เปนสัมประสิทธ์ิการสเกลสําหรับพิกัด yx,  และ z  ตามลําดับ 
และพิกัดของจดุในระบบโฮโมจเีนียส ( )hzyx ,',','  เปน 
 

[ ] [ ]




















⋅=

1000
000
000
000

1
z

y

x

S
S

S

zyxhzyx '''  (2.7) 

  
หรือ 
 

[ ] [ ]1''' zyx zSySxShzyx =  (2.8) 
  

  คา yx SS , และ zS  จะเปนตัวกําหนดวาเปนการยอหรือขยายรูป กลาวคือ ถา S  มีคา
มากกวา 1 จะเปนการขยายภาพและถา S  มีคานอยกวา 1 จะเปนการยอขนาดภาพ 
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รูปที่ 2.6 การสเกลวตัถุ 
 

2.4.3 การหมุนวัตถ ุ(Rotation) 
 การหมุนวตัถุเปนการหมุนวัตถุรอบแกนตางๆท้ังสามแกน ซ่ึงไดแก แกน yx,  หรือ z  
โดยการอางอิงการมองในลักษณะมองออกจากจุดกําเนิดไปตามแนวแกน เมตรกิซการแปลงของ
การหมุนรอบแกนตางๆในทิศทางตามเข็มนาฬิกา มีดังนี ้

• เมตริกซการแปลงของการหมุนรอบแกน x  ไปเปนมุม θ  คือ 
 



















−
=

1000
0cossin0
0sincos0
0001

θθ
θθ

XR  (2.9) 

 
• เมตริกซการแปลงของการหมุนรอบแกน y  ไปเปนมุม φ  คือ 

 

















 −

=

1000
0cos0sin
0010
0sin0cos

φφ

φφ

YR  (2.10) 
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• เมตริกซการแปลงของการหมุนรอบแกน z  ไปเปนมุม ϕ  คือ 
 


















−

=

1000
0100
00cossin
00sincos

ϕϕ
ϕϕ

ZR  (2.11) 

 
 

  
 

รูปที่ 2.7 การแปลงแบบหมุนรอบแกนท้ังสาม 
 

2.4.4 การสะทอน (Reflection) 
 การสะทอนวัตถุเปนการสะทอนพิกัดของวัตถุไปยงัพิกดัท่ีอยูอีกดานหนึ่งของระนาบการ

สะทอน yzxy,  หรือ xz  เมตรกิซของการสะทอนมีดังตอไปนี ้
• เมตริกซของการสะทอนกับระนาบ xy  คือ 

 



















−
=

1000
0100
0010
0001

XYRf  (2.12) 

 
จะเปล่ียนเฉพาะพิกัด z  โดย zz −='  

ตนฉบับ 

หมุนรอบ °= 90z  หมุนรอบ °= 90y  

หมุนรอบ °−= 90x  
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• เมตริกซของการสะทอนกับระนาบ yz  คือ 
 

















−

=

1000
0100
0010
0001

YZRf  (2.13) 

 
จะเปล่ียนเฉพาะพิกัด x  โดย xx −='  

• เมตริกซของการสะทอนกับระนาบ xz  คือ 
 


















−

=

1000
0100
0010
0001

XZRf  (2.14) 

 
จะเปล่ียนเฉพาะพิกัด y  โดย yy −='  
 

 
 

รูปที่ 2.8 การสะทอนวตัถุกับระนาบ xy  
 

2.4.5 การเฉอืน (Shearing) 
 การเฉือนในปริภูมิสามมิติเปนการแปลงพิกัดตามแกนของสองแกนใดๆ (สมมติวาเปน x

และ y ) โดยสัมพันธกับคาของพิกัดตามแนวแกนท่ีสาม ( z ) เปนผลใหคาพิกัดตามแนวแกนของ
สองแกนแรกเปล่ียนไป ในขณะท่ีคาพิกัดตามแนวแกนท่ีสามนั้นมีคาคงเดิม 
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• เมตริกซของการเฉือนโดยสัมพันธกับแกน x  
 



















=

1000
0100
0010
01 xzxy

x

ShSh

Sh  (2.15) 

 
• เมตริกซของการเฉือนโดยสัมพันธกับแกน y  

 



















=

1000
0100
01
0001

yzyx
y

ShSh
Sh  (2.16) 

 
• เมตริกซของการเฉือนโดยสัมพันธกับแกน z  

 



















=

1000
01
0010
0001

zyzx
z ShSh

Sh  (2.17) 

 
 

 
 

รูปที่ 2.9 การเฉือนโดยสัมพันธกับคา z  เม่ือ 0=xzSh  และ 1=xySh   
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2.4.6 การฉายภาพ (Projection) 
 การฉายภาพเปนการแปลงจาก n  มิติไปเปน 1−n  มิต ิ การฉายภาพมี 2 ประเภทคือแบบ
เชิงเสนและไมเปนเชิงเสน ในวิทยานิพนธฉบับนี้สนใจเฉพาะการฉายภาพแบบเชิงเสนเทานัน้ 
สําหรับการฉายภาพแบบเชิงเสนยังสามารถแบงไดเปน 2 ประเภทคือ 
 

2.4.6.1 การฉายภาพแบบตั้งฉาก (Orthographic Projections) 
 การฉายภาพแบบตั้งฉากเปนวิธีฉายภาพแบบขนานอยางหนึ่งท่ีมีรูปแบบอยางงายและถูกใช
ในการวาดภาพทางวิศวกรรม โดยจะแสดงขนาดจริงของวัตถุในแตละดาน เมตรกิซของการฉาย
ภาพลงบนระนาบตางๆเปนดังนี ้

 
 

รูปที่ 2.10 แสดงการฉายภาพลงบนระนาบ 0,0 == yx  และ 0=z  
 

• เมตริกซของการฉายภาพลงบนระนาบ 0=x   
 



















=

1000
0100
0010
0000

xP  (2.18) 

 
• เมตริกซของการฉายภาพลงบนระนาบ 0=y  

 



















=

1000
0100
0000
0001

yP  (2.19) 
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• เมตริกซของการฉายภาพลงบนระนาบ 0=z  
 



















=

1000
0000
0010
0001

zP  (2.20) 

 
2.4.6.2 การฉายภาพแบบเพอรสเปกทีฟ (Perspective Projections) 

 เปนรูปแบบการแปลงเชิงเรขาคณิตอยางหนึ่งซ่ึงแตกตางจากการแปลงแบบอ่ืนๆท่ีไดกลาว
มาแลว คือการแปลงแบบเล่ือนพิกัด การสเกล การหมุน การสะทอน และการเฉือนนั้นเปนการ
แปลงซ่ึงคงคุณสมบัติความขนานกันของเสน แตการแปลงแบบเพอรสเปกทีฟนี้แตกตางออกไป 
และการแปลงแบบนี้ยังมีผลใหขนาดของวัตถุเปล่ียนแปลงไปโดยมีความสัมพันธแบบผกผันกับ
ระยะหางระหวางวัตถุกับจุดศูนยกลางของการฉายภาพ 
 

 
 

รูปที่ 2.11 การฉายภาพแบบเพอรสเปกทีฟ 
 
 พิจารณารูปท่ี 2.11 เปนการแปลงแบบเพอรสเปกทีฟและทําการฉายภาพจากจดุ P  ไปยัง
จุด *P  บนระนาบ  0=z  โดยมี Cz  เปนจุดศูนยกลางของการฉายภาพ (Center of projection) 
 จากคณุสมบัติของสามเหล่ียมคลาย ไดวา 
 

zz
x

z
x

cC −
=

*
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หรือ     

cz
z

xx
−

=
1

*  

และ   
( ) ( )2222*

*

zzx

y

zx

y

cc −+
=

+
 

  
หรือ    

cz
z

yy
−

=
1

*  

  
จะได  ** , yx  เปนพิกัดของ *P   
 

 (2.21) 
 
หรือเขียนในรูปของเมตรกิซไดดังนี ้
 

[ ] [ ]10

1000
0000
0010
0001

1000
100

0010
0001

1 +=



















⋅



















⋅ rzyx
r

zyx  (2.22) 

 
 เนื่องจาก  11 ≠+= rzh  ดังนั้นจึงคูณสมการท่ี 2.22 ดวย 

1
1
+rz

 จะได 
 

[ ] 





++
= 10

11
1***

rz
y

rz
xzyx  (2.23) 

 
 จะเห็นวาสมการท่ี 2.21 มีคาเทากนักับสมการท่ี 2.23 
 จะไดเมตริกซของการแปลงแบบเพอรสเปกทีฟเม่ือจุดศูนยกลางของการฉายภาพอยูบน
แกน yx,  และ z  ดังนี้ 
 
 
 
 
 

กําหนดให 
cz

r 1−
=   จะได  

1
*

+
=

rz
xx  และ 

1
*

+
=

rz
yy  
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• กรณีท่ีมีจุดศูนยกลางของการฉายภาพอยูบนแกน x  หรือท่ีพิกัด [ ]100/1 p−  
 

[ ] [ ]1

1000
0100
0010

001

1 +=



















⋅ pxzyx

p

zyx  (2.24) 

  
และ 
 

[ ] 







+++

= 1
111

1***
px

z
px

y
px

xzyx  (2.25) 

 
• กรณีท่ีมีจุดศูนยกลางของการฉายภาพอยูบนแกน y  หรือท่ีพิกัด [ ]10/10 q−  

 

[ ] [ ]1

1000
0100

010
0001

1 +=



















⋅ qyzyx
q

zyx  (2.26) 

   
 และ 
 

[ ] 







+++

= 1
111

1***
qy

z
qy

y
qy

xzyx  (2.27) 

 
• กรณีท่ีมีจุดศูนยกลางของการฉายภาพอยูบนแกน z  หรือท่ีพิกัด [ ]1/100 r−  

 

[ ] [ ]1

1000
100

0010
0001

1 +=



















⋅ rzzyx
r

zyx  (2.28) 

  
และ 
 

[ ] 





+++
= 1

111
1***

rz
z

rz
y

rz
xzyx  (2.29) 
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2.4.7 การแปลงแบบผสม (Multiple Transformations) 
 โดยท่ัวไปในการใชงานทางดานคอมพิวเตอรกราฟกจําเปนตองใชการแปลงหลายแบบ
รวมกัน เชนในการหมุนวัตถุรอบเสนตรงใดๆ ซ่ึงขนานกับแกน z  จําเปนตองทําการเล่ือนใหจุด
ศูนยกลางของวัตถุไปยังจุดกําเนิดกอน จึงจะทําการหมุนวัตถุรอบแกน z  จากนั้นจึงทําการเล่ือน
วัตถุกลับไปยังตําแหนงเดิม  
 ตัวอยาง หมุนวัตถุเปนมุม ϕ  รอบเสนตรงท่ีขนานกับแกน z  ซ่ึงผานจุด ( )zyx TTT −−− ,,   
กําหนดใหเมตริกซ M  เปนเมตริกซการแปลงแบบผสม จะได 
 

1−⋅⋅= TZT TRTM  (2.30) 
 
เม่ือ 
 





















=

1
0100
0010
0001

zyx

T

TTT

T





















−−−

=−

1
0100
0010
0001

1

zyx

T

TTT

T

















−

=

1000
0100
00cossin
00sincos

ϕϕ
ϕϕ

ZR  

 
   เนื่องจากเมตริกซไมมีคุณสมบัติการสลับท่ี ดังนั้นลําดับของเมตริกซของการแปลงจึงมี
ความสําคัญอยางยิ่ง  
 
2.5 คาที่ไมผันแปรของภาพเรขาคณิต (Geometric Invariance) 
 ความไมผันแปรเชิงเรขาคณิตเปนคุณสมบัติเชิงเรขาคณิตของภาพท่ียังคงคุณสมบัตินั้นๆ 
แมวาภาพนั้นจะถูกทําการแปลงไปก็ตาม 
 เนื่องจากคณุสมบัติท่ีไมเปล่ียนแปลงนี้เอง จึงถูกนําไปใชในงานวิจยัตางๆมากมาย [11] 
และในงานวจิยันี้ไดนาํคณุสมบัติความไมผันแปรเชิงเรขาคณิตมาใชในการหาจดุสอดคลองระหวาง
ภาพสองภาพ จากแลนมารคจํานวนหนึ่งบนภาพท้ังสอง 
 

2.5.1 ประเภทของคาทีไ่มผันแปร 
 

2.5.1.1  คาที่ไมผนัแปรแบบสัมพัทธ (Relative Invariance) 
 จะไดวาคาท่ีไมผันแปรแบบสัมพัทธของภาพท่ีถูกทําการแปลงจะมีคาเปนสัดสวนกันกับ 
คาท่ีไมผันแปรแบบสัมพัทธของภาพตนฉบับดังสมการท่ี 2.31 
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( ) ( )αα ,, rIrI ′∆=  (2.31) 
  

เม่ือ I  คือคาไมผันแปรของภาพเรขาคณิต 
 α  คือเซตของพารามิเตอรสําหรับการแปลง 
        ∆  คืออัตราสวนคาท่ีไมผันแปรแบบสัมพัทธของภาพตนฉบับกบัภาพท่ีถูกแปลง  
       rr ′,  คือพิกัดของภาพ 
  

2.5.1.2  คาที่ไมผนัแปรแบบสัมบูรณ (Absolute Invariance) 
 จะไดวาคาท่ีไมผันแปรแบบสัมบูรณของภาพตนฉบับกับภาพท่ีถูกแปลงนั้นจะมีคาเทากัน 
โดยท่ัวไปคาท่ีไมผันแปรแบบสัมบูรณจะหาไดจากการกําจัดแฟกเตอร ∆  ของคาท่ีไมผันแปรแบบ
สัมพัทธสองคา เชน   
 

( ) ( )αα ,, 11 rIrI ′∆=  (2.32) 
  

( ) ( )αα ,, 22 rIrI ′∆=  (2.33) 
 
จะไดคาท่ีไมผันแปรแบบสัมบูรณเปน 
 

( )
( )

( )
( )α

α
α
α

,
,

,
,

1

2

1

2

rI
rI

rI
rI

′
′

=  (2.34) 

 
เม่ือ 21, II  คือคาไมผันแปรของภาพเรขาคณิตของภาพตนฉบับและภาพท่ีถูกแปลง 
 α  คือเซตของพารามิเตอรสําหรับการแปลง 
        ∆  คืออัตราสวนคาท่ีไมผันแปรแบบสัมพัทธของภาพตนฉบับกบัภาพท่ีถูกแปลง  
       rr ′,  คือพิกัดของภาพตนฉบับและภาพท่ีถูกแปลง 
 

2.5.2 คาที่ไมผนัแปรเชงิเรขาคณิตสําหรับรูปแบบการแปลงภาพแตละชนดิ 
 

2.5.2.1 การแปลงแบบริจิด (Rigid Transformation)  
 เปนการแปลงแบบเชิงเสนซ่ึงประกอบไปดวยการเล่ือนและการหมุนเทานัน้  
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รูปที่ 2.12 ลักษณะการแปลงแบบริจิด 
 

 จากรูปท่ี 2.12 จะเห็นวาความยาวของเสน, พ้ืนท่ีและมุมของของภาพท่ีถูกแปลงจะยังมีคา
เทากับภาพตนฉบับ นั่นคือ การแปลงแบบริจิดนี้จะมีคาท่ีไมผันแปรแบบสัมบูรณ คือ ความยาวของ
เสน พ้ืนท่ีและมุม  
 

2.5.2.2 การแปลงแบบสิมิลาริตี ้(Similarity Transformation) 
 เปนการแปลงแบบเชิงเสนซ่ึงประกอบไปดวยการเล่ือน การหมุนและการสเกล (โดย

ySxS = ) 
 

 
 

รูปที่ 2.13 ลักษณะการแปลงแบบสิมิลาริตี้ 
 

จากรูปท่ี 2.13 จะเห็นวามุมของของภาพท่ีถูกแปลงจะยังมีคาเทากับภาพตนฉบับ และความ
ยาวของเสน L  กับเสนของภาพท่ีถูกแปลง 'L  และพ้ืนท่ีของภาพ A  กับภาพท่ีถูกแปลง 'A  จะมีคา
สัมพันธกันดวยคาดีเทอรมิแนนทของเมตรกิซท่ีใชแปลง ดังสมการท่ี 2.35 และสมการท่ี 2.36 
 

LTL ⋅=′ )det(  (2.35) 
  
และ 
 

ATA ⋅=′ )det(  (2.36) 
 

Rigid 

Similarity 
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เม่ือ ', LL  คือความยาวของเสนของภาพตนฉบับและภาพท่ีถูกแปลง  
 ', AA  คือพ้ืนท่ีของภาพตนฉบับและภาพท่ีถูกแปลง  
        T  คือเมตริกซท่ีใชแปลง  
       นั่นคือการแปลงแบบสิมิลาริตี ้ นี้จะมีคาท่ีไมผันแปรแบบสัมบูรณ คือ มุม ความยาวของ
เสนและพ้ืนท่ี และมีคาท่ีไมผันแปรแบบสัมพัทธ คือ มุม อัตราสวนของความยาวและอัตราสวนของ
พ้ืนท่ี  
 

2.5.2.3 การแปลงแบบแอฟไฟน (Affine Transformation) 
 เปนการแปลงแบบเชิงเสนซ่ึงประกอบไปดวย การเล่ือน การหมุน การสเกล และการเฉือน 
การแปลงแบบแอฟไฟน มีคาท่ีไมผันแปรแบบสัมบูรณ คอื ความยาวของเสน พ้ืนท่ีและจุดเปล่ียน
โคง (Inflection Points) และจุดศูนยกลางของภาพ (Centroid) และมีคาท่ีไมผันแปรแบบสัมพัทธ คือ 
อัตราสวนของมุม อัตราสวนของความยาว อัตราสวนของพ้ืนท่ีและความขนานกันของเสนคูขนาน 
 

 
 

รูปที่ 2.14 ลักษณะการแปลงแบบแอฟไฟน 
   
 การแปลงแบบแอฟไฟนมีคาท่ีไมผันแปร ดังนี ้
 1. เม่ือ c  เปนจุดตัดของเสนตรง ba,  จะไดวา ( )cA  ยังคงเปนจุดตัดของเสนตรง 

( ) ( )bAaA ,  เม่ือ A  เปนการแปลงแบบแอฟไฟน 
 2. เม่ือ c  เปนจุดศูนยกลางของภาพและ ( )cA  เปนจุดศูนยกลางของภาพท่ีถูกทําการแปลง 
จะได  
 

( ) ∑
=

′=
n

i
ix xcA

1
, ( ) ∑

=

′=
n

i
iy ycA

1
 (2.37) 

  
และ 
  

∑
=

=
n

i
ix xc

1 ,
∑

=

=
n

i
iy yc

1
 (2.38) 

Affine 



 23 

 
รูปที่ 2.15 อัตราสวนของพ้ืนท่ีสามเหล่ียมภายในภาพ 

 
 3. ให fedcba ,,,,,  เปนจุดบนภาพตนฉบับและ ',',',',',' fedcba  เปนจุดท่ีถูกแปลง
ไปยังภาพผลลัพธตามลําดับ จะไดความสัมพันธของพ้ืนท่ีสามเหล่ียมดังนี ้
 

'''
'''

dcb
cba

bcd
abc

∆
∆

=
∆
∆  (2.39) 

 
เม่ือ  abc∆  เปนพ้ืนท่ีสามเหล่ียมท่ีมี cba ,,  เปนจุดยอดมุม 
  bcd∆  เปนพ้ืนท่ีสามเหล่ียมท่ีมี dcb ,,  เปนจุดยอดมุม 
  ''' cba∆  เปนพ้ืนท่ีสามเหล่ียมท่ีมี ',',' cba  เปนจุดยอดมุม 
  ''' dcb∆  เปนพ้ืนท่ีสามเหล่ียมท่ีมี ',',' dcb  เปนจุดยอดมุม 
 

2.5.2.4 การแปลงแบบเพอรสเปกทีฟ (Perspective Transformation) 
 

 
 

รูปที่ 2.16 ลักษณะการแปลงแบบเพอรสเปกทีฟ 
 

 เปนการแปลงแบบเชิงเสนท่ีประกอบดวยการแปลงแบบแอฟไฟนและการฉายภาพแบบ
เพอรสเปกทีฟอีกดวย 
 การแปลงแบบเพอรสเปกทีฟมีคาท่ีไมผันแปร ดังนี ้
 1. อัตราสวนของจดุบนเสนตรงเดยีวกนั [12] 

Affine 

a

bc

de

f

'a

'b'c

'd'e

'f

Perspective 
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     พิจารณารูปท่ี 2.13 กําหนดให 41 ,...,PP  เปนจุดบนเสนตรง 1L  และ 41 ,...,PP ′′  เปนจุด
บนเสน 2L  ซ่ึงจุดท่ีไดจากการฉายภาพวัตถุ พิจารณารูปท่ี 2.13 จะไดความสัมพันธดังสมการท่ี 
2.40 

2413

3412

2413

3412

LL
LL

LL
LL

⋅
⋅

=
′⋅′
′⋅′  (2.40) 

 
เม่ือ  mnL ,  เปนเสนตรงระหวางจดุ mn PP ,  
 mnL ,' เปนเสนตรงระหวางจดุ mn PP ','  
 

 
 

รูปที่ 2.17 การฉายภาพจุดบนเสนตรง L1มายังเสนตรง L2 
 

 2. หาจุดบนระนาบรวม (Five-Point Coplanar) 
 

 
 

รูปที่ 2.18 จุดบนระนาบท้ังหา 
 

y 

x 

P1 P2 

P3 P4 

P5 

a12 

a23 

a34 

a14 

y 

x 

P1 

P2 

P3 

P4 

P’
1 

P’
2 P’

3 

P’
4

L1: Object Line 
L2: Image Line 



 25 

  กําหนดให 51 ,...,PP  เปนจุดบนระนาบซ่ึงไมไดอยูบนเสนตรงเดียวกัน สามารถสราง
สมการความสัมพันธไดดังสมการท่ี 2.41 [12] และเรียกวาเปน “Five-Point Coplanar Invariance”  

 

523514

534512

523514

534512

mm
mm

mm
mm

=
′′
′′  (2.41) 

 
 เม่ือ ( ) ( )t

iiikjiijk yxPPPPm 1, ==  และ ( ) ( )t
iiikjiijk yxPPPPm 1, ′′=′′′′=′    

และ m  เปนดีเทอรมิแนนทของ m  
 พิจารณา 512m  สามารถหาไดจาก 2.42(ก) หรือ 2.42(ข) 
 

111
215

215

yyy
xxx

 
111

52515

52515

yyyyy
xxxxx

−−
−−

 (2.42) 

(ก) (ข)  
 

 จากสมการ 2.42(ก) พบวามีคาเปนสองเทาของพ้ืนท่ีสามเหล่ียมท่ีมีจุด 521 ,, PPP  เปนจุด
ยอดมุมซ่ึงมีพ้ืนท่ีดังสมการ 2.43 เม่ือ jid ,  เปนระยะทางระหวางจุด iP  และ jP  

 

122,51,52
1

2
1

sin add

BAArea

⋅⋅=

×⋅=
vv

 (2.43) 

 
เม่ือ BA

vv
,  คือคาเวกเตอรระหวางจดุ iP  และ jP  

 jid ,  คือระยะทางระหวางจุด iP  และ jP  
        jia ,  คือมุมระหวางจดุ iP  และ jP  
      

 
 

รูปที่ 2.19 สามเหล่ียม  215 PPP  
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 แทนสมการท่ี 2.43 ในสมการท่ี 2.41 จะไดคาท่ีไมผันแปรแบบสัมบูรณ ในรูปของ
อัตราสวนระหวางมุมดังสมการท่ี 2.44 [12]  
 

2314

3412

2314

3412

sinsin
sinsin

sinsin
sinsin

aa
aa

aa
aa

=
′′
′′  (2.44) 

 
เม่ือ jia ,  คือมุมระหวางจดุ iP  และ jP  ของภาพตนฉบับ 
       jia ,'  คือมุมระหวางจดุ iP  และ jP  ของภาพท่ีถูกแปลง 


