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ระยะเวลาทาํการวจัิย  1 มีนาคม 2553  - 28 กุมภาพนัธ์ 2554 

 

ความเป็นมา/ ปัญหาในการวิจัย  ในปี ค.ศ.1929  von Neumann ไดเ้ร่ิมศึกษาเก่ียวกบั Operator 

Algebras (ศาสตร์ในสาขาคณิตศาสตร์) ซ่ึงเป็นรากฐานท่ีสาํคญัในทฤษฎีควอนตมั(ทางฟิสิกส์) และ

หลงัจากนั้นเป็นตน้มา นักวิจยัไดเ้ห็นถึงความสําคญัของการศึกษา Operator Theory, Operator 

Algebras  และการศึกษาในดา้นน้ีก็เร่ิมแพร่หลายมากข้ึน 

  พีชคณิตซีสตาร์ เป็นหน่ึงใน Operator Algebras ซ่ึงมีระบบโครงสร้างท่ีสวยงามภายใน 

(ให้ลกัษณะเฉพาะทางนามธรรม ใน Operator Algebras) และส่ิงสําคญัท่ีจะช่วยให้เราเขา้ใจถึง

โครงสร้างของ Operator Algebras มากข้ึน คือ การศึกษาปริภูมิ dual ของฟังก์ชันเชิงเส้นท่ีมี

ขอบเขตของมนั (its dual space of bounded linear functionals) และเน่ืองจาก Dixmier (นกั

คณิตศาสตร์ชาวฝร่ังเศส) ไดส้ร้างทฤษฎีบทท่ีน่าสนใจเก่ียวกบัการศึกษาโครงสร้างของ dual ของ

พีชคณิตของตวัดาํเนินการมีขอบเขตทั้งหมดบนปริภูมิฮิลเบิร์ต ดงันั้นสําหรับโครงงานวิจยัน้ี เรา

สนใจท่ีจะขยายผลของทฤษฎีบทของ Dixmier ไปบนเมตริกซ์เหนือพีชคณิตซีสตาร์ 

 
วตัถุประสงค์ของการวจัิย   เพื่อหาภาคขยายของทฤษฎีบท Dixmier บนเมตริกซ์เหนือพีชคณิต 

      ซีสตาร์ 
 
วธีิดําเนินการวจัิย  ตั้งสมมุติฐานแลว้พิสูจน์โดยศึกษาคน้ควา้ขอ้มูลจากงานวิจยัทางคณิตศาสตร์ 
 
ผลการวจัิย/ข้อค้นพบ  ไดภ้าคขยายของทฤษฎีบท Dixmier บนเมตริกซ์เหนือพีชคณิตซีสตาร์  
                                      พร้อมทั้งไดบ้ทพิสูจน์ทฤษฎีบท Dixmier ดั้งเดิมในแบบท่ีกระชบักวา่ 
                                      รูปแบบเก่าท่ีเคยพิสูจน์ไว ้



ข้อเสนอแนะ  นาํผลการวจิยัท่ีไดน้ี้ไปต่อยอดในการทาํวจิยัต่อไป 

 
การนําไปใช้ประโยชน์  ขณะน้ีผูว้จิยักาํลงัทาํการวจิยัท่ีไดรั้บทุนจากศูนยค์วามเป็นเลิศทาง 

          คณิตศาสตร์ และไดค้วามรู้ท่ีไดจ้ากการทาํวจิยัน้ีไปช่วยเป็นพื้นฐาน  

          ทาํใหก้ารดาํเนินงานเป็นไปไดส้ะดวกข้ึน 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



บทคดัย่อภาษาไทย 

 

ทฤษฎีบทของ Dixmier กล่าววา่ แต่ละฟังกช์นันลัเชิงเส้นมีขอบเขต f  บนพีชคณิตของตวั

ดาํเนินการเชิงเส้นมีขอบเขตบนปริภูมิฮิลเบิร์ตแยกกนัได ้เป็นผลบวกตรงของเทรสฟังก์ชนันลั g

และฟังกช์นันลัเอกฐาน h  ท่ีซ่ึง hgf +=   ในงานวจิยัน้ีเราขยายทฤษฎีบทของ Dixmier โดย

ใช้วิธีมูลฐานในการสร้างปริภูมิบานาคของเมทริกซ์ซีสตาร์ซ่ึงบรรจุปริภูมิย่อยปิด   เม่ือเราแทน

พีชคณิตซีสตาร์ดว้ยจาํนวนเชิงซอ้นในงานวิจยัน้ี เราจะไดก้ารพิสูจน์ทฤษฎีบทของ Dixmier ดั้งเดิม 

และเทรสเอกลกัษณ์ ในรูปแบบท่ีง่ายต่อการเขา้ใจ โดยไม่ตอ้งใชเ้คร่ืองมือ ตวัดาํเนินการเชิงทฤษฎี

ท่ีใชใ้นการพิสูจน์แบบเก่า 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



บทคดัย่อภาษาองักฤษ 

 

 A theorem of Dixmier states that each bounded linear functional f on the algebra of 

bounded linear operators on a separable Hilbert space is a direct sum of a trace functional g and a 

singular functional h , vanishing on the compact operators, such that  hgf += .  We use 

elementary methods to construct, via the state space of a *C  -algebra, a Banach space of  

*C matrices that contains a closed subspace on which a version of Dixmier’s theorem is proved.  

When the *C  -algebra is taken to be the complex numbers our approach gives elementary and 

transparent proofs of  Dixmier’s theorem and the trace formula tr( AB ) = tr( BA ), without using 

the operator theoretical machineries used in the known proofs. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



เนือ้หางานวจิัย 

 

1.  สัญลกัษณ์ทีใ่ช้ในงานวจัิย (Notations)     

 

ในงานวจิยัน้ีเรากาํหนดให ้

 

1.1   A  เป็นพีชคณิตซีสตาร์ท่ีมีเอกลกัษณ์ 1 และปริภูมิสถานะ s ( A)   

1.2   A #   เป็นปริภูมิคู่กนัของ A 

1.3   สาํหรับแต่ละเมทริกซ์  [ ]jkbB =  เม่ือ ∈jkb  A    และแต่ละ  ∈ψ s ( A)    

         เราให ้ ( )Bψ~  แทนคอมเพล็กซ์เมทริกซ์ ( )[ ]jkbψ  

1.4   B ( )2l  เป็นปริภูมิของตวัดาํเนินการเชิงเส้นมีขอบเขตบนปริภูมิลาํดบัฮิลเบิร์ต 2l  

1.5   M   แทนปริภูมิของเมทริกซ์ [ ]jkaA =  เหนือ A   ทั้งหมดท่ีซ่ึง   

( ) ( )[ ]∈= jkaA jj :~  B ( )2l    ทุก ∈ϕ s ( A)     และ 

การส่ง   ( ) ( )[ ]jkaA jjj =~  ต่อเน่ืองจาก s ( A)  (ดว้ยวคีสตาร์ทอพอโลย)ี  ไปยงั   

B ( )2l   (ดว้ยนอร์มทอพอโลย)ี 

       1.6   ให ้ A ∈  M    สาํหรับแต่ละจาํนวนนบั n     

 1.6.1  ให ้ nA  แทน thn −  compression matrix  ของ A  ท่ีซ่ึงสมาชิกในตาํแหน่ง    

 ( ) thkj −,  ของ nA  คือ สมาชิกตวัเดียวกนักบัสมาชิกในตาํแหน่ง ( ) thkj −,  ของ A    

  เม่ือ  nkj ≤≤ ,1   และจะเป็น 0 ท่ีตาํแหน่งอ่ืนๆ 

 1.6.2  ให ้ nA   ( nA  ตามลาํดบั)  แทนดว้ยเมทริกซ์ท่ีซ่ึง n  แถวแรก ( n  หลกัแรก  

 ตามลาํดบั)  เหมือนกบั A   และแถวอ่ืน (หลกัอ่ืน ตามลาํดบั) ท่ีเหลือเป็น 0  

 1.6.3  ให ้ nA   ( nA  ตามลาํดบั)  แทนดว้ยเมทริกซ์ท่ีซ่ึง n  แถวแรก ( n  หลกัแรก  

 ตามลาํดบั) เป็น 0  และแถวอ่ืน (หลกัอ่ืน ตามลาํดบั) ท่ีเหลือ เหมือนกบั A  

       1.7   K  แทนปริภูมิของ A ∈  M   ทั้งหมดท่ีมีสมบติัวา่ 0→=− nn AAA    

               เม่ือ ∞→n  

       1.8   K ( )2l   แทนไอดีลของตวัดาํเนินการกระชบับน 2l  

       1.9   ⊥K  แทนปริภูมิยอ่ยของ #M   ประกอบดว้ย ฟังกช์นันลัเชิงเส้นมีขอบเขตบน M    

               ซ่ึงแวนิช บน K 

  

 

 



2.  ผลลพัธ์เบือ้งต้น (Preliminary Results) 

 

ประพจน์ 2.1  M    เป็นปริภูมิบานาค ดว้ยนอร์ม 
( )

( )AA
s

ϕ
ϕ

~sup
A∈

=  

 

ประพจน์ 2.2  K   เป็นปริภูมิยอ่ยปิดแทข้อง M   

 

ประพจน์ 2.3  ให ้ ∈A M   ท่ีสอดคลอ้ง  NAA =  ( NAA =   ตามลาํดบั) สาํหรับบางจาํนวนนบั

ตรึง N   แลว้จะไดว้า่  ∈A K   และ  0→− υAA   เม่ือ  ∞→υ  

 

ประพจน์ 2.4  ให ้ [ ]jkaA =   เป็นเมทริกซ์เหนือ  A   
(1)  ∈A K  ก็ต่อเม่ือ  การส่ง  ( )Aϕϕ ~   ต่อเน่ืองจาก s ( A)   ไปยงั  K ( )2l    

(2)  ∈A K  ก็ต่อเม่ือ   [ ] ∈=
T

jkaA **  K 

(3)  ถา้ ∈A M   แลว้ ∈A K  ก็ต่อเม่ือ  0→=− nn AAA   เม่ือ  ∞→n  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3.  The Dual of  K 

 

บทตั้ง 3.1  ให ้ { }nf  เป็นลาํดบัในปริภูมิคู่กนั #X  ของปริภูมิบานาค X  ท่ีซ่ึง ∑
∞

=

=
1

)()(
k

k xfxf  

ลู่เขา้ สาํหรับทุก Xx∈   จะไดว้า่ #Xf ∈  

 

ประพจน์ 3.2  สาํหรับแต่ละ #K∈f    จะมีเมทริกซ์ [ ]jkf   เม่ือ ∈jkf  A #   เพียงหน่ึงเดียว

เท่านั้นท่ี ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

=
1 1j k

jkjk afAf    สาํหรับทุก  [ ]∈= jkaA  K 

ในทางกลับกัน  แต่ละเมทริกซ์  [ ]jkg   เหนือ A #   ท่ีมีสมบติัวา่ ( )∑∑
∞

=

∞

=1 1j k
jkjk ag   ลู่เขา้สาํหรับ

ทุก [ ]∈= jkaA  K    จะกาํหนดฟังกช์นันลัเชิงเส้นจาํกดั  ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

=
1 1j k

jkjk afAf   

( [ ]∈= jkaA  K)   บน K 

นอกจากน้ี ในกรณีน้ี เราไดว้า่    ( )∑∑
∞

=

∞

=1 1k j
jkjk ag  ลู่เขา้     และ     

( )∑∑
∞

=

∞

=1 1k j
jkjk ag  = ( )∑∑

∞

=

∞

=1 1j k
jkjk ag    สาํหรับทุก  [ ]∈jka  K 

 

ประพจน์ 3.3  สาํหรับแต่ละ [ ] #K∈= jkff  และแต่ละ [ ]∈= jkaA  M    จะไดว้า่ทั้ง   

( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

=
1 1

ˆ
j k

jkjk afAf    และ   ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

=
1 1

:
k j

jkjk afAg   ลู่เขา้ และมีผลรวมเหมือนกนั 

นอกจากน้ี เราไดว้า่ f̂  เป็นฟังกช์นันลัเชิงเส้นมีขอบเขตบน M   ดว้ยนอร์ม ## KM
ff =ˆ  

 

 

4.  ผลลพัธ์หลกั (The Main Theorem) 

 

ทฤษฎบีท 4.1  สาํหรับแต่ละ  #M∈f   จะมี 
^

#K∈g   และ  ⊥∈ Kh   เพียงคู่เดียวเท่านั้นท่ี 

hgf +=   และ  hgf +=  

 

หมายเหตุ    ดูวธีิการพิสูจน์และรายละเอียดเพิ่มเติมท่ีบทความสาํหรับการเผยแพร่ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาคผนวก 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



กจิกรรมทีเ่กีย่วข้องกบัการนําผลจากโครงการไปใช้ประโยชน์ 

 

เน่ืองจากขณะน้ีผูว้ิจยัไดรั้บทุนวิจยัจากศูนยค์วามเป็นเลิศทางคณิตศาสตร์ ซ่ึงโครงการท่ี

กาํลงัทาํวจิยัน้ีเป็นการต่อยอดจากกการทาํวทิยานิพนธ์ในระดบัปริญญาเอก และส่วนหน่ึงไดค้วามรู้

ท่ีไดจ้ากการทาํวิจยัท่ีไดรั้บทุนวิจยัจากมหาวิทยาลยัอุบลราชธานีน้ีไปช่วยเป็นพื้นฐานทาํให้การ

ดาํเนินงานเป็นไปไดส้ะดวกข้ึน 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ตารางเปรียบเทยีบวตัถุประสงค์ กจิกรรมทีว่างแผนไว้ กจิกรรมทีด่ําเนินการมา 

และผลทีไ่ด้รับตลอดโครงการ 

 

กจิกรรม 

ช่วงเวลา (เดอืน) ผลงานทีค่าดว่า

จะได้จาก

กจิกรรม  

ผลกการ

ดาํเนินงาน 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1. การเตรียมงานวจิยั/ทบทวน

ศึกษาเอกสาร 

/ / /            

2. กาํหนดแผนการ/วธีิการ

ดาํเนินงานวจิยั 

  / /           

3. ดาํเนินงานวจิยั/เกบ็ข้อมูล               

3.1 หาผลลพัธ์หรือสมบติัต่างๆท่ี

ช่วยในการหาภาคขยายของ

ทฤษฎีของ Dixmier 

 

 

 

 

 

3.2 เขา้ร่วมสมัมนา หรือเสนอ

ผลงานทางวชิาการ 

   / / / 

 

 

 

 

 

 

 

 

/ 

/ 

 

 

 

 

 

 

 

 

/ 

/ 

 

 

 

 

 

 

 

 

/ 

    ได้ผลลัพธ์หรือ

ส ม บั ติ ต่ า ง ๆ ท่ี

เ อ้ือประโยชน์

และช่วยในการ

หาภาคขยายของ

ท ฤ ษ ฎี ข อ ง 

Dixmier 

ได้แลกเปล่ียน

แนวคิดในการ

ทํ า วิ จั ย กั บ

นั ก วิ จั ย ท่ า น

อ่ืนๆ 

ได้ผลลพัธ์หรือ

สมบัติต่ างๆ ท่ี

เ อ้ือประโยชน์

และช่วยในการ

ห า ภ า ค ข ย า ย

ของทฤษฎีของ 

Dixmier 

ไดแ้ลกเปล่ียน

แนวคิดในการ

ทาํวจิยักบั

นกัวจิยัท่าน

อ่ืนๆ 

4.การวเิคราะห์               

4.1 นาํผลลพัธ์ท่ีไดจ้ากขอ้สาม มา

ใชใ้นการพิสูจน์ภาคขยายของ

ทฤษฎีของ Dixmier 

        / / /  ไดภ้าคขยายของ

ท ฤ ษ ฎี ข อ ง 

Dixmier 

ไ ด้ ภ า ค ข ย า ย

ของทฤษฎีของ 

Dixmier 

5. จดัทาํรายงานการวจิยัฉบับ

สมบูรณ์ 

          / /   

 

 

 

 

 

 

 



ผลทีไ่ด้รับตลอดโครงการ 

1.  ไดภ้าคขยายของทฤษฎีบท Dixmier  พร้อมทั้งไดบ้ทพิสูจน์ทฤษฎีบท Dixmier ดั้งเดิมในแบบท่ี 
     กระชบักวา่รูปแบบเก่าท่ีเคยพิสูจน์ไว ้
2.  บทความวจิยัเร่ือง Functional decomposition of state induced C* -matrix spaces ซ่ึงไดรั้บการ 

     ตีพิมพใ์นวารสาร Banach Journal of Mathematical Analysis ซ่ึงเป็นวารสารวชิาการระดบั   

     นานาชาติท่ีมีค่า impact factor 0.328    

 
 
 
 

รายงานการเงิน 

รายการ จํานวนเงิน (บาท) 

หมวดค่าใช้สอย   

 ค่าใชจ่้ายในการเดินทางไปราชการต่างประเทศ 34,999.75 

หมวดค่าวสัดุ  

 ค่าวสัดุสาํนกังาน 5,000.00.25 

รวมงบประมาณทั้งส้ิน 40,000.00 

 

 

 

 


