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บทสรปุผูบ้ริหาร 
 

โครงการวจิยัไดด้ าเนินการจนเสรจ็สิน้แลว้จงึขอสรุปรายงานผลการด าเนินงาน ดงัต่อไปนี้ 

1. ข้อมลูทัว่ไป 

    1.1 ช่ือโครงการวิจยั (ภาษาไทย): ขัน้ตอนการท าซ ้าแบบใหมพ่รอ้มความคลาดเคลื่อนเพื่อหาจดุ

ตรงึรว่มส าหรบัการส่งแบบ asymptotically quasi-nonexpansive nonself-mappings ในปรภิูมบิานาค 

        (ภาษาองักฤษ): Common fixed points of a new three-step iteration with errors of 

asymptotically quasi-nonexpansive nonself-mappings in Banach spaces. 

         ลกัษณะของโครงการวิจยั เป็นโครงการวจิยัใหม ่ประเภทการวจิยัพืน้ฐาน สาขาวทิยาศาสตร์

กายภาพและคณติศาสตร ์

   1.2 ผูร้บัผิดชอบโครงการวิจยั 

        หวัหน้าโครงการวิจยั: ผศ. ดร. อุทศิ อนิทรป์ระสทิธิ ์ 
        ผูร่้วมโครงการวิจยั: ดร. หทยักาญจน์ วฒันทวกุีล 
        หน่วยงาน:  ภาควชิาคณติศาสตร ์สถติแิละคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร์  
                                   มหาวทิยาลยัอุบลราชธานี 

   1.3 งบประมาณท่ีได้รบัการจดัสรร: ไดร้บัทุนอุดหนุนการวจิยัของมหาวทิยาลยัอุบลราชธานี

ระยะเวลา 1 ปี ตัง้แต่วนัที ่1 ตุลาคม พ.ศ. 2552 ถงึวนัที ่30 กนัยายน พ.ศ. 2553 เป็นจ านวน 

112,200 บาท แบ่งเป็นค่าด าเนินการ 102,000 บาท และค่าสาธารณูปโภค 10,200 บาท 

 

2. ความส าคญัของปัญหาวิจยั 

 ทฤษฎจีดุตรงึ (Fixed Point Theory) เป็นแขนงหน่ึงของสาขาการวเิคราะหเ์ชงิฟงักช์นั

(Functional Analysis) ซึง่นักคณติศาสตรไ์ดศ้กึษา และวจิยักนัอย่างกวา้งขวางและต่อเนื่อง ทฤษฎหีรอื

องคค์วามรูใ้หม่ทีค่น้พบนัน้นบัว่ามปีระโยชน์อย่างมากทัง้ต่อการพฒันาความรู้ทางวชิาการ และการ

น าไปประยกุตใ์นสาขาอื่นๆ และเป็นพืน้ฐานส าคญัในการพฒันาวทิยาศาสตรพ์ืน้ฐาน (Basic Science) 

ซึง่ถอืเป็นรากฐานในการพฒันาประเทศ 

การศกึษาวจิยัเกีย่วกบัทฤษฎจีดุตรงึและการประยกุตจ์ะมอียูส่องลกัษณะคอื การมจีรงิ 

(existence) และการมเีพยีงหนึ่งเดยีว (uniqueness) ของจดุตรงึ และวธิกีารหาและการประมาณค่าขอ

จดุตรงึ นกัคณติศาสตรก์ลุ่มหนึ่งไดส้นใจศกึษาคน้ควา้หาทฤษฎแีละเงือ่นไขของการมจีรงิของจดุตรงึ

ของการส่งแบบต่างๆ ซึง่เกี่ยวขอ้งกบัสมบตัทิางเรขาคณติของปรภิูมบิานาค (Banach Space) ชนิด 
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ต่างๆ  เมือ่มทีฤษฎหีรอืเงื่อนไขรองรบัการมจีรงิของจดุตรงึของการส่งแลว้ ปญัหาทีน่่าสนใจต่อไปกค็อื 

เราจะหาค่าของจดุตรงึนัน้ (ซึง่กค็อื ค าตอบของสมการต่างๆ) ไดอ้ยา่งไร ปญัหาน้ีมนีกัคณติศาสตร์

จ านวนมากสนใจศกึษา คดิคน้ระเบยีบวธิหีรอืขัน้ตอนต่างๆทีใ่ชใ้นการประมาณค่าของค าตอบ (จดุตรงึ) 

นัน้ เช่น ระเบยีบวธิหีรอืขัน้ตอนการท าซ ้าของ Picard, Ishikawa และ Mann เป็นตน้ และต่อมามกีาร

พฒันาขัน้ตอนวธิที าซ ้าต่างๆ ใหไ้ดผ้ลลพัธท์ีด่ขี ึน้เรือ่ยๆ เพื่อเหมาะสมต่อการน าไปประยกุตใ์ชใ้นแต่ละ

สถานการณ์ปญัหา 

 ในงานวจิยันี้ ผูว้จิยัตอ้งการศกึษาและพฒันาขัน้ตอนการท าซ ้าแบบใหมแ่บบสามขัน้ตอนพรอ้ม

ความคลาดเคลื่อน ส าหรบัประมาณค่าของจดุตรงึรว่มของสามการส่งทีเ่ป็นการส่งแบบกึง่ไม่ขยายเชงิ

เสน้ก ากบัทีไ่มส่่งไปยงัตวัมนัเอง (asymptotically quasi-nonexpansive nonself-mapping) ในปรภิูมบิา

นาคทีม่สีมบตัเิป็นคอนเวกซแ์บบเอกรปู (uniform convexity) พรอ้มทัง้ใหท้ฤษฎบีทของการลู่เขา้แบบ

เขม้และแบบอ่อนดว้ย ผลลพัธท์ีไ่ดจ้ะเป็นการขยายและปรบัปรงุขัน้ตอนวธิที าซ ้าของผูว้จิยัหลายท่าน 

เช่น Suantai, Nilsrakoo and Saejung และ Xu and Noor เป็นต้น 

 
3. วตัถปุระสงคห์ลกัของแผนงานวิจยั 

     3.1 สรา้งระเบยีบวธิที าซ ้าส าหรบัหาจดุตรงึรว่มของการส่งแบบกึง่ไม่ขยายเชงิเสน้ก ากบัทีไ่ม่
ส่งไปยงัตวัมนัเอง  

3.2 หาเงือ่นไขทีเ่พยีงพอส าหรบัการลู่เขา้แบบอ่อนและแบบเขม้ (weak and strong  

convergences) สู่จดุตรงึรว่มของการส่งแบบกึง่ไมข่ยายเชงิเสน้ก ากบัทีไ่มส่่งไปยงัตวัมนัเอง โดยใช้

ระเบยีบวธิที าซ ้าทีส่รา้งขึน้ตามขอ้ 3.1 

 
4. การด าเนินการวิจยัและระยะเวลาท่ีใช้ด าเนินการ 

งานวจิยัน้ีจะใชเ้วลาในการด าเนินการวจิยัทัง้สิน้ 1 ปี  โดยเริม่ด าเนินการในเดอืนตุลาคม 2552 
ถงึเดอืนกนัยายน 2553  และด าเนินการวจิยัทีภ่าควชิาคณติศาสตร ์สถติแิละคอมพวิเตอร ์ คณะ
วทิยาศาสตร ์มหาวทิยาลยัอุบลราชธานี 

การด าเนินการวจิยั  
     4.1 ศกึษาหาความรูเ้พิม่เตมิของการส่งแบบกึง่ไมข่ยายเชงิเสน้ก ากบัจากเอกสารอา้งองิ และ
จากผูเ้ชีย่วชาญ 
     4.2 ศกึษาหาความรูเ้พิม่เตมิในเรือ่งทฤษฎจีดุตรงึจากเอกสารอา้งองิและจากผูเ้ชีย่วชาญ 
     4.3 ศกึษาระเบยีบวธิที าซ ้าส าหรบัหาจดุตรงึรว่มของการส่งแบบกึง่ไมข่ยายเชงิเสน้ก ากบั 
     4.4 สรา้งระเบยีบวธิที าซ ้าส าหรบัหาจดุตรงึรว่มของการส่งแบบกึง่ไม่ขยายเชงิเสน้ก ากบัทีไ่ม่
ส่งไปยงัตวัมนัเอง 
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     4.5 หาเงือ่นไขทีเ่พยีงพอส าหรบัการลู่เขา้แบบอ่อน และแบบเขม้สู่จดุตรงึรว่มของการส่งแบบกึง่
ไมข่ยายเชงิเสน้ก ากบัทีไ่มส่่งไปยงัตวัมนัเอง  
     4.6 ปรกึษาผูเ้ชีย่วชาญเกีย่วกบัผลลพัธท์ีไ่ดแ้ละปรบัปรุงแกไ้ขใหถู้กตอ้ง 
     4.7 เขยีนบทความเพื่อตพีมิพใ์นวารสารคณติศาสตรร์ะดบันานาชาต ิ
 
5. การใช้จ่ายงบประมาณ 
 ใชจ้า่ยงบประมาณไปทัง้สิน้  112,200  บาท โดยแยกเป็น 
     5.1 ค่าตอบแทนส าหรบัผูว้จิยั (20%) เป็นเงนิ  22,400 บาท 
    5.2 ค่าใชส้อยและวสัดุ (70 %) เป็นเงนิ  79,600 บาท 
     5.3 ค่าสาธารณูปโภค (10%) เป็นเงนิ  10,200 บาท  

 
6. ผลส าเรจ็ของโครงการวิจยั 
 ไดผ้ลส าเรจ็และความคุม้ค่าตามทีค่าดไวค้อื ไดบ้ทความวจิยั 1 เรือ่งชื่อ Common Fixed Points 
of a New Three-Step Iteration with Errors  of Asymptotically Quasi-Nonexpansive Nonself-
Mappings in Banach spaces โดยไดร้บัการตพีมิพใ์นวารสารคณติศาสตรร์ะดบันานาชาตชิื่อ Journal of 
Nonlinear Analysis and Optimization (ดภูาคผนวก ก) และเพิม่ศกัยภาพในการท าวจิยัของผูร้ว่มวจิยั 
คอื ดร. หทยักาญจน์ วฒันทวกุีล ท าใหม้คีุณสมบตัใินการขอทุนท าวจิยัจากแหล่งต่างๆ และมนีกัศกึษา
ระดบัปรญิญาโททีส่นใจท าวจิยัดา้นนี้ 2 คน คอื นายธรีะพล  เสาะแสวง และนางสาวธญัญาภรณ์  สมบตัิ 
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บทคดัย่อ 

ในงานวจิยันี้ไดส้รา้งขัน้ตอนวธิที าซ ้าสามขัน้ตอนแบบใหมพ่รอ้มคลาดเคลื่อนเพื่อประมาณค่า 
จดุตรงึรว่มของการส่งซึง่เป็นการส่งแบบกึง่ไมข่ยายเชงิเสน้ก ากบัทีไ่มส่่งไปยงัตวัมนัเองในปรภิูมบิานาค 
และพสิจูน์ทฤษฎบีทการลู่เขา้แบบเขม้และแบบอ่อนในปรภิูมบิานาคชนิดคอนเวกซแ์บบเอกรปู ผลงาน 
วจิยัน้ีไดข้ยายและปรบัปรงุขัน้ตอนวธิที าซ ้าของผูว้จิยัหลายท่าน เช่น Nilsrakoo และ Saejung [8],  
Suantai [15], Xu และ Noor [17] เป็นตน้ 

 

Abstract 

In this paper, we study a new three-step iterative scheme for approximating a common  
fixed point of three asymptotically quasi-nonexpansive nonself-mappings with errors and prove  
several strong and weak convergence results of the iterative sequences with errors in a  
uniformly convex Banach space. We also extend and improve some recent corresponding results  
in the literature. 
 

กิตติกรรมประกาศ 

ขอขอบคุณ ส านกังานคณะกรรมการวจิยัแห่งชาตแิละมหาวทิยาลยัอุบลราชธานีทีไ่ดส้นบัสนุน

ทุนอุดหนุนการวจิยัน้ี  

         คณะผูว้จิยั 
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เน้ือหางานวิจยั 

1. บทน า 

 ให ้   เป็นปรภิูมนิอรม์ และ   เป็นเซตยอ่ยทีไ่มเ่ป็นเซตว่างของ   จะเรยีกการส่ง       ว่า 
การส่งแบบไม่ขยายเชงิเสน้ก ากบั ( asymptotically nonexpansive )  ถา้มลี าดบัของจ านวนจรงิ      ซึง่ 
     และ            ทีท่ าให ้                  ส าหรบัทุกๆ       และทุก
จ านวนนับ    

ในปีค.ศ. 1972  Goebel  และ Kirk  ไดพ้สิจูน์ว่า ถา้   เป็นเซตยอ่ยซึง่เป็นเซตปิด และมขีอบเขต

ของปรภิมูบิานาคแบบเอกรปูแลว้ ส าหรบัทุกการส่งแบบไมข่ยายเชงิเสน้ก ากบัทีส่่งไปยงัตวัมนัเองจะมจีดุ

ตรงึเสมอ จะเรยีกการส่ง       ว่า การส่งแบบกึง่ไม่ขยายเชงิเสน้ก ากบั (asymptotically quasi-

nonexpansive) ถา้         และมลี าดบัของจ านวนจรงิ       ซึง่      และ            ที่

ท าให ้                ส าหรบัทุกๆ                โดยที ่     เป็นเซตของจดุ

ตรงึของ   จะเรยีกการส่ง    ว่า   ลฟิชทิทแ์บบเอกรปู (uniformly L-Lipschitzian) ถา้มคี่าคงตวับวก   ที่

ท าให ้                 ส าหรบัทุกๆ       และทุก     

 ในปีค.ศ. 2000  Noor [9] ไดส้รา้งขัน้ตอนวธิที าซ ้าสามขัน้ตอนและศกึษาการประมาณค่าผล

เฉลยของการแปรผนัในปรภิูมฮิลิเบริต์ 

Glowinski และ Tallec [4] ไดป้ระยกุตข์ ัน้ตอนวธิที าซ ้าสามขัน้ตอนเพื่อประมาณค่าผลเฉลยของ

ปญัหา elastoviscoplasticity และปญัหาค่าเฉพาะ (eigenvalue)  

  ในปีค.ศ. 2006   Bnouhachem และคณะ [1] ไดพ้สิจูน์ใหเ้หน็ว่าขัน้ตอนวธิที าซ ้าสามขัน้ตอน

ดกีว่าขัน้ตอนวธิที าซ ้าสองขัน้ตอนและหน่ึงขัน้ตอนในการหาค าตอบของอสมการการแปรผนั นอกจาก 

นัน้ ขัน้ตอนวธิที าซ ้าสามขัน้ตอนน้ียงัช่วยในการหาค าตอบของสมการเชงิอนุพนัธย์่อยอกีดว้ย [9,10,11] 

Khan และ Takahashi [5] ไดป้ระมาณค่าจดุตรงึรว่มของการส่งแบบไม่ขยายเชงิเสน้ก ากบัสอง

การส่งโดยใช ้modified  Ishikawa iteration ต่อมา Shahzad และ Udomene [14] ไดพ้สิจูน์ทฤษฎบีท

การลู่เขา้สู่จดุตรงึรว่มของการส่งแบบกึง่ไม่ขยายเชงิเสน้ก ากบัสองการส่งโดยใช ้modified  Ishikawa 

iteration [2,6,13,14] 

ในงานวจิยันี้จะสรา้งขัน้ตอนวิธีท ำซ ำ้สำมขัน้ตอนแบบใหม่ และพสิจูน์ทฤษฎกีารลู่เขา้แบบเขม้

และแบบอ่อนของการส่งแบบกึง่ไมข่ยายเชงิเสน้ก ากบัทีไ่มส่่งไปยงัตวัมนัเองในปรภิูมบิานาคชนิดคอน

เวกซแ์บบเอกรปู ซึง่ผลงานวจิยัน้ีไดข้ยายผลงานของ Nilsrakoo และ Saejung [8],  Suantai [15], Xu 

และ Noor [17] 
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2. ความรู้เบือ้งต้น 

 ให ้  เป็นปรภิูมนิอรม์และ   เป็นเซตยอ่ยของ   จะเรยีก   ว่าเป็นเซตการหด (retract) ของ

   ถา้มกีารส่งทีต่่อเนื่อง       ทีท่ าให ้     ส าหรบัทุกๆ      จะเรยีกการส่ง       ว่า 

การหดตวั (retraction) ถา้      เราจะเหน็ไดว้่า ถา้การส่ง   เป็นการหดตวัแลว้      ส าหรบั

ทุกๆ   ทีอ่ยูใ่นเรนจข์อง   จะเรยีกการส่ง        ว่า การส่งแบบกึง่ไมข่ยายเชงิเสน้ก ากบั 

(asymptotically quasi-nonexpansive ) ถา้         และมลี าดบัของจ านวนจรงิ      ซึง่      

และ            ทีท่ าให ้
                             

ส าหรบัทุกๆ       และทุก      

 ให ้  เป็นปรภิูมบิานาค จะเรยีก   ว่าสอดคลอ้งกบัเงือ่นไขโอเปียล (Opial’s condition) [12] 

ถา้      ลู่เขา้สู่   แบบอ่อน ขณะที ่     และ      จะไดว้่า 

   
   

             
   

          

บทตัง้ 1 [16]  ให ้                เป็นล าดบัของจ านวนจรงิทีไ่มเ่ป็นลบซึง่สอดคลอ้งกบัอสมการ 

                              

ถา้       
    และ       

    แลว้ 

                 (1)            มจีรงิ และ 

                 (2)              เมือ่                 

บทตัง้ 2 [7]  ให ้  เป็นปรภิูมบิานาคชนิดคอนเวกซแ์บบเอกรปู และส าหรบั       

                เป็นบอลปิดของ    แลว้จะมฟีงักช์นั                 เป็นฟงักช์นั

เพิม่โดยแท ้คอนเวกซ ์ต่อเนื่องและ         ทีท่ าให ้
                                                  

ส าหรบัทุกๆ            และทุกๆ                โดยที ่           

บทตัง้ 3 [15]  ให ้  เป็นปรภิูมบิานาคซึง่สอดคลอ้งกบัเงือ่นไขโอเปียล (Opial’s condition) และ         

เป็นล าดบัของ    ให ้       ทีท่ าให ้              และ                มจีรงิ ถา้ล าดบั

ยอ่ย      
   และ      

   ของ        ซึง่ลู่เขา้แบบอ่อนสู่     และ     ตามล าดบั แลว้      
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3. ขัน้ตอนวิธีท าซ า้แบบใหม่ 

 ให ้   เป็นเซตยอ่ยซึง่เป็นเซตปิด และคอนเวกซท์ีไ่มเ่ป็นเซตว่างของ   และการส่ง        

เป็นการหดตวัของการส่งแบบไมข่ยาย และให ้             เป็นการส่งแบบกึง่ไม่ขยายเชงิเสน้

ก ากบัและ   เป็นเซตของจดุตรงึรว่มทัง้หมดของ    นัน่คอื         
 
    โดยที ่ 

                  

ส าหรบัทุก           ให ้     และสรา้งล าดบั                 ซึง่ถูกก าหนดโดย 

                            
                         

                            
               

                             

                          
               

               
      

                                                                                                                    

ส าหรบัทุกๆ     โดยท่ี                                               เป็นล าดบัของจ านวน

จรงิใน       และ                เป็นล าดบัทีม่ขีอบเขตใน    

 ถา้              และ               ขัน้ตอนวธิที าซ ้าสามขัน้ตอนใน (3.1) ลดรปู
ดงันี้ 
                                

              

                                
        

                 

                              
        

        
                                           

ส าหรบัทุกๆ     โดยที ่                                       

         ถา้            แลว้ (3.2) ลดรปูเป็นขัน้ตอนวธิที าซ ้าของ Nilsrakoo and Saejung [8]  
            ถา้       และ           แลว้ (3.2) ลดรปูเป็นขัน้ตอนวธิที าซ ้าของ Suantai [15] 

         ถา้             และ           แลว้ (3.2) ลดรปูเป็นขัน้ตอนวธิที าซ ้าของ Xu 

and Noor [17] 

 ถา้            แลว้ (3.2) ลดรปูเป็นขัน้ตอนวธิที าซ ้า ดงันี้ 
                              

        
        

                                         

ส าหรบัทุกๆ     โดยที ่                      

4. ทฤษฎีบทหลกัและอภิปรายผล 

 ผูว้จิยัไดส้รา้งขัน้ตอนวธิที าซ ้าสามขัน้ตอนใน (3.1) และสรา้งทฤษฎบีทการลู่เขา้แบบเขม้และ

แบบอ่อนของการส่งแบบกึง่ไมข่ยายเชงิเสน้ก ากบัทีไ่มส่่งไปยงัตวัมนัเองในปรภิูมบิานาค ก่อนจะ

กล่าวถงึทฤษฎบีทดงักล่าว ผูว้จิยัขอกล่าวถงึบทตัง้ต่อไปนี้ 
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บทตัง้ 4  ให ้   เป็นปรภิูมบิานาคชนิดคอนเวกซแ์บบเอกรปู และ   เป็นเซตยอ่ยทีไ่มใ่ช่เซตว่างของ    

และ   มสีมบตัเิป็นเซตปิด คอนเวกซ ์และเป็นเซตหดแบบไมข่ยายทีม่ ี  เป็นการหดตวัแบบไมข่ยาย 

ให ้              เป็นการส่งแบบกึง่ไมข่ยายเชงิเสน้ก ากบัเทยีบกบั            และ       

ตามล าดบั โดยที ่                    ,          
                  

     

และ         
      ให ้                                               เป็นล าดบัของ

จ านวนจรงิใน        โดยที ่                 และ                    ส าหรบัทุกๆ 

   ,    
 
          

 
          

 
       และให ้                เป็นล าดบัทีม่ ี

ขอบเขตใน   ให ้     และ                  เป็นล าดบัทีก่ าหนดใน (3.1) จะไดว้่า 

      (i)                มจีรงิส าหรบัทุกๆ     

      (ii) ถา้หนึ่งในเงือ่นไขต่อไปนี้เป็นจรงิ แลว้               
            

                 (a)                 และ                                  
               (b)                            และ 
                                                        
               (c)                                        

               (d)               และ                                     

      (iii) ถา้ (a)                                        

              หรอื (b)               และ                                     

            แลว้               
            

      (iv) ถ้ำ                                         แลว้ 

   
   

        
            

พิสจูน์  (i)  ให ้     โดย (3.1)  จะได ้
                   

                              
                             

                                  

                                                                                                       (4.1) 
และ 

                   
               

                                 

                        
                   

                            

                                   

                                                                          (4.2) 
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โดย (4.1) และ (4.2) จะได ้

                     
               

               
        

                                                             

                                   
                   

                   
         

                                                             

                                                         

                                                            

                                                             

                                                               

                                                                           

                                      

                                                                    

                                                                 

                                                                   

เพราะว่า                          มขีอบเขต ดงันัน้ จะมคี่าคงตวั     ทีท่ าให ้

                                                                

                       และ       ส าหรบัทุก     ดงันัน้ 

                                                            (4.3) 

โดยบทตัง้ 1 จะได ้             มจีรงิ  

 ต่อไปจะพสิจูน์ (ii), (iii) และ (iv) จาก (i) จะได ้               
                 

        
                และ         

         มขีอบเขต ให ้ 
           

   
           

   
        

            
   

           
   

        
          

                       
                               

           
   

           
   

        
            

   
          

   

         

โดยบทตัง้ 2 จะมฟีงักช์นัเพิม่โดยแท ้คอนเวกซ ์ต่อเน่ือง                และ        ทีท่ าให ้

                                                

                                                                                                                                                          (4.4)                                                                                  

ส าหรบัทุก              และทุก   μ              ซึง่             โดย (4.4)  
จะได ้
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                                                               (4.5) 

 และ 

                    
               

                                  

                                
                   

                             

                                      

                               
                              

                                   
                    

                                                 
           

                         
                                 

         

                                                           
                            (4.6)         

โดย (4.4), (4.5) และ (4.6) จะได ้
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เพราะว่า                               มขีอบเขตและ      มขีอบเขต ดงันัน้จะมคี่าคงตวั      

ทีท่ าให ้ 
     

            
     

      
                 

     
                                  

   
    

               

  
             และ            ส าหรบัทุก     ดงันัน้ 

    
     

                       
                             

                          
         

         
                                       (4.7)                          

    
                       

                             

                          
         

         
                                       (4.8)             

    
                          

                             

                          
         

         
                                            (4.9) 

                            
                             

                       
         

         
                                               (4.10) 

 โดย (4.4) จะได ้

                    
               

                                  

                                
                              

                                   
                    

                                                 
           

                        
                                

         

                                                          
                               (4.11)            
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โดย (4.4), (4.5) และ (4.11) จะได ้

                      
               

               
        

                                                                  

                                    
                    

                    

                                          
                                 

                                                          
           

                             
             

             
                   

                                                    

                                                        
           

                            
     

             
                     

                                
                                

                                 
     

      
              

                     

                                
                          

           

                                                       
           

                           
     

             
                  

                                
                             

                                 
     

      
         

      
     

      
        

              

                               
   

    
              

                     

                                      
                          

           

                                                       
           

                                   
          

            
     

      
      

                               
         

              
              

                               
   

    
              

                     

                                
                          

           

                                                      
           

ดงันัน้ 

    
                          

                             

                         
         

         
                                                    (4.12) 

                           
                             

                         
         

         
                                                    (4.13)         
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โดย (4.4), (4.5) และ (4.6) จะได ้

                      
               

               
        

                                                                  

                                   
                    

                    

                                                                  
          

                                                            
           

                             
             

             
         

                                                                 

                                                           
           

                             
             

             
                     

                                    
     

             
                     

                                    
     

                                

                                                           
           

                            
           

                     

                                     
     

      
             

   
    

            

                                      
     

      
       

                 
     

         

                                                        
                  

                                                           
           

                                   
          

            
     

      
      

                                   
         

              
              

                                   
   

    
              

                     

                                                           
           

ดงันัน้ 

                           
                             

                         
         

         
                                                 (4.14) 

 (ii) (a) ให ้               และ                                  

ดงันัน้จะมจี านวนเตม็บวก    และ            ทีท่ าให ้              และ  

            ส าหรบัทุก      โดย (4.8) จะได ้
                                  

                             

                                
         

         
                                          (4.15) 

ส าหรบัทุก      จาก (4.15) ส าหรบั      จะได ้



14 

 

     
           

           
 

        
      

                     

                                                                          
     

        
        

     

                                                                              

                                                             
 

        
     

   
 
        

     
     

                                                                    
        

                                                                      

เพราะว่า                 ส าหรบัทุก     และ         
                 

     

    
          จะไดว้่า     

     
           

       
   ,     

    
        

โดยอสมการ  (4.16)  ให ้     จะได ้      
           

              ดงันัน้  

                
               เพราะว่า   เป็นฟงักช์นัเพิม่โดยแทแ้ละต่อเน่ืองที ่0 ซึง่ 

        จะได ้               
             

           ในท านองเดยีวกบั (ii) (a) และจาก (4.7), (4.14), (4.12), (4.13), (4.9) และ (4.10) จะได ้(ii) (b,c,d), 
(iii) (a,b) และ (iv) ตามล าดบั 

บทตัง้ 5  ให ้   เป็นปรภิูมบิานาคชนิดคอนเวกซแ์บบเอกรปู และ   เป็นเซตยอ่ยทีไ่มใ่ช่เซตว่างของ     

และ    มสีมบตัเิป็นเซตปิด คอนเวกซ ์และเป็นเซตหดแบบไมข่ยายทีม่ ี  เป็นการหดตวัแบบไมข่ยาย  

ให ้              เป็นการส่งแบบกึง่ไมข่ยายเชงิเสน้ก ากบัเทยีบกบั           และ      ตามล าดบั  

โดยที ่                   ,         
                  

     และ  
        

      ให ้                                               เป็นล าดบัของจ านวนจรงิ

ใน        โดยที ่                 และ                    ส าหรบัทุกๆ    ,  
   

 
          

 
          

 
       และให ้                เป็นล าดบัทีม่ขีอบเขตใน    

ให ้     และ                  เป็นล าดบัทีก่ าหนดใน (3.1) ให ้          เป็น   ลฟิชทิทแ์บบเอกรปู 

ถา้               
                           

           , 

              
              แลว้ 

          (i)                   

          (ii)                     และ 

          (iii)                   

พิสจูน์   เพราะว่า 
                                

                    
          

                                                 
                        ขณะที ่    

จะได ้
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                                                                       ขณะที ่                                                                     

โดย        จะได ้
                             

                  
            

                                           
                    

              ขณะที ่    

ดงันัน้                    ต่อไปจะพสิูจน์ (ii) เพราะว่า 

                                  
                        ขณะที ่    

จะได ้
                 

                      
               

       

                                                                         
             

       

                                                                         
                    

                                                                                          
          

                                                                                     ขณะที ่    

ดงันัน้  
                             

                  
            

                                             
             

               
          

                                                    
              ขณะที ่    

ดงันัน้                    จะได ้(ii) ตามตอ้งการ  

เนื่องจาก  
                              

                    
          

                                                      ขณะที ่    

และ         
                ขณะที ่     จะได ้

                 
                  

             
               

          

                                                                     
               ขณะที ่    

ดงันัน้ 
                  

                      
               

       

                                                                         
             

       

                                                                         
                    



16 

 

                                                                                         
          

                                                                                 ขณะที ่     

จะได ้

                         
                  

            

                                         
                    

                ขณะที ่    

ดงันัน้ จะได ้(iii) ตามตอ้งการ                                                                                                                         ▢ 

ทฤษฎีบท 1 ให ้   เป็นปรภิูมบิานาคชนิดคอนเวกซแ์บบเอกรปู และ   เป็นเซตยอ่ยทีไ่มใ่ช่เซตว่างของ  

  และ    มสีมบตัเิป็นเซตปิด คอนเวกซ ์และเป็นเซตหดแบบไมข่ยายทีม่ ี  เป็นการหดตวัแบบไม่

ขยาย ให ้              เป็นการส่งแบบกึง่ไมข่ยายเชงิเสน้ก ากบัเทยีบกบั            และ        

ตามล าดบั โดยที ่                     ,          
                  

      

และ         
      ให ้                                               เป็นล าดบัของ 

จ านวนจรงิใน         โดยที ่                 และ                    ส าหรบัทุกๆ 

    ,    
 
          

 
         

 
       และให ้                เป็นล าดบัทีม่ขีอบเขต 

ใน   ให ้          เป็น   ลฟิชทิทแ์บบเอกรปู  ถา้หนึ่งในสามการส่ง               เป็นการส่งทีต่่อเนื่อง 

บรบิรณ์ู  และสอดคลอ้งกบัหนึ่งในเงือ่นไข (C1) - (C5)  ต่อไปนี้ 
 (C1)                                    

                                                     และ 

                                                  

 (C2)                                                      และ 

                                                  

 (C3)                                             และ 

                       ,                                       

 (C4)                                                     และ 

                       ,                                        

 (C5)                                                                    

 แลว้ล าดบั                   ใน (1.1) ลู่เขา้แบบเขม้สู่จดุตรงึรว่มของ       และ      

พิสจูน์ ก าหนดใหก้ารพสิจูน์สอดคลอ้งกบัหนึ่งในเงือ่นไข (C1) - (C5) โดยบทตัง้ 5 จะได ้ 

                  ส าหรบั          ก าหนดใหห้นึ่งในการส่ง       และ    ในทีน่ี้ให ้
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การส่ง     เป็นการส่งทีต่่อเนื่องบรบิรณ์ู เพราะว่า      เป็นล าดบัทีม่ขีอบเขตใน   จะมลี าดบัยอ่ย 

    
  ของ      ทีท่ าให ้      

   ลู่เขา้สู่      เพราะว่า 

    
          

    
        

    

จะได ้          
       ดงันัน้     

  ลู่เขา้สู่      โดยความต่อเนื่องของ    จะได ้ 

     
      ขณะที ่     เพราะว่า 

                           
            

    
      

       ขณะที ่      

จะได ้                ดงันัน้      โดยบทตัง้ 4 (i) จะได ้             มจีรงิ ดงันัน้ 

                โดยบทตัง้ 4 จะได ้

                                 
             และ         

            ขณะที ่      

ดงันัน้ 

                          
                    

                      

และ 

                          
                        ขณะที ่      

จะได ้             และ                                                                                                ▢         

ข้อสงัเกต  ในทฤษฎบีท 1 ก าหนดให ้      และ    เป็นการส่งแบบไม่ขยายเชงิเสน้ก ากบัทีส่่งจาก   

ไปยงั   และหน่ึงในการส่งสามการส่งมคีวามต่อเนื่องบรบิรณ์ูและ            เป็น   ลฟิชทิทแ์บบเอกรปู

และ              จะไดผ้ลลพัธต่์อไปนี้ 

    (1)  ถา้ล าดบั                ก าหนดโดย (3.2) นัน่คอื 
                                         

              

                                         
        

                 

                 
        

        
                       

ส าหรบัทุกๆ     โดยที ่                                        และสอดคลอ้งกบัหนึ่งใน

เงือ่นไข (C1)-(C5) แลว้จะได ้                 ลู่เขา้แบบเขม็สู่จดุตรงึร่วมของ       และ      

     (2)  ถา้             และสอดคลอ้งกบัหนึ่งในเงือ่นไข (C1)-(C5) แลว้จะไดผ้ลลพัธข์อง 

Nilsrakoo และ Saejung [8]  

     (3) ถา้             และสอดคลอ้งกบัหนึ่งในเงือ่นไข (C1), (C2), (C4) และ       แลว้
จะไดผ้ลลพัธข์อง Suantai [16] 
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     (4) ถา้             และสอดคลอ้งกบัเงือ่นไข (C1) และ            แลว้จะได้

ผลลพัธข์อง Xu และ Noor [18]  

     (5) ถา้            และสอดคลอ้งกบัเงือ่นไข (C5) และล าดบั      ทีก่ าหนดโดย (3.3) 

นัน่คอื  
                              

        
        

                     

ส าหรบัทุกๆ     โดยที ่                       แลว้จะไดล้ าดบั       ลู่เขา้แบบเขม้สู่จุดตรงึรว่ม

ของ       และ    

 ให ้  เป็นปรภิูมบิานาคจะกล่าวว่าการส่งแบบ        ซึง่      ว่าสอดคลอ้งเงือ่นไข A 
(condition A) ถา้มฟีงักช์นัไมล่ด               ซึง่               ส าหรบัทุก          
ทีท่ าให ้ 

                    

ส าหรบัทุก     โดยที ่ 
                            

  

 ทฤษฎบีทต่อไปนี้เป็นทฤษฎบีทของการลู่เขา้แบบเขม้ของการส่งแบบกึง่ไม่ขยายเชงิเสน้ก ากบัทีไ่ม่

ส่งไปยงัตวัมนัเองในปรภิูมบิานาคคอนเวกซแ์บบเอกรปูทีส่อดคลอ้งกบัเงือ่นไข A  

ทฤษฎีบท 2  ให ้   เป็นปรภิูมบิานาคชนิดคอนเวกซแ์บบเอกรปู และ   เป็นเซตยอ่ยทีไ่มใ่ช่เซตว่างของ  

  และ    มสีมบตัเิป็นเซตปิด คอนเวกซ ์และเป็นเซตหดแบบไมข่ยายทีม่ ี  เป็นการหดตวัแบบไมข่ยาย 

ให ้              เป็นการส่งแบบกึง่ไมข่ยายเชงิเสน้ก ากบัเทยีบกบั            และ       

ตามล าดบั โดยที ่                  ,         
                 

     และ 

         
      ให ้                                               เป็นล าดบัของ

จ านวนจรงิใน         โดยที ่                 และ                    ส าหรบั

ทุกๆ    ,    
 
          

 
          

 
      และให ้                เป็นล าดบัทีม่ ี

ขอบเขตใน    ให ้    สอดคลอ้งกบัเงือ่นไข A และ        เป็น   ลฟิชทิทแ์บบเอกรปู และสอดคลอ้ง

กบัหนึ่งในเงือ่นไข (C1) - (C5)  ในทฤษฎบีท 1 จะไดว้่าล าดบั      ใน (3.1) ลู่เขา้แบบเขม้สู่จดุตรงึรว่ม

ของ       และ    

พิสจูน์   ให ้      โดยบทตัง้ 4 จะได ้             มจีรงิ ดงันัน้        มขีอบเขต  

ดงันัน้ จะมคี่าคงตวั   ทีท่ าให ้         ส าหรบัทุก     โดย (4.3) จะได ้

                                                                                                                   (4.18) 

เมือ่                                           ส าหรบัทุก     

โดยบทตัง้ 5 จะได ้                            เนื่องจาก    สอดคลอ้งกบัเงือ่นไข A  
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จะได ้                    ต่อไปจะแสดงว่า       เป็นล าดบัโคช ีเนื่องจาก 

                    และ     
      ส าหรบัทุก     จะมจี านวนเตม็บวก    ทีท่ าให ้

                และ      

        ส าหรบัทุก      ให ้     ซึง่      ดงันัน้  

เราสามารถหา       ทีท่ าให ้             โดย (4.18) ส าหรบั     จะได ้
                                                               

                                                                             
        

                                                                          

          
 

 
  

 

 
   

ดงันัน้       เป็นล าดบัโคชแีละลู่เขา้ ให ้            เพราะว่า                ขณะที ่    

เป็นผลให ้             และดงันัน้         ต่อไปจะแสดงว่า               เพราะว่า 

       เป็น   ลฟิชทิทแ์บบเอกรปูและโดยบทตัง้ 5 จะได ้

                                    

                                                  ขณะที ่                  

ดงันัน้               เพราะฉะนัน้                                                                      ▢ 
                                              

ทฤษฎบีททีจ่ะกล่าวถงึต่อไปนี้ จะเป็นทฤษฎบีทของการลู่เขา้แบบอ่อนของการส่งแบบกึง่ไม่

ขยายเชงิเสน้ก ากบัทีไ่มส่่งไปยงัตวัมนัเองในปรภิูมบิานาคชนิดคอนเวกซแ์บบเอกรปูทีส่อดคลอ้งกบั

เงือ่นไขโอเปียล 

ทฤษฎีบท 3  ให ้   เป็นปรภิูมบิานาคชนิดคอนเวกซแ์บบเอกรปูและสอดคลอ้งกบัเงือ่นไขโอเปียล และ

ให ้  เป็นเซตยอ่ยทีไ่มใ่ช่เซตว่างของ    และ    มสีมบตัเิป็นเซตปิด คอนเวกซ ์และเป็นเซตหดแบบ 

ไมข่ยายทีม่ ี  เป็นการหดตวัแบบไมข่ยาย ให ้              เป็นการส่งแบบกึง่ไม่ขยายเชงิเสน้

ก ากบัเทยีบกบั            และ       ตามล าดบั โดยที ่                     ,  
        

                 
    และ         

      ให ้                                
                           เป็นล าดบัของจ านวนจรงิใน         โดยที ่                  และ 

            อยูใ่น        ส าหรบัทุกๆ    ,    
 
          

 
          

 
       

และให ้                 เป็นล าดบัทีม่ขีอบเขตใน    ให ้          เป็น   ลฟิชทิทแ์บบเอกรปูและ 

                เป็นการส่งครึง่ปิดที ่ 0 และสอดคลอ้งกบัหนึ่งในเงือ่นไข (C1) - (C5)  ในทฤษฎบีท 

1 จะไดว้่าล าดบั      ใน (3.1) ลู่เขา้แบบอ่อนสู่จดุตรงึรว่มของ       และ    

พิสจูน์  ก าหนดใหก้ารพสิูจน์สอดคลอ้งกบัหนึ่งในเงือ่นไข (C1) - (C5) โดยบทตัง้ 4 และบทตัง้ 5 จะได ้
                            เพราะว่า   เป็นคอนเวกซแ์บบเอกรปูและ      เป็นล าดบัทีม่ ี

ขอบเขต ดงันัน้      แบบอ่อน ขณะที ่    เพราะว่า     ,           เป็นการส่งครึง่ปิดที ่0  
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จะได ้     ใหล้ าดบัยอ่ย     
   และ     

  ของล าดบั      ลู่เขา้แบบอ่อนสู่   และ   ตามล าดบั 

เนื่องจาก     ,            เป็นการส่งครึง่ปิดที ่ 0 จะได ้  และ     โดยบทตัง้ 4 จะได ้

             และ              มจีรงิ และจากบทตัง้ 3 จะได ้    เพราะฉะนัน้      

ลู่เขา้แบบอ่อนสู่จุดตรงึรว่มของ       และ                                                                      ▢      
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ข.  ตารางเปรียบเทียบวตัถปุระสงค ์กิจกรรมท่ีวางแผนไว้ กิจกรรมท่ีด าเนินการมา และผลท่ี

ได้รบัตลอดโครงการ 

 
วตัถุประสงค ์ กจิกรรมทีว่างแผน กจิกรรมทีด่ าเนินการ ผลทีไ่ดร้บั 

1. สรา้งระเบยีบวธิี
ท าซ ้าส าหรบัหาจุดตรงึ
รว่มของการส่งแบบกึง่
ไมข่ยายเชงิเสน้ก ากบั
ทีไ่มส่่งไปยงัตวัมนัเอง  
 

1. ศกึษาหาความรูเ้พิม่ 
เตมิของการส่งแบบกึง่ไม่
ขยายเชงิเสน้ก ากบัจาก
เอกสารอา้งองิและจาก
ผูเ้ชีย่วชาญ 
2. ศกึษาหาความรูเ้พิม่ 

เตมิในเรือ่งทฤษฎจีดุตรงึ

จากเอกสารอา้งองิและ

จากผูเ้ชีย่วชาญ 

3. ศกึษาระเบยีบวธิี

ท าซ ้าส าหรบัหาจุดตรงึ

รว่มของการส่งแบบกึง่ไม่

ขยายเชงิเสน้ก ากบั 

4. สรา้งระเบยีบวธิที าซ ้า

ส าหรบัหาจดุตรงึรว่ม

ของการส่งแบบกึง่ไม่

ขยายเชงิเสน้ก ากบัทีไ่ม่

ส่งไปยงัตวัมนัเอง 

ไดด้ าเนินการตามแผน
ทีว่างไวทุ้กขอ้ 

ไดศ้กึษาเอกสารทีเ่กีย่วขอ้ง
และไดค้วามรูเ้กี่ยวกบั 
ขัน้ตอนการท าซ ้าแบบต่างๆ 
ของการส่งทีส่นใจและสรา้ง
เป็นขัน้ตอนการท าซ ้าแบบ
ใหมท่ีส่ามารถขยายผล
ขัน้ตอนการท าซ ้าทีม่อียูก่่อน 
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วตัถุประสงค ์ กจิกรรมทีว่างแผน กจิกรรมทีด่ าเนินการ ผลทีไ่ดร้บั 
2. หาเงือ่นไขทีเ่พยีง 
พอส าหรบัการลู่เขา้
แบบอ่อนและแบบเขม้
สู่จดุตรงึรว่มของการ
ส่งแบบกึง่ไม่ขยายเชงิ
เสน้ก ากบัทีไ่มส่่งไปยงั
ตวัมนัเอง โดยใช้
ระเบยีบวธิที าซ ้าที่
สรา้งขึน้ตามขอ้ 1. 
 

1. หาเงือ่นไขทีเ่พยีงพอ

ส าหรบัการลู่เขา้แบบ

อ่อนและแบบเขม้สู่จดุ

ตรงึรว่มของการส่งแบบ

กึง่ไมข่ยายเชงิเสน้ก ากบั

ทีไ่มส่่งไปยงัตวัมนัเอง   

2. ปรกึษาผูเ้ชีย่วชาญ

เกีย่วกบัผลลพัธท์ีไ่ดแ้ละ

ปรบัปรงุแกไ้ขใหถู้กตอ้ง 

3. เขยีนบทความเพื่อ
ตพีมิพใ์นวารสาร
คณติศาสตรร์ระดบั 
นานาชาต ิ

ไดด้ าเนินการตามแผน
ทีว่างไวทุ้กขอ้ 

1. หาเงือ่นไขทีเ่พยีงพอส าหรบั
การลู่เขา้แบบอ่อน และแบบเขม้
สู่จดุตรงึรว่มของการส่งแบบกึง่
ไมข่ยายเชงิเสน้ก ากบัทีไ่มส่่งไป
ยงัตวัมนัเอง  
2. ไดเ้ขยีนบทความวจิยั 1 เรือ่ง 
และไดร้บัการตพีมิพใ์นวารสาร
คณติศาสตรร์ะดบันานาชาต ิ
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ค. รายงานการเงิน 

 งบประมาณทีไ่ดร้บั 112,200 บาท ใชจ้า่ยจรงิ 112,200 บาท รายละเอยีดดงัตารางขา้งล่างนี้ 

รายการ แผนการใช้จ่าย (บาท) ใช้จ่ายจริง (บาท) 
1. งบด าเนินงาน   

1.1 หมวดค่าตอบแทน ใช้สอยและวสัด ุ   
   1.1.1 หมวดค่าตอบแทน 

             - ค่าตอบแทนส าหรบัผูร้บัทุนวจิยั 20% 
 

22,440 
 

22,400 
     1.1.2 หมวดค่าใช้สอย 
              - ค่าใชจ้า่ยส าหรบัการเขา้รว่มประชุม 
วชิาการกบักลุ่มเครอืข่ายวจิยัและเพื่อปรกึษางานวจิยั
กบัผูเ้ชีย่วชาญหรอืนกัวจิยัทีป่รกึษา 

 
25,000 

 
 

 
12,250 

            - ค่าใชจ้่ายส าหรบัการเผยแพรผ่ลงานวจิยั 40,000 1,500 
     1.1.3  หมวดค่าวสัด ุ
              - ค่าหนงัสอื ต ารา และวารสารประกอบ 
การท าวจิยั 

 
10,000 

 

 
19,520 

             - ค่าวสัดุส านกังาน 4,560 46,330 
2.  งบค่าสาธารณูปโภค 
     - ค่าสาธารณูปโภค 10% 

 
10,200 

 
10,200 

รวม 112,200 112,200 
 


