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บทคัดยอ 
 
     ผลิตภัณฑเหล็กที่ไดจากกระบวนการหลอเหล็กแบบตอเนื่อง มักมีผิวไมเรียบมีลักษณะเปนรอยคล่ืน (oscillation 
marks) รอยคล่ืนที่เกิดขึ้นนี้ทําใหผูผลิตตองเสียตนทุนเพ่ิมขึ้น เพ่ือปรับแตงผิวของแทงเหล็ก นอกจากนี้ความลึกของ
รอยคล่ืนที่มากเกินไปอาจทําใหเกิดการประทุของเหล็กหลอมเหลวบริเวณใตเตาหลอ ซึ่งกอใหเกิดความเสียหายมาก ดัง
นั้นการลดขนาดความลึกของรอยคลื่นที่เกิดขึ้นจึงมีความสําคัญอยางยิ่ง 
     เปนที่ทราบดีวามีพารามิเตอรหลายตัวที่มีอิทธิพลตอขนาดความลึกของรอยคลื่น และจากทดลองประยุกตใชสนาม
แมเหล็กไฟฟาในกระบวนการหลอเหล็ก  พบวามีผลชวยลดขนาดความลึกของรอยคลื่น นอกจากนี้ยังทําใหผลิตภัณฑ
เหล็กที่ไดมีคุณภาพดีขึ้นดวย วัตถุประสงคของโครงการวิจัยนี้คือ การศึกษาและพัฒนาแบบจําลองทางคณิตศาสตร เพ่ือ
อธิบายสนามแมเหล็กไฟฟาที่เกิดขึ้นบริเวณเตาหลอ จากนั้นไดนําระเบียบวิธี  Point Collocation Method มาหาผล
เฉลยของแบบจําลองที่สรางขึ้น 
คําสําคัญ กระบวนการหลอเหล็กตอเนื่อง, สนามแมเหล็กไฟฟา, แบบจําลองทางคณิตศาสตร, Point Collocation 
Method  
1. บทนํา 
    อุตสาหกรรมเหล็กเปนอุตสาหกรรมพื้นฐานที่สําคัญ
ตอการพัฒนาภาคอุตสาหกรรมของประเทศ ดังนั้นรัฐ-
บาลจึงสงเสริมใหมีการหลอเหล็กเพ่ิมมากขึ้น  สําหรับ
กระบวนการหลอเหล็กที่กําลังเปนที่นิยมกวากระบวน
การหลอเหล็กแบบดั้งเดิม ก็คือ กระบวนการหลอเหล็ก
แบบตอเนื่อง (Continuous Casting Process) โดยขั้น
ตอนการหลอ เริ่มจากเหล็กหลอมเหลว (the molten 
steel) จะถูกฉีดเขามาที่เตาหลอ ซึ่งมีการเคลื่อนที่ขึ้น
ลงอยางสม่ําเสมอ ในระหวางที่เหล็กหลอมเหลวไหลลง
สูเครื่องหลอนั้น  จะมีการพนน้ําเย็นที่บริเวณผิวนอก
ของเครื่องหลอตลอดเวลา  เหล็กที่บริเวณรอบนอกจะ
เริ่มแข็งตัวกอน แตตรงกลางเตาหลอจะยังเปนเหล็ก
หลอมเหลวอยู (liquid pool) เหล็กที่แข็งตัวจะถูกลาก
ออกมาจากเตาหลอดวยชุดของลูกกลิ้ง จากนั้นจะถูก
ตัดออกไปใชงาน และเพ่ือท่ีจะศึกษาผลของสนามแม
เหล็กไฟฟาที่มีตอการหลอเหล็ก  จึงไดมีการติดตั้งขด

ลวด (coil) ขึ้นที่สองขางของเตาหลอดวย ในระหวาง
ขั้นตอนของการหลอเหล็กนั้น จะมีการใสผงหลอล่ืนที่
บริเวณผิวดานบนสุดของเหล็กหลอม เมื่อผงนี้สัมผัส
กับเหล็กหลอมเหลวซึ่งมีอุณหภูมิสูงแลว จะละลายเปน
น้ําหลอล่ืนแทรกไป อยูระหวางผนังดานในของเตาหลอ 
กับเหล็กหลอมเหลว  เพ่ือปองกันไมให เหล็กหลอมที่
เริ่มแข็งตัวแลว ติดกับผนังของเตาหลอ เนื่องจากใน
กระบวนการหลอเหล็กนั้น  เตาหลอจะมีการเคลื่อนที่
ขึ้นลงเปนจังหวะสม่ําเสมอ ทําใหเกิดแรงดันจากสาร
หลอล่ืน ดันเหล็กหลอมใหเกิดเปนรอยลึก ซึ่งมีลักษณะ
ขนานกัน และแตละรอยมีระยะหางคอนขางสม่ําเสมอ 
เรียกวา รอยคล่ืน (oscillation marks) (Pinheiro,1998) 
รอยคล่ืนที่เกิดขึ้นนี้สามารถทําใหเกิดรอยแตกของแทง
เหล็ก ซึ่งเปนสาเหตุใหเนื้อเหล็กทําปฎิกิริยากับอากาศ
เกิดเปนสนิม ( Brimacombe และคณะ, 1983)  ทําให
ตองเสียคาใชจายสวนหนึ่งเพ่ือ ปรับแตงผิวของเหล็ก 
ซึ่งเปนการเพิ่มตนทุนในการผลิตเหล็ก นอกจากนี้ถา
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ความลึกของรอยคลื่นมากเกินไป จะทําใหเกิดการปะทุ
ของเหล็กหลอมบริเวณดานใตเตาหลอ ซึ่งอาจตองหยุด
ผลิตเหล็กในครั้งนั้น กอใหเกิดความเสียหายตอผูผลิต
อยางมาก ดังนั้นการศึกษาปจจัยที่มีอิทธิพลตอขนาด
ความลึกของรอยคลื่นที่ผิวของแทงเหล็ก จึงมีความ
สําคัญอยางยิ่ง เปนที่ทราบกันดีวามีพารามิเตอรหลาย
ตัว ซึ่งมีอิทธิพลตอขนาดความลึกของรอยคลื่น จาก
การศึกษา โดยอาศัยการทดลองของนักวิจัยหลายทาน 
พบวาสนามแมเหล็กไฟฟา เปนพารามิเตอรตัวหนึ่ง ซึ่ง
มีผลทําใหขนาดความลึกของรอยคลื่นลดลงได นอก
จากนี้ยังทําใหผลิตภัณฑของเหล็กดีขึ้นอีกดวย  แตยัง
มีจํานวนนอย ที่ใชแบบจําลองทางคณิตศาสตร มา   
อธิบายวา สนามแมเหล็กไฟฟาทําใหผิวของผลิตภัณฑ
เหล็กดีขึ้นไดอยางไร    
 
2. แบบจําลองทางคณิตศาสตร 
     เมื่อมีการประยุกตสนามแมเหล็กไฟฟา โดยการติด
ต้ังขดลวด (coil) ขึ้นที่สองขางของเตาหลอนั้น จะมี
ปริมาณสนามแมเหล็กไฟฟาเกิดขึ้น ซึ่งความสัมพันธ
ของปริมาณตางๆเหลานี้อธิบายไดดวย สมการควบคุม  
2 ชุด คือ Maxwell’s equations และ Constitutive 
equations 
    Maxwell’s equations ประกอบดวยสมการ 
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เมื่อ  H คือ สนามแมเหล็กในสสาร มีหนวยเปนเทส
       E คือ  สนามไฟฟา มีหนวยเปนนิวตัน/คูลอมบ
       J คือ เวกเตอรความหนาแนนของกระแสไฟฟ
หนวยเปน แอมแปร / ตร.ม. 
         D คือ สนามไฟฟาในสสาร มีหนวยเปน นิวตัน
ลอมบ 
         B คือ ความเขมสนามแมเหล็กมีหนวยเปนเทส

      dρ คือ ความหนาแนนของประจุอิสระมีหนวยเปน 

คูลอมบ /ตร.ม 
    Constitutive equations ประกอบดวยสมการ 
                         µ=B H   

ε=D E
σ + + ρ×=J E( )Bv vd  

เมื่อ µ  คือ ความสามารถที่จะใหสนามแมเหล็ก
แพรผานไดของสาร 
        ε  คือ  ความสามารถที่จะใหสนามไฟฟาแพร
ผานไดของสาร 
        σ  คือ  ความสามารถในการนําไฟฟาของสาร  
        v   คือ  ความเร็วของประจุ  
    เนื่องจากเหล็กที่ถูกหลอมเหลว ( molten metal ) มี
คุณสมบัติเปนตัวนําไฟฟาที่ดี ดังนั้นเราสมมติใหประจุ
สามารถกระจายไปยังสวนตางๆไดสม่ําเสมอ นั่นคือ 
∂

∂
= 0t

D  

ดังนั้น  สมการ (1) กลายเปน 
 ∇× =H J  
  ∇⋅ =  J 0  

     ในปญหานี้คา magnetic Reynolds number  
( µσ= VLRm ) มีคานอยมากๆ (<<1) ดังนั้นเทอม
ของ v เปนศูนย 
จากขอกําหนดทั้งหมดทําใหไดชุดของสมการใหม คือ 
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    ในการหาผลเฉลยของปญหา เราจะเปล่ียน 
Maxwell’s equations และ Constitutive equations ให
อยูในรูปของ  magnetic vector potential A และ 
electric scalar potential φ    

(11) 

(12) 

(3) 

(4) 
(13) 

(14) 



    เนื่องจาก divergence ของ curl ของ vector field มี
คาเปนศูนย ดังนั้น สมการ (12) สามารถเขียนไดในรูป  
  ∇×=B A   
เมื่อ  A  คือ magnetic vector potential 
จาก                      

µ=B H                                                                    

       )(11 A  B H      ×∴ ∇== µµ   
แทนคา H ในสมการ (10) จะได 
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แทนคา B ในสมการ (11) และจัดรูปใหม จะได  
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 เปน conservative ดังนั้นจะมี 

scalar potential φ ซึ่ง 
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    ความหนาแนนของกระแสในสมการ (14) เปนความ
หนาแนนของกระแสที่ถูกเหนี่ยวนําใหเกิดขึ้น (induced 
current density) เขียนแทนดวย Je ดังนั้นเราไดวา 
   σ=  Je E
แทนคา E ในสมการที่ (19) จะได 

               ∂
σ − −∇φ

∂
=J  A( )e t  

    เรานิยาม ความหนาแนนของกระแสทั้งหมด (total 
current density) เขียนแทนดวย J เปนผลบวกของ
ความหนาแนนของกระแสที่ถูกเหนี่ยวนํา, Je ,กับความ
หนาแนนของกระแสที่เราใหเขาไป (forced current 
density) เขียนแทนดวย Js นั่นคือ เราไดสมการ 
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แทนคา J ในสมการ (9) และ (15) จะได 
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    จะเห็นวา จาก Maxwell’s  equations และ 
Constitutive equations สามารถเปลี่ยนใหอยูในรูป 
magnetic vector potential A และ electric  scalar 
potential φ ไดดังสมการ  (22) และ  (23)  
    สําหรับปญหานี้  เราไดประยุกตใช sinusoidal 
current ดังนั้น  เราสามารถสมมติใหผลเฉลย A  เขียน

อยูในรูป   A                            A tje)x( ω=
แทนคา A  ลงในสมการ (22) และ (23) จะได 
 ( A J )   0sj σω φ∇∇ − − + =⋅ σ

1
∇ × ( )A Aj sσ ω σ φ

µ
∇× = − − ∇ +  J           

ระบบสมการซึ่งประกอบดวยสมการ (24) และ (25) 
รวมท้ังเง่ือนไขขอบที่เหมาะสม  สามารถใชอธิบาย
สนามแมเหล็กไฟฟาใน 3 มิติได    แตสําหรับโครงงาน
วิจัยนี้ เราพิจารณาระบบใน 2  มิติเทานั้น  และสําหรับ
แบบจําลอง 2 มิติเพ่ืออธิบายสนามแมเหล็กไฟฟาใน
ระนาบ  x - z นั้น  เรากําหนดให 
       (0, ( , ),0)A f x z=   
      (0, ( , ), 0)sJ J x z=  
       φ  เปนคาคงที่ 
แทนคา A ในสมการ (25) และพิจารณาในแนวแกน y   
เราจะได 

21 fj f Jσ ω
µ

− ∇ =     

    เนื่องจากสนามแมเหล็กไฟฟาที่เกิดขึ้นนั้น สามารถ
กระจายไปไดทั่วทุกทิศทุกทาง แตบริเวณซึ่งไกลออก
ไปคาสนามแมเหล็กไฟฟาจะมีคาลดลง เราสมมติให
สนามแมเหล็กมีคาเปนศูนย สําหรับบริเวณที่ไกลออก
ไปกวา 6 เทาของเตาหลอ เนื่องจากเตาหลอมีความ
สมมาตร เราจึงศึกษาเพียงครึ่งหนึ่งเทานั้น  ดังนั้นพ้ืน
ที่คํานวณ Ω  ที่ศึกษา มีขนาดดังรูปที่ 2 
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รูปที่ 1 แสดงพื้นที่ตัดขวางของเตาหลอในแนวแกน x-z 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    
รูปที่ 2 แสดงพื้นที่คํานวณ Ω  
 
3. เงื่อนไขคาขอบ ( Boundary Conditions ) 
    -ในระนาบที่สมมาตร เราสมมติวา ฟลักซแมเหล็กไม
สามารถทะลุผานไปยังดานตรงขามได นั่นคือ   f = 0 
    -บริเวณขอบนอกของพื้นที่คํานวณ กําหนดให f = 0 

    เราจะหาผลเฉลย f ซึ่งสอดคลองกับสมการ (26) 
และเง่ือนไขคาขอบที่กําหนดไวขางตน  ภายใตพ้ืนที่
คํานวณ Ω  Nozzle coil 
 
4. ระเบียบวิธี  Point Collocation Method 

80 mm. 
จากสมการ   21 0j f f Jσ ω

µ
− ∇ − =                               153 Central vertical  

line 
ให        21( ) 0L f j f f Jσ ω

µ
= − ∇ − =                          

เราตองการประมาณคา f ดวย f̂   ดังนั้นเมื่อเราแทน
คา f̂  ลงใน )f(L จะมีฟงกชันเศษเหลือ (residual 
function ) , R(x,z) , และสําหรับปญหานี้        

2ˆ ˆ ˆ)R x z L f f J− ∇ −
1
µ

( , ( )f= = jσ ω                       

38 mm. Mold wall

150 
 z 170 
 

x     จากนั้นประยุกตใชวิธี Point Collocation Method  
โดยเริ่มจาก การคูณคาเศษเหลือ R(x,z) ดวยฟงกชัน   
ดิแรกเดลตา (dirac delta function), δ , จากนั้นทํา
การอินทิเกรตตลอดพื้นที่คํานวณ Ω แลวกําหนดให
เปนศูนย นั่นคือ 
       ( , ) ( , )x z R x z dδ ξ η

Ω
Ω 0 − − =∫  

โดยที่  ฟงกชันดิแรกเดลตาสําหรับสองมิติ นิยามโดย 
;  0

( , )       
0 ;

r
x z

r
δ ξ η

∞ =
− − =  ≠ 0

 

เมื่อ    2( ) (r x z 2)ξ η= − + −                     
ฟงกชันดิแรกเดลตานี้มีคุณสมบัติวา

,

( , ) ,

0 ; 
( , ) ( , )

; 
( )

f ( )
x z f x z d

ξ η

ξ η ξ η
δ ξ η

Ω

∉Ω

∈Ω
− − Ω =





∫
แทนคา R (x,z) ลงในสมการ (27) จะได 

21
[ ]ˆ ˆ( , ) jx z f f J dσ ω

µ
δ ξ η

Ω

− ∇ Ω 0 − − −∫

e
Ω

=

     จากนั้นแบงพ้ืนที่คํานวณออกเปนเอลิเมนตยอยรูป
สามเหล่ียมจํานวน 845 เอลิเมนต ซึ่งพ้ืนที่คํานวณของ

เอลิเมนตยอยนี้ถูกแทนดวย  

โดยที่                    

และ สําหรับ  

ΩΩ =∪
=

e845

1e

   ;   ii j j φ≠ Ω =Ω ∩  ดังรูปที่ 3 

mold 

(27) 

coil 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3 แสดงพื้นที่คํานวณซึ่งถูกแบงเปนเอลิเมนตยอย
รูปสามเหลี่ยม 

2
845

1

21
[ ]

1ˆ ˆ( , )[ ]

ˆ ˆ( , )

ee e e

e e

j

x z j f f J d

x z f f J dσ ω
µ

δ ξ η σ ω
µ

δ ξ η

= Ω

Ω
− Ω∫

= − − − ∇ −

− − ∇ −

∑ Ω

∴

∫

 นั่นคือ                   
845 2

 1

1
[( ) ]ˆ ˆ,

e

e e e e

e
jx z f f J dδ σ ω

µ
ξ η

= Ω

− Ω− − ∇ − =∑ ∫ 0

          

 
จากนั้น พยายามคํานวณแตละเอลิเมนต ซึ่งก็คือ
พิจารณาพจน 
 

21
[ ]ˆ ˆ( , ) 0     e e e

e
jx z f f J dσ ω

µ
δ ξ η

Ω
− Ω− − ∇ − =∫

 
อาศัยคุณสมบัติของฟงกชันดิแรกเดลตา  สามารถจัด
รูปสมการใหมไดเปน 
       

2( , ) ( , ) ( , )
1ˆ ˆ 0e e ej f f Jξ η ξ η ξ ησ ω
µ

− ∇ − =

 
เมื่อ  ( , ) eξ η ∈Ω        
 
    สําหรับเอลิเมนตยอยรูปสามเหลี่ยมที่มี 6 จุดตอ

ที่คํานวณเปน e
Ω ดังรูป 

      
 

 

 
 
 
 
 
    สมมติใหลักษณะการกระจายของตัวไมรูคาสําห
เอลิเมนต อยูในรูปสมการเชิงเสนโคงอันดับสองดัง

เมื่อ  α ,   i=1,2,…,6  เปนคาคงที่ i
คํานวณไดจากความสัมพันธดานลางนี้  

จากนั้นแทนคา  α    ,  i=1,2,…,6  กลับไปยังสม
(30) และจัดพจนใหมจะได 

i

 
 
 

6 

z 5 4 

3 

 2 1 
x 

α +α +α +α +α +α= 2e 2
1 2 3 4 5 6f̂ (x,z) x z xz x z

α +α +α +α +α= = e e
i i i i 2 i 3 i 4 i i 5

ˆ ˆf (x ,z ) f x z x z x

=
∑=
6e e

i i
i 1

ˆ ˆf N(x,z) (x,z) ef
(29) 
 พ้ืน

รับ
นี้ 

การ 

(30) 

+α
2
i 6 iz2



โดยที่  e
iN ( , )x z  คํานวณไดจาก 

 
 
 
 
 
 
 

เมื่อ + +=i i iA
1L 2(x,z) (a b x c z)i  

 

 

จากนั้นแทนคา   ef̂  ลงในสมการ  (29)  จะได   

 
สามารถ เขียนใหอยูในรูปเมตริกซดังนี้    

 

 
โดยที่   ×=A     ...   e

11 12 16 1 6[ ] [ a a a ]
σ ω ∇

µ
−= e 2 e

j j j j j j
1

1ja j N (x ,z ) N (x ,z )  

j = 1 ,2 ,…,6 
=             e

51 2 3 4 6ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[f ] [ f f f f f f ]T  
             [J] e มีคาคงที่ เทากับกระแสที่ใหเขาไปใน 
 ระบบ ถาเอลิเมนตอยูบริเวณ coil นอกจากบริเวณนี้  
[J] e มีคาเปนศูนย  

    สําหรับเอลิเมนตอ่ืนก็ทําในทํานองเดียวกัน จากนั้น
นําสมการยอยจากแตละเอลิเมนตมาประกอบกัน ได
เปนระบบสมการรวมขนาดใหญ ซึ่งเขียนในรูปเมตริกซ
ดังนี้                  

 
    เนื่องจากเอลิเมนตทั้งหมดมี 845 เอลิเมนต แตจุด
ตอที่ตองการคํานวณหาคา f̂  มีเพียง 447 จุดตอ ดัง
นั้นเมตริกซ [A] sys ที่ไดเปน rectangular matrix ซึ่งใน
การ แกระบบสมการนี้  ตองอาศัยหลักการของ left 
inverse , right inverse จากนั้นจึงพิจารณาหาคาผล
เฉลยที่ดีที่สุด   (optimal solution)  ซึ่งเปนความรูที่จะ
ตองศึกษาเพิ่มในระดับบัณฑิตตอไป 
 
5. สรุปผล 
    โครงงานวิจัยนี้ได ศึกษาและพัฒนาแบบจําลองทาง
คณิตศาสตร เพ่ืออธิบายความสัมพันธของปริมาณทาง
สนามแมเหล็กไฟฟาที่เกิดขึ้นเมื่อมีการประยุกต สนาม 
แมเหล็กไฟฟาที่บริเวณสองขางของเตาหลอ จากนั้นได 
นําระเบียบวิธีทางคณิตศาสตรชื่อ Point Collocation 

thod มาหาผลเฉลยของแบบจําลองที่สรางขึ้น ผล
จากการใชระเบียบวิธีนี้คือ ระบบสมการพีชคณิตขนาด
ใหญ และเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่ไดเปน rectangular 
matrix สําหรับการแกระบบสมการลักษณะนี้ ตองอาศัย
หลักการของ left inverse , right inverse และ 
พิจารณาหาผลเฉลยที่ดีที่สุด (optimal solution) ซึ่ง
เปนความรูที่จะตองศึกษาเพิ่มเติมขึ้นอีก ดังนั้นโครง
งานวิจัยที่ควรศึกษาตอ ในระดับบัณฑิตคือ การศึกษา
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชในการหาผลเฉลยของปญหา
นี้ จากนั้นนําผลเฉลยที่ไดมาพิจารณาเปนแรงอันเนื่อง
จากสนามแมเหล็กไฟฟาในสมการ Navier-Stokes 
เพ่ือจะไดศึกษา อิทธิพลของแรงนี้รวมกับปจจัยอื่น 

Me
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