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บทคัดยอ 

บทความนี้ จะแสดงวา อัตราสวนของผลรวมของพ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 2 ตอ 

ผลรวมของพ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ของรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มีคาเทากับ 3 เม่ือ 

รูปสี่เหลี่ยมขนาบขางเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส และอัตราสวนนี้มีคาเทากับ 3
4  เม่ือรูปสี่เหลี่ยมขนาบขาง

เปนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาท่ีดานอิสระมีขนาดเปนครึ่งหนึ่งของดานขนาบ 

คําสําคัญ:  สี่เหลี่ยมขนาบขาง 
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ABSTRACT 

In this paper, we show that if the rectangle flanks of triangle are squares, then the 

ratio of the sum of the areas of the 2nd order rectangle flanks to the sum of the areas 

of the 1st order rectangle flanks is 3. On the other hand, the ratio equal to 3
4  if the 

length of the free side is half of the length of the flank side.  

Keywords:  Rectangle flanks 

1. บทนํา 

กําหนดให ABC∆  เปนรูปสามเหลี่ยมใด ๆ เรียกรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากท่ีมีดานรวมกับ ABC∆  วา 

รูปส่ีเหล่ียมขนาบขาง (Rectangle flanks) อันดับท่ี 1 ของ ABC∆  

 
รูปท่ี 1.1 รูปสี่เหลี่ยมขนาบขาง อันดับท่ี 1 ของ ABC∆  

จากรูปท่ี 1.1 จะเห็นวา ,ACDE BAFG   และ CBHI  เปนรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 

ของ ABC∆  เรียกดานของรูปสี่ เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ของ ABC∆  ท่ีเปนดานรวมกับ 

รูปสามเหลี่ยมวา ดานขนาบ (Flank side) และเรียกดานท่ีประชิดกับดานขนาบวา ดานอิสระ (Free 

side) 

เรียกรูปสามเหลี่ยมท่ีเกิดจากรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 วา รูปสามเหล่ียมขนาบขาง 

(Triangle flank) ของ ABC∆   
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รูปท่ี 1.2 รูปสามเหลี่ยมขนาบขางของ ABC∆  

จากรูปท่ี 1.2 จะไดวา ,AEF BGH∆ ∆  และ CID∆  เปนรูปสามเหลี่ยมขนาบขางของ ABC∆  

ในป ค.ศ. 2005 Gilbey [1] ไดแสดงใหเห็นวา ถารูปสี่เหลี่ยมขนาบขางของ ABC∆  เปนรูป

สี่เหลี่ยมจัตุรัส แลวรูปสามเหลี่ยมขนาบขางของ ABC∆  แตละรูปจะมีพ้ืนท่ีเทากับพ้ืนท่ีของ ABC∆  

นั่นคือ [ ] [ ] [ ] [ ]AEF BGH CID ABC= = =  

ในป ค.ศ. 2018 Syawaludin และคณะ [2] ไดแสดงวา ถารูปสี่เหลี่ยมขนาบขางของ ∆ABC ท้ัง

สามรูปมีความยาวดานอิสระเปนครึ่งหนึ่งของความยาวดานขนาบ แลวรูปสามเหลี่ยมขนาบขางของ 

ABC∆  ท้ังสามรูปจะมีพ้ืนท่ีเทากัน นั่นคือ [ ] [ ] [ ]AEF BGH CID= =  

พิจารณารูปสามเหลี่ยมขนาบขางของ ABC∆  จะเรียก รูปสี่เหลี่ยมขนาบขางของรูปสามเหลี่ยม

ขนาบขางของ ABC∆  ท่ีไมใชรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ของ ABC∆  วา รูปส่ีเหล่ียมขนาบ

ขางอันดับท่ี 2 ของ ABC∆  

จากรูปท่ี 1.3 จะเห็นวา ,FELM HGNO   และ DIJK  เปนรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 

2 ของ ABC∆  

Syawaludin และคณะ [2] ยังไดแสดงใหเห็นอีกดวยวา ถารูปสี่เหลี่ยมขนาบขางท้ังสองอันดับ

เปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส แลวรูปสี่เหลี่ยมท่ีเกิดจากรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 2 เปนรูปสี่เหลี่ยม 

คางหมู ซ่ึงมีพ้ืนท่ีเทากัน และมีพ้ืนท่ีเปน 5 เทาของ ABC∆  นั่นคือ ,GFMN IHOJ   และ 

EDKL  เปนรูปสี่เหลี่ยมคางหมู และ [ ] [ ] [ ] [ ]5GFMN IHOJ EDKL ABC= = =  ดังรูปท่ี 1.4  
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รูปท่ี 1.3 รูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 2 ของ ABC∆  

  
รูปท่ี 1.4 รูปสี่เหลี่ยมคางหมูของ Syawaludin และคณะ 

ในบทความนี้ เราสนใจความสัมพันธของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และอันดับท่ี 2 

เม่ือรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส และเม่ือรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางเปนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาท่ี

มีความยาวของดานอิสระเปนครึ่งหนึ่งของความยาวของดานขนาบ 
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2. ส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาบขาง  

ในหัวขอนี้ จะแสดงความสัมพันธของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และอันดับท่ี 2  

เม่ือรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส โดยเริ่มจากบทตั้งตอไปนี้ 

บทตั้ง 2.1 กําหนดให ABC∆  เปนรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มี ,ACDE BAFG   และ CBHI  เปน

รูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ซ่ึงเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส  

ถา ,A B′ ′และ C′  เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง ,EF GH  และ ID  ตามลําดับ แลว 

,
2 2

BC ACAA BB′ ′= =  และ 
2

ABCC′ =  

   
รูปท่ี 2.1 ภาพประกอบบทตั้ง 2.1 

บทพิสูจน ให P เปนจุดท่ีทําให AEPF เปนรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน ดังรูปท่ี 2.2 

 
รูปท่ี 2.2 ภาพประกอบการพิสูจนบทตั้ง 2.1 
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เนื่องจาก A′  เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง EF  ซ่ึงเปนเสนทแยงมุมของรูปสี่เหลี่ยมดาน

ขนาน AEPF จะได A′  อยูบนเสนทแยงมุม AP  และ 
2

APAA′ =  

พิจารณาท่ีจุด A  จะได ( )180 FAE CAB FAP PAE CAB= ∠ +∠ = ∠ +∠ +∠   

เนื่องจาก / /PE FA  จะได FAP APE∠ =∠  ดังนั้น 180 APE PAE CAB= ∠ +∠ +∠  นั่นคือ 

( )180CAB APE PAE∠ = − ∠ +∠  ดังนั้น CAB AEP∠ =∠   

เนื่องจาก ,AC AE CAB AEP= ∠ = ∠  และ AB PE=  จะได ABC EPA∆ ≅ ∆  ดังนั้น AP BC=  

นั่นคือ 
2

BCAA′ =  

ในทํานองเดียวกัน จะได 
2

ACBB′ =  และ 
2

ABCC′ =       

ตอไปจะแสดงวา อัตราสวนของผลรวมของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 2 ตอผลรวมของ

พ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ของ ABC∆  มีคาเทากับ 3 ดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 2.2 กําหนดให ABC∆  เปนรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มี ,ACDE BAFG   และ CBHI  

เปนรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และมี ,FELM HGNO   และ DIJK  เปนรูปสี่เหลี่ยม

ขนาบขางอันดับท่ี 2  

ถารูปสี่เหลี่ยมขนาบขางทุกรูปเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส แลว [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

3
FELM HGNO DIJK
ACDE BAFG CBHI

+ +
=

+ +
 

บทพิสูจน ให ,A B′ ′และ C′  เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง ,EF GH  และ ID  ตามลําดับ 

ดังรูปท่ี 2.3 

โดยทฤษฎีบทของสจวรต (Stewart's theorem) และบทตั้ง 2.1 จะไดวา  

( )
2

2 2 21
2 2

EFAA AE AF
 

′ = + − 
 

 

นั่นคือ 
2 2 2 2

4 2 2 4
BC AC AB EF

= + −  ดังนั้น 2 2 2 22 2BC AB AC EF= + −  

นั่นคือ 2 2 2 22 2EF AB AC BC= + −  

ในทํานองเดียวกัน จะไดวา 2 2 2 22 2GH BA BC AC= + −  และ 2 2 2 22 2DI CA CB AB= + −  

ดังนั้น [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

2 2 2

2 2 2

FELM HGNO DIJK EF GH DI
ACDE BAFG CBHI AC AB BC

+ + + +
=

+ + + +
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รูปท่ี 2.3 ภาพประกอบการพิสูจนทฤษฎีบท 2.2 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

3 3 3

3

AB AC BC BA BC AC CA CB AB
AC AB BC

AB AC BC
AC AB BC

+ − + + − + + −
=

+ +
+ +

=
+ +

=

 

 

3. ส่ีเหล่ียมผืนผาขนาบขาง 

ในหัวขอนี้ จะแสดงวา เม่ือสี่เหลี่ยมขนาบขางเปนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาท่ีมีความยาวดานอิสระเปน

ครึ่งหนึ่งของความยาวดานขนาบแลว อัตราสวนของผลรวมของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 2 

ตอผลรวมของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ของ ABC∆  มีคาเทากับ 3
4  ดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 3.1 กําหนดให ABC∆ เปนรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มี ,ACDE BAFG   และ CBHI  

เปนรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และมี ,FELM HGNO   และ DIJK  เปนรูปสี่เหลี่ยม

ขนาบขางอันดับท่ี 2 
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ถารูปสี่เหลี่ยมขนาบขางมีความยาวดานอิสระเปนครึ่งหนึ่งของความยาวดานขนาบ แลว  

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

3
4

FELM HGNO DIJK
ACDE BAFG CBHI

+ +
=

+ +
 

บทพิสูจน พิจารณา AEF∆  ดังรูปท่ี 3.1 

 
รูปท่ี 3.1 ภาพประกอบการพิสูจนทฤษฎีบท 3.1 

โดยกฎของโคไชน จะได ( )( ) ( )2 2 2 2 cosEF AE AF AE AF FAE= + − ∠   

นั่นคือ ( )( ) ( )2 2 2 2 cosEF AE AF AE AF CAB= + + ∠  

เนื่องจากรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางมีดานอิสระยาวเปนครึ่งหนึ่งของดานขนาบ จะได 
2

ACAE =  

และ 
2

ABAF =  ดังนั้น 

( )( ) ( )2 2 24 2 cosEF AC AB AC AB CAB= + + ∠    (1) 

พิจารณา ABC∆  โดยกฎของโคไชน จะได  

( )( ) ( )2 2 2 2 cosBC AB AC AB AC CAB= + − ∠     (2) 

จาก (1) และ (2) จะได 2 2 2 24 2 2EF BC AB AC+ = +  

นั่นคือ 
2 2 2

2

2 2 4
AB AC BCEF = + −  

ในทํานองเดียวกัน จะได 
2 2 2

2

2 2 4
BA BC ACGH = + −  และ 

2 2 2
2

2 2 4
CA CB ABDI = + −   

ดังนั้น  

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 4 2 2 4 2 2 4

FELM HGNO DIJK EF GH DI
ACDE BAFG CBHI AC AB BC

AB AC BC BA BC AC CA CB AB

AC AB BC

+ + + +
=

+ + + +

     
+ − + + − + + −     

     =
+ +
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( )2 2 2

2 2 2

3
4

3
4

AB AC BC

AC AB BC

+ +
=

+ +

=

 

นั่นคือ [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

3
4

FELM HGNO DIJK
ACDE BAFG CBHI

+ +
=

+ +
       

จากการพิสูจนขางตน ยังสามารถหาความสัมพันธของขนาดของเสนมัธยฐานของรูปสามเหลี่ยม

ขนาบขางกับดานของรูปสามเหลี่ยมตั้งตนได ดังบทแทรกตอไปนี้ 

บทแทรก 3.2 กําหนดให ABC∆  เปนรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มี ,ACDE BAFG   และ CBHI  

เปนรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ซ่ึงดานอิสระยาวเปนครึ่งหนึ่งของดานขนาบ ถา ,A B′ ′และ C′  

เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง ,EF GH  และ ID  ตามลําดับ แลว ,
4 4

BC ACAA BB′ ′= =  

และ 
4

ABCC′ =  

 
รูปท่ี 3.2 ภาพประกอบทฤษฎีบท 3.2 

บทพิสูจน จากบทพิสูจนขางตน ไดวา 
2 2 2

2

2 2 4
AB AC BCEF = + −   

เนื่องจาก 
2

ACAE =  และ 
2

ABAF =  จะได  

2
2 2 28

2
EFBC AE AF

 
= + − 

 
     (3) 

พิจารณา AEF∆  โดยทฤษฎีบทของสจวรต จะได ( )
2

2 2 21
2 2

EFAA AE AF
 

′ = + − 
 

 หรือ 

C'B'

A'

IH

G

F
E

D

B

A

C
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( )
2

2 2 22
2

EFAA AE AF′ = + −      (4) 

จาก (3) และ (4) จะได ( )22 16BC AA′=  นั่นคือ 
4

BCAA′ =  

ในทํานองเดียวกัน จะได 
4

ACBB′ =  และ 
4

ABCC′ =       

4. สรุป 

จากขางตนพบวา การศึกษาเก่ียวกับความสัมพันธระหวางรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และ

อันดับท่ี 2 ของรูปสามเหลี่ยมนั้นคอนขางเรียบงายและนาสนใจ ซ่ึงนาพิจารณาตอไปวา ในกรณีท่ี 

ดานอิสระและดานขนาบมีความสัมพันธกันเปนอัตราสวน k  แลวความสัมพันธระหวางพ้ืนท่ีของ 

รูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และอันดับท่ี 2 ของรูปสามเหลี่ยมนั้นจะข้ึนอยูกับคาคงท่ี k  หรือไม 

อยางไร 
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