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บทคัดยอ 

สําหรับแตละ 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍+และ 𝐺𝐺 เปนกราฟเชื่อมโยงท่ีมีอันดับ 𝑛𝑛 จะเรียก 𝐺𝐺 วา กราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิก  

ถา 𝐺𝐺 เปนกราฟท่ีมีขนาด 𝑚𝑚 = 𝑛𝑛 + 𝑘𝑘 − 1 และเรียกกราฟ 3-ไซคลิก วา กราฟไตรไซคลิก  

ในบทความนี้จะเปนการแสดงวิธีการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิก โดยพิจารณา

                                                             
 

∗ ผูเขียนหลัก 
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กราฟไตรไซคลิกเปน 4 รูปแบบ ตามจํานวนของวัฏจักรของกราฟ จากนั้นใชหลักการนับในการหา

จํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิกในแตละรูปแบบ  

คําสําคัญ:  ตนไมแบบแผท่ัว จํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ กราฟไตรไซคลิก 

ABSTRACT 

For each 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍+ and 𝐺𝐺 is a connected graph of order 𝑛𝑛, 𝐺𝐺 is said to be a 𝑘𝑘-cyclic 

graph if 𝐺𝐺 is the graph has size 𝑚𝑚 = 𝑛𝑛 + 𝑘𝑘 − 1 and the 3-cyclic graph is said to be a 

tricyclic graph. In this paper, we find the number of spanning trees on the tricyclic 

graph, considering 4 types from the number of cycles. Then use the counting 

techniques to find the number of spanning trees on the tricyclic graph of each type. 

Keywords:  Spanning tree, Number of spanning trees of graph, Tricyclic  

1. บทนําและความรูพ้ืนฐาน 

การหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ คือ การหาจํานวนกราฟยอยแบบแผท่ัวท่ีเปนรูปตนไม

ท้ังหมดในกราฟ ซ่ึงในป ค.ศ. 1847 Gustav Kirchhoff [5] ไดแสดงวิธีการหาโดยใชตัวกําหนดของ

เมทริกซบางประการของกราฟ ตอมาในป ค.ศ. 1889 Arthur Cayley [4] ไดขยายสูตรไปใน

หลากหลายทิศทาง โดยการใชระดับข้ันของจุดมาพิจารณา จากท้ังสองแนวคิดนี้สงผลใหมี 

การหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟออกมาอยางตอเนื่อง เชน ในป ค.ศ. 1990 Moh’d Z. Abu-

Sbeih [3] ไดแนะนําวิธีการแบบใหมในการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟของกราฟบริบูรณ 

𝐾𝐾𝑛𝑛 และกราฟสองสวนแบบบริบูรณ  𝐾𝐾𝑛𝑛,𝑚𝑚 ในป  ค.ศ.  2010 Jianxi Li, Wai Chee Shiu และ  

An Chang [7] ไดแสดงขอบเขตบนของจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟโดยใชอันดับ ขนาด ระดับ

ข้ันคามากท่ีสุด-นอยท่ีสุด จํานวนของสภาพเชื่อมโยง และรงคเลขของกราฟในการพิจารณา  

ในป ค.ศ. 2014 Jianxi Li และ Wai Chee Shiu [6] ไดแสดงสูตรการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของ

การดําเนินการบวกของกราฟ และในป ค.ศ. 2020 ปฐยา มีสุข และ นิรุตต์ิ พิพรรธนจินดา [2] ได

แสดงการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน เม่ือ 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍+ และการหา

จํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไบไซคลิก  
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สําหรับในบทความนี้จะเปนการขยายวงคของกราฟท่ีจะนํามาพิจารณาจํานวนตนไมแบบแผท่ัว

ของกราฟ กลาวคือ การหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิก หรือกราฟ 3-ไซคลิก ซ่ึงมี

วิธีการท่ีซับซอนกวากราฟไบไซคลิก 

ตอไปจะกลาวถึงความรูพ้ืนฐานท่ีเก่ียวกับทฤษฎีกราฟท่ีจําเปนตองใชในท่ีนี้ จะเรียก 𝐺𝐺 วา กราฟ 

เม่ือ 𝐺𝐺 = �𝑉𝑉(𝐺𝐺),𝐸𝐸(𝐺𝐺)� โดยท่ีเซต 𝑉𝑉(𝐺𝐺) ≠ ∅ เปนเซตจํากัด จะเรียกวา เซตของจุด เรียกสมาชิก 

𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) วา จุดของกราฟ 𝐺𝐺 และเรียกเซต 𝐸𝐸(𝐺𝐺) วา เซตของเสน ซ่ึงเปนเซตท่ีประกอบดวย 

เซตยอยท่ีมีสองสมาชิกใน 𝑉𝑉(𝐺𝐺) นั่นคือ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) ⊆ {{𝑢𝑢, 𝑣𝑣} | 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺)} เรียกสมาชิก 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) วา 

เสนของกราฟ 𝐺𝐺 ถา 𝑒𝑒 = {𝑢𝑢, 𝑣𝑣} ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) เขียนอยางงายในรูป 𝑒𝑒 = 𝑢𝑢𝑣𝑣 และจะเรียกวา 𝑢𝑢  ประชิดกับ 

𝑣𝑣 ท้ังนี้จะเรียกจํานวนจุดและจํานวนเสนในกราฟ 𝐺𝐺 วา อันดับและขนาดของกราฟ 𝐺𝐺 ตามลําดับ 

สําหรับกราฟ 𝐺𝐺 = �𝑉𝑉(𝐺𝐺),𝐸𝐸(𝐺𝐺)� และกราฟ 𝐻𝐻 = �𝑉𝑉(𝐻𝐻),𝐸𝐸(𝐻𝐻)� จะเรียกกราฟ 𝐻𝐻 วา กราฟ

ยอยของกราฟ 𝐺𝐺 ถา 𝐻𝐻 เปนกราฟท่ี 𝑉𝑉(𝐻𝐻) ⊆ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) และ 𝐸𝐸(𝐻𝐻) ⊆ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) และใชสัญลักษณ 𝐻𝐻 ⊆ 𝐺𝐺 

แทน  𝐻𝐻 เปนกราฟยอยของ 𝐺𝐺 และจะเรียกกราฟยอย 𝐻𝐻 ของ 𝐺𝐺 วา กราฟยอยแบบแผท่ัวของกราฟ 

𝐺𝐺 ถา 𝐻𝐻 เปนกราฟยอยของกราฟ 𝐺𝐺 ท่ี 𝑉𝑉(𝐻𝐻) = 𝑉𝑉(𝐺𝐺) 

ให 𝐺𝐺 เปนกราฟ โดยท่ี 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) แลว 𝐺𝐺\𝑒𝑒 จะหมายถึง กราฟยอยแบบแผท่ัวของ 𝐺𝐺 ท่ีไดจาก

การลบเสน 𝑒𝑒 จากกราฟ 𝐺𝐺 นั่นคือ 𝑉𝑉(𝐺𝐺\𝑒𝑒) = 𝑉𝑉(𝐺𝐺) และ 𝐸𝐸(𝐺𝐺\𝑒𝑒) = 𝐸𝐸(𝐺𝐺) − {𝑒𝑒} ทํานองเดียวกัน  

ถา 𝑇𝑇 = { 𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, … , 𝑒𝑒𝑠𝑠 } ⊆ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) แลว 𝐺𝐺\𝑇𝑇 จะหมายถึง กราฟยอยแบบแผท่ัวของ 𝐺𝐺 ท่ีไดจากการ

ลบเสน 𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, … , 𝑒𝑒𝑠𝑠 จากกราฟ 𝐺𝐺 

เรียกวิถีปด 𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 ท่ีมีความยาวมากกวาหรือเทากับ 3 วา วัฏจักร เรียกกราฟ 𝐺𝐺 วา กราฟ

เช่ือมโยง ถาแตละ 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) จะไดวา 𝐺𝐺 บรรจุวิถี 𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 และเรียกกราฟ 𝐺𝐺 วา กราฟไม

เช่ือมโยง ถากราฟ 𝐺𝐺 ไมเปนกราฟเชื่อมโยง 

สําหรับกราฟเชื่อมโยง 𝐺𝐺 จะเรียกเสน 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) วา เสนตัด ถา 𝐺𝐺\𝑒𝑒 เปนกราฟไมเชื่อมโยง  

จะเรียกกราฟ 𝐺𝐺 วา ตนไม ถา 𝐺𝐺 เปนกราฟเชื่อมโยงท่ีไมบรรจุวัฏจักร จะเรียกกราฟยอยแบบแผท่ัว 

𝑇𝑇 ของกราฟ 𝐺𝐺 วา ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 ถา 𝑇𝑇 เปนตนไม กําหนดสัญลักษณ 𝜏𝜏(𝐺𝐺) แทน

จํานวนตนไมแบบแผท่ัวท่ีแตกตางกันท้ังหมดของกราฟ 𝐺𝐺 

ให 𝐺𝐺 เปนกราฟเชื่อมโยงท่ีมีอันดับ 𝑛𝑛 จะเรียกกราฟ 𝐺𝐺 วา 𝑘𝑘-ไซคลิก เม่ือ 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍+ ถา 𝐺𝐺 เปน

กราฟเชื่อมโยงและมีขนาด 𝑛𝑛 + 𝑘𝑘 − 1 ยิ่งไปกวานั้นจะเรียก 𝐺𝐺 วา กราฟ 𝒌𝒌-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน  

ถา 𝐺𝐺 เปนกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิก ซ่ึงแตละ 2 วัฏจักร 𝐶𝐶𝑖𝑖 และ 𝐶𝐶𝑗𝑗 ใด ๆ ในกราฟ 𝐺𝐺 จะเปนวัฏจักรท่ีมี 
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เสนแตกตางกัน นั่นคือ 𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖) ∩ 𝐸𝐸�𝐶𝐶𝑗𝑗� = ∅ ในกรณีท่ี 𝑘𝑘 ∈ {1, 2, 3} จะกําหนดชื่อเรียกเฉพาะ

สําหรับกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิก คือ กราฟยูนิไซคลิก กราฟไบไซคลิก และ กราฟไตรไซคลิก ตามลําดับ 

สําหรับโครงสรางของกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกันจะมีไดหลายแบบ ซ่ึงจะแสดงตัวอยางของ

แผนภาพของกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน จํานวน 1 แบบ ดังรูปท่ี 1.1 

 
รูปท่ี 1.1 ตัวอยางของแผนภาพของกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน 

หมายเหตุ สําหรับกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิก 𝐺𝐺 ท่ีมีอันดับ 𝑛𝑛 จะหมายความวา 𝐺𝐺 ท่ีมีขนาดเปน 𝑛𝑛 + 𝑘𝑘 − 1 แต

ไมสามารถสรุปไดวา 𝐺𝐺 บรรจุจํานวน 𝑘𝑘 วัฏจักรได เชน ให 𝐺𝐺 เปนกราฟดังรูปท่ี 1.2 จะไดวากราฟ 𝐺𝐺  

มีอันดับ 7 และมีขนาดเปน 8 ดังนั้น 𝐺𝐺 จะเปนกราฟไบไซคลิก แตจะเห็นวา 𝐺𝐺 เปนกราฟท่ีมี 3 วัฏ

จักร ไดแก 𝐶𝐶1: 𝑠𝑠, 𝑡𝑡, 𝑣𝑣,𝑦𝑦, 𝑥𝑥, 𝑠𝑠, 𝐶𝐶2: 𝑡𝑡,𝑢𝑢, 𝑧𝑧,𝑦𝑦, 𝑣𝑣, 𝑡𝑡 และ 𝐶𝐶3: 𝑠𝑠, 𝑡𝑡,𝑢𝑢, 𝑧𝑧,𝑦𝑦, 𝑥𝑥, 𝑠𝑠 

 
รูปท่ี 1.2 กราฟไบไซคลิก 

สําหรับกราฟไบไซคลิกในรูปท่ี 1.2 จะเขียนเปนแผนภาพท่ัวไปเปนวัฏจักรจํานวน 2 วัฏจักร

ติดกัน โดยระหวาง 2 วัฏจักรจะมีเสนรวมกันอยางนอย 1 เสน ดังรูปท่ี 1.3 

 
รูปท่ี 1.3 แผนภาพท่ัวไปของกราฟไบไซคลิกท่ีมีลักษณะดังรูปท่ี 1.2 

ในกรณีท่ีกราฟบรรจุวัฏจักร 2 วัฏจักรท่ีแตกตางกัน โดยจะมีเพียงวิถีจํานวน 1 วิถีเชื่อมระหวาง 

2 วัฏจักร ซ่ึงวิถีท่ีเชื่อมดังกลาวอาจมีวิถีอ่ืน ๆ เชื่อมโยงกับวิถีนั้นไดดวย จะเขียนเปนแผนภาพท่ัวไป
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เปนวัฏจักรจํานวน 2 วัฏจักร ท่ีมีเสนเชื่อม 1 เสน เนื่องจากแตละเสนบนวิถีจะเปนเสนตัด ในการหา

ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟจึงไมสามารถลบเสนใด ๆ บนวิถีได สําหรับการเขียนแผนภาพท่ัวไปของ

กราฟดังกลาวนี้มีดังรูปท่ี 1.4 

 
รูปท่ี 1.4 แผนภาพ 𝐺𝐺1 และ 𝐺𝐺2 สามารถเขียนเปนแผนภาพท่ัวไปไดรูปแบบเดียวกัน 

ตอไปจะเปนบทตั้งท่ีจําเปนในการพิสูจนในบทความยนี้ โดยบทตั้ง 1.1 – 1.2 เปนบทตั้งท่ีทราบ

กันดีอยูแลว ผูอานสามารถพบไดจากหนังสือทฤษฎีกราฟเบื้องตนท่ัวไป เชน ทฤษฎีกราฟเบื้องตน 

ของนิรุตติ์ พิพรรธนจินดา [1] และบทตั้ง 1.3 – 1.5 เปนบทตั้งท่ีเก่ียวกับจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของ

กราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน กราฟยูนิไซคลิก และกราฟไบไซคลิก ตามลําดับ 

บทตั้ง 1.1 [1] สําหรับกราฟเชื่อมโยง 𝐺𝐺 จะไดวาเสน 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) จะเปนเสนตัดในกราฟ 𝐺𝐺 ก็ตอเม่ือ 𝑒𝑒 

ไมเปนเสนท่ีอยูบนวัฏจักรของกราฟ 𝐺𝐺 

บทตั้ง 1.2 [1] ให 𝐺𝐺 เปนกราฟท่ีมีอันดับ 𝑛𝑛 และขนาด 𝑚𝑚 ถา 𝐺𝐺 มีสมบัติ 2 ขอใด ๆ จาก 3 ขอ

ตอไปนี้  

(1) 𝐺𝐺 เปนกราฟเชื่อมโยง 

(2) 𝐺𝐺 ไมบรรจุวัฏจักร 

(3) 𝑚𝑚 =  𝑛𝑛 –  1  

แลว 𝐺𝐺 จะเปนตนไม 

บทตั้ง 1.3 [2] ให 𝐺𝐺 เปนกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน เม่ือ 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍+ ท่ีมี 𝐶𝐶𝑖𝑖 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 

เม่ือ 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑘𝑘  ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 แลว 𝜏𝜏(𝐺𝐺) = ∏ 𝑞𝑞𝑖𝑖𝑘𝑘
𝑖𝑖=1  

บทตั้ง 1.4 [2] ให 𝐺𝐺 เปนกราฟยูนิไซคลิกท่ีมี 𝐶𝐶 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶)| = 𝑞𝑞 แลว 
𝜏𝜏(𝐺𝐺) =  𝑞𝑞 

บทตั้ง 1.5 [2] ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไบไซคลิกท่ีมี 𝐶𝐶1 และ 𝐶𝐶2 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 

และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠 แลว τ(G) =  𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 𝑠𝑠2 
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2. การหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิก  

จากท่ีไดกลาวไวในหัวขอท่ีผานมาวา จะเรียกกราฟ 𝐺𝐺 อันดับ 𝑛𝑛 วา กราฟไตรไซคลิก ถากราฟ 𝐺𝐺 

เปนกราฟเชื่อมโยงและมีขนาดเปน 𝑛𝑛 + 2 ในท่ีนี้เพ่ือใหงายตอการพิสูจนทฤษฎีบทตาง ๆ จะแบง

กราฟไตรไซคลิคเปน 4 กลุม ตามรูปแบบโครงสรางของวัฏจักรท่ีปรากฏในกราฟ โดยพิจารณาจาก

รูปแบบของวัฏจักรจํานวน 3 วัฏจักร ดังนี้  

รูปแบบ A ไดแก กราฟไตรไซคลิกท่ีอยูในรูปแบบของกราฟ 3-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน โดยวัฏจักร  

 ท้ัง 3 วัฏจักรไมใชเสนรวมกันเลย มีแผนภาพท่ัวไปดังรูปท่ี 2.1 

รูปแบบ B ไดแก กราฟไตรไซคลิกท่ีมีวัฏจักรจํานวน 2 วัฏจักรใชเสนรวมกัน มีแผนภาพท่ัวไป 

 ดังรูปท่ี 2.2 

รูปแบบ C ไดแก กราฟไตรไซคลิกท่ีวัฏจักรท่ี 1 ใชเสนรวมกับวัฏจักรท่ี 2 และวัฏจักรท่ี 2 ใช 

 เสนรวมกับวัฏจักรท่ี 3 แตวัฏจักรท่ี 1 และวัฏจักรท่ี 3 ไมใชเสนรวมกัน  

 มีแผนภาพท่ัวไปดังรูปท่ี 2.3  

รูปแบบ D ไดแก กราฟไตรไซคลิกท่ีวัฏจักรท้ัง 3 วัฏจักรใชเสนรวมกันท้ังหมด มีแผนภาพท่ัวไป 

 ดังรูปท่ี 2.4 

 
รูปท่ี 2.1 แผนภาพท่ัวไปของกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ A  

 
รูปท่ี 2.2 แผนภาพท่ัวไปของกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ B 
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รูปท่ี 2.3 แผนภาพท่ัวไปของกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ C 

 
รูปท่ี 2.4 แผนภาพท่ัวไปของกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ D 

สําหรับกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ A เปนกราฟไตรไซคลิกท่ีแตกตางกันสามารถหาจํานวนตนไม

แบบแผท่ัวของกราฟไดดังทฤษฎบีทตอไปนี ้

ทฤษฎีบท 2.1 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิกท่ีแตกตางกัน รูปแบบ A ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรใน

กราฟ 𝐺𝐺 ท่ี |𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 เม่ือ 𝑖𝑖 =  1, 2, 3 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = �𝑞𝑞𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

 

บทพิสูจน เห็นไดชัดจากบทตั้ง 1.3         

การหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ B, C และ D จะแสดงโดยทฤษฎีบท

ตอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 2.2 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ B ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ท่ี 

|𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 เม่ือ 𝑖𝑖 = 1, 2, 3  

ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 0 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = (𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 𝑠𝑠2)𝑞𝑞3 

บทพิสูจน ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ B ดังรูปท่ี 2.2 

เนื่องจากตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 เกิดจากการลบเสน 1 เสนของแตละวัฏจักร  

ถา 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3) แลว 𝐺𝐺\𝑒𝑒 จะเปนกราฟไบไซคลิก จากบทตั้ง 1.5 จะได 𝜏𝜏(𝐺𝐺\𝑒𝑒) = 𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 𝑠𝑠2 
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เนื่องจาก |𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑞𝑞3 ดังนั้น 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = � τ(𝐺𝐺\𝑒𝑒i) =
𝑒𝑒𝑖𝑖∈𝐸𝐸(𝐶𝐶3)

(𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 𝑠𝑠2)𝑞𝑞3  

ทฤษฎีบท 2.3 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ C ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺  

ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)|= 𝑞𝑞1, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑞𝑞2, |𝐸𝐸(𝐶𝐶3) − 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑞𝑞3, 

|𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠1, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠2 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 0 แลว 
𝜏𝜏(𝐺𝐺) = 𝑞𝑞1𝑞𝑞2𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠1(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2)𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠2𝑞𝑞1(𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3) +  𝑠𝑠1𝑠𝑠2(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3) 

บทพิสูจน สําหรับการพิสูจนจะแบงออกเปน 4 กรณี ประกอบดวย กรณี 1 ไมลบเสนรวมระหวาง 2 

วัฏจักรเลย และ กรณี 2 – 4 การลบเสนบนเสนรวมระหวาง 2 วัฏจักร จํานวนไมเกิน 2 เสน จากนั้น

จึงทําการพิจารณาลบเสนบนวัฏจักรท่ีไมใชเสนรวม ดังรูปท่ี 2.5 (ก) - (ค)  

 
         (ก)          (ข)       (ค) 

รูปท่ี 2.5 แผนภาพท่ัวไปของการแบงกรณีตามการลบเสนบนเสนรวมระหวาง 2 วัฏจักร  

กรณี 1 ถาตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 คือกราฟ 𝐺𝐺{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เม่ือ 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2), 

𝑒𝑒2 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) − �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� และ 𝑒𝑒3 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)  

จาก |𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)|= 𝑞𝑞1, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑞𝑞2, |𝐸𝐸(𝐶𝐶3) − 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑞𝑞3 

โดยหลักการนับเบื้องตน จะไดวา ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 คํานวณไดจากผลคูณของ 𝑞𝑞1,𝑞𝑞2 

และ 𝑞𝑞3 นั่นคือ τ(𝐺𝐺{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3}) = 𝑞𝑞1𝑞𝑞2𝑞𝑞3 

กรณี 2 ถา 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)  

เพ่ือไมใหเกิดกรณีการลบเสนท่ีซํ้ากับกรณีตามรูปท่ี 2.5 (ค) จะพิจารณาลบเสนบนวัฏจักรท่ีไมใชเสน

รวมจํานวน 2 เสน ไดแก 𝑒𝑒2 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) หรือ 𝑒𝑒2 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)− �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� และ 

𝑒𝑒3 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3) − 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ดังรูปท่ี 2.6 
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รูปท่ี 2.6 แผนภาพท่ัวไปของกราฟ 𝐺𝐺{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เม่ือ 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) 

โดยหลักการนับเบื้องตน จะไดวา τ(𝐺𝐺\𝑒𝑒1) = (𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2)𝑞𝑞3 

เนื่องจาก |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠1 ดังนั้น 

� τ(𝐺𝐺\𝑒𝑒i) = 𝑠𝑠1(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2)𝑞𝑞3
𝑒𝑒𝑖𝑖∈𝐸𝐸(𝐶𝐶1)∩𝐸𝐸(𝐶𝐶2)

 

กรณี 3 ถา 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)  

จะสามารถพิสูจนไดทํานองเดียวกับกรณี 2 ดังนั้น 

� τ(𝐺𝐺\𝑒𝑒i) = 𝑠𝑠2𝑞𝑞1(𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3)
𝑒𝑒𝑖𝑖∈𝐸𝐸(𝐶𝐶2)∩𝐸𝐸(𝐶𝐶3)

 

กรณี 4 ถา 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) และ 𝑒𝑒2 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)  

จะพิจารณาลบเสนบนวัฏจักรท่ีไมใชเสนรวมจํานวน 1 เสน ไดแก 𝑒𝑒3 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) − �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)� −

�𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� ดังรูปท่ี 2.8 

 
รูปท่ี 2.8 แผนภาพท่ัวไปของกราฟ 𝐺𝐺{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เม่ือ 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2), 𝑒𝑒2 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)  

โดยหลักการนับเบื้องตน จะไดวา τ(𝐺𝐺{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2}) = 𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3  

เนื่องจาก|𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠1 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠2 ดังนั้น 

� τ�𝐺𝐺{𝑒𝑒i, 𝑒𝑒𝑗𝑗}� = 𝑠𝑠1𝑠𝑠2(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3)
𝑒𝑒𝑖𝑖∈𝐸𝐸(𝐶𝐶1)∩𝐸𝐸(𝐶𝐶2)
𝑒𝑒𝑗𝑗∈𝐸𝐸(𝐶𝐶2)∩𝐸𝐸(𝐶𝐶3)

 

จากกรณี 1 – 4 จะได 
 𝜏𝜏(𝐺𝐺) = 𝑞𝑞1𝑞𝑞2𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠1(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2)𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠2𝑞𝑞1(𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3) + 𝑠𝑠1𝑠𝑠2(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3)  
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ทฤษฎีบท 2.4 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ D ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ซ่ึง 

|𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑟𝑟𝑖𝑖 + Σ
1≤𝑗𝑗≤3
𝑖𝑖≠𝑗𝑗

𝑠𝑠𝑗𝑗 เม่ือ 𝑖𝑖 = 1, 2, 3 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠3, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠1,

|𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠2 , 𝑠𝑠 = 𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2 + 𝑠𝑠3 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = �𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

+ � 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑟𝑟𝑗𝑗�𝑠𝑠𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑗𝑗�
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈{1,2,3}

𝑖𝑖≠𝑗𝑗

+ 𝑡𝑡�𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

 

เมื่อ 𝑡𝑡 = �𝑠𝑠2� −��𝑠𝑠𝑖𝑖2�
3

𝑖𝑖=1

 

บทพิสูจน ให 𝑆𝑆1 = 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3), 𝑆𝑆2 = 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3), 𝑆𝑆3 =  𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)    

ถา  {𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} ⊆ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 จะได 𝐺𝐺\{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เปนกราฟยอยของกราฟ 𝐺𝐺 (1) ถาแตละ 

𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3 เปนเสนท่ีบรรจุอยูในเซต 𝑆𝑆1,𝑆𝑆2,𝑆𝑆3 ท่ีแตกตางกันท้ังหมด จะไดวามีจุด 𝑣𝑣 และ 𝑣𝑣′ ในกราฟ 

𝐺𝐺\{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3}  ไมเชื่อมโยงกัน เม่ือ 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐶𝐶1) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶2) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶3) และ 𝑣𝑣′ เปนจุดภายในบางวัฏจักร 

𝐶𝐶𝑘𝑘 ท่ีไมมีเสนรวมกับวัฏจักรอ่ืน ดังรูปท่ี 2.9 (2) ถา 𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑒𝑒𝑗𝑗 ∈ 𝑆𝑆𝑘𝑘 สําหรับบาง 𝑘𝑘 ∈ {1, 2, 3} จะไดวา 

มีจุด 𝑣𝑣 และ 𝑣𝑣′ ในกราฟ 𝐺𝐺\{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3}  ไมเชื่อมโยงกัน เม่ือ 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐶𝐶1) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶2) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶3) และ 𝑣𝑣′ 

เปนจุดปลายของเสน 𝑒𝑒𝑖𝑖 และ 𝑒𝑒𝑗𝑗 หรือ 𝑣𝑣′ เปนจุดท่ีประชิดกับเสนรวมของเซต 𝑆𝑆𝑘𝑘 ท่ีอยูระหวางเสน 𝑒𝑒𝑖𝑖 

และ 𝑒𝑒𝑗𝑗 ดังรูปท่ี 2.10 

 
รูปท่ี 2.9 แผนภาพของกราฟไมเชื่อมโยง 𝐺𝐺\{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เม่ือ 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐶𝐶1) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶2) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶3)  

และ 𝑣𝑣′ เปนจุดภายในบางวัฏจักร 𝐶𝐶𝑘𝑘 ท่ีไมมีเสนรวมกับวัฏจักรอ่ืน 
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รูปท่ี 2.10 แผนภาพของกราฟไมเชื่อมโยง 𝐺𝐺\{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เม่ือ 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐶𝐶1) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶2) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶3)  

และ 𝑣𝑣′ เปนจุดท่ีประชิดกับเสนรวมของเซต 𝑆𝑆𝑘𝑘 ท่ีอยูระหวางเสน 𝑒𝑒𝑖𝑖 และ 𝑒𝑒𝑗𝑗 

ดังนั้น ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 คือ กราฟ 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ เม่ือ 𝐸𝐸′ = {𝑒𝑒1′ , 𝑒𝑒2′ , 𝑒𝑒3′ } โดยท่ี 𝐸𝐸′ ⊄ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 

จะมี 3 กรณี ดังนี้ 

กรณี 1 ถา 𝑒𝑒𝑖𝑖′ ∉ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 สําหรับ 𝑖𝑖 ∈ {1, 2, 3} โดยท่ี 𝑒𝑒1′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶1) − (𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3),   

𝑒𝑒2′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶2) − (𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)) และ 𝑒𝑒3′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶3)− �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)� จะได 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ เปนตนไม

แบบแผท่ัวท่ีมีลักษณะดังรูปท่ี 2.11 

 
รูปท่ี 2.11 แผนภาพท่ัวไปของกราฟ 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 1 

โดยหลักการนับ จะได τ1(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟1𝑟𝑟2𝑟𝑟3 เม่ือ τ1(𝐺𝐺) หมายถึง จํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 ท่ี

ไดจากการลบเสนใน 𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 1 

กรณี 2 พิจารณาเปน 3 กรณียอย ไดแก  

กรณี 2.1 ถา 𝑒𝑒3′ ∈ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 โดยท่ี 𝑒𝑒3′ ∈  𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2, 𝑒𝑒1′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− �𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� และ

 𝑒𝑒2′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶2) − �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� จะได 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ เปนตนไมแบบแผท่ัวท่ีมีลักษณะดังรูปท่ี 2.12 
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รูปท่ี 2.12 แผนภาพท่ัวไปของกราฟ 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 2.1 

โดยหลักการนับ จะได τ2.1(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟1𝑟𝑟2(𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2) เม่ือ τ2.1(𝐺𝐺) หมายถึง จํานวนตนไมแบบแผท่ัวของ

กราฟ 𝐺𝐺 ท่ีไดจากการลบเสนใน 𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 2.1 

กรณี 2.2 ถา 𝑒𝑒2′ ∈ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 โดยท่ี 𝑒𝑒2′ ∈  𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆3, 𝑒𝑒1′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− �𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� และ

𝑒𝑒3′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶3) − �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)� จะได τ2.2(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟1𝑟𝑟3(𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠3) เม่ือ τ2.2(𝐺𝐺) หมายถึง จํานวน 

ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 ท่ีไดจากการลบเสนใน 𝐸𝐸′ 

กรณี 2.3 ถา 𝑒𝑒1′ ∈ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 โดยท่ี 𝑒𝑒1′ ∈  𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 𝑒𝑒2′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶2)− �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� และ

𝑒𝑒3′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶3) − �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)� จะได τ2.3(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟2𝑟𝑟3(𝑠𝑠2 + 𝑠𝑠3) เม่ือ τ2.3(𝐺𝐺) หมายถึง จํานวน

ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 ท่ีไดจากการลบเสนใน 𝐸𝐸′ 

กรณี 3 ถา 𝑒𝑒1′ ∈  𝑆𝑆𝑖𝑖 , 𝑒𝑒2′ ∈  𝑆𝑆𝑗𝑗 โดยท่ี 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗 และ 𝑒𝑒3′ ∈  𝐸𝐸(𝐺𝐺) − (𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3) จะได 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ เปน

ตนไมแบบแผท่ัวท่ีมีลักษณะดังรูปท่ี 2.13 

 
รูปท่ี 2.13 แผนภาพท่ัวไปของกราฟ 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 3 

โดยหลักการนับ จะได τ3(𝐺𝐺) = (𝑟𝑟1 + 𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟3) ��𝑠𝑠2� − ∑ �𝑠𝑠𝑖𝑖2�
3
𝑖𝑖=1 � เม่ือ τ3(𝐺𝐺) หมายถึง จํานวน

ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 ท่ีไดจากการลบเสนใน 𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 3 

จากกรณี 1, 2 และ 3 จะได 
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𝜏𝜏(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟1𝑟𝑟2𝑟𝑟3 + 𝑟𝑟1𝑟𝑟2(𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2) + 𝑟𝑟1𝑟𝑟3(𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠3) + 𝑟𝑟2𝑟𝑟3(𝑠𝑠2 + 𝑠𝑠3)

+ (𝑟𝑟1 + 𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟3)��
𝑠𝑠
2� −��

𝑠𝑠𝑖𝑖
2�

3

𝑖𝑖=1
� 

 ให 𝑡𝑡 = �𝑠𝑠2� − ∑ �𝑠𝑠𝑖𝑖2�
3
𝑖𝑖=1  จะได 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = �𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

+ � 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑟𝑟𝑗𝑗�𝑠𝑠𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑗𝑗�
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈{1,2,3}

𝑖𝑖≠𝑗𝑗

+ 𝑡𝑡�𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

  

3. สรุป 

ในการศึกษาการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิก ไดแบงการศึกษาออกเปน 4 

รูปแบบตามโครงสรางของวัฏจักรท่ีปรากฏในกราฟ ดังนี้ 

รูปแบบ A ไดแก  กราฟไตรไซคลิกท่ีอยูในรูปแบบของกราฟ 3-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน โดยวัฏจักร  

ท้ัง 3 วัฏจักรไมใชเสนรวมกันเลย  

รูปแบบ B ไดแก  กราฟไตรไซคลิกท่ีมีวัฏจักรจํานวน 2 วัฏจักรใชเสนรวมกัน  

รูปแบบ C ไดแก  กราฟไตรไซคลิกท่ีวัฏจักรท่ี 1 ใชเสนรวมกับวัฏจักรท่ี 2 และวัฏจักรท่ี 2 ใช 

เสนรวมกับวัฏจักรท่ี 3 แตวัฏจักรท่ี 1 และวัฏจักรท่ี 3 ไมใชเสนรวมกัน 

รูปแบบ D ไดแก  กราฟไตรไซคลิกท่ีวัฏจักรท้ัง 3 วัฏจักรใชเสนรวมกันท้ังหมด  

ซ่ึงไดสูตรของการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิกท้ัง 4 กรณี ดังนี้ 

รูปแบบ A ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิกท่ีแตกตางกัน ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ท่ี 

|𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 เม่ือ 𝑖𝑖 =  1, 2, 3 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = �𝑞𝑞𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

 

รูปแบบ B ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ท่ี |𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 

เม่ือ 𝑖𝑖 = 1, 2, 3  

ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 0 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = (𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 𝑠𝑠2)𝑞𝑞3 
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รูปแบบ C ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺  

ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)|= 𝑞𝑞1, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) − 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑞𝑞2, |𝐸𝐸(𝐶𝐶3)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑞𝑞3, 

|𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠1, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠2 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 0 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = 𝑞𝑞1𝑞𝑞2𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠1(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2)𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠2𝑞𝑞1(𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3) +  𝑠𝑠1𝑠𝑠2(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3) 

รูปแบบ D ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ซ่ึง  

|𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑟𝑟𝑖𝑖 + Σ
1≤𝑗𝑗≤3
𝑖𝑖≠𝑗𝑗

𝑠𝑠𝑗𝑗 เม่ือ 𝑖𝑖 = 1, 2, 3 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠3, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠1,

|𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠2 , 𝑠𝑠 = 𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2 + 𝑠𝑠3 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = �𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

+ � 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑟𝑟𝑗𝑗�𝑠𝑠𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑗𝑗�
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈{1,2,3}

𝑖𝑖≠𝑗𝑗

+ 𝑡𝑡�𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

 

เม่ือ 𝑡𝑡 = �𝑠𝑠2� − ∑ �𝑠𝑠𝑖𝑖2�
3
𝑖𝑖=1  

สําหรับผูท่ีสนใจในการศึกษาตอ สามารถนําข้ันตอนวิธีการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของ

กราฟไตรไซคลิกไปสูการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิก ท่ีมีลักษณะเฉพาะบาง
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