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บทคัดยอ 

สําหรับแตละ 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍+และ 𝐺𝐺 เปนกราฟเชื่อมโยงท่ีมีอันดับ 𝑛𝑛 จะเรียก 𝐺𝐺 วา กราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิก  

ถา 𝐺𝐺 เปนกราฟท่ีมีขนาด 𝑚𝑚 = 𝑛𝑛 + 𝑘𝑘 − 1 และเรียกกราฟ 3-ไซคลิก วา กราฟไตรไซคลิก  

ในบทความนี้จะเปนการแสดงวิธีการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิก โดยพิจารณา
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กราฟไตรไซคลิกเปน 4 รูปแบบ ตามจํานวนของวัฏจักรของกราฟ จากนั้นใชหลักการนับในการหา

จํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิกในแตละรูปแบบ  

คําสําคัญ:  ตนไมแบบแผท่ัว จํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ กราฟไตรไซคลิก 

ABSTRACT 

For each 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍+ and 𝐺𝐺 is a connected graph of order 𝑛𝑛, 𝐺𝐺 is said to be a 𝑘𝑘-cyclic 

graph if 𝐺𝐺 is the graph has size 𝑚𝑚 = 𝑛𝑛 + 𝑘𝑘 − 1 and the 3-cyclic graph is said to be a 

tricyclic graph. In this paper, we find the number of spanning trees on the tricyclic 

graph, considering 4 types from the number of cycles. Then use the counting 

techniques to find the number of spanning trees on the tricyclic graph of each type. 

Keywords:  Spanning tree, Number of spanning trees of graph, Tricyclic  

1. บทนําและความรูพ้ืนฐาน 

การหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ คือ การหาจํานวนกราฟยอยแบบแผท่ัวท่ีเปนรูปตนไม

ท้ังหมดในกราฟ ซ่ึงในป ค.ศ. 1847 Gustav Kirchhoff [5] ไดแสดงวิธีการหาโดยใชตัวกําหนดของ

เมทริกซบางประการของกราฟ ตอมาในป ค.ศ. 1889 Arthur Cayley [4] ไดขยายสูตรไปใน

หลากหลายทิศทาง โดยการใชระดับข้ันของจุดมาพิจารณา จากท้ังสองแนวคิดนี้สงผลใหมี 

การหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟออกมาอยางตอเนื่อง เชน ในป ค.ศ. 1990 Moh’d Z. Abu-

Sbeih [3] ไดแนะนําวิธีการแบบใหมในการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟของกราฟบริบูรณ 

𝐾𝐾𝑛𝑛 และกราฟสองสวนแบบบริบูรณ  𝐾𝐾𝑛𝑛,𝑚𝑚 ในป  ค.ศ.  2010 Jianxi Li, Wai Chee Shiu และ  

An Chang [7] ไดแสดงขอบเขตบนของจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟโดยใชอันดับ ขนาด ระดับ

ข้ันคามากท่ีสุด-นอยท่ีสุด จํานวนของสภาพเชื่อมโยง และรงคเลขของกราฟในการพิจารณา  

ในป ค.ศ. 2014 Jianxi Li และ Wai Chee Shiu [6] ไดแสดงสูตรการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของ

การดําเนินการบวกของกราฟ และในป ค.ศ. 2020 ปฐยา มีสุข และ นิรุตต์ิ พิพรรธนจินดา [2] ได

แสดงการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน เม่ือ 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍+ และการหา

จํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไบไซคลิก  
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สําหรับในบทความนี้จะเปนการขยายวงคของกราฟท่ีจะนํามาพิจารณาจํานวนตนไมแบบแผท่ัว

ของกราฟ กลาวคือ การหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิก หรือกราฟ 3-ไซคลิก ซ่ึงมี

วิธีการท่ีซับซอนกวากราฟไบไซคลิก 

ตอไปจะกลาวถึงความรูพ้ืนฐานท่ีเก่ียวกับทฤษฎีกราฟท่ีจําเปนตองใชในท่ีนี้ จะเรียก 𝐺𝐺 วา กราฟ 

เม่ือ 𝐺𝐺 = �𝑉𝑉(𝐺𝐺),𝐸𝐸(𝐺𝐺)� โดยท่ีเซต 𝑉𝑉(𝐺𝐺) ≠ ∅ เปนเซตจํากัด จะเรียกวา เซตของจุด เรียกสมาชิก 

𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) วา จุดของกราฟ 𝐺𝐺 และเรียกเซต 𝐸𝐸(𝐺𝐺) วา เซตของเสน ซ่ึงเปนเซตท่ีประกอบดวย 

เซตยอยท่ีมีสองสมาชิกใน 𝑉𝑉(𝐺𝐺) นั่นคือ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) ⊆ {{𝑢𝑢, 𝑣𝑣} | 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺)} เรียกสมาชิก 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) วา 

เสนของกราฟ 𝐺𝐺 ถา 𝑒𝑒 = {𝑢𝑢, 𝑣𝑣} ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) เขียนอยางงายในรูป 𝑒𝑒 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 และจะเรียกวา 𝑢𝑢  ประชิดกับ 

𝑣𝑣 ท้ังนี้จะเรียกจํานวนจุดและจํานวนเสนในกราฟ 𝐺𝐺 วา อันดับและขนาดของกราฟ 𝐺𝐺 ตามลําดับ 

สําหรับกราฟ 𝐺𝐺 = �𝑉𝑉(𝐺𝐺),𝐸𝐸(𝐺𝐺)� และกราฟ 𝐻𝐻 = �𝑉𝑉(𝐻𝐻),𝐸𝐸(𝐻𝐻)� จะเรียกกราฟ 𝐻𝐻 วา กราฟ

ยอยของกราฟ 𝐺𝐺 ถา 𝐻𝐻 เปนกราฟท่ี 𝑉𝑉(𝐻𝐻) ⊆ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) และ 𝐸𝐸(𝐻𝐻) ⊆ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) และใชสัญลักษณ 𝐻𝐻 ⊆ 𝐺𝐺 

แทน  𝐻𝐻 เปนกราฟยอยของ 𝐺𝐺 และจะเรียกกราฟยอย 𝐻𝐻 ของ 𝐺𝐺 วา กราฟยอยแบบแผท่ัวของกราฟ 

𝐺𝐺 ถา 𝐻𝐻 เปนกราฟยอยของกราฟ 𝐺𝐺 ท่ี 𝑉𝑉(𝐻𝐻) = 𝑉𝑉(𝐺𝐺) 

ให 𝐺𝐺 เปนกราฟ โดยท่ี 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) แลว 𝐺𝐺\𝑒𝑒 จะหมายถึง กราฟยอยแบบแผท่ัวของ 𝐺𝐺 ท่ีไดจาก

การลบเสน 𝑒𝑒 จากกราฟ 𝐺𝐺 นั่นคือ 𝑉𝑉(𝐺𝐺\𝑒𝑒) = 𝑉𝑉(𝐺𝐺) และ 𝐸𝐸(𝐺𝐺\𝑒𝑒) = 𝐸𝐸(𝐺𝐺) − {𝑒𝑒} ทํานองเดียวกัน  

ถา 𝑇𝑇 = { 𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, … , 𝑒𝑒𝑠𝑠 } ⊆ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) แลว 𝐺𝐺\𝑇𝑇 จะหมายถึง กราฟยอยแบบแผท่ัวของ 𝐺𝐺 ท่ีไดจากการ

ลบเสน 𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, … , 𝑒𝑒𝑠𝑠 จากกราฟ 𝐺𝐺 

เรียกวิถีปด 𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 ท่ีมีความยาวมากกวาหรือเทากับ 3 วา วัฏจักร เรียกกราฟ 𝐺𝐺 วา กราฟ

เช่ือมโยง ถาแตละ 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) จะไดวา 𝐺𝐺 บรรจุวิถี 𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 และเรียกกราฟ 𝐺𝐺 วา กราฟไม

เช่ือมโยง ถากราฟ 𝐺𝐺 ไมเปนกราฟเชื่อมโยง 

สําหรับกราฟเชื่อมโยง 𝐺𝐺 จะเรียกเสน 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) วา เสนตัด ถา 𝐺𝐺\𝑒𝑒 เปนกราฟไมเชื่อมโยง  

จะเรียกกราฟ 𝐺𝐺 วา ตนไม ถา 𝐺𝐺 เปนกราฟเชื่อมโยงท่ีไมบรรจุวัฏจักร จะเรียกกราฟยอยแบบแผท่ัว 

𝑇𝑇 ของกราฟ 𝐺𝐺 วา ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 ถา 𝑇𝑇 เปนตนไม กําหนดสัญลักษณ 𝜏𝜏(𝐺𝐺) แทน

จํานวนตนไมแบบแผท่ัวท่ีแตกตางกันท้ังหมดของกราฟ 𝐺𝐺 

ให 𝐺𝐺 เปนกราฟเชื่อมโยงท่ีมีอันดับ 𝑛𝑛 จะเรียกกราฟ 𝐺𝐺 วา 𝑘𝑘-ไซคลิก เม่ือ 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍+ ถา 𝐺𝐺 เปน

กราฟเชื่อมโยงและมีขนาด 𝑛𝑛 + 𝑘𝑘 − 1 ยิ่งไปกวานั้นจะเรียก 𝐺𝐺 วา กราฟ 𝒌𝒌-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน  

ถา 𝐺𝐺 เปนกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิก ซ่ึงแตละ 2 วัฏจักร 𝐶𝐶𝑖𝑖 และ 𝐶𝐶𝑗𝑗 ใด ๆ ในกราฟ 𝐺𝐺 จะเปนวัฏจักรท่ีมี 
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เสนแตกตางกัน นั่นคือ 𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖) ∩ 𝐸𝐸�𝐶𝐶𝑗𝑗� = ∅ ในกรณีท่ี 𝑘𝑘 ∈ {1, 2, 3} จะกําหนดชื่อเรียกเฉพาะ

สําหรับกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิก คือ กราฟยูนิไซคลิก กราฟไบไซคลิก และ กราฟไตรไซคลิก ตามลําดับ 

สําหรับโครงสรางของกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกันจะมีไดหลายแบบ ซ่ึงจะแสดงตัวอยางของ

แผนภาพของกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน จํานวน 1 แบบ ดังรูปท่ี 1.1 

 
รูปท่ี 1.1 ตัวอยางของแผนภาพของกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน 

หมายเหตุ สําหรับกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิก 𝐺𝐺 ท่ีมีอันดับ 𝑛𝑛 จะหมายความวา 𝐺𝐺 ท่ีมีขนาดเปน 𝑛𝑛 + 𝑘𝑘 − 1 แต

ไมสามารถสรุปไดวา 𝐺𝐺 บรรจุจํานวน 𝑘𝑘 วัฏจักรได เชน ให 𝐺𝐺 เปนกราฟดังรูปท่ี 1.2 จะไดวากราฟ 𝐺𝐺  

มีอันดับ 7 และมีขนาดเปน 8 ดังนั้น 𝐺𝐺 จะเปนกราฟไบไซคลิก แตจะเห็นวา 𝐺𝐺 เปนกราฟท่ีมี 3 วัฏ

จักร ไดแก 𝐶𝐶1: 𝑠𝑠, 𝑡𝑡, 𝑣𝑣,𝑦𝑦, 𝑥𝑥, 𝑠𝑠, 𝐶𝐶2: 𝑡𝑡,𝑢𝑢, 𝑧𝑧,𝑦𝑦, 𝑣𝑣, 𝑡𝑡 และ 𝐶𝐶3: 𝑠𝑠, 𝑡𝑡,𝑢𝑢, 𝑧𝑧,𝑦𝑦, 𝑥𝑥, 𝑠𝑠 

 
รูปท่ี 1.2 กราฟไบไซคลิก 

สําหรับกราฟไบไซคลิกในรูปท่ี 1.2 จะเขียนเปนแผนภาพท่ัวไปเปนวัฏจักรจํานวน 2 วัฏจักร

ติดกัน โดยระหวาง 2 วัฏจักรจะมีเสนรวมกันอยางนอย 1 เสน ดังรูปท่ี 1.3 

 
รูปท่ี 1.3 แผนภาพท่ัวไปของกราฟไบไซคลิกท่ีมีลักษณะดังรูปท่ี 1.2 

ในกรณีท่ีกราฟบรรจุวัฏจักร 2 วัฏจักรท่ีแตกตางกัน โดยจะมีเพียงวิถีจํานวน 1 วิถีเชื่อมระหวาง 

2 วัฏจักร ซ่ึงวิถีท่ีเชื่อมดังกลาวอาจมีวิถีอ่ืน ๆ เชื่อมโยงกับวิถีนั้นไดดวย จะเขียนเปนแผนภาพท่ัวไป
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เปนวัฏจักรจํานวน 2 วัฏจักร ท่ีมีเสนเชื่อม 1 เสน เนื่องจากแตละเสนบนวิถีจะเปนเสนตัด ในการหา

ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟจึงไมสามารถลบเสนใด ๆ บนวิถีได สําหรับการเขียนแผนภาพท่ัวไปของ

กราฟดังกลาวนี้มีดังรูปท่ี 1.4 

 
รูปท่ี 1.4 แผนภาพ 𝐺𝐺1 และ 𝐺𝐺2 สามารถเขียนเปนแผนภาพท่ัวไปไดรูปแบบเดียวกัน 

ตอไปจะเปนบทตั้งท่ีจําเปนในการพิสูจนในบทความยนี้ โดยบทตั้ง 1.1 – 1.2 เปนบทตั้งท่ีทราบ

กันดีอยูแลว ผูอานสามารถพบไดจากหนังสือทฤษฎีกราฟเบื้องตนท่ัวไป เชน ทฤษฎีกราฟเบื้องตน 

ของนิรุตติ์ พิพรรธนจินดา [1] และบทตั้ง 1.3 – 1.5 เปนบทตั้งท่ีเก่ียวกับจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของ

กราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน กราฟยูนิไซคลิก และกราฟไบไซคลิก ตามลําดับ 

บทตั้ง 1.1 [1] สําหรับกราฟเชื่อมโยง 𝐺𝐺 จะไดวาเสน 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) จะเปนเสนตัดในกราฟ 𝐺𝐺 ก็ตอเม่ือ 𝑒𝑒 

ไมเปนเสนท่ีอยูบนวัฏจักรของกราฟ 𝐺𝐺 

บทตั้ง 1.2 [1] ให 𝐺𝐺 เปนกราฟท่ีมีอันดับ 𝑛𝑛 และขนาด 𝑚𝑚 ถา 𝐺𝐺 มีสมบัติ 2 ขอใด ๆ จาก 3 ขอ

ตอไปนี้  

(1) 𝐺𝐺 เปนกราฟเชื่อมโยง 

(2) 𝐺𝐺 ไมบรรจุวัฏจักร 

(3) 𝑚𝑚 =  𝑛𝑛 –  1  

แลว 𝐺𝐺 จะเปนตนไม 

บทตั้ง 1.3 [2] ให 𝐺𝐺 เปนกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน เม่ือ 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍+ ท่ีมี 𝐶𝐶𝑖𝑖 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 

เม่ือ 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑘𝑘  ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 แลว 𝜏𝜏(𝐺𝐺) = ∏ 𝑞𝑞𝑖𝑖𝑘𝑘
𝑖𝑖=1  

บทตั้ง 1.4 [2] ให 𝐺𝐺 เปนกราฟยูนิไซคลิกท่ีมี 𝐶𝐶 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶)| = 𝑞𝑞 แลว 
𝜏𝜏(𝐺𝐺) =  𝑞𝑞 

บทตั้ง 1.5 [2] ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไบไซคลิกท่ีมี 𝐶𝐶1 และ 𝐶𝐶2 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 

และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠 แลว τ(G) =  𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 𝑠𝑠2 
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2. การหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิก  

จากท่ีไดกลาวไวในหัวขอท่ีผานมาวา จะเรียกกราฟ 𝐺𝐺 อันดับ 𝑛𝑛 วา กราฟไตรไซคลิก ถากราฟ 𝐺𝐺 

เปนกราฟเชื่อมโยงและมีขนาดเปน 𝑛𝑛 + 2 ในท่ีนี้เพ่ือใหงายตอการพิสูจนทฤษฎีบทตาง ๆ จะแบง

กราฟไตรไซคลิคเปน 4 กลุม ตามรูปแบบโครงสรางของวัฏจักรท่ีปรากฏในกราฟ โดยพิจารณาจาก

รูปแบบของวัฏจักรจํานวน 3 วัฏจักร ดังนี้  

รูปแบบ A ไดแก กราฟไตรไซคลิกท่ีอยูในรูปแบบของกราฟ 3-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน โดยวัฏจักร  

 ท้ัง 3 วัฏจักรไมใชเสนรวมกันเลย มีแผนภาพท่ัวไปดังรูปท่ี 2.1 

รูปแบบ B ไดแก กราฟไตรไซคลิกท่ีมีวัฏจักรจํานวน 2 วัฏจักรใชเสนรวมกัน มีแผนภาพท่ัวไป 

 ดังรูปท่ี 2.2 

รูปแบบ C ไดแก กราฟไตรไซคลิกท่ีวัฏจักรท่ี 1 ใชเสนรวมกับวัฏจักรท่ี 2 และวัฏจักรท่ี 2 ใช 

 เสนรวมกับวัฏจักรท่ี 3 แตวัฏจักรท่ี 1 และวัฏจักรท่ี 3 ไมใชเสนรวมกัน  

 มีแผนภาพท่ัวไปดังรูปท่ี 2.3  

รูปแบบ D ไดแก กราฟไตรไซคลิกท่ีวัฏจักรท้ัง 3 วัฏจักรใชเสนรวมกันท้ังหมด มีแผนภาพท่ัวไป 

 ดังรูปท่ี 2.4 

 
รูปท่ี 2.1 แผนภาพท่ัวไปของกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ A  

 
รูปท่ี 2.2 แผนภาพท่ัวไปของกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ B 
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รูปท่ี 2.3 แผนภาพท่ัวไปของกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ C 

 
รูปท่ี 2.4 แผนภาพท่ัวไปของกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ D 

สําหรับกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ A เปนกราฟไตรไซคลิกท่ีแตกตางกันสามารถหาจํานวนตนไม

แบบแผท่ัวของกราฟไดดังทฤษฎบีทตอไปนี ้

ทฤษฎีบท 2.1 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิกท่ีแตกตางกัน รูปแบบ A ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรใน

กราฟ 𝐺𝐺 ท่ี |𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 เม่ือ 𝑖𝑖 =  1, 2, 3 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = �𝑞𝑞𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

 

บทพิสูจน เห็นไดชัดจากบทตั้ง 1.3         

การหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ B, C และ D จะแสดงโดยทฤษฎีบท

ตอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 2.2 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ B ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ท่ี 

|𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 เม่ือ 𝑖𝑖 = 1, 2, 3  

ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 0 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = (𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 𝑠𝑠2)𝑞𝑞3 

บทพิสูจน ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ B ดังรูปท่ี 2.2 

เนื่องจากตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 เกิดจากการลบเสน 1 เสนของแตละวัฏจักร  

ถา 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3) แลว 𝐺𝐺\𝑒𝑒 จะเปนกราฟไบไซคลิก จากบทตั้ง 1.5 จะได 𝜏𝜏(𝐺𝐺\𝑒𝑒) = 𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 𝑠𝑠2 
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เนื่องจาก |𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑞𝑞3 ดังนั้น 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = � τ(𝐺𝐺\𝑒𝑒i) =
𝑒𝑒𝑖𝑖∈𝐸𝐸(𝐶𝐶3)

(𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 𝑠𝑠2)𝑞𝑞3  

ทฤษฎีบท 2.3 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ C ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺  

ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)|= 𝑞𝑞1, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑞𝑞2, |𝐸𝐸(𝐶𝐶3) − 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑞𝑞3, 

|𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠1, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠2 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 0 แลว 
𝜏𝜏(𝐺𝐺) = 𝑞𝑞1𝑞𝑞2𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠1(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2)𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠2𝑞𝑞1(𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3) +  𝑠𝑠1𝑠𝑠2(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3) 

บทพิสูจน สําหรับการพิสูจนจะแบงออกเปน 4 กรณี ประกอบดวย กรณี 1 ไมลบเสนรวมระหวาง 2 

วัฏจักรเลย และ กรณี 2 – 4 การลบเสนบนเสนรวมระหวาง 2 วัฏจักร จํานวนไมเกิน 2 เสน จากนั้น

จึงทําการพิจารณาลบเสนบนวัฏจักรท่ีไมใชเสนรวม ดังรูปท่ี 2.5 (ก) - (ค)  

 
         (ก)          (ข)       (ค) 

รูปท่ี 2.5 แผนภาพท่ัวไปของการแบงกรณีตามการลบเสนบนเสนรวมระหวาง 2 วัฏจักร  

กรณี 1 ถาตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 คือกราฟ 𝐺𝐺{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เม่ือ 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2), 

𝑒𝑒2 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) − �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� และ 𝑒𝑒3 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)  

จาก |𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)|= 𝑞𝑞1, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑞𝑞2, |𝐸𝐸(𝐶𝐶3) − 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑞𝑞3 

โดยหลักการนับเบื้องตน จะไดวา ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 คํานวณไดจากผลคูณของ 𝑞𝑞1,𝑞𝑞2 

และ 𝑞𝑞3 นั่นคือ τ(𝐺𝐺{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3}) = 𝑞𝑞1𝑞𝑞2𝑞𝑞3 

กรณี 2 ถา 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)  

เพ่ือไมใหเกิดกรณีการลบเสนท่ีซํ้ากับกรณีตามรูปท่ี 2.5 (ค) จะพิจารณาลบเสนบนวัฏจักรท่ีไมใชเสน

รวมจํานวน 2 เสน ไดแก 𝑒𝑒2 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) หรือ 𝑒𝑒2 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)− �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� และ 

𝑒𝑒3 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3) − 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ดังรูปท่ี 2.6 
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รูปท่ี 2.6 แผนภาพท่ัวไปของกราฟ 𝐺𝐺{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เม่ือ 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) 

โดยหลักการนับเบื้องตน จะไดวา τ(𝐺𝐺\𝑒𝑒1) = (𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2)𝑞𝑞3 

เนื่องจาก |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠1 ดังนั้น 

� τ(𝐺𝐺\𝑒𝑒i) = 𝑠𝑠1(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2)𝑞𝑞3
𝑒𝑒𝑖𝑖∈𝐸𝐸(𝐶𝐶1)∩𝐸𝐸(𝐶𝐶2)

 

กรณี 3 ถา 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)  

จะสามารถพิสูจนไดทํานองเดียวกับกรณี 2 ดังนั้น 

� τ(𝐺𝐺\𝑒𝑒i) = 𝑠𝑠2𝑞𝑞1(𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3)
𝑒𝑒𝑖𝑖∈𝐸𝐸(𝐶𝐶2)∩𝐸𝐸(𝐶𝐶3)

 

กรณี 4 ถา 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) และ 𝑒𝑒2 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)  

จะพิจารณาลบเสนบนวัฏจักรท่ีไมใชเสนรวมจํานวน 1 เสน ไดแก 𝑒𝑒3 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) − �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)� −

�𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� ดังรูปท่ี 2.8 

 
รูปท่ี 2.8 แผนภาพท่ัวไปของกราฟ 𝐺𝐺{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เม่ือ 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2), 𝑒𝑒2 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)  

โดยหลักการนับเบื้องตน จะไดวา τ(𝐺𝐺{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2}) = 𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3  

เนื่องจาก|𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠1 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠2 ดังนั้น 

� τ�𝐺𝐺{𝑒𝑒i, 𝑒𝑒𝑗𝑗}� = 𝑠𝑠1𝑠𝑠2(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3)
𝑒𝑒𝑖𝑖∈𝐸𝐸(𝐶𝐶1)∩𝐸𝐸(𝐶𝐶2)
𝑒𝑒𝑗𝑗∈𝐸𝐸(𝐶𝐶2)∩𝐸𝐸(𝐶𝐶3)

 

จากกรณี 1 – 4 จะได 
 𝜏𝜏(𝐺𝐺) = 𝑞𝑞1𝑞𝑞2𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠1(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2)𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠2𝑞𝑞1(𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3) + 𝑠𝑠1𝑠𝑠2(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3)  
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ทฤษฎีบท 2.4 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ D ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ซ่ึง 

|𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑟𝑟𝑖𝑖 + Σ
1≤𝑗𝑗≤3
𝑖𝑖≠𝑗𝑗

𝑠𝑠𝑗𝑗 เม่ือ 𝑖𝑖 = 1, 2, 3 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠3, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠1,

|𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠2 , 𝑠𝑠 = 𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2 + 𝑠𝑠3 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = �𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

+ � 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑟𝑟𝑗𝑗�𝑠𝑠𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑗𝑗�
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈{1,2,3}

𝑖𝑖≠𝑗𝑗

+ 𝑡𝑡�𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

 

เมื่อ 𝑡𝑡 = �𝑠𝑠2� −��𝑠𝑠𝑖𝑖2�
3

𝑖𝑖=1

 

บทพิสูจน ให 𝑆𝑆1 = 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3), 𝑆𝑆2 = 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3), 𝑆𝑆3 =  𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)    

ถา  {𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} ⊆ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 จะได 𝐺𝐺\{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เปนกราฟยอยของกราฟ 𝐺𝐺 (1) ถาแตละ 

𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3 เปนเสนท่ีบรรจุอยูในเซต 𝑆𝑆1,𝑆𝑆2,𝑆𝑆3 ท่ีแตกตางกันท้ังหมด จะไดวามีจุด 𝑣𝑣 และ 𝑣𝑣′ ในกราฟ 

𝐺𝐺\{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3}  ไมเชื่อมโยงกัน เม่ือ 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐶𝐶1) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶2) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶3) และ 𝑣𝑣′ เปนจุดภายในบางวัฏจักร 

𝐶𝐶𝑘𝑘 ท่ีไมมีเสนรวมกับวัฏจักรอ่ืน ดังรูปท่ี 2.9 (2) ถา 𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑒𝑒𝑗𝑗 ∈ 𝑆𝑆𝑘𝑘 สําหรับบาง 𝑘𝑘 ∈ {1, 2, 3} จะไดวา 

มีจุด 𝑣𝑣 และ 𝑣𝑣′ ในกราฟ 𝐺𝐺\{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3}  ไมเชื่อมโยงกัน เม่ือ 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐶𝐶1) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶2) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶3) และ 𝑣𝑣′ 

เปนจุดปลายของเสน 𝑒𝑒𝑖𝑖 และ 𝑒𝑒𝑗𝑗 หรือ 𝑣𝑣′ เปนจุดท่ีประชิดกับเสนรวมของเซต 𝑆𝑆𝑘𝑘 ท่ีอยูระหวางเสน 𝑒𝑒𝑖𝑖 

และ 𝑒𝑒𝑗𝑗 ดังรูปท่ี 2.10 

 
รูปท่ี 2.9 แผนภาพของกราฟไมเชื่อมโยง 𝐺𝐺\{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เม่ือ 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐶𝐶1) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶2) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶3)  

และ 𝑣𝑣′ เปนจุดภายในบางวัฏจักร 𝐶𝐶𝑘𝑘 ท่ีไมมีเสนรวมกับวัฏจักรอ่ืน 
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รูปท่ี 2.10 แผนภาพของกราฟไมเชื่อมโยง 𝐺𝐺\{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เม่ือ 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐶𝐶1) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶2) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶3)  

และ 𝑣𝑣′ เปนจุดท่ีประชิดกับเสนรวมของเซต 𝑆𝑆𝑘𝑘 ท่ีอยูระหวางเสน 𝑒𝑒𝑖𝑖 และ 𝑒𝑒𝑗𝑗 

ดังนั้น ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 คือ กราฟ 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ เม่ือ 𝐸𝐸′ = {𝑒𝑒1′ , 𝑒𝑒2′ , 𝑒𝑒3′ } โดยท่ี 𝐸𝐸′ ⊄ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 

จะมี 3 กรณี ดังนี้ 

กรณี 1 ถา 𝑒𝑒𝑖𝑖′ ∉ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 สําหรับ 𝑖𝑖 ∈ {1, 2, 3} โดยท่ี 𝑒𝑒1′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶1) − (𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3),   

𝑒𝑒2′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶2) − (𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)) และ 𝑒𝑒3′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶3)− �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)� จะได 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ เปนตนไม

แบบแผท่ัวท่ีมีลักษณะดังรูปท่ี 2.11 

 
รูปท่ี 2.11 แผนภาพท่ัวไปของกราฟ 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 1 

โดยหลักการนับ จะได τ1(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟1𝑟𝑟2𝑟𝑟3 เม่ือ τ1(𝐺𝐺) หมายถึง จํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 ท่ี

ไดจากการลบเสนใน 𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 1 

กรณี 2 พิจารณาเปน 3 กรณียอย ไดแก  

กรณี 2.1 ถา 𝑒𝑒3′ ∈ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 โดยท่ี 𝑒𝑒3′ ∈  𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2, 𝑒𝑒1′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− �𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� และ

 𝑒𝑒2′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶2) − �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� จะได 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ เปนตนไมแบบแผท่ัวท่ีมีลักษณะดังรูปท่ี 2.12 
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รูปท่ี 2.12 แผนภาพท่ัวไปของกราฟ 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 2.1 

โดยหลักการนับ จะได τ2.1(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟1𝑟𝑟2(𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2) เม่ือ τ2.1(𝐺𝐺) หมายถึง จํานวนตนไมแบบแผท่ัวของ

กราฟ 𝐺𝐺 ท่ีไดจากการลบเสนใน 𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 2.1 

กรณี 2.2 ถา 𝑒𝑒2′ ∈ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 โดยท่ี 𝑒𝑒2′ ∈  𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆3, 𝑒𝑒1′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− �𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� และ

𝑒𝑒3′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶3) − �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)� จะได τ2.2(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟1𝑟𝑟3(𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠3) เม่ือ τ2.2(𝐺𝐺) หมายถึง จํานวน 

ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 ท่ีไดจากการลบเสนใน 𝐸𝐸′ 

กรณี 2.3 ถา 𝑒𝑒1′ ∈ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 โดยท่ี 𝑒𝑒1′ ∈  𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 𝑒𝑒2′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶2)− �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� และ

𝑒𝑒3′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶3) − �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)� จะได τ2.3(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟2𝑟𝑟3(𝑠𝑠2 + 𝑠𝑠3) เม่ือ τ2.3(𝐺𝐺) หมายถึง จํานวน

ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 ท่ีไดจากการลบเสนใน 𝐸𝐸′ 

กรณี 3 ถา 𝑒𝑒1′ ∈  𝑆𝑆𝑖𝑖 , 𝑒𝑒2′ ∈  𝑆𝑆𝑗𝑗 โดยท่ี 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗 และ 𝑒𝑒3′ ∈  𝐸𝐸(𝐺𝐺) − (𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3) จะได 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ เปน

ตนไมแบบแผท่ัวท่ีมีลักษณะดังรูปท่ี 2.13 

 
รูปท่ี 2.13 แผนภาพท่ัวไปของกราฟ 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 3 

โดยหลักการนับ จะได τ3(𝐺𝐺) = (𝑟𝑟1 + 𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟3) ��𝑠𝑠2� − ∑ �𝑠𝑠𝑖𝑖2�
3
𝑖𝑖=1 � เม่ือ τ3(𝐺𝐺) หมายถึง จํานวน

ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 ท่ีไดจากการลบเสนใน 𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 3 

จากกรณี 1, 2 และ 3 จะได 
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𝜏𝜏(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟1𝑟𝑟2𝑟𝑟3 + 𝑟𝑟1𝑟𝑟2(𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2) + 𝑟𝑟1𝑟𝑟3(𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠3) + 𝑟𝑟2𝑟𝑟3(𝑠𝑠2 + 𝑠𝑠3)

+ (𝑟𝑟1 + 𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟3)��
𝑠𝑠
2� −��

𝑠𝑠𝑖𝑖
2�

3

𝑖𝑖=1
� 

 ให 𝑡𝑡 = �𝑠𝑠2� − ∑ �𝑠𝑠𝑖𝑖2�
3
𝑖𝑖=1  จะได 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = �𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

+ � 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑟𝑟𝑗𝑗�𝑠𝑠𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑗𝑗�
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈{1,2,3}

𝑖𝑖≠𝑗𝑗

+ 𝑡𝑡�𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

  

3. สรุป 

ในการศึกษาการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิก ไดแบงการศึกษาออกเปน 4 

รูปแบบตามโครงสรางของวัฏจักรท่ีปรากฏในกราฟ ดังนี้ 

รูปแบบ A ไดแก  กราฟไตรไซคลิกท่ีอยูในรูปแบบของกราฟ 3-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน โดยวัฏจักร  

ท้ัง 3 วัฏจักรไมใชเสนรวมกันเลย  

รูปแบบ B ไดแก  กราฟไตรไซคลิกท่ีมีวัฏจักรจํานวน 2 วัฏจักรใชเสนรวมกัน  

รูปแบบ C ไดแก  กราฟไตรไซคลิกท่ีวัฏจักรท่ี 1 ใชเสนรวมกับวัฏจักรท่ี 2 และวัฏจักรท่ี 2 ใช 

เสนรวมกับวัฏจักรท่ี 3 แตวัฏจักรท่ี 1 และวัฏจักรท่ี 3 ไมใชเสนรวมกัน 

รูปแบบ D ไดแก  กราฟไตรไซคลิกท่ีวัฏจักรท้ัง 3 วัฏจักรใชเสนรวมกันท้ังหมด  

ซ่ึงไดสูตรของการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิกท้ัง 4 กรณี ดังนี้ 

รูปแบบ A ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิกท่ีแตกตางกัน ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ท่ี 

|𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 เม่ือ 𝑖𝑖 =  1, 2, 3 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = �𝑞𝑞𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

 

รูปแบบ B ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ท่ี |𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 

เม่ือ 𝑖𝑖 = 1, 2, 3  

ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 0 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = (𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 𝑠𝑠2)𝑞𝑞3 
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รูปแบบ C ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺  

ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)|= 𝑞𝑞1, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) − 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑞𝑞2, |𝐸𝐸(𝐶𝐶3)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑞𝑞3, 

|𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠1, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠2 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 0 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = 𝑞𝑞1𝑞𝑞2𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠1(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2)𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠2𝑞𝑞1(𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3) +  𝑠𝑠1𝑠𝑠2(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3) 

รูปแบบ D ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ซ่ึง  

|𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑟𝑟𝑖𝑖 + Σ
1≤𝑗𝑗≤3
𝑖𝑖≠𝑗𝑗

𝑠𝑠𝑗𝑗 เม่ือ 𝑖𝑖 = 1, 2, 3 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠3, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠1,

|𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠2 , 𝑠𝑠 = 𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2 + 𝑠𝑠3 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = �𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

+ � 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑟𝑟𝑗𝑗�𝑠𝑠𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑗𝑗�
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈{1,2,3}

𝑖𝑖≠𝑗𝑗

+ 𝑡𝑡�𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

 

เม่ือ 𝑡𝑡 = �𝑠𝑠2� − ∑ �𝑠𝑠𝑖𝑖2�
3
𝑖𝑖=1  

สําหรับผูท่ีสนใจในการศึกษาตอ สามารถนําข้ันตอนวิธีการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของ

กราฟไตรไซคลิกไปสูการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิก ท่ีมีลักษณะเฉพาะบาง

ประการได 
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