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บทคัดย่อ 
งานวิจัยนี้เสนอวิธีการหาผลเฉลยทั่วไปของสมการโคชี – ออยเลอรแ์บบไม่เอกพันธุอ์ันดับสี่  

 4 (4) 3 2 ( )t y at y bt y cty dy r t         
เมื่อ , , ,a b c d  เป็นจ านวนจริง และ ( )r t  เป็นฟังก์ชันพหุนาม โดยใช้การแปลงซูมดูู  
 

ค าส าคัญ :  สมการโคชี – ออยเลอร์;  สมการโคชี – ออยเลอร์ อันดับสี่; การแปลงซูมูดู; ผลเฉลยทั่วไป 
 

Abstract 
Using the Sumudu transform technique, we investigate the general solution of the fourth order 

nonhomogeneous Cauchy-Euler equation 
  4 (4) 3 2 ( )t y at y bt y cty dy r t       , 
where , , ,a b c d are real numbers and ( )r t  is a polynomial function.  
 

Keywords: Cauchy-Euler equations; Fourth order Cauchy-Euler equations; Sumudu transform; General 
solution 
 

1. บทน า 
ในปัจจุบันปัญหาประยุกต์ทางด้านวิทยาศาสตรแ์ละวิศวกรรมศาสตร์หลายปัญหามีสมการเชิงอนุพันธ์สามัญเชิงเสน้

เข้ามาเกี่ยวข้อง  สมการโคชี – ออยเลอร์ เป็นรูปแบบหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธ์สามัญเชิงเส้นที่มีสัมประสิทธิ์เป็นตัว
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แปร  ซึ่งมีนักวิจัยหลายท่านน าเสนอวิธีการที่แตกต่างกันในการหาผลเฉลยของสมการโคชี – ออยเลอร์ ผู้ที่สนใจสามารถ
ศึกษาเพิ่มเติมได้จากบทความวิจัยที่อ้างอิงในหัวข้อท่ี 6    

ในปี ค.ศ. 2015 Ghil และ Kim ได้เสนอวิธีการหาผลเฉลยทั่วไปของสมการโคชี – ออยเลอร์อันดับสองและอันดับ
สามโดยใช้การแปลงลาปลาซ ซึ่งการศึกษาผลงานวิจัยดังกล่าว  ท าให้เรามีแรงบันดาลใจในการน าการแปลงซูมูดู 
(Sumudu Transform) มาใช้สร้างสูตรในการหาผลเฉลยทั่วไปของของสมการโคชี – ออยเลอร์แบบไม่เอกพันธุ์อันดับสี่ 

4 (4) 3 2 ( )t y at y bt y cty dy r t        เมื่อ , , ,a b c d  เป็นจ านวนจริง และ ( )r t  เป็นฟังก์ชันพหุนาม 
เนื้อหาในบทความในแต่ละหัวข้อประกอบไปด้วย  บทนิยามและทฤษฎีบทพื้นฐานที่จ าเป็นในการน าการแปลงซูมูดู

มาช่วยหาผลเฉลยทั่วไปของสมการโคชี – ออยเลอร์ ซึ่งจะกล่าวไว้ในหัวข้อที่ 2  ส่วนหัวข้อที่ 3 จะกล่าวถึงการหาผล
เฉลยของสมการโคชี – ออยเลอร์แบบเอกพันธุ์อันดับสี่โดยใช้การแปลงซูมูดู โดยเราจะน าการแปลงซูมูดูมาสร้างทฤษฎี
บทที่ช่วยในการหาผลเฉลยทั่วไปซึ่งเป็นผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ของสมการโคชี – ออยเลอร์แบบเอกพันธุอ์ันดับสี่ พร้อมท้ัง
แสดงตัวอย่างประกอบให้เห็นว่าทฤษฎีบทของเราสามารถน าไปใช้หาผลเฉลยทั่วไปได้จริง  ในหัวข้อ 4 จะพิสูจน์ทฤษฎี
บทที่สามารถน าไปใช้หาผลเฉลยเฉพาะของสมการโคชี – ออยเลอร์แบบไม่เอกพันธุ์อันดับสี่ในกรณีที่ ( )r t  เป็นฟังก์ชัน
พหุนาม พร้อมท้ังแสดงตัวอย่างประกอบ และหัวข้อ 5 เป็นส่วนสรุปผลงานวิจัย 

 
2. วิธีการ 

หัวข้อน้ีกล่าวถึงบทนิยามและทฤษฎีพื้นฐานส าคญัที่ควรทราบเพื่อน าไปใช้ในหาผลลัพธ์หลักในหัวข้อถัดไป 
 บทนิยาม 2.1 (Belgacem & Karaballi (2005)) ให้ ( )f t  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องเป็นช่วงบน  0,  และเป็น
ฟังก์ชันท่ีมีอันดับช้ีก าลัง  การแปลงซูมูดูของฟังก์ชัน ( )f t   เขียนแทนด้วย { ( )}f tS  หรือ ( )F u  นิยามโดย 

/

0

1
{ ( )} ( )t uf t e f t dt

u



 S   

ส าหรับทุกจ านวนจริง u ที่ท าให้ปริพันธ์ไม่ตรงแบบลู่เข้า  
บทนิยาม 2.2 (Belgacem & Karaballi (2005)) ผลการแปลงซูมูดูผกผันของฟังก์ชัน ( )F u  คือฟังก์ชัน ( )f t  ที่

เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องเป็นช่วงเพียงฟังก์ชันเดียวที่ท าให้ { ( )} ( )f t F uS  เขียนแทนการแปลงซูมูดูผกผันของฟังก์ชัน 
( )F u  ด้วย  1{ ( )} ( )F u f t S  

ทฤษฎีบท 2.3 (Belgacem & Karaballi (2005)) (สมบัติเชิงเส้นของการแปลงซูมูดู) 
ก าหนดให้ f และ g  เป็นฟังก์ชันท่ีสามารถหาผลการแปลงซูมดููได้บนโดเมนเดียวกัน จะได้ว่า 

{ } { } { }f g f g  S S S  
{ } { }cf c fS S  

เมื่อ c  คือ ค่าคงตัว   
ทฤษฎีบท 2.4 (Belgacem & Karaballi (2005)) (สมบัติเชิงเส้นของการแปลงซูมูดูผกผัน) 

ก าหนดให้ ให้ 1
{ ( )} ( )F u f t


S และ 1

{ ( ) ( )G u g t


S  จะได้ว่า 
1 1 1
{ ( ) ( )} { ( )} { ( )} ( ) ( )F u G u F u G u f t g t

  
    S S S  
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1 1
{ ( )} { ( )} ( )cF u c F u cf t

 
  S S   

เมื่อ c  คือค่าคงตัว  
ทฤษฎีบท 2.5 (Belgacem & Karaballi (2005)) ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ถ้า ( )f t  เป็นฟังก์ชัน

ต่อเนื่องเป็นช่วงบน  0,  ซึ่งมีอันดับช้ีก าลัง   และ { ( )} ( )f t F uS  แล้วจะได้ว่า  

   ( ) ( )
{ ( )} ( )

n n n n
t f t u F uS   

โดยที่  u   
 

3. ผลการวิจัยและวิจารณ์ 
ผลเฉลยทั่วไปของสมการโคชี – ออยเลอร์แบบเอกพันธุ์อันดับสี่โดยใช้การแปลงซูมูดู  

ก าหนดให้ , , ,a b c d เป็นจ านวนจริง พิจารณาสมการโคชี – ออยเลอร์แบบเอกพันธุอ์ันดับสี่ที่อยู่ในรูป 
4 (4) 3 2 0t y at y bt y cty dy             (3.1)    

โดยใช้การแปลงซูมูดูเราจะได้ทฤษฎีบท 3.1 ซึ่งสามารถน าไปใช้หาผลเฉลยทั่วไปของ (3.1) ได้ 
ทฤษฎีบท 3.1 ก าหนดให้  ( ) ( )y t Y uS  ผลเฉลยของ (3.1) คือ 1 1{ ( )} { }my Y u u  S S  เมื่อ 

m  สอดคล้องกับสมการ  
4 3 2( 6) ( 3 11) (2 6) 0m a m b a m a b c m d              (3.2) 

พิสูจน์  ท าการแปลงซูมดููทั้งสองข้างของ (3.1) และใช้สมบัติเชิงเส้นของการแปลงซูมูดู จะได้ 

         4 3 2(4) 0t y a t y b t y c ty d y      S S S S S                              

โดยทฤษฎีบท 2.5 ท าให้ได้ว่า  
4 3 2

4 3 2

4 3 2
0

d Y d Y d Y dY
u au bu cu dY

du du du du
         (3.3)                             

ให้ 0mY u   เป็นผลเฉลยทดสอบของสมการ (3.3) และแทนผลเฉลยทดสอบนี้ลงใน (3.3) จะได้ 
4 3 2( 6) ( 3 11) (2 6) 0mu m a m b a m a b c m d            

  (3.4)  

หารตลอดด้วย mu  ทั้งสองข้างของ (3.4) ท าให้ได้   
4 3 2( 6) ( 3 11) (2 6) 0m a m b a m a b c m d                   

ซึ่งคือสมการ (3.2)  ดังนั้นถ้า mY u เป็นผลเฉลยของ (3.3) แล้ว   1 1{ ( )} { }my Y u u  S S   เป็นผลเฉลย
ของสมการโคชี – ออยเลอร์ (3.1) เมื่อ m  สอดคล้องกับสมการ (3.2) จากนี้เราจะเรยีก (3.2) ว่าสมการช่วย   
หมายเหตุ 3.1:  เราไม่เลือก เมื่อ 0u   เป็นผลเฉลยทดสอบของสมการ (3.3) เนื่องจาก muY e  เป็นผล
เฉลยทดสอบที่ไม่เหมาะสม  เราจะแสดงให้เห็นว่า muY e  เป็นผลเฉลยทดสอบที่ไม่เหมาะสมของ (3.3) โดยสมมตใิห้ 

muY e  เป็นผลเฉลยทดสอบของ (3.3) และแทนผลเฉลยทดสอบนี้ลงใน (3.3) จะท าให้ได้สมการ (3.5) 
4 4 3 3 2 2 0mu mu mu mu muu m e au m e bu m e cume de          (3.5)                     

หารด้วย  4 muu e ทั้งสองข้างของ (3.5) จะได้   

muY e
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3 2
4

2 3 4
0

am bm cm d
m

u u u u
                               (3.6) 

จะเห็นว่าหากใช้ผลเฉลยทดสอบ muY e  จะท าให้ได้ (3.6) ซึ่งเป็นสมการที่ไม่สามารถหาราก ( m ) ของสมการได ้
เนื่องจากตัวแปร m จะขึ้นอยู่กับตัวแปรอิสระ u  นอกจากน้ีตารางการแปลงซูมูดไูม่มผีลการแปลงซูมูดผูกผันของ mue  
ดังนั้นฟังก์ชัน muY e  ไม่เหมาะที่จะน ามาใช้เป็นผลเฉลยทดสอบของสมการ (3.3)  
หมายเหตุ 3.2: ถ้า 

1 2 3 4m m m m m     , , , เป็นรากท่ีแตกต่างกันทั้งหมดของของสมการช่วย (3.2) แล้วเราจะได้จาก
ทฤษฎีบท 3.1 ว่า 

       31 2 41 1 1 1

1 2 3 4, , ,
mm m m

y u y u y u y u      S S S S  

เป็นผลเฉลยของ (3.1) ซึ่งผลเฉลยทั้งสี่เป็นผลเฉลยที่เป็นอิสระเชิงเสน้กัน ดังนั้นผลเฉลยทั่วไปของสมการโคชี - ออยเลอร์ 
(3.1) คือ 

       31 2 4

1 2

1 1 1 1

3 4( )
mm m m

y t c u c u c u c u      S S S S         

เมื่อ 
1 2 3 4, , ,c c c c  เป็นค่าคงตัว 

หมายเหตุ 3.3: ในกรณีที่สมการช่วย (3.2) มี m เป็นรากก าลังซ้ า k  (เมื่อ k  มีค่าเป็น 2, 3 หรือ 4) จะสามารถแสดง
ได้ว่าฟังก์ชัน  

       1 1 1 2 1, ln , ln , , lnm m m m ku u t u t u t   S S S S  

เป็นผลเฉลยของ (3.1) ที่เป็นอิสระเชิงเส้นกัน ในที่นี้จะแสดงวิธีการพิสูจน์ในกรณีที่ 3k   (กรณีอื่น ๆ สามารถพิสูจน์
ได้ในท านองเดียวกัน)    

ส ม ม ติ ว่ า ร า ก ทั้ ง สี่ ข อ ง ส ม ก า ร ช่ ว ย  ( 3 . 2 )  คื อ  
1 2 3 4m m m m m     , , ,  โ ด ย ที่  

1 2m m  แ ต่  

2 3 4
m m m 

   
 

ก าหนดให้ lnw t ดังนั้น 1dw

dt t
 และโดยกฎลูกโซ่จะได้ว่า 

   1 dy

t dw

d ddy

d

y w

dtwdt
                                                      

   
2 2

2 2 2

1d y dy dy d y dy

dt dt dt t dw dw

  
    

   

              .       

   
3 2 3 2

3 2 3 3 2

1
3 2

d y dy d y d y d y dy

dt dt dt t dw dw dw

   
      

   

            

   
4 3 4 3 2

4 3 4 4 3 2

1
6 11 6

d y dy d y d y d y d y dy

dt dt dt t dw dw dw dw

   
       

   

          

แทนลงใน (3.1) จะได้   

     
4 3 2

4 3 2
6 3 11 2 6 0

d y d y d y dy
a a b a b c dy

dw dw dw dw
                           (3.7)   

 ให้ L  คือ ตัวด าเนินการเชิงอนุพันธ์เชิงเส้นของ (3.7) เมื่อ  
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     

     

4 3 2

4 3 2

4 3 2

6 3 11 2 6

6 3 11 2 6

D D D DL a a b a b c d

d d d d
a a b a b c d

dx dx dx dx





          

          

 

แล้วจะได้ว่า 0Ly    ดังนั้นในกรณีที่ 
1 2 3 4m m m m m     , , , เมือ่ 

1 2m m   แต่ 
2 3 4

m m m 
   

 จึงได้ว่า 
3

1 2( )( )L D m D m   และ 3

1 2( )( ) 0Ly D m D m y     ส่งผลให้ผลเฉลยที่สอดคล้องกับ 

2m m  ต้องสอดคล้องกับสมการ 3

2( ) 0D m y  ให ้ 2( )
m w

y v w e ดังนั้น 23

2( ) ( ) 0
m w

D m v w e     
พิจารณา      2 2 2 2 2

2 2 2

m w m w m w m w m w
D m ve vm e Dv e vm e Dv e      ดังนั้น 

2 2

2

3 3
( ) ( ) 0

m m w
D m ve D v e    เนื่องจาก 2 0

m w
e   จะได้  3

0D v v   ดังนั้น 2

2 3 4( )v w c c w c w  

 
โดยที่ 

2 3 4, ,c c c  เป็นค่าคงตัว ส่งผลให้ได้ผลเฉลยทั่วไปของ (3.7) เป็น 

 1 22

2 3 41( )
m w m w

y w c c w c wc e e    

นั่นคือ 1 2 2 2 2

1 2 3 3, , ,
m w m w m w m w

y e y e y e w y e w         เนื่องจาก lnw t  จึงได้ผลเฉลยที่เป็นอิสระเชิง
เส้นของ (3.1) คือ 2 2 21 2

3 41 2, , ln , (ln )
m m m m

y t y t y t t y t t     หรือ 

       1 2 2 21 21 1 1

1 2 3 4, , ln , (ln )
m m m m

y u y u y u t y u t      S S S S  

ตัวอย่าง 3.1  พิจารณาสมการโคชี – ออยเลอร์  
4 (4) 3 218 111 231 0t y t y t y ty                              (3.8)  

จะเห็นว่า 18 , 111, 231, 0a b c d       ดังนั้น โดยทฤษฎีบท 3.1 จะได้ว่าผลเฉลยของสมการโคชี – ออย
เลอร์ คือ 1{ }my u S  เมื่อ m  สอดคล้องกับสมการ  

( 4)( 8)( 12) 0m m m m     
ซึ่งท าให้ได้ว่า 0, 4,8,12m   ดังนั้น 

4

2

8 12
8 1

4
1 0 1

1

1 2

3 4

1

{ } 1, { }
4!

{ } , { }
8! 12!

t
y u y u

t t
y u y u

 

 

   

   

S S

S S

 

เป็นผลเฉลยของสมการโคชี – ออยเลอร์ (4.1) เนื่องจาก 
41 2 3, , ,y y y y เป็นผลเฉลยที่เป็นอิสระเชิงเส้นของ (3.8) 

ดังนั้นผลเฉลยทั่วไปของสมการ (3.8) คือ 
12

1 1 2

* 4 * 8 *

2 3 442 3 3 4 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t c y t c y t c y t c y t c c t c t c t             

เมื่อ * * *

2 3 3 4 42 , ,
4! 8

1

! 12!

1 1
c cc cc c              

ตัวอย่าง 3.2 พิจารณาสมการโคชี – ออยเลอร์     
4 (4) 3 2

1 2 5 4 5 3 8 5 24( ) ( ) ( ) 0t y t y t y ty                             (3.9)                            
โดยทฤษฎีบท 3.1 จะได้ว่าผลเฉลยของสมการ (3.8) คือ 1{ }my u S  เมื่อ m  สอดคล้องกับสมการ  

 5 ( 5)( 5) 0m m m m    
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ซึ่งท าให้ได้ว่า 50,5 ,, 5m  ดังนั้น 
5

1 0 1 5 1

1 2 3

5
5{ } 1, { } , { }

5 ( 5 1! )

t t
y u y u y u     


 


S S S  

โดยหมายเหตุ 3.3  จะได้ว่า  
5

1 5

4

ln
ln

( 5 1)

t t
y u t 

 
S    

เนื่องจาก 
41 2 3, , ,y y y y  เป็นผลเฉลยที่เป็นอิสระเชิงเส้นของสมการ (3.9 ) จึงได้ว่า  

* 5 5 5

1 1 2 2 3 3 4

*

3 41 2

*

4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) lnt t ty t c y t c y t c y t c y t c c c c t         

เมื่อ 32 4

2 3 4
, ,

5! ( 5 1) ( 5 1)

cc c
c c c
  
  

   
 เป็นผลเฉลยทั่วไปของสมการโคชี – ออยเลอร์ (3.9)  

ตัวอย่าง 3.3 พิจารณาสมการโคชี – ออยเลอร์ 
4 (4) 3 2

6 10 4 0t y t y t y ty             (3.10) 
โดยทฤษฎีบท 3.1 จะได้ว่าผลเฉลยของสมการโคชี – ออยเลอร์ (3.10) คือ 1{ }my u S  เมื่อ m  สอดคล้องกับ
สมการ 2 2( 3) 0m m    ซึ่ง 0,0, 3m i    ดังนั้น  

1 0 1

1 { } {1} 1y u   S S  
โดยหมายเหตุ 3.3 ได้ว่า        

2 1 ln lny y t t   

 1 3

3

iy u S    

 1 3

4

iy u  S  

เนื่องจาก 
   

3

/ 3 3

0

1

1 3 1 3

1
i

t u i it

i i
e t dt u

u




 
   

 
     

          
S  จึงได้ว่า  

 

3

1 3

1 3

i

i t
u

i



 

S  

ดังนั้น  
   

   
 

3

3

3

1

3 ln cos 3 ln sin 3 ln

1 3 1 3 1 3

i

i

i t t i tt
y u

i i i

e

 
   

     
S  

ในท านองเดียวกัน จะได้   
 

3

1 3

1 3

i

i t
u

i



 

 

S  และ  

 
   

   
 

3

4

1 3

3 ln cos 3 ln sin 3 ln

1 3 1 3 1 3

i

i

i t t i tt
y u

i i i

e 



 
   

     
S  

เนื่องจาก 
41 2 3, , ,y y y y  เป็นผลเฉลยที่เป็นอิสระเชิงเส้นของ (3.10) ดังนั้นผลเฉลยทั่วไปของ (3.10) คือ   

   * *

2 31 4( ) ln cos 3 ln sin 3 lny t c c t c t c t     

เมื่อ 
   
   

3 4*

3

1 3 1 3

1 3 1 3

c i c i
c

i i

    
 

   
แล 

   
   

3 4*

4

1 3 1 3

1 3 1 3

i c i c i
c

i i

    


   

 
   
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ผลเฉลยเฉพาะของสมการโคชี – ออยเลอร์แบบไม่เอกพันธุ์อันดับสี่โดยใช้การแปลงซูมูดู 
ต่อไปจะพิจารณาสมการโคชี – ออยเลอร์แบบไมเ่อกพันธุอ์ันดับสี่            
 4 (4) 3 2 1 2 2

1 2 2 1 0

q q q

q q qt y at y bt y cty dy a t a t a t a t a t a 

 
                  (4.1)                 

โดยที่ 
0 1 2 1, , , , , , , ... , ,q qa b c d a a a a a     และ 0qa    

ทฤษฎีบท 4.1 ผลเฉลยเฉพาะ ( )py t ของสมการโคชี – ออยเลอร์แบบไม่เอกพันธุ์อันดับสี่ (4.1)  คือ 

 1 1 2

1 2 1 0( ) q q q

p q q qy t A u A u A u Au A  

      S    

โดยที่ !
,

( 1)( 2)( 3) ( 1)( 2) ( 1)

q

q

q a
A

q q q q aq q q bq q cq d


         
  

1

1

( 1)!
,

( 1)( 2)( 3)( 4) ( 1)( 2)( 3) ( 1)( 2) ( 1)

q

q

q a
A

q q q q a q q q b q q c q d








             
  

      
1

1

a
A

c d



       เมื่อ 0c d   ถ้า 

1 0a  , 

0
0

a
A

d
          เมื่อ 0d   ถ้า 

0 0a  , 

และ 0iA   เมื่อ 0ia   
พิสูจน์  ด าเนินการแปลงซูมูดูทั้งสองข้างของ (4.1) และใช้สมบัติการแปลงเชิงเส้น จะได ้ 

4 3 2

4 3 2 1

1 1 04 3 2
( !) ( 1)! (1!)

q q

q q

d Y d Y d Y dY
u au bu cu dY a q u a q u a u a

du du du du




          (4.2)          

ก าหนดให ้ 1 2

1 2 1 0

q q q

q q qY A u A u A u Au A 

                (4.3) 
เป็นผลเฉลยทดสอบของ (4.2) โดย

1 2 1 0, , , , ,q q qA A A A A      เป็นค่าคงตวัที่ต้องพิจารณา แทน (4.3) ลงใน (4.2) 
จะได้     

 

  1

1

2

2 1 0

1 2 2

1 2 2 1 0

( 1)( 2)( 3) ( 1)( 2) ( 1)

( 1)( 2)( 3)( 4) ( 1)( 2)( 3) ( 1)( 2) ( 1)

(2 ) ( )

! ( 1)! ( 2)! 2!

q

p

q

q

q q q

q q q

A q q q q aq q q bq q cq d u

A q q q q a q q q b q q c q d u

A c d u A c d u A d

q a u q a u q a u a u a u a





 

 

         

              

     

        

              

โดยการเทียบสัมประสิทธ์ิ จะได้ว่า ส าหรับแต่ละ  0,1,2, , 1,i q q    
ถ้า  0ia    แล้ว 0iA    
ถ้า  0ia    แล้วจะได้ว่า  

!

( 1) ( 2) ( 3) ( 1) ( 2) ( 1)

q

q

q a
A

q q q q aq q q bq q cq d


           เม่ือตวัส่วนไม่เป็นศูนย ์

1

1

( 1)!

( 1) ( 2) ( 3) ( 4) ( 1) ( 2) ( 3) ( 1) ( 2) ( 1)

q

q

q a
A

q q q q a q q q b q q c q d








             
เม่ือตวัส่วนไม่เป็นศูนย ์
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2
2

2!

2 2

a
A

b c d


 
  เมื่อ  2 2 0b c d    

1
1

a
A

c d



   เมื่อ 0c d   

0
0

a
A

d
        เมื่อ 0d          

ดังนั้น  
1

1 1 2

1 2 1 0( ) { ( )} q q q

p q q qy t Y u A u A u A u Au A


  

       S S  เป็นผลเฉลยเฉพาะของ 

(4.1)  
หมายเหตุ 4.1 เนื่องจากหลักการที่ใช้ในการพิสูจน์ทฤษฎีบท 4.1 นั้นมีส่วนของการใช้หลักการเทียบสัมประสิทธิ์ ซึ่ง
ทฤษฎีบท 4.1 จะไม่สามารถน าไปใช้หาผลเฉลยเฉพาะ 

py  ได้  หากตัวส่วนที่ปรากฏในสูตรการค านวณค่า 

1 1 0, , , ,q qA A A A      มีค่าเป็นศูนย์ ซึ่งจะเกิดขึ้นเมื่อก าลังของ t  ที่ปรากฏทางขวามือของ (4.1) มีค่าเท่ากับราก

ของ (3.2) ดังนั้นในกรณีที่ก าลังของ t  ที่ปรากฏทางขวามือของ (4.1) มีค่าเท่ากับรากของ (3.2) อาจใช้วิธีการแปรผัน
พารามิเตอร์ (Variation of parameters) ในการหาผลเฉลยเฉพาะแทนการใช้ทฤษฎีบท 4.1 

ตัวอย่าง 4.1 พิจารณาสมการโคช ี– ออยเลอร ์
4 (4) 3 2 3

10 35 35 10 5t y t y t y ty t t                                            (4.4) 
ผลเฉลยทั่วไปของ (4.4) อยู่ในรูป ( ) ( ) ( )c py t y t y t   โดยที่ ( )cy t  คือ ผลเฉลยของสมการเอกพันธุ์สัมพัทธ์

ของ (4.4) และ ( )py t คือ ผลเฉลยเฉพาะของ (4.4)  หาผลเฉลย ( )cy t โดยทฤษฎีบท 3.1 จะได้ว่าสมการช่วยของ
สมการเอกพันธุ์สัมพัทธ์ของ (4.5) คือ ( 2)( 6)( 8) 0m m m m      ดังนั้น 0,2,6,8m    เป็นรากของ
สมการช่วย และสรุปได้ว่า 

       2

6
1 6 1

3

2 8
1 0 1 2 8

1 41, ,
2! 6! 8!

,
t

y u y u y u y u
t t          SS S S  

เป็นผลเฉลยที่เป็นอิสระเชิงเส้นกันของสมการเอกพันธุ์สมัพัทธ์ของ (4.4) ดังนั้น  
        * 2 * 6 * 8

1 1 2 2 3 3 4 4 1 2 3 4cy c y c y c y c y c c t c t c t                  

เมื่อ * * *

2 3 3 4 4,
2

2 6! 8!

1 1 1
c c c c c c  , เป็นผลเฉลยทั่วไปของสมการเอกพันธุ์สัมพัทธ์ของ (4.4) 

ต่อไปจะหาผลเฉลยเฉพาะโดยใช้ทฤษฎีบท 4.1 จะได้ว่าผลเฉลยเฉพาะของ (4.4)  คือ 

 1 3 2

3 2 1 0( )py t A u A u Au A   S    

โดยที่ 1

0

3

3 2 1
6 6 3

3! 4 1
, 0, , 0

3 7
A A A

a b c d c d

a a
A

   
       

ดังนั้นผลเฉลยเฉพาะ คือ  1 3 1 3 3

3 1

4 1 2 1

3 7 9 7
( )py t A u Au u u t t 

 
 

    
 

S S  

และ
3

2 6 8

1

* * *

2 3 4

2

9 7
( ) ( ) ( )c p

t t
c c t c t c ty t y t y t          เป็นผลเฉลยทั่วไปของ (4.4)                   
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ตัวอย่าง 4.2 พิจารณาสมการโคช ี– ออยเลอร ์
4 (4) 3 2 5 4 3

15 13 3 22 7 16 6t y t y t y ty y t t t                             (4.5) 
หาผลเฉลย ( )cy t โดยทฤษฎีบท 3.1 จะได้ว่าสมการช่วยของสมการเอกพันธุ์สัมพัทธ์ของ (4.5) คือ 4( 2) 0m   
และผลเฉลยสี่ผลเฉลยของสมการเอกพันธุ์สัมพัทธ์ของ (4.5) ท่ีเป็นอิสระเชิงเส้นกัน คือ 

       1 2 1 2 1 2 2 1 2 3

1 2 3 4, ln , ln , lny u y u t y u t y u t      S S S S หรือ 

       
2 2 2 2 2 3

1 2 3 4

ln ln ln
, , ,

2 2 2 2

t t t t t t t
y y y y     

ดังนั้น * 2 * 2 * 2 2 * 2 3

1 1 2 2 3 3 4 4 1 2 3 4
( ) ln ln ln

c
y t c y c y c y c y c t c t t c t t c t t                 

เมื่อ * * * *31 2 4

1 2 3 4
, , ,

2 2 2 2

cc c c
c c c c      ต่อไปจะหาผลเฉลยเฉพาะโดยใช้ทฤษฎีบท 4.1 จะได้ว่าผลเฉลยเฉพาะ

ของ (4.5)  คือ  1 5 4 3 2

4 3 2 1 05
( )

p
y t A u A u A u A u Au A


     S โดยที ่

 
5 4 2 1 03

520 9 3
, , 12, 0, 0,

27 2 8
A A A A A A            

ดังนั้น  1 5 4 3 5 4 3520 9 3 13 3 3
( ) 12 2

27 2 8 81 16 8
p

y t u u u t t t


       S    และ                               

3

* 2 * 2 * 2 2 3 4 3

4

* 2 5

1 2

13
n

8

3 3
( ) ln (ln ) (l ) 2

16 81
y t c t c t t c t t c t t t t t         

เป็นผลเฉลยทั่วไปของสมการโคชี – ออยเลอร์ (4.5) 
 

4. สรุป 
งานวิจัยนีน้ าเสนอวิธีการหาผลเฉลยทั่วไปของสมการโคชี – ออยเลอร์แบบเอกพันธุ์อันดับสี่ 

4 (4) 3 2 0t y at y bt y cty dy        
เมื่อ , , ,a b c d  เป็นจ านวนจริง โดยใช้การแปลงซูมูดู เราได้พิสูจน์ทฤษฎีบทท่ีให้สูตรในการหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ
โคชี – ออยเลอร์แบบเอกพันธุอ์ันดับสี่ อีกทั้งยังได้พิสูจน์ทฤษฎีบทที่ใช้การแปลงซูมูดูหาผลเฉลยเฉพาะของสมการโคชี – 
ออยเลอร์แบบไม่เอกพันธุอ์ันดับสี่ซึ่งอยู่ในรูป  

4 (4) 3 2 ( )t y at y bt y cty dy r t        
เมื่อ 1 2 2

1 2 2 1 0( ) q q q

q q qr t a t a t a t a t a t a 

        โดยที่
1 2 2 1 0, , , , , ,q q qa a a a a a     

เนื่องจากวัตถุประสงค์หลักของบทความนี้ คือ ใช้ตารางการแปลงซูมูดูเป็นเครื่องมือช่วยในการสร้างสูตรเพื่อหาผล
เฉลยทั่วไปของสมการโคชี – ออยเลอร์อันดับทีส่ี่ ทั้งแบบเอกพันธุ์และไม่เอกพันธุ์  ในกรณีสมการแบบไม่เอกพันธุ์นั้นยังมี
ข้อจ ากัดของการหาผลเฉลยโดยใช้การแปลงซูมูดูส าหรับฟังก์ชัน ( )r t  ใด ๆ  เนื่องจากในกรณีที่ ( )r t  เป็นฟังก์ชันซึ่ง
ไม่มีข้อมูลของ { ( )}r tS ปรากฏตามตารางผลการแปลงซูมูดู การหาผลเฉลยด้วยการแปลงซูมูดูจะมีความยุ่งยากขึ้น
เนื่องจากต้องหา { ( )}r tS  โดยใช้บทนิยามของการแปลงซูมูดู นอกจากน้ีหลังจากน าสมการโคชี – ออยเลอร์ไม่เอกพันธุ์
ไปด าเนินการการแปลงซูมูดู จนกระทั่งได้ฟังก์ชัน ( )Y u  แล้ว จะต้องมีการแปลงซูมูดูผกผันของ ( )Y u เพื่อให้ได้ผล
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เฉลยของสมการโคชี – ออยเลอร์ นั่นคือ 1
( ) { ( )}y t Y u

 S  หาก 1{ ( )}Y u
S  ไม่มีปรากฏในตารางการแปลงซูมูด ู

ก็จะมีความยุ่งยากในการท างานมากขึ้น คือต้องหา 1{ ( )}Y u
S   โดยใช้บทนิยาม 

 
Table 1 Sumudu conversion results for some functions. 

 1( ) ( )f t F u S   ( ) ( )F u f t S  

1  1  

t  u  
1

, 1, 2,...
( 1)!

nt
n

n






 1, 0nu u   
1

, 0
( )

nt
n

n






 1, 0nu u   

ate  
1

1 au
 

1

, 1, 2,...
( 1)!

n att
n

n

e




 
1

(1 )

n

n

u

au




 

1

( )

n atet

n




 

1

(1 )

n

n

u

au




 

sin at

a
 

2 21

u

a u
 

cosat  2 21

u

a u
 

,
( )

bt atb
b

aee
a

b a




  
(1 )(1 )

1

bu au 
 

ln t  ln u   

( )t a   
/a ue

u



 

0 , ( ) ( ),
t

t a f t a f t
a

     
/

/1

a u

a u

e

a

u

e







 

1, 1, 2,...,
n

r t n nn      
1/

1/

1

1

u

ure

e



  
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