


ค ำน ำ 
 ต ำรำแคลคูลสั 1 (Calculus 1) เล่มน้ี ผูเ้รียบเรียงจดัท ำข้ึนเพื่อใชใ้นกำรสอน ซ่ึงเน้ือหำเป็น
ส่วนหน่ึงของวชิำแคลคูลสั 1 รหสัวิชำ 2-212-103 หมวดวิชำเฉพำะ กลุ่มพื้นฐำนวิชำชีพ หลกัสูตร
ระดับปริญญำตรี มหำวิทยำลัยเทคโนโลยีรำชมงคลกรุงเทพ ส ำหรับนักศึกษำสำขำวิชำเคมี 
วิทยำกำรคอมพิวเตอร์ และวิทยำศำสตร์กำรอำหำร โดยให้สอดคลอ้งกบัจุดมุ่งหมำยรำยวิชำ และ
ค ำอธิบำยรำยวิชำ ส ำหรับเน้ือหำของต ำรำเล่มน้ีประกอบด้วย 6 บทเรียน ไดแ้ก่ 1) ฟังก์ชัน ลิมิต 
และควำมต่อเน่ือง 2) อนุพันธ์ 3) กำรประยุกต์ของอนุพันธ์ 4) กำรปริพันธ์ 5) เทคนิคกำรหำ
ปริพันธ์ และ 6) กำรประยุกต์ของปริพันธ์  ผู ้เรียบเรียงหวงัเป็นอย่ำงยิ่งว่ำต ำรำเล่มน้ีจะเป็น
ประโยชน์ส ำหรับนกัศึกษำ และผูท่ี้สนใจสำมำรถน ำควำมรู้ไปใช ้เพื่อเป็นพื้นฐำนในกำรศึกษำวชิำ
อ่ืน ๆ ท่ีเก่ียวขอ้งและสำมำรถประยกุตใ์ชใ้นงำนต่ำง ๆ ได ้

  คุณูปกำรใด ๆ ท่ีผูศึ้กษำจะได้รับจำกต ำรำเล่มน้ี ผูเ้ขียนขอยกควำมดีทั้งหมดให้แก่ครู
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ฟังก์ชัน ลมิิต และความต่อเน่ือง บทที ่
Function, Limit and Continuity 1 

 
ฟังก์ชนั ลิมิต และความต่อเน่ือง เป็นความรู้พื้นฐานท่ีส าคญัของการศึกษาเก่ียวกบัอนุพนัธ์

ของฟังก์ชัน การปริพนัธ์ รวมทั้ งการประยุกต์อ่ืน ๆ เพื่อให้สามารถน าไปประยุกต์ใช้ได้อย่าง
ถูกตอ้ง 
 
จุดมุ่งหมายการเรียนรู้ 
 1. สามารถอธิบายความหมายของฟังกช์นั ลิมิต และความต่อเน่ืองได ้
 2. สามารถหาค่าฟังกช์นั ลิมิต และความต่อเน่ืองได ้
 3. สามารถน าไปประยกุตใ์ชไ้ดอ้ยา่งถูกตอ้ง 
 

1.1 ฟังก์ชัน (Function) 
 ฟังก์ชนัเป็นการแสดงความสัมพนัธ์ของ 2 ตวัแปร คือ ตวัแปรต้น (Independent variable) 
กบัตวัแปรตาม (Dependent variable) ก าหนดให้ f แทนฟังก์ชนั เม่ือ x  เป็นสมาชิกตวัหน้าของคู่
อนัดบัท่ีอยูใ่นฟังก์ชนั f เขียนไดเ้ป็น  xf  อ่านวา่ “ฟังกช์นั f ของ x ” หรือ “ฟังก์ชนั f ณ ท่ี x ” 
โดยเขียนในรูป  xfy   กล่าว คือ y  แยกออกจาก x  ไดอ้ยา่งชดัเจน จะมีตวัแปรแต่ละตวัท่ีอยู่
ในแต่ละขา้งของเคร่ืองหมายเท่ากบั ซ่ึงจะเรียกฟังก์ชนัน้ีวา่ฟังก์ชนัโดยชดัแจง้ (Explicit function) 
โดยท่ีตวัแปร x  จะเป็นตวัแปรตน้ในฟังก์ชนั  xf  และ y จะเป็นตวัแปรตาม ดงัรูปท่ี 1.1 ถา้ป้อน
ตวัป้อน x  (Input) 1 ค่า จะไดผ้ลลพัธ์ y  (Output) 1 ค่า  
 
 
 

 

รูปที ่1.1 ความสัมพนัธ์ของฟังกช์นั 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ตัวป้อน 
Input x  

ผลลพัธ์ 

Output  xfy   

ฟังก์ชัน f  
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1.1.1 การหาค่าของฟังก์ชัน  
 ถา้ก าหนดฟังก์ชนั f ของ x  แลว้สามารถหาค่าของฟังก์ชนั  xf  เม่ือก าหนด  xfy   
ค่าของตวัแปร x  จะเป็นตวัแปรป้อนเขา้ ดงัตารางท่ี 1.1  

ตารางที ่1.1 ตารางแสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งตวัแปรตน้ x  และตวัแปรตาม y   
      โดยก าหนดให ้   12  xxfy   

ตวัแปรตน้ x   ตวัแปรตาม  xfy   

x  

2x  
1x  
0x  
1x  

  12  xxfy  
    51222  fy  
    31121  fy  
    11020  fy  
    11121  fy  

 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ตัวอย่าง 1.1 ก าหนดให้   32  xxf   จงหาค่าของฟังกช์นัต่อไปน้ี 
1)  0f   
2)  1f   
3)  af  
4)  2bf  

วธีิท า 1)  0f  คือ ค่าของฟังกช์นั  0f  โดยการแทนค่า 0x  
ดงันั้น   330300 2 f   

2)  1f  คือ ค่าของฟังกช์นั  1f  โดยการแทนค่า 1x   
ดงันั้น     431311

2
f   

3)  af  คือ ค่าของฟังกช์นั  af  โดยการแทนค่า ax   
ดงันั้น   32  aaf   

4)  2bf  คือ ค่าของฟังกช์นั  2bf  โดยการแทนค่า 2bx   
ดงันั้น     33 4222  bbbf   
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ท่ีมา: https://www.google.com (2564)   
 

การค านวณสามารถใช้โปรแกรมส าเร็จรูปทางด้านคณิตศาสตร์ (Programming 
Package for Mathematics) ซ่ึงจะแนะน าให้เลือกโปรแกรมท่ีไม่มีค่าใชจ่้ายในการติดตั้ง (Free 
Software Download) คือ โปรแกรม FreeMat เป็นโปรแกรมค านวณทางคณิตศาสตร์ใน
ลกัษณะของ Open-source และไม่มีค่าใช้จ่ายใด ๆ จึงเหมาะแก่การใช้งานส าหรับการศึกษา
ให้แก่นกัศึกษาควบคู่กบัการเรียนทางทฤษฎี ส าหรับการแกปั้ญหาต่าง ๆ ทางคณิตศาสตร์ และ
โปรแกรมมีส่วนในการช่วยตรวจค าตอบได้อีกทางหน่ึง โดยมีความสามารถท่ีโดดเด่นกว่า
เคร่ืองค านวณทางคณิตศาสตร์ธรรมดาหรือ Graphing Calculator โปรแกรมน้ียงัสามารถสร้าง
กราฟจากสมการทางคณิตศาสตร์ได้ในรูปแบบต่าง ๆ และก าหนดสีท่ีแสดงให้เห็นถึงความ
แตกต่างของเส้นกราฟไดอ้ยา่งชดัเจน ทั้ง 2 มิติ หรือ 3 มิติ โดยมีหลกัการหรือโครงสร้างคลา้ย
กบัโปรแกรมท่ีพฒันาข้ึนมาโดยมีลิขสิทธ์ิหรือค่าใชจ่้ายจากการลงโปรแกรมอยา่งถูกตอ้ง 

 
ขั้นตอนการติดตั้งโปรแกรม FreeMat  
1. เปิดหนา้ต่างเขา้การคน้หากูเกิลเวบ็ไซต ์(Google website)  
2. พิมพ ์Download FreeMat Free >> เลือก Download FreeMat Free ดงัรูปท่ี 1.2 

 
รูปที ่1.2 การคน้หาโปรแกรม FreeMat 
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ท่ีมา:  https://www.freemat.findmysoft.com (2564)  

ท่ีมา: https://www.freemat.findmysoft.com/download 
(2564) 

3. เลือก Download ดงัรูปท่ี 1.3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที ่1.3 การดาวน์โหลด (Download) โปรแกรม FreeMat 

 
 
4. คลิก FreeMat 4.2 - Free Download ดงัรูปท่ี 1.4 

 

รูปที ่1.4 ขั้นตอนท่ี 1 ของการดาวน์โหลดโปรแกรม FreeMat 

http://www.freemat.findmysoft.com/
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5. รอดาวน์โหลดไฟล์สมบูรณ์ >> คลิก FreeMat_4.2_0475….exe เพื่อประมวลผลโปรแกรมใน
การติดตั้ง ดงัรูปท่ี 1.5 

 
รูปที ่1.5 ขั้นตอนท่ี 2 ของการดาวน์โหลดโปรแกรม FreeMat 

 

6. คลิก Run ดงัรูปท่ี 1.6 

 

รูปที ่1.6 ขั้นตอนการประมวลผลโปรแกรม FreeMat  
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7.        คลิก Next >>      รอประมวลผล 

     

  รูปที ่1.6 (ก)     รูปที ่1.6 (ข) 

 รอประมวลผล     Install Now >>  

    

  รูปที ่1.6 (ค)     รูปที ่1.6 (ง) 

        คลิก Next >>      คลิก I Agree >>   

      

รูปที ่1.6 (จ)     รูปที ่1.6 (ฉ) 
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท์ (2564) 

        คลิก Next >>      คลิก Next >>   

     

  รูปที ่1.6 (ช)     รูปที ่1.6 (ซ) 

 คลิก Install >>      รอประมวลผล 

     

  รูปที ่1.6 (ญ)     รูปที ่1.6 (ฎ) 

 คลิก Finish 

 
รูปที ่1.6 (ฏ)  



8 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์  
 

แคลคูลสั 1  
 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท์ (2564) 
 

8. เม่ือท าการติดตั้งเสร็จสมบูรณ์ สามารถเปิดการใชง้านของ FreeMat ได ้ดงัรูปท่ี 1.7 
 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่1.7 การเปิดใชง้านของโปรแกรม FreeMat 
 

หรือสามารถพิมพค์น้หา FreeMat ไดด้งัรูปท่ี 1.7 (ก) 

 

รูปที ่1.7 (ก) พิมพค์น้หา FreeMat 

 



บทที่  1  ฟังก์ชัน ลิมิต  และความต่อเน่ือง  | 9 

 Calculus 1 
 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท์ (2564) 
 

ขั้นตอนการใช้โปรแกรม FreeMat 

เม่ือเปิดเขา้สู่การท างานของโปรแกรม หนา้ต่างจอภาพแรกท่ีพบจะเป็นดงัรูปท่ี 1.8 

 

รูปที ่1.8 การท างานของโปรแกรม FreeMat 
 

1. แสดงการเปิดเขา้ใชง้านของโปรแกรม FreeMat 
2. แถบเคร่ืองมือต่าง ๆ 
3. แสดงสถานะใชง้าน และความพร้อมท่ีจะเตรียมรับค าสั่งต่าง ๆ เพื่อท าการค านวณและ

ประมวลผลของโปรแกรม  
4. แสดงท่ีเก็บการท างานของโปรแกรมปัจจุบนั  
5. แสดงค าสั่งต่าง ๆ ท่ีสั่งใหโ้ปรแกรมด าเนินการ 
6. แสดงจ านวนของหน่วยความจ าหรือขนาดของตวัแปรต่าง ๆ ของโปรแกรมปัจจุบนั 
7. แสดงการประมวลผลของการเปิดโปรแกรมร่วมในการเปิดไฟลใ์หม่ 

จากตวัอยา่ง 1.1 จงหาค่า  0f  และ  1f  ของ   32  xxf  โดยใชโ้ปรแกรม FreeMat  
 ในการประยุกต์โจทย์ฟังก์ชันมาเขียนอยู่ในรูปแบบการใช้โปรแกรม สามารถก าหนด
ฟังกช์นัและค่าใหก้บัตวัแปรไดต้ามขั้นตอนต่อไปน้ี 

  

  

 2 

5 

1  1 1 

 3  4 

6  6 

7  7 
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท์ (2564) 
 

ขั้นตอนที ่1 เปิดเขา้สู่การท างานของโปรแกรม FreeMat 
ขั้นตอนที ่2 พิมพก์ าหนดประกาศตวัแปรต่าง ๆ 
  พิมพก์ าหนด x = [ ] กด Enter  
  พิมพก์ าหนด y = x^2+3 กด Enter  
ขั้นตอนที ่3 หาค่า  0f  โดย 
  พิมพก์ าหนด x = 0 กด Enter  
  พิมพก์ าหนด y = x^2+3 กด Enter จะไดค้่า y = 3 
ขั้นตอนที ่4 หาค่า  1f  โดย 
  พิมพก์ าหนด x = -1 กด Enter  
  พิมพก์ าหนด y = x^2+3 กด Enter จะไดค้่า y = 4 

 

รูปที ่1.9 การพิมพก์ าหนดฟังกช์นัและค่าตวัแปรต่าง ๆ ของโปรแกรม FreeMat 
 
 

ตัวอย่าง 1.2 นกัศึกษาสาขาวชิาเคมีคนหน่ึงตอ้งการแปลงหน่วยอุณหภูมิเคลวนิเป็นองศาเซลเซียส 
1) จงเขียนฟังกช์นัของอุณหภูมิองศาเซลเซียส 
2) จงแปลงอุณหภูมิ 299 เคลวนิ เป็นหน่วยองศาเซลเซียส 
3) จงแปลงอุณหภูมิ 299 เคลวนิ เป็นหน่วยองศาเซลเซียส โดยใชโ้ปรแกรม FreeMat  

  2 

  4 

  3  
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท์ (2564) 

วธีิท า  1) ให ้ x  แทนหน่วยอุณหภูมิเคลวนิ 
             xf แทนหน่วยอุณหภูมิองศาเซลเซียส 
ดงันั้น ฟังกช์นัของอุณหภูมิองศาเซลเซียส คือ   15.273 xxf   

2) ถา้อุณหภูมิ 299 เคลวนิ แปลงเป็นหน่วยองศาเซลเซียส คือ  
     15.273299299 f  

        = 25.85 องศาเซลเซียส 
ดงันั้น อุณหภูมิ 299 เคลวนิ มีค่าเท่ากบั 25.85 องศาเซลเซียส 

        3) การแปลงอุณหภูมิ 299 เคลวนิ เป็นหน่วยองศาเซลเซียส โดยใชโ้ปรแกรม FreeMat 
  พิมพก์ าหนด x  = 299 กด Enter  
  พิมพก์ าหนด y  = x - 273.15 กด Enter จะไดค้่า y = 25.85 

 
รูปที ่1.10 ค่าตวัแปรต่าง ๆ ท่ีไดจ้ากการประมวลผลของโปรแกรม FreeMat 
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แนวคิด    12% = 
100

12  

            = 0.12  

ตัวอย่าง 1.3 นักศึกษาสาขาวิชาคอมพิวเตอร์คนหน่ึง เม่ือจบการศึกษาแล้วไปสมคัรเข้าท างาน
บริษทัแห่งหน่ึงเป็นพนกังานในบริษทัแห่งน้ี จะไดรั้บเงินค่าตอบแทนเดือนละ 20,000 บาท และ
ไดรั้บส่วนแบ่งจากรายไดใ้นการเขียนโปรแกรมในแต่ละเดือน 12% ของรายไดท่ี้ท าใหแ้ก่บริษทัใน
งานพิเศษ 

1) จงเขียนฟังกช์นัแสดงรายไดใ้นแต่ละเดือน 
2) ถา้เดือนหน่ึงสามารถท ารายไดจ้ากการเขียนโปรแกรมให้บริษทัเป็นจ านวน 100,000 

บาท จะมีรายไดท้ั้งหมดเท่าไร 
3) ใชโ้ปรแกรม FreeMat ค านวณในขอ้ 2) 

 
วธีิท า  

1) ให ้ x  แทนรายไดจ้ากการเขียนโปรแกรมของบริษทั 
             xf แทนรายไดท้ั้งหมดท่ีไดรั้บจากบริษทั 
ดงันั้น ฟังกช์นัแสดงรายไดใ้นแต่ละเดือน คือ   xxf 12.0000,20    

2) รายได้จากการเขียนโปรแกรมให้บริษทัในงานพิเศษเป็นจ านวน 100,000 บาท จะมี
รายไดท้ั้งหมด  000,100f  ดงัน้ี 
        000,10012.0000,20000,100 f  

   000,12000,20   
             000,32  บาท 

ดงันั้น จะมีรายไดท้ั้งหมด 32,000 บาท 

 3) ใชโ้ปรแกรม FreeMat ค านวณในขอ้ 2) 
  พิมพก์ าหนดประกาศตวัแปรตน้ x  = [ ] กด Enter  
  พิมพก์ าหนด y  = 20,000 + 0.12 x  กด Enter  
  พิมพค์่า x = 100,000 กด Enter จะไดค้่า y  = 32,000  
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท์ (2564) 
 

 
รูปที ่1.11 โปรแกรม FreeMat ในการค านวณ   xxf 12.0000,20   

 

 1.1.2 ชนิดของฟังก์ชัน (Type of function)  
 1) ฟังก์ชันพีชคณิต (Algebraic function) คือ ฟังก์ชันท่ีเขียนอยู่ในพจน์ของตัว

แปรอิสระ อาจมีพจน์เดียวหรือหลายพจน์ บวก ลบ คูณ หาร ยกก าลงั และกรณฑ์ ฟังก์ชนัพีชคณิต
มีดงัน้ี 
 1.1) ฟังกช์นัพหุนาม (Polynomial function) เป็นฟังกช์นัท่ีเขียนอยูใ่นรูป 

n

nnn CxCxCxCxf   ...)( 2

2

1

10 โดยท่ี nnn CCCCC ,,...,, 1221   เป็นจ านวนจริง และ 
 In  เรียกฟังกช์นัน้ีวา่ “ฟังกช์นัพหุนามก าลงั n ” ไดแ้ก่ฟังกช์นัต่อไปน้ี 

 



14 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์  
 

แคลคูลสั 1  
 

1.1.1) ฟังก์ชนัคงตวั (Constant function) คือ ฟังก์ชนัพหุนามก าลงั 0 มีรูปฟังก์ชนั
เป็น   cxf   เม่ือ c  เป็นค่าคงตวั เช่น   2xf ,   3xf เป็นตน้ 

1.1.2) ฟังกช์นัเชิงเส้น (Linear function) คือ ฟังกช์นัพหุนามก าลงั 1 มีรูปฟังกช์นั           
   เป็น   baxxf   เม่ือ ba , เป็นค่าคงตวั เช่น   56  xxf ,  
     xxf 25  เป็นตน้ 

1.1.3) ฟังกช์นัก าลงัสอง (Quadratic function) คือ ฟังกช์นัพหุนามก าลงั 2 มีรูป 
   ฟังกช์นัเป็น   cbxaxxf  2  เม่ือ cba ,,  เป็นค่าคงตวั เช่น  
     984 2  xxxf   

1.2) ฟังกช์นัตรรกยะ (Rational function) คือ ฟังกช์นัท่ีเขียนอยูใ่นรูปเศษส่วนของพหุนาม 
 
 xQ

xP  เม่ือ  xP  และ  xQ  เป็นฟังกช์นัพหุนาม เช่น
32

23
2 



xx

x  และ
35

1





x

x  เป็นตน้ 

  2) ฟังก์ชันอดิศัย (Transcendental function) คือ ฟังกช์นัท่ีไม่ใช่ฟังกช์นัพีชคณิต 
เช่น 
 2.1) ฟังกช์นัเลขช้ีก าลงั (Exponential function) คือ ฟังกช์นัท่ีเขียนอยูใ่นรูป   xaxf   เม่ือ 

 RaRx , และ 1a  เช่น     342 ,3  xx exhxf  เป็นตน้ 
              2.2) ฟังกช์นัลอกการิทึม (Logarithm function) คือ ฟังกช์นัท่ีเขียนอยูใ่นรูป   xxf alog  
เม่ือ  RaRx , และ 1a  เช่น     8log,5log2  xgxf  เป็นตน้ 
 

1.2 พชีคณติของฟังก์ชัน (Algebra of function) 
 เป็นการน าฟังก์ชนัตั้งแต่ 2 ฟังก์ชนัข้ึนไป สามารถน ามาบวก ลบ คูณ หรือหารกนัได ้โดย
ท าใหไ้ดฟั้งกช์นัใหม่ ดงัน้ี 
 1)       xgxfxgf     
 2)       xgxfxgf     
 3)       xgxfxgf     

 4)  
 
 xg

xf
x

g

f








   ;    0xg     

  

https://www.google.co.th/search?espv=210&es_sm=122&q=%E0%B8%AD%E0%B8%94%E0%B8%B4%E0%B8%A8%E0%B8%B1%E0%B8%A2&spell=1&sa=X&ei=Ls8IU7fUG4fAkgWSk4HoDw&ved=0CCkQvwUoAA
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ตัวอย่าง 1.4 ก าหนดให ้   2 xxf และ   13  xxg  จงหาค่าของฟังกช์นัต่อไปน้ี 
 1)   xgf       
 2)   xgf   
 3)   xgf     

 4)  x
g

f







  

วธีิท า  
1)        xgxfxgf   

         132  xx    

      132  xx   
      14  x  

 2)        xgxfxgf    
         132  xx    

      132  xx   
      32  x   

 3)          xgxfxgf     คูณกระจาย 
        132  xx     132  xx = 3x2- x + 6x - 2 

      263 2  xxx   
      253 2  xx   
 

4)    
 
 xg

xf
x

g

f








   ;    0xg   โดยตัวส่วนต้องมีค่าไม่ เท่ากับศูนย์

     
13

2






x

x   ;  013 x   013 x  

       13 x  
       

3

1
x  
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท์ (2564) 
 

1.3 ฟังก์ชันประกอบ (Composite function) 
 ก าหนดให้ f  และ g เป็นฟังก์ชนั ถา้ v = f(u) และ u = g(x) แล้วฟังก์ชนัประกอบของ f(u) 
และ g(x) เขียนแทนดว้ย (f o g)(x) ก าหนดใหเ้ป็น (f o g)(x) = f(g(x))  
 
 
      
 
 
  
 

รูปที ่1.12 รูปแสดงความสัมพนัธ์ของฟังกช์นัประกอบ 
 

ถา้ g : A B หมายถึง ให ้g เป็นฟังกช์นัจากเซต A ไป B โดยท่ี u = g(x) 
ถา้ f : BC หมายถึง ให ้f  เป็นฟังกช์นัจากเซต B ไป C โดยท่ี v =  f(u) 

จะได ้f o g : AC โดยท่ี v =  f(g(x)) ดงันั้น (f o g)(x) = f(g(x)) และ (f o g)(x)  (g o f)(x) 

ตัวอย่าง 1.5 ก าหนดให ้   34 2  xxf  และ   1 xxg   จงหาค่าของฟังกช์นัต่อไปน้ี 
1) (f o g)(x)   
2) (g o f)(x)   
3) (f o f)(x)   
4) (g o g)(x) 

วธีิท า 1) (f o g)(x)  = f(g(x))     แทน g(x) = x + 1 
           = f(x + 1)    จาก f(x) = 4 x 2 – 3      
           = 4(x + 1) 2 – 3    แทน x   =  x + 1 
           = 4(x2+ 2x + 1) - 3   (x + 1)2  = (x + 1) (x + 1)  
           = 4x2+ 8x + 4 - 3     =  x2+ 2x + 1 
           = 4x2+ 8x + 1 

A 

x 
g 

B 

u = g(x) 
f 

C 

v =  f(u) =  f(g(x)) 

 

 
f o g 

 

 

og)(

 g 
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1)  (g o f)(x)  = g(f(x))     แทน 34)( 2  xxf  
           = g(4x2 - 3)    จาก g(x) = x + 1      
           = (4x2 - 3) + 1    แทน x = 4x2 - 3 
           = 4x2- 3 + 1      
           = 4x2- 2       

2) (f o f)(x)  = f(f(x))     แทน f(x) = 34 2 x  
           = f(4x2 - 3)    จาก f(x) = 4 x 2 – 3      
           = 4 (4x2 - 3) 2 – 3   แทน x  = 4x2 - 3 
           = 4(16x4- 24x2 + 9) - 3              (4x2 - 3)2= (4x2 - 3)(4x2 - 3)  
           = 64x4- 96x2 + 36 - 3                           = 16x4- 12x2 - 12x2 + 9         
           = 64x4- 96x2 + 33              =  16x4- 24x2 + 9 

3) (g o g)(x)  = g(g(x))     แทน g(x) = x + 1      
           = g(x + 1)    จาก g(x) = x + 1      
           = (x + 1) + 1    แทน x = x + 1 
           = x + 1 + 1      
           = x + 2   
       
ตัวอย่าง 1.6 ก าหนดให ้ xexf )( และ g(x) = 1x จงหาค่าของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

1) (f o g)(x) 
2) (g o f)(x) 
3) (f o g)(1) 
4) (g o f)(0) 

วธีิท า  
1) (f o g)(x)  = f(g(x))  

           = )1( xf  
            = 1xe  
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2) (g o f)(x)  = ))(( xfg  
                  = )( xeg  
                  = 1xe  

3) (f o g)(1)  = ))1((gf   
            = )11( f  
            = )0(f  
            = 0e

 

            = 1 

4)  (g o f)(0)  = ))0(( fg  
                       = )( 0eg  
                       = )1(g  
          = 11  
          = 0 
 

ตัวอย่าง 1.7 ก าหนดให ้  xf                       และ  
x

x
xg




2

2

 จงหาค่าของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

1)   2gf    
2)   0fg   

วธีิท า  
1)   2gf  =   2gf   

             =  
 


















22

2
2

f  

             = 








 22

4
f   

            = 








4

4
f  

              =  1f  

   =   1 

1;2 xx  

  1;1 x  
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2)   0fg   =   0fg  
                  =  1g  

                  = 
12

12


 

                  = 
1

1  

             =  1 
 
ตัวอย่าง 1.8 ก าหนดให ้f(x) = 2 xsin  และ g(x) = xln จงหาค่าของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

1)   xgf    
2)   1gf   

3) 








2


f  

วธีิท า  
1) (f o g)(x)  = f (g(x))  

            = f ( xln )  
            = 2 sin ( xln )     

2)  (f o g)(1)  =  2 sin ( 1ln )    

             = 2(sin 0)  

             = 2(0) 

             = 0 

3) 








2


f  = 2 









2
sin

  

            = 2 








2

1  

      = 1 
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1.4 ลมิติของฟังก์ชัน (Limits of function) 
 ค่าลิมิตของฟังก์ชันจะมีความแตกต่างค่าของฟังก์ชัน เน่ืองจากค่าของฟังก์ชัน f ท่ีจุด 

ax   จะหมายถึงวา่ )(af  มีค่าเท่ากบัเท่าใด แต่ค่าลิมิตของ )(xf เม่ือ x  เขา้ใกล ้ a  นั้น ตอ้งการ
ท่ีพิจารณาหาค่าของฟังกช์นั f วา่มีค่าเท่าใดในขณะท่ี x  เขา้ใกล ้ a  

 1.4.1 ลมิิตของฟังก์ชันเม่ือ x เข้าใกล้ a )( ax   
 การพิจารณาค่าของฟังก์ชนั f ซ่ึงก าหนดโดย 1)( 2  xxf ส าหรับค่า x  ต่าง ๆ ท่ีมีค่าเขา้
ใกล ้a = 3 แบ่งเป็นได ้2 กรณี ดงัตารางต่อไปน้ี 

1. ถา้ x  เขา้ใกล ้a = 3 ทางซา้ย สามารถเขียนแทนดว้ย  x 3-  (ค่า x ท่ีใช ้มีค่านอ้ยกวา่ 3) 
 

ตารางที่ 1.2 ตารางแสดง x  เขา้ใกล ้ a = 3 ทางซา้ย 
 

x  < 3 2 2.5 2.9 2.99 2.999 2.9999   3 

1)( 2  xxf  5 7.25 9.41 9.9401 9.994001 9.99940001  10 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 จากตาราง เม่ือแทน x  มีค่าเขา้ใกล ้3 ทางซา้ย ( x  < 3) จะไดค้่าของ f ( x ) เขา้ใกลค้่า 10 
คือ  

    101limlim 2

33


 
xxf

xx

  

  1lim 2

3



x

x
 หมายถึงลิมิตของฟังกช์นั  12 x โดยท่ี x  เขา้ใกล ้3 ทางซา้ย 

 ขอ้สังเกต  เคร่ืองหมาย - ท่ีอยูด่า้นบนของ 3 บ่งบอกถึงการเขา้ใกลจ้ากทางดา้นซา้ยดา้นเดียว 
และสามารถใชโ้ปรแกรม FreeMat เขา้มาช่วยในการค านวณค่า )(xf ได ้ 
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รูปที ่1.13 โปรแกรม FreeMat ของ  1lim 2

3



x

x
 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

2. ถา้  x  เขา้ใกล ้a = 3 ทางขวา สามารถเขียนแทนดว้ย x3+ (ค่า x ท่ีใช ้มีค่ามากกวา่ 3) 

ตารางที่ 1.3 ตารางแสดง x  เขา้ใกล ้ a = 3 ทางขวา 
 

x > 3 4 3.5 3.1 3.01 3.001 3.0001   3 

f (x) = x2 + 1 17 13.25 10.61 10.0601 10.006 10.0006  10 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564)  

จากตาราง เม่ือแทน x มีค่าเขา้ใกล ้3 ทางขวา (x > 3) จะไดค้่าของ f(x) เขา้ใกลค้่า 10 คือ  

    101limlim 2

33


 
xxf

xx

  

   1lim 2

3



x

x

หมายถึงลิมิตของฟังกช์นั  x2+1 โดยท่ี x  เขา้ใกล ้3 ทางขวา 

 ขอ้สังเกต  เคร่ืองหมาย + ท่ีอยูด่า้นบนของ 3 บ่งบอกถึงการเขา้ใกลจ้ากทางดา้นขวาดา้นเดียว 

และสามารถใชโ้ปรแกรม FreeMat เขา้มาช่วยในการค านวณค่า )(xf ได ้ 
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รูปที ่1.14 โปรแกรม FreeMat ของ  1lim 2

3



x

x

 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

 จากภาพทั้งสอง จะเห็นไดว้่า เม่ือค่าของ  x  เขา้ใกล ้3 (จากสองดา้น ทั้งซ้ายหรือขวา) ค่า
ของฟังกช์นั 1)( 2  xxf มีค่าเขา้ใกล ้10 ดงันั้นจะไดว้า่   

ลมิิตของฟังก์ชัน  f (x) = x2 +1 มีค่าเท่ากบั 10 เม่ือ x เข้าใกล้ 3 สามารถเขียนโดยใช้สัญลักษณ์ได้
ดังนี ้

  101lim 2

3



x

x
 

 หรือสามารถพิจารณาค่าของ )(xf เม่ือ x  มีค่าเข้าใกล้ 3 ได้จากการสร้างกราฟของ
โปรแกรม FreeMat ตามขั้นตอนดงัน้ี 

คลิกเลือก File >> New File >> จะปรากฏจอหนา้ต่างใหม่ ดงัรูปท่ี 1.15  
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รูปที ่1.15 การสร้างกราฟของโปรแกรม FreeMat 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

และพิมพร์ายละเอียดการสร้างกราฟลงในหนา้ต่างใหม่ของโปรแกรม ดงัรูป 

 

รูปที ่1.16 การพิมพก์ าหนดเพื่อสร้างกราฟของโปรแกรม FreeMat 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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บรรทดัท่ี 1 หมายถึง ใหส้ร้างกราฟในแนวแกน x ท่ีมีค่าตั้งแต่ -2 ถึง 8 
บรรทดัท่ี 2 หมายถึง ฟังกช์นัท่ีตอ้งการสร้างกราฟ 
บรรทดัท่ี 3 หมายถึง ค าสั่งสร้างกราฟในแนวแกน x และ y ในรูปของ 2 มิติ 

หลงัจากนั้นบนัทึกไฟลแ์ละตั้งช่ือพร้อมทั้งจดัเก็บในแหล่งท่ีเราตอ้งการ ดงัรูป 

 

 รูปที ่1.17 การบนัทึกไฟลก์ราฟของโปรแกรม FreeMat 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
เม่ือท าการบนัทึกไฟลแ์ลว้เลือกใชค้  าสั่ง Execute Current Buffer ในการสร้างกราฟดงัรูป  

 

รูปที ่1.18 การประมวลผลกราฟของโปรแกรม FreeMat 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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การพิจารณาค่าของ f (x) เม่ือ x มีค่าเขา้ใกล ้3 จากรูป 

 

รูปที ่1.19 กราฟจากโปรแกรม FreeMat ของ  1lim 2

3



x

x
 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 จากรูป   10lim
3




xf
x

   และ    10lim
3




xf
x

 

ดงันั้น    10lim
3




xf
x

   หรือ     101lim 2

3



x

x
 

และโดยทัว่ไปจะนิยามลิมิตของฟังกช์นั ดงัน้ี 

ทฤษฎบีท ถา้ลิมิตของฟังกช์นั f (x) มีค่าเท่ากบัจ านวนจริง  L โดยท่ี  x  มีค่าเขา้ใกลจ้  านวนจริง a     
                เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์   Lxf

ax



lim แล้วจะเรียก L  ว่าเป็นลิมิตของ  xf  ก็ต่อเม่ือ 

     Lxfxf
axax


 

limlim โดย x  เขา้ใกล ้a จากทั้ง 2 ดา้น (ซา้ยและขวา) โดยท่ี x   a 

 
 
 ถา้ลิมิตทางดา้นซา้ยหรือดา้นขวาหาค่าได ้แต่มีค่าไม่เท่ากนั หรือหาค่าไม่ได ้จะกล่าวไดว้า่
ลิมิตของฟังกช์นั f (x) ไม่มีค่าลิมิต หรือหาค่าไม่ได ้เม่ือ x เขา้ใกล ้a 
 
 
 

10 f (x) เขา้ใกล ้ 

x เขา้ใกล ้3  

      Lxfxfxf
axaxax


 

limlimlim  
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ตัวอย่าง 1.9 จงหาค่าของ  1lim 3

1



x

x
 พร้อมทั้งสร้างกราฟจากโปรแกรม FreeMat 

วธีิท า 1. ถา้ x เขา้ใกล ้ a = -1 ทางซา้ย สามารถเขียนแทนดว้ย x -1- (ค่า x ท่ีใชมี้ค่านอ้ยกวา่ -1) 

    21limlim 3

11


 
xxf

xx
 

  1lim 3

1



x

x

 หมายถึงลิมิตของฟังก์ชัน  13 x โดยท่ี x เขา้ใกล้ -1 ทางซ้าย สามารถใช้

โปรแกรม FreeMat เขา้มาช่วยในการค านวณค่า f(x) ได ้

 

รูปที ่1.20 โปรแกรม FreeMat ของ  1lim 3

1



x

x

 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ไดค้่าจากการค านวณโปรแกรม FreeMat ดงัตาราง 

ตารางที่ 1.4 ตารางแสดง x  เขา้ใกล ้-1 ทางซา้ย 

x < -1 -2 -1.5 -1.1 -1.01 -1.001 -1.0001  -1 
f(x) = x3 - 1 -9 -4.375 -2.331 -2.0303 -2.003 -2.0003  -2 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

จากตาราง เม่ือแทน x มีค่าเขา้ใกล ้-1 ทางซา้ย (x < -1) จะไดค้่าของ f(x) เขา้ใกลค้่า -2  
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2. ถา้ x เขา้ใกล ้a = -1 ทางขวา สามารถเขียนแทนดว้ย x -1+ (ค่า x ท่ีใชมี้ค่ามากกวา่ -1) 

    21limlim 3

11


 
xxf

xx
 

  1lim 3

1



x

x
 หมายถึงลิมิตของฟังก์ชัน  13 x โดยท่ี x เขา้ใกล้ -1 ทางขวา สามารถใช้

โปรแกรม FreeMat เขา้มาช่วยในการค านวณค่า f(x) ได ้

 

รูปที ่1.21 โปรแกรม FreeMat ของ  1lim 3

1



x

x

 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ไดค้่าจากการค านวณโปรแกรม FreeMat ดงัตาราง 

ตารางที่ 1.5 ตารางแสดง x  เขา้ใกล ้-1 ทางขวา 

x > -1 0 -0.1 -0.5 -0.9 -0.99 -0.999  -1 
f(x) = x3 - 1 -1 -1.001 -1.125 -1.729 -1.9703 -1.997  -2 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

จากตาราง เม่ือแทน x มีค่าเขา้ใกล ้-1 ทางขวา (x > -1) จะไดค้่าของ  xf  เขา้ใกลค้่า -2  
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รูปที ่1.22 กราฟจากโปรแกรม FreeMat ของ  1lim 3

1



xf

x
 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

จากรูป    2lim
1




xf
x

  และ   2lim
1




xf
x

  

ดงันั้น    2lim
1




xf
x

   หรือ   21lim 3

1



xf

x
 

ตัวอย่าง 1.10 จงหาค่าของ 












 4

2
lim

22 x

x

x
 พร้อมทั้งสร้างกราฟจากโปรแกรม FreeMat 

วธีิท า 
0

0

42

22

4

2
lim

222



















 x

x

x
  อยูใ่นรูปแบบไม่ก าหนด (Indeterminate Forms)  

ดงันั้นจะหาลิมิตของฟังกช์นัน้ีโดยการแยกตวัประกอบ 

       
  22

2
lim

4

2
lim

222 
















 xx

x

x

x

xx
 

    
2

1
lim

2 


 xx
  

    
22

1


   

    
4

1
   

    25.0   

x เขา้ใกล ้-1  

 f(x) เขา้ใกล ้-2  
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สร้างกราฟจากโปรแกรม FreeMat 

 
 

รูปที ่1.23 กราฟจากโปรแกรม FreeMat ของ 












 4

2
lim

22 x

x

x
 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

จากรูป    25.0lim
2




xf
x

 และ    25.0lim
2




xf
x

 

ดงันั้น    25.0lim
2




xf
x

  หรือ 25.0
4

2
lim

22














 x

x

x
 

 
ตัวอย่าง 1.11 ก าหนดให ้  xf           จงหาค่าของ  xf

x 1
lim


 

 

วธีิท า     0111limlim
11


 

xxf
xx

 

 และ       01lnlnlimlim
11


 

xxf
xx

  

 จะไดว้า่      0limlim
11


 

xfxf
xx

  

 ดงันั้น    0lim
1




xf
x

 

 
 


 

1;1  xx  

1;ln xx  

x เขา้ใกล ้2  

f(x) เขา้ใกล ้0.25  
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 ตัวอย่าง 1.12  จงหาค่าของ 
x

x

x 



 2

2
lim

2
  

 
วธีิท า พิจารณา  x2

   
 

 ก าหนดให ้   





x

x
xf

2

2                    

 

 จะไดว้า่   1lim
2




xf
x

 และ   1lim
2




xf
x

   

 ซ่ึง    xfxf
๙xx 22

limlim





   

ดงันั้น 
x

x

x 



 2

2
lim

2
  ไม่มีลิมิตหรือหาค่าไม่ได ้(เน่ืองจากค่าลิมิตดา้นซา้ยไม่เท่ากบัดา้นขวา)  

 
 1.4.2 ทฤษฎีเบื้องต้นของลมิิต  
 ในการหาลิมิตของฟังก์ชันต่าง ๆ ถ้าก าหนดให้   Lxf

ax



lim  และ   Mxg

ax



lim  เม่ือ L 

และ M เป็นจ านวนจริงใด ๆ สามารถหาค่าลิมิตไดโ้ดยใช้ทฤษฎีบทต่อไปน้ีช่วยในการหาค่าลิมิต
ของฟังกช์นัไดง่้ายและรวดเร็วกวา่การใชบ้ทนิยาม 

1.   cxf
ax




lim  ถา้   cxf    เป็นฟังกช์นัค่าคงท่ี ส าหรับทุก ๆ ค่า x  

2.   axf
ax




lim   ถา้   xxf   และ  

      axf
ax




lim  ถา้   xxf   เม่ือ a > 0 

3.      cLxfcxcf
axax




limlim  เม่ือ c เป็นค่าคงท่ี 

4.          MLxgxfxgxf
axaxax




limlimlim  

5.          LMxgxfxgxf
axaxax




limlimlim  

  2,02;2  xxx  


 

  2,02;2  xxx  

 
2;1

2

2





x

x

x
 


 

 
2;1

2

2





x

x

x
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6.  
 

 

  M

L

xg

xf

xg

xf

ax

ax

ax






 lim

lim
lim  โดยท่ี 0M  

7.   nn

ax
Lxf 


lim  ถา้ L > 0,  n เป็นจ านวนคู่บวก หรือ ถา้ 0L , n เป็นจ านวนค่ีบวก 

8.      n
n

ax

n

ax
Lxfxf 










limlim  เม่ือ n เป็นจ านวนเตม็บวก 

 
ตัวอย่าง 1.13  จงหาค่าของ  12lim 2

1



xx

x
  

วธีิท า    1limlim2lim12lim
11

2

1

2

1 


xxxx
xxxx   

    1limlim2
1

2

1



xx

xx
 

      1112
2

  

    2  
 
ตัวอย่าง 1.14  จงหาค่าของ )5)(2(lim 2

2



xx

x
  

วธีิท า  )5(lim)2(lim)5)(2(lim 2

22

2

2



xxxx

xxx

 

           5222
2
  

         544   

           3694   

 

ตัวอย่าง 1.15  จงหาค่าของ 
532

3
lim

2

3

3 



 xx

x

x
  

วธีิท า   
)532(lim

)3(lim

532

3
lim

2

3

3

3

2

3

3 












 xx

x

xx

x

x

x

x
    

                  
5lim3lim2lim

3limlim

33

2

3

3

3

3










xxx

xx

xx

x
     

5lim3lim2

3limlim

3

2

3

3

3

3










xx

x

xx

xx      
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5)3(3)3(2

33

532

3
lim

2

3

2

3

3 








 xx

x

x
    

        
59)9(2

327




     

            
5918

24


     

        
1418

24


     

        
4

24
   6   

            

ตัวอย่าง 1.16  จงหาค่าของ 
74

8
lim

2

2

1 



 xx

x

x
  

วธีิท า             
)74(lim

)8(lim

74

8
lim

2

1

2

1

2

2

1 












 xx

x

xx

x

x

x

x
 

     
7lim4limlim

8limlim

11

2

1

1

2

1










xxx

xx

xx

x
 

                  
7lim4lim

8lim

1

2

1

2

1










xx

x

xx

x   

                  
7)1(4)1(

8)1(
2

2




  

                  
7)1(41

81




  

                  
741

9




4

9


2

3
  
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ตัวอย่าง 1.17  จงหาค่าลิมิตของฟังกช์นั )(xf            เม่ือ x เขา้ใกล ้0 
 
วธีิท า การหาค่าลิมิตของฟังกช์นั )(xf สามารถพิจารณาไดด้งัน้ี 

 - ลิมิตเขา้ใกลด้า้นซา้ย คือ เม่ือ  0x จะได ้ 1)(lim
0




xf
x

 และ 

- ลิมิตเขา้ใกลด้า้นขวา คือ เม่ือ  0x จะได ้ 2)(lim
0




xf
x

 

 
 

 

 

รูปที ่1.24 กราฟของ )(xf  

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

จะเห็นไดว้า่ )(lim)(lim
00

xfxf
xx  

  ดงันั้น )(lim
0

xf
x

 หาค่าไม่ได ้ท่ี x = 0  ดงัรูป 

   

ตัวอย่าง 1.18  จงหาค่าลิมิตของ )(xf               เม่ือ x  เขา้ใกล ้0 
 

วธีิท า การหาค่าลิมิตของฟังกช์นั )(xf สามารถพิจารณาไดด้งัน้ี 

 - ลิมิตเขา้ใกลด้า้นซา้ย คือ เม่ือ  0x จะได ้ 0)0(2)2(lim)(lim
00


 

xxf
xx

 และ 

- ลิมิตเขา้ใกลด้า้นขวา คือ เม่ือ  0x จะได ้ 00lim)(lim 22

00


 
xxf

xx
 

จะเห็นไดว้า่ 0)(lim)(lim
00


 

xfxf
xx

 

ดงันั้น 0)(lim
0




xf
x

  ดงัรูปท่ี 1.25 

2 

2 
x 

y 

0;2 x  
 

0;1 x  

0;2 xx  


 

0;2  xx  
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รูปที ่1.25 กราฟจากโปรแกรม FreeMat ลิมิตของฟังกช์นั 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
ตัวอย่าง 1.19  จงหาค่าลิมิตของฟังกช์นั )(xf               เม่ือ x  เขา้ใกล ้2 
 

วธีิท า การหาค่าลิมิตของฟังกช์นั )(xf สามารถพิจารณาไดด้งัน้ี 

        - ลิมิตเขา้ใกล ้2 ดา้นซา้ย คือ เม่ือ  2x จะได ้ 121)1(lim)(lim
22


 

xxf
xx

 และ 

        - ลิมิตเขา้ใกล ้2 ดา้นขวา คือ เม่ือ  2x จะได้ 13432)3(lim)(lim 22

22


 
xxf

xx
    

          จะเห็นไดว้า่ )(lim)(lim
22

xfxf
xx  

   ดงันั้น )(lim
2

xf
x

 หาค่าไม่ได ้ท่ี x  = 2 

การหาค่าลิมิตของฟังก์ชนัในบางโจทย ์ดงัตวัอยา่งต่อไป เม่ือแทนค่า x  ดว้ย a  แลว้จะท า

ใหค้่าลิมิตของฟังกช์นัอยูใ่นรูป 
0

0  ซ่ึงเป็นรูปแบบไม่ก าหนด ดงันั้นตอ้งจดัรูปของฟังกช์นัใหม่ เพื่อ

ตดัพจน์ท่ีท าใหส่้วนเป็น 0 ออกไป โดยใชว้ธีิต่าง ๆ ทางคณิตศาสตร์ 
 
 
 

2;32  xx  


 

2;1  xx  

 f(x) = -2x 

f(x) = x2 
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ตัวอย่าง 1.20  จงหาค่าของ 
3

9
lim

2

3 



 x

x

x
  

วธีิท า      หาลิมิตโดยการแทนค่า 3x  ไม่ได ้เน่ืองจาก เม่ือ 3x  แลว้ท าใหส่้วนท่ีเป็น 03 x  

               ซ่ึงท าให ้
0

0

33

93

3

9
lim

22

3











 x

x

x
  เป็นรูปแบบไม่ก าหนด 

                 ดงันั้น ตอ้งจดัรูปของฟังกช์นัน้ีใหเ้ป็นฟังกช์นัใหม่โดยวธีิการแยกตวัประกอบพหุนาม 

    
3

3
lim

3

9
lim

22

3

2

3 








 x

x

x

x

xx
 

            
3

)3)(3(
lim

3 




 x

xx

x
 

            )3(lim
3




x
x

 

            633   

ข้อสังเกต ตวัประกอบ 3x สามารถถูกก าจดัออกไปได ้เน่ืองจากการหาค่าลิมิตของฟังกช์นัไม่ได ้
                พิจารณาท่ี 3x และ 03 x ท่ีทุก ๆ x  ซ่ึง 3x  
 

ตัวอย่าง 1.21  จงหาค่าของ 
4

64
lim

3

4 



 x

x

x
   

วธีิท า         หาลิมิตโดยการแทนค่า x = 4 ไม่ได ้เน่ืองจาก เม่ือ x = 4 แลว้ท าใหส่้วนท่ีเป็น 04 x  

                  ซ่ึงท าให ้
0

0

44

644

4

64
lim

33

4











 x

x

x
 เป็นรูปแบบไม่ก าหนด 

                  ดงันั้น ตอ้งจดัรูปของฟังกช์นัน้ีใหเ้ป็นฟังกช์นัใหม่โดยวธีิการแยกตวัประกอบพหุนาม 

  
4

4
lim

4

64
lim

33

4

3

4 








 x

x

x

x

xx
  

         
4

)44)(4(
lim

22

4 




 x

xxx

x
 

         )44(lim 22

4



xx

x
)164(lim 2

4



xx

x
 

         16)4(442  161616  48  

น2 – ล2 = (น-ล)(น+ล) 
x2 – 32 = (x - 3)(x + 3) 
น คือ x และ ล คือ 3 

น3 – ล3 = (น-ล)(น2+นล+ล2) 
x3 – 43 = (x - 4)(x2 + x(4)+42) 
น คือ x และ ล คือ 4 
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ตัวอย่าง 1.22  จงหาค่าของ 
1

32
lim

2

1 



 x

xx

x
  

วธีิท า     หาลิมิตโดยการแทนค่า x = 1 ไม่ได ้เน่ืองจาก เม่ือ x = 1 แลว้ท าใหส่้วนท่ีเป็น 01x  

              ซ่ึงท าให ้
0

0

11

3)1(2)1(

1

32
lim

22

1











 x

xx

x
 เป็นรูปแบบไม่ก าหนด 

 ดงันั้น ตอ้งจดัรูปของฟังกช์นัน้ีใหเ้ป็นฟังกช์นัใหม่โดยวธีิการแยกตวัประกอบพหุนาม 

 
1

)3)(1(
lim

1

32
lim

1

2

1 








 x

xx

x

xx

xx
 

   )3(lim
1




x
x

 

   431   
 

ตัวอย่าง 1.23  จงหาค่าของ 
56

103
lim

2

2

5 



 xx

xx

x
  

วธีิท า           หาลิมิตโดยการแทนค่า 5x  ไม่ได ้เน่ืองจาก เม่ือ 5x  แลว้ท าใหส่้วนเป็น 0  

                    ซ่ึงท าให ้
0

0

53025

101525

5)5(6)5(

10)5(3)5(

56

103
lim

2

2

2

2

5
















 xx

xx

x
   

                     เป็นรูปแบบไม่ก าหนด 

ดงันั้น ตอ้งจดัรูปของฟังกช์นัน้ีใหเ้ป็นฟังกช์นัใหม่โดยวธีิการแยกตวัประกอบพหุนาม 

   
)5)(1(

)5)(2(
lim

56

103
lim

52

2

5 








 xx

xx

xx

xx

xx
 

      
)5)(1(

)5)(2(
lim

5 




 xx

xx

x
 

      
)1(

)2(
lim

5 




 x

x

x
 

      
15

25




  

      
4

7

4

7





  
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ตัวอย่าง 1.24  จงหาค่าของ 
x

x

x 



 9

3
lim

9
   

วธีิท า หาลิมิตโดยการแทนค่า 9x ไม่ได ้เน่ืองจาก เม่ือ 9x แลว้ท าใหส่้วนท่ีเป็น  

 09  x ซ่ึงท าให ้
0

0

0

33

99

93

9

3
lim

9














 x

x

x
  เป็นรูปแบบไม่ก าหนด 

 ดงันั้น ตอ้งจดัรูปของฟังกช์นัน้ีใหเ้ป็นฟังกช์นัใหม่โดยวธีิการแยกตวัประกอบ 

             
2299 )(3

3
lim

9

3
lim

x

x

x

x

xx 









  

             
)3)(3(

3
lim

9 xx

x

x 





 

    
xx 


 3

1
lim

9
 

    
93

1


  

    
33

1


  

    
6

1
  

 หรือสามารถแกปั้ญหาโจทยโ์ดยวธีิการคูณสังยคุทั้งเศษและส่วน 

             
x

x

x

x

x

x

xx 













 3

3

9

3
lim

9

3
lim

99
   

           
)3)(9(

)(3
lim

22

9 xx

x

x 





  

           
)3)(9(

9
lim

9 xx

x

x 





 

           
)3(

1
lim

9 xx 



 

           
93

1


  

    
33

1


  

    
6

1
  

 น2 –  ล2    = (น – ล)(น + ล) 

)3)(3()(3 22 xxx     
 

 (น – ล)(น + ล) = น2 –  ล2     
22 )(3)3)(3( xxx 
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 1.4.3 ลมิิตของฟังก์ชันเม่ือ x  เข้าใกล้อนันต์ ( x ) และลมิิตค่าอนันต์ 
 พิจารณาค่าลิมิตของฟังก์ชนั f เม่ือ x  ซ่ึงมีค่ามากข้ึนอยา่งไม่มีการจ ากดัขอบเขต หรือ x  
มีค่านอ้ยลงอยา่งไมมี่การจ ากดัขอบเขต 

กรณีท่ี 1 พิจารณากราฟของฟังกช์นั )(xfy   

 

 

 

 

รูปที ่1.26 ลิมิตของฟังกช์นัเม่ือ x มีค่าเท่ากบั L  

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

 จากรูป เม่ือ x  มีค่ามากข้ึนอย่างไม่มีการจ ากดัขอบเขต ฟังก์ชัน )(xf มีค่าเขา้ใกล้ L  ใน
กรณีน้ีจะไดว้่า ค่าลิมิตของฟังก์ชนั f ในขณะท่ี x  มีค่าเขา้ใกลค้่าอนนัต์บวกมีค่าเท่ากบั L  เขียน
แทนดว้ยสัญลกัษณ์ 

Lxf
x




)(lim  

กรณีท่ี 2 พิจารณากราฟของฟังกช์นั )(xfy   

 

 

 

  

รูปที ่1.27 ลิมิตของฟังกช์นัเม่ือ x มีค่าเท่ากบั L    
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

L 

y 

0 x 

L 

y 

0 x 
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 จากรูป เม่ือ x  มีค่าน้อยลงอย่างไม่มีการจ ากดัขอบเขต ฟังก์ชนั )(xf มีค่าเขา้ใกล ้ L  ใน
กรณีน้ีจะไดว้่า ค่าลิมิตของฟังก์ชนั f ในขณะท่ี x  มีค่าเขา้ใกล้ค่าอนันต์ลบมีค่าเท่ากบั L  เขียน
แทนดว้ยสัญลกัษณ์ 

Lxf
x




)(lim  

กรณีท่ี 3 พิจารณากราฟของฟังกช์นั )(xfy   

 

 

 

 

รูปที ่1.28 ลิมิตของฟังกช์นัเม่ือ x มีค่าเท่ากบับวกอนนัต ์
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
 จากรูป เม่ือ x  มีค่ามากข้ึนอยา่งไม่มีการจ ากดัขอบเขต ฟังก์ชนั )(xf มีค่ามากข้ึน ในกรณี
น้ีจะได้ว่า ค่าลิมิตของฟังก์ชัน f  ในขณะท่ี x  มีค่าเข้าใกล้ค่าอนันต์บวกมีค่าเท่ากบับวกอนันต ์
เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ 




)(lim xf
x

 

 และเม่ือ x  มีค่านอ้ยลงอยา่งไม่มีการจ ากดัขอบเขต ฟังกช์นั )(xf มีค่านอ้ยลง ในกรณีน้ีจะ
ไดว้า่ ค่าลิมิตของฟังก์ชนั f ในขณะท่ี x  มีค่าเขา้ใกลค้่าอนนัตล์บมีค่าเท่ากบัลบอนนัต ์เขียนแทน
ดว้ยสัญลกัษณ์ 




)(lim xf
x

 

 

 

 

 

y 

0 x 
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กรณีท่ี 4 พิจารณากราฟของฟังกช์นั )(xfy   

 

 

 

 

รูปที ่1.29 ลิมิตของฟังกช์นัเม่ือ x มีค่าเท่ากบัลบอนนัต ์
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 จากรูป เม่ือ x  มีค่ามากข้ึนอยา่งไม่มีการจ ากดัขอบเขต ฟังก์ชนั )(xf มีค่านอ้ยลง ในกรณี
น้ีจะไดว้า่ ค่าลิมิตของฟังก์ชนั f ในขณะท่ี x  มีค่าเขา้ใกลค้่าอนนัตบ์วกมีค่าเท่ากบัลบอนนัต ์เขียน
แทนดว้ยสัญลกัษณ์ 




)(lim xf
x

 

 และเม่ือ x  มีค่านอ้ยลงอยา่งไม่มีการจ ากดัขอบเขต ฟังก์ชนั )(xf มีค่ามากข้ึน ในกรณีน้ีจะ
ไดว้า่ ค่าลิมิตของฟังก์ชนั f ในขณะท่ี x  มีค่าเขา้ใกลค้่าอนนัตล์บมีค่าเท่ากบับวกอนนัต ์เขียนแทน
ดว้ยสัญลกัษณ์ 




)(lim xf
x

 

กรณีท่ี 5 พิจารณากราฟของฟังก์ชัน
x

xfy
1

)(  , x  > 0 เม่ือ x มีค่ามากข้ึน ๆ ( x ) จาก

ตารางต่อไปน้ี 

ตารางที ่1.6 ตารางแสดง x  เขา้ใกลค้่าอนนัต ์

x 10 100 1000 10000 100000 1000000   

x
xf

1
)(   0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 0.000001 0  

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
จากตาราง 0 เม่ือ x  มีค่ามากข้ึนๆ ( x )ฟังกช์นั )(xf มีค่าเขา้ใกล ้0  

y 

0 x 
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รูปที ่1.30 )(xf มีค่าเขา้ใกลแ้กน x  เม่ือ x  มีค่ามากข้ึน 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 จากรูป เม่ือ x  มีค่ามากข้ึนอยา่งไม่มีการจ ากดัขอบเขต ฟังก์ชนั )(xf มีค่าเขา้ใกลแ้กน x  
เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์  

0)(lim 


xf
x

 

 และในท านองเดียวกนั เม่ือ x  มีค่านอ้ยลงอยา่งไม่มีการจ ากดัขอบเขต ฟังก์ชนั )(xf มีค่า
เขา้ใกลแ้กน x  เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ 0)(lim 


xf

x
 

 

 

 

 
รูปที ่1.31 )(xf มีค่าเขา้ใกลแ้กน x  เม่ือ x  มีค่านอ้ยลง 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

1.4.4 ทฤษฎีเบื้องต้นของลมิิตเข้าใกล้อนันต์ และลมิิตค่าอนันต์ 

 1. 


n

x
xlim   เม่ือ n > 0 

 2. 


n

x
xlim   เม่ือ n เป็นจ านวนเตม็คู่ 

 3. 


n

x
xlim  เม่ือ n เป็นจ านวนเตม็ค่ี 

y 

x 

y 

x 
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 4. 0
1

lim 
 nx x

  เม่ือ n > 0 

 5. 0
1

lim 
 nx x

  เม่ือ n เป็นจ านวนเตม็บวก 

 6. 


n
x x

1
lim

0
  เม่ือ n > 0 

 7. 


n
x x

1
lim

0
  เม่ือ n เป็นจ านวนคู่บวก 

 8. 


n
x x

1
lim

0
  เม่ือ n เป็นจ านวนค่ีบวก   

 

ตัวอย่าง 1.25  จงหาค่าของ 









 2

11
lim

xxx
 

วธีิท า        
22

1
lim

1
lim

11
lim

xxxx xxx 









  

    =    0 – 0 
    =    0  
 

ตัวอย่าง 1.26  จงหาค่าของ 









 32

245
lim

xxxx
 

วธีิท า  
3232

2
lim

4
lim

5
lim

245
lim

xxxxxx xxxx 









  

          
32

1
lim2

1
lim4

1
lim5

xxx xxx 
  

          =  5(0) + 4(0) – 2(0) 
          =   0 
 

ตัวอย่าง 1.27  จงหาค่าของ 









 30

4
2lim

xx
 

วธีิท า การหาค่าลิมิตสามารถพิจารณาไดด้งัน้ี 

 - ลิมิตเขา้ใกลด้า้นซา้ย คือ เม่ือ  0x  เขียนแทนดว้ย 










3

0

4
2lim

xx
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3

00
3

0

4
lim2lim

4
2lim

xx xxx  









  

             = 
3

0

1
lim42

xx 
                

             =  )(42     
             =   2 +   

             =     

 - ลิมิตเขา้ใกลด้า้นขวา คือ เม่ือ  0x  เขียนแทนดว้ย 










3

0

4
2lim

xx
 

   
3

00
3

0

4
lim2lim

4
2lim

xx xxx  









  

             = 
3

0

1
lim42

xx 
                

             =  )(42     
             =   2  

             =     

 จะเห็นไดว้า่ 


















 
3

0
3

0

4
2lim

4
2lim

xx xx
 ดงันั้น 










 30

4
2lim

xx
ไม่มีค่าลิมิต 

 

ตัวอย่าง 1.28  จงหาค่าของ 










2

4
lim

40 xx
 

วธีิท า การหาค่าลิมิตสามารถพิจารณาไดด้งัน้ี 

 - ลิมิตเขา้ใกลด้า้นซา้ย คือ เม่ือ  0x เขียนแทนดว้ย 










2

4
lim

4
0 xx

 

   2lim
4

lim2
4

lim
0

4
0

4
0  











xxx xx
 

    2
1

lim42
4

lim
4

0
4

0











  xx xx
  

                2)(4    

                2   
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แคลคูลสั 1  
 

 - ลิมิตเขา้ใกลด้า้นซา้ย คือ เม่ือ  0x เขียนแทนดว้ย 










2

4
lim

4
0 xx

 

   2lim
4

lim2
4

lim
0

4
0

4
0  











xxx xx
 

                2
1

lim4
4

0


 xx
  

                2)(4    

                2  

                  

 จะเห็นไดว้า่ 


















 
2

4
lim2

4
lim

4
0

4
0 xx xx

 ดงันั้น 










2

4
lim

40 xx
ไม่มีค่าลิมิต 

 

ตัวอย่าง 1.29  จงหาค่าของ 









 2

3 1
2lim

x
x

x
 

วธีิท า   
2

3

2

3 1
lim2lim

1
2lim

x
x

x
x

xxx 









  

                      
2

3 1
limlim2

x
x

xx 
  

                      0  

                        

 
ตัวอย่าง 1.30 จงหาค่าของ  53 53lim xx

x



 

วธีิท า              5353 5lim3lim53lim xxxx
xxx 

  

                 53 lim5lim3 xx
xx 

  

                 53 lim5lim3 xx
xx 

  

                 )(5)(3   

                   
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 ถ้าการหาค่าลิมิตของฟังก์ชันตรรกยะซ่ึงมีผลลัพธ์อยู่ในรูป 



   เม่ือ x ซ่ึงเป็น

รูปแบบท่ียงัไม่ก าหนด จึงตอ้งก าจดัรูป 



   โดยการแปลงฟังก์ชันจากโจทย ์โดยน าพจน์ (ตวั

แปร) ท่ีมีก าลงัสูงสุดหารทั้งเศษและส่วน เพื่อใหไ้ดฟั้งกช์นัใหม่จากการแปลงโดยวธีิดงักล่าว 
 

ตัวอย่าง 1.31  จงหาค่าของ 

















 52

138
lim

4

24

xx

xx

x
 

วธีิท า  






















 52

138
lim

4

24

xx

xx

x
 แปลงโจทยโ์ดยหารทั้งเศษและส่วนดว้ย 4x  ซ่ึงเป็น

พจนท่ี์มีก าลงัสูงสุดในโจทย ์

   











































4

4

4

24

4

24

52

138

lim
52

138
lim

x

xx

x

xx

xx

xx

xx
 

           


























444

4

44

2

4

4

52

138

lim

xx

x

x

x

xx

x

x

x

x
 

           


























43

42

51
2

13
8

lim

xx

xx
x

 

             


























43

42

51
2

13
8

lim

xx

xx
x

 

            

43

42

5
lim

1
lim2lim

1
lim

3
lim8lim

xx

xx

xxx

xxx









  

            
002

008




  

            
2

8
  

            4  
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แคลคูลสั 1  
 

ตัวอย่าง 1.32  จงหาค่าของ 

















 769

432
lim

6

3

xx

xx

x
 

วธีิท า  






















 769

432
lim

6

3

xx

xx

x
แปลงโจทยโ์ดยหารทั้งเศษและส่วนดว้ย 6x  ซ่ึงเป็น

พจนท่ี์มีก าลงัสูงสุดในโจทย ์

       










































6

6

6

3

6

3

769

432

lim
769

432
lim

x

xx

x

xx

xx

xx

xx
 

                                      


























666

6

666

3

769

432

lim

xx

x

x

x

xx

x

x

x

x
 

                                      


























65

653

76
9

432

lim

xx

xxx
x

 

               
009

000




  

                                        
9

0
  

                                         0  
 

ตัวอย่าง 1.33  จงหาค่าของ


















 56

19
lim

2

x

x

x
 

วธีิท า  























 56

19
lim

2

x

x

x
เน่ืองจาก xx 2  เม่ือ x < 0  แปลงโจทยโ์ดยการหารทั้ง

เศษและส่วนดว้ย x  ซ่ึงเป็นพจน์ท่ีมีก าลงัสูงสุดในโจทย ์

    















































x

x
x

x

x

x

xx 56

19

lim
56

19
lim

2

2
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













































x

x
x

x

x

x

xx 56

19

lim
56

19
lim

2

2

 

        


























x

x
x 5

6

1
9

lim
2

 

        
06

09




  

        
6

9


  

        
6

3


  

        
2

1
  

 

ตัวอย่าง 1.34  จงหาค่าของ  
537

1
lim

46

52





 xx

x

x
 

วธีิท า  
 










 537

1
lim

46

52

xx

x

x
 แปลงโจทยโ์ดยการหารทั้งเศษและส่วนด้วย 10x  ซ่ึง

เป็นพจนท่ี์มีก าลงัสูงสุดในโจทย ์

    
 

10

46

10

52

46

52

537

1

lim
537

1
lim

x

xx

x

x

xx

x

xx 









 

        

 
 

1010

4

10

6

52

52

537

1

lim

xx

x

x

x

x

x

x







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              

1064

5

2

2

46

52

537

1

lim
537

1
lim

xxx

x

x

xx

x

xx










 







 

        

1064

5

2

2

537

1

lim

xxx

x

x

x










 




 

        

1064

5

22

2

537

1

lim

xxx

xx

x

x
















 

        

1064

5

2

537

1
1

lim

xxx

x

x
















 

        
 

000

01
5




  

        
0

1  

1.5 ความต่อเน่ืองของฟังก์ชัน (Continuous functions) 
       ในการหาลิมิตของฟังกช์นั พบวา่ บางคร้ังค่าของลิมิตของฟังกช์นัเม่ือ x   เขา้ใกล ้ a  จะเท่ากบั
ค่าของฟังกช์นั ท่ีจุด ax   ซ่ึงจะเรียกฟังกช์นัลกัษณะน้ีวา่ มีความต่อเน่ืองท่ีจุด ax   

นิยาม ฟังก์ชนั )(xf จะต่อเน่ืองท่ี ax   สามารถพิจารณาแยกเป็น 3 กรณีและตอ้งเป็นจริงทั้ง 
3 กรณีดงัน้ี 

1. )(af หาค่าได ้ 
2. )(lim xf

ax
หาค่าได ้คือ )(lim)(lim xfxf

axax  

  

3. )()(lim afxf
ax




หรือค่าของฟังกช์นัในขอ้ 1 เท่ากบัค่าของลิมิตในขอ้ 2 (ขอ้ 1 = ขอ้ 2) 
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท์ (2564) 

หมายเหตุ - ฟังกช์นั )(xf จะต่อเน่ืองท่ี ax   สามารถพิจารณาไดจ้ากกราฟของฟังกช์นัอีก 
     วธีิหน่ึงได ้โดยท่ีกราฟของฟังกช์นัจะตอ้งไม่ขาดตอน ณ จุดนั้น และ ถา้ f  
     ต่อเน่ืองท่ีทุกจุดบนเส้นจ านวนจริง จะเรียกวา่เป็นฟังกช์นัต่อเน่ือง 

- ถา้ฟังกช์นั )(xf ไม่เป็นไปตามกรณีใดกรณีหน่ึงของนิยามจะไดว้า่ฟังกช์นั     
  )(xf ไมต่่อเน่ืองท่ี ax   
 

ตัวอย่าง 1.35  จงพิจารณาวา่ 1)( 2  xxxf  ต่อเน่ืองท่ี 0x หรือไม่ 

วธีิท า 1.  1)0( f หาค่าได ้

 2. 1)(lim
0




xf
x

หาค่าได ้และ 

 3. 1)1(lim)(lim 2

00



xxxf

xx
  

  ดงันั้น )(xf ต่อเน่ืองท่ี 0x ดงัรูป 

 
รูปที ่1.32 กราฟจากโปรแกรม FreeMat ของ 1)( 2  xxxf  

 
 
 
 
 

f(x) เขา้ใกล ้1  
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แคลคูลสั 1  
 

ตัวอย่าง 1.36  ก าหนดให ้ )(xf =               จงพิจารณาวา่ )(xf ต่อเน่ืองท่ี 2x หรือไม่ 
 
วธีิท า 1.  132)2( 2 f   หาค่าได ้ 
 2. ลิมิตซา้ย )3(lim)(lim

22

xxf
xx


 

  ลิมิตขวา )3(lim)(lim 2

22


 
xxf

xx

  

        = 3 – 2 = 1          =  1322   
1)(lim)(lim

22


 

xfxf
xx

 แสดงวา่ 1)(lim
2




xf
x

 หาค่าได ้  และ 

 3.  1)(lim)2(
2




xff
x

     ดงันั้น )(xf ต่อเน่ืองท่ี 2x ดงัรูป 

 

รูปที ่1.33 กราฟจากโปรแกรม FreeMat ของ )(xf  ต่อเน่ืองท่ี 2x  

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
ตัวอย่าง 1.37  ก าหนดให ้ )(xf =               จงพิจารณาวา่ )(xf ต่อเน่ืองท่ี 1x หรือไม่ 
 

วธีิท า 1.  1)1()1( 2 f   หาค่าได ้ 
 2. ลิมิตซา้ย 1)(lim

1



xf

x
  ลิมิตขวา 2

11
lim)(lim xxf

xx  
   

                            =  1)1( 2   
)(lim)(lim

11

xfxf
xx  

  แสดงวา่ )(lim
1

xf
x 

 ไม่มีค่าลิมิต  

2;32  xx  


2;3  xx  

f(x) = 3 - x 

f(x) = x2 - 3 

1;2 xx  


1;1  x  
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 Calculus 1 
 

ดงันั้น )(xf ไม่ต่อเน่ืองท่ี 1x  ดงัรูป 

  

รูปที ่1.34 กราฟจากโปรแกรม FreeMat ของ )(xf ไม่ต่อเน่ืองท่ี 1x  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 

ตัวอย่าง 1.38  ก าหนดให ้
8

1
)(

2






x

x
xf   จงพิจารณาวา่ )(xf ไม่ต่อเน่ืองท่ี x  ค่าใด 

วธีิท า )(xf  หาค่าไม่ไดใ้นกรณีท่ีส่วนเป็นศูนย ์ คือ  08 x  

             08 x  

              8x  

 จาก  
8

1
)(

2






x

x
xf  

          
88

18
)8(

2




f  

                   

0

65

0

164






               (มีส่วนเป็น 0 หาค่าไม่ได)้ 

 ดงันั้น )8(f หาค่าไม่ได ้แสดงวา่ )(xf ไม่ต่อเน่ืองท่ี 8x  

 

 

f(x) = x2  

f(x) = 3 
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ตัวอย่าง 1.39  ก าหนดให ้ )(xf             จงพิจารณาวา่ )(xf ไม่ต่อเน่ืองท่ี x  ค่าใด 
 

วธีิท า )(xf  หาค่าไม่ไดใ้นกรณีท่ีส่วนเป็นศูนย ์ คือ  05  x  

                  x5  

              5x  

  จาก        
x

x
xf




5
)(

2

 

            
55

5
)5(

2


f  

                                                     
0

25
          (มีส่วนเป็น 0 หาค่าไม่ได)้ 

ดงันั้น )5(f หาค่าไม่ได ้แสดงวา่ )(xf ไม่ต่อเน่ืองท่ี 5x  

 

บทสรุป 
 ฟังกช์นัเป็นการแสดงความสัมพนัธ์ของ 2 ตวัแปร คือ ตวัแปรตน้กบัตวัแปรตาม ซ่ึงการหา
ค่าของฟังก์ชนั  xf  สามารถท าไดโ้ดยเม่ือก าหนด  xfy   ค่าของตวัแปรตน้ x เป็นตวัแปร
ป้อนเขา้ จะเกิดผลลพัธ์ตวัแปรตาม y จากการแทนค่า 

 ลิมิตของฟังก์ชนัจะมีความแตกต่างค่าของฟังก์ชนั เน่ืองจากค่าของฟังก์ชนั f ท่ีจุด ax   
จะหมายถึงว่า )(af มีค่าเท่ากับเท่าใด แต่ค่าลิมิตของ )(xf  เม่ือ x  เข้าใกล้ a  นั้ น ต้องการท่ี
พิจารณาหาค่าของฟังก์ชนั f  วา่มีค่าเท่าใดในขณะท่ี x  เขา้ใกล ้ a  ซ่ึงผลท่ีไดมี้ 2 แบบ คือ หาค่า
ลิมิตไดห้รือหาค่าลิมิตไม่ได ้

 ความต่อเน่ืองของฟังกช์นั )(xf ท่ี ax   โดยท่ี  
1. )(af หาค่าได ้ 

2. )(lim xf
ax

หาค่าได ้คือ )(lim)(lim xfxf
axax  

  

3. )(af = )(lim xf
ax

 

5;
5

2




x
x

x
 


5;23  xx  
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แบบฝึกหัดท้ายบทที ่1 
1. ก าหนดให ้ 13)( 2  xxxf  และ 23)(  xxg จงหาค่าฟังกช์นัต่อไปน้ี 

1.1   )2(f      1.2   )0(f     
1.3   )1(f      1.4   )(af     
1.5   )( 2bf      1.6   )( baf    
1.7   )( hxg       1.8   )1( xg     

1.9   )12( xg      1.10     
h

xghxg    เม่ือ h ≠ 0 

 

2. ก าหนดให้ )(xf =                                       และ  
x

x
xg




2

2

   จงหาค่าฟังกช์นัต่อไปน้ี 

 
2.1   )1(f      2.2   )0(f     

2.3  








2

3
f      2.4   )6(f     

2.5   )1(g      2.6   )2(g   
2.7     1gf       2.8     1gf      

2.9     1gf      2.10  1








g

f  

3. ก าหนดให ้ 1)( 2  xxf และ 4)(  xxg จงหาค่าฟังกช์นัต่อไปน้ี 
3.1     xgf       3.2     xgf      

3.3     xgf      3.4    x
g

f







  

3.5     









2

1
gf     3.6     3gf      

3.7     0gf      3.8 
 
   5









g

f  

4. จงหาฟังกช์นัประกอบ   xgf  และ   xfg  จากฟังกช์นัท่ีก าหนดใหต่้อไปน้ี 
4.1   )(xf = 2x   และ  2)( xxg      
4.2   34)(  xxf และ  2)(  xxg    

0;1 2  xx  


 

50;23  xx  

5;1  xx  
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4.3   )(xf = x4    และ )(xg = x4     
4.4   )(xf = 12 x และ )(xg = 1x   

4.5   )(xf = 
x

x1   และ  )(xg  = 
x

x

1
  

4.6   )(xf = 4 x   และ  )(xg  = 4x
 

4.7   )(xf = 
x

1   และ )(xg = 1x  

5. ก าหนดให ้ )(xf = 
x

1  , 2)(  xxg  และ 22 )1()(  xxh  

 จงหา   xhgf   และ   1hgf   

6. ก าหนดให ้A เป็นฟังกช์นัพื้นท่ีผวิของลูกบาศก ์และก าหนดความยาวของดา้นลูกบาศกเ์ป็น x  
          6.1 จงเขียนฟังกช์นัพื้นท่ีผวิของลูกบาศก ์
          6.2 ถา้ความยาวของดา้นลูกบาศกมี์ค่าเท่ากบั 3 หน่วย จงหาพื้นท่ีผวิของลูกบาศก ์
          6.3 ถา้ความยาวของดา้นลูกบาศกมี์ค่าเท่ากบั 3 หน่วย จงหาพื้นท่ีผวิของลูกบาศก ์โดยใช ้

  โปรแกรม FreeMat 

7. อุณหภูมิอากาศในประเทศสหรัฐอเมริกาใช้หน่วยการวดั คือ องศาฟาเรนไฮต์ (°F) และใน
ประเทศไทยใชห้น่วยการวดั คือ องศาเซลเซียส (°C)  
          7.1 จงเขียนฟังกช์นัของอุณหภูมิองศาเซลเซียส 
          7.2 จงแปลงอุณหภูมิ 72 องศาฟาเรนไฮต ์เป็นหน่วยองศาเซลเซียส 
          7.3 จงแปลงอุณหภูมิ 72 องศาฟาเรนไฮต ์เป็นหน่วยองศาเซลเซียส โดยใชโ้ปรแกรม  

   FreeMat 

8. บริษทัแห่งหน่ึงมีการผลิตสินคา้ออกจ าหน่ายในราคาช้ินละ 300 บาท ถา้บริษทัน้ีลงทุนการผลิต
คงท่ีเป็นเงิน 800,000 บาท และมีค่าขนส่งช้ินละ 70 บาท เม่ือบริษทัน้ีผลิตสินคา้ออกจ าหน่าย x  
ช้ิน          
          8.1 จงเขียนฟังกช์นัของตน้ทุน  
          8.2 จงเขียนฟังกช์นัของรายได ้
          8.3 จงเขียนฟังกช์นัของก าไร 
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          8.4 จงหาก าไรของบริษทัน้ี ถา้บริษทัน้ีผลิตสินคา้ออกจ าหน่าย 6,000 ช้ิน 
          8.5 จงหาก าไรของบริษทัน้ี ถา้บริษทัน้ีผลิตสินคา้ออกจ าหน่าย 6,000 ช้ิน โดยใชโ้ปรแกรม  

   FreeMat 

9. จงหาค่าลิมิตของฟังกช์นัท่ีก าหนดใหต่้อไปน้ี 

 9.1 
13

1
lim

20  xxx
    9.2 

7

51
lim

22 



 xx

x

x
   

 9.3 9lim 2

1



xx

x
   9.4  

32 2

1
lim

xx
   

 9.5 
79

63
lim

2

2 



 x

xx

x
    9.6  

x

x

x 



 3

9
lim

2

3
  

 9.7 
4

43
lim

2

4 



 x

xx

x
    9.8  

3

34
lim

2

3 



 x

xx

x
 

 9.9 
xx

x

x  30
lim     9.10  

54

5
lim

2

2

5 



 xx

xx

x
 

 9.11 
1

2
lim

2

1 



 x

xx

x
    9.12  

2

11
lim

2 



 x

x

x
 

 9.13  
bx

bxb

bx 





22 )(4
lim    9.14  

1

1
lim

1 


 x

x

x
 

 9.15  
37

4
lim

24 



 x

x

x
   9.16  

x

x

x 



 7

23
lim

7
 

 9.17 
24

lim
0 
 x

x

x

   9.18  











 2

1

2

1

2

1
lim

0 xx
 

 

 9.19 ถา้ )(xf    จงหาค่าของ )(lim
2

xf
x

   

 

 9.20 ถา้ )(xf    จงหาค่าของ )(lim
0

xf
x

  

  

 9.21 ถา้ )(xf    จงหาค่าของ )(lim
1

xf
x 

   

3  ; 2x  

1  ; 2x  

0;2 xx  

0;2 xx  

1;3  xx  

1;4  xx  
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 9.22  
54

32
lim





 x

x

x
    9.23  

12

1
lim

2





 x

x

x
  

 9.24  
726

23
lim

23

4





 xx

xx

x
   9.25  

12

1
lim

4

2





 xx

x

x
  

 9.26  
42

)729(
lim

28

2235





 xx

xxx

x
  9.27 

42

24

)68(

)14(
lim





 xx

xx

x
  

 9.28  
32

2

)1(

95
lim





 xx

xx

x
   9.29 

19

34
lim

2 



 x

x

x
   

10. ก าหนดให ้ 25)(  xxf  จงพิจารณาวา่ )(xf  ต่อเน่ืองท่ีจุด 2x หรือไม่ 
11. ก าหนดให ้ 1)( 2  xxf  จงพิจารณาวา่ )(xf ต่อเน่ืองท่ีจุด  1x  หรือไม่ 

12. ก าหนดให ้
3

5
)(






x

x
xf  จงพิจารณาวา่ )(xf  ต่อเน่ืองท่ีจุด 3x หรือไม่ 

13. ก าหนดให ้
4

2
)(

2 




x

x
xf  จงพิจารณาวา่ )(xf  ต่อเน่ืองท่ีจุด 2x หรือไม่ 

 
14. ก าหนดให ้ )(xf =      แลว้ )(xf ต่อเน่ืองท่ี 1x หรือไม่  

 

 
15. ก าหนดให ้ )(xf =              แลว้ )(xf ต่อเน่ืองท่ี 5x หรือไม่  

 

16. จงพิจารณาวา่ฟังกช์นัท่ีก าหนดให ้ไม่ต่อเน่ืองท่ีค่าใดบา้ง 

16.1  
1

2
)(

2 




x

x
xf    16.2  37)(  xxf  

16.3  
128

4
)(

2

2






xx

x
xf   16.4  

2

1
)(

2

3






xx

x
xf   

16.5  
9

)(
2 


x

x
xf    16.6  

24
)(

xx

x
xf


   

 
16.7 )(xf     16.8  )(xf  

1;4 xx  

1;5  xx  

5;
5

52





x

x

x  

5;5 x  

1;2 x  

1;2  x  

0;2 xx  

0;0 x  
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อนุพนัธ์ บทที ่
Derivatives 2 

 
 อนุพนัธ์เป็นหวัขอ้เก่ียวกบัอตัราส่วนของการเปล่ียนแปลงของฟังกช์นั โดยทัว่ไปทุกอยา่ง
จะมีการเปล่ียนแปลงเกิดข้ึนอยูเ่สมอ และมีอนุพนัธ์ของฟังก์ชนัเป็นเคร่ืองมือหลกัในกระบวนการ
เปล่ียนแปลงของส่ิงต่าง ๆ 
 
จุดมุ่งหมายการเรียนรู้ 
 1. เขา้ใจบทนิยามของอนุพนัธ์ 
 2. สามารถหาค่าอนุพนัธ์ได ้
 3. สามารถน าไปประยกุตใ์ชไ้ดอ้ยา่งถูกตอ้ง 
 
2.1 บทนิยามของอนุพนัธ์ (Definition of derivative) 

 ก าหนดให ้ )(xf  เป็นฟังกช์นัซ่ึงมีกราฟดงัต่อไปน้ี 

 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่2.1 กราฟของอนุพนัธ์ 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

จากรูป  x คือ ส่วนท่ีเปล่ียนของค่า x  ทางแกน x  จากค่า x  ไปเป็น xx   
  y  คือ ส่วนท่ีเปล่ียนของค่า y  ทางแกน y  จากค่า )(xf ไปเป็น )( xxf   

)()( xfxxfy   

 xxf 

 

 xf  

 xfy   

y  

x  

xx 

 
x  
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 โดยส่วนท่ีเปล่ียนของ x  หรือ แกน y  เรียกวา่ค่าเพิ่ม (Increment) ซ่ึงอาจจะเป็นบวกหรือ

ลบก็ได ้
x

y




  คือ อตัราส่วนการเปล่ียนแปลงเฉล่ียของ f  เม่ือ x  เขา้ใกล ้0 แลว้อนุพนัธ์ของ f  

เทียบกบั x  เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ ดงัน้ี  

 
dx

dy , y , )(xf    และอนุพนัธ์ของ f  ท่ีจุด ax   เขียนแทนดว้ย )(af    หรือ 
axdx

dy



   

ก าหนดนิยามดงัน้ี ถา้ )(xfy   แลว้ )(xf   หาไดจ้าก 

x

xfxxf

x

y
xf

x

x















)()(
lim

lim)(

0

0

 

ถา้  )(xf    หาค่าไดแ้ลว้จะเรียก )(xf วา่ฟังกช์นัท่ีหาอนุพนัธ์ได ้(Differentiable function) 
 
ตัวอย่าง 2.1 ก าหนดให ้ 12  xy  ถา้ 3x   และ 2x  จงหา y  

วธีิท า   จาก  )()( xfxxfy   

           )2()23( ff   

           )2()5( ff   

           )12()15( 22   

           )14()125(   

           526   

           21  
 
ตัวอย่าง 2.2 ในการระเหยของสารเคมีชนิดหน่ึง พบว่าเม่ือเวลาผ่านไป x  นาที การระเหยของ
สารเคมีเท่ากบั 12  xx  มิลลิลิตร จงหาอตัราการเปล่ียนแปลงเฉล่ียต่อนาทีของการระเหยของ
สารเม่ือเทียบกบัเวลาในช่วงเวลา 1 ถึง 4 นาที ในการระเหย 

วธีิท า ก าหนดใหก้ารระเหยของสารเคมี คือ 12  xxy   
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 ณ จุดเร่ิมตน้ในเวลา 1x  จะได ้ 314 x  และ 4 xx  

 จาก  )()( xfxxfy   

           )1()4( ff   

           )111()144( 22   

           )111()1416(   

           321  

           18     (คือ อตัราการเปล่ียนแปลงของการระเหยใน 3 นาที) 

       
3

18







x

y  

           6      

ดงันั้น อตัราการเปล่ียนแปลงเฉล่ียต่อนาที มีค่าเท่ากบั 6 มิลลิลิตรต่อนาที 
 

ตัวอย่าง 2.3 จงหาอนุพนัธ์ของ 1)( 2  xxf   
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xfxxf
xf
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
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lim  
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2lim
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               xx 202   
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ตัวอย่าง 2.4 จงหาอนุพนัธ์ของ   xxf 32)(       

วธีิท า จากนิยาม        x

xfxxf
xf

x 






)()(
lim)(

0
 

       x

xxx

x 






32)(32
lim

0   

แกปั้ญหาโจทยโ์ดยวธีิการคูณสังยคุทั้งเศษและส่วน 

         xxx

xxx

x

xxx

x 32)(32

32)(3232)(32
lim

0 


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



 

     
   
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

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      xxxx
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0 



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
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3
lim
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ตัวอย่าง 2.5 ก าหนดให ้ 
x

x
xf




2
)(  จงหา )1(f  
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2.2 อนุพนัธ์ของฟังก์ชันพชีคณติ (Differentiation of algebraic functions) 

 ฟังก์ชนัพีชคณิต คือ ฟังก์ชนัท่ีนิยามเขียนอยูใ่นรูปของการบวก ลบ คูณ หาร ของตวัแปร
และตวัคงท่ี โดยการหาอนุพนัธ์ของฟังก์ชนัของบางฟังก์ชนัท่ีมีหลาย ๆ เทอมประกอบกนัมาก ถา้
หาอนุพนัธ์โดยใช้นิยามในรูปลิมิตนั้นมีขั้นตอนมาก ดงันั้น จึงได้มีการสร้างสูตรท่ีใช้ส าหรับหา
อนุพนัธ์ของฟังกช์นัพีชคณิต ข้ึนมาโดยอาศยันิยามและทฤษฎีบทเก่ียวกบัลิมิต ดงัสูตรต่อไปน้ี 

- ก าหนดให ้ vu,  เป็นฟังกช์นัของ x  ท่ีหาอนุพนัธ์ได ้ 
โดยท่ี c  คือ ค่าคงท่ีใด ๆ และ n   เป็นจ านวนจริง 
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ตัวอย่าง 2.6 จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นั 8975)( 234  xxxxf    

วธีิท า         )8975()( 234  xxx
dx

d
xf    สูตรที ่4 

  
dx

d

dx

xd

dx

xd

dx

xd
xf

)8()9()7()5(
)(

234

   สูตรที ่1 และ 3 

           0
)(

9
)(

7
)(

5
234


dx

xd

dx

xd

dx

xd    สูตรที ่2 และ 7 

           
dx

dx
x

dx

dx
x

dx

dx
x 121314 )2(9)3(7)4(5      

           xxx 182120 23    
 

ตัวอย่าง 2.7 จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นั 4
7
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)( 3

2
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x
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 4

7

51
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d
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dx
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x 1312 )3(

7

5
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2 xx    

 

ตัวอย่าง 2.8 จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นั 34)( 2
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 xxxf
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2
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d
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ตัวอย่าง 2.9 จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นั  x
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ตัวอย่าง 2.10 จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นั 4
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ตัวอย่าง 2.11 จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นั 
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2.3 อนุพนัธ์ของฟังก์ชันอดิศัย (Differentiation of transcendental functions) 
 ฟังกช์นัอดิศยั ไดแ้ก่ ฟังกช์นัเลขช้ีก าลงั (Exponential function) ฟังกช์นัลอการิทึม 
(Logarithm function) ฟังกช์นัตรีโกณมิติ (Trigonometric function) และฟังกช์นัตรีโกณมิติผกผนั 
(Inverse trigonometric function) 

 2.3.1 อนุพั น ธ์ของฟั งก์ ชัน เลข ช้ีก าลังและฟั งก์ ชันลอการิทึม  (Differentiation of 
exponential function and logarithm function) 
 การหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัเลขช้ีก าลงัและฟังกช์นัลอการิทึม จ าเป็นท่ีจะตอ้งทราบพื้นฐาน
เก่ียวกบัฟังกช์นัเลขช้ีก าลงัและฟังกช์นัลอการิทึม 

  1) ฟังกช์นัเลขช้ีก าลงั โดยมีบทนิยามดงัน้ี 
 นิยาม ถา้ให้ xa,  และ y  คือ จ านวนจริงใด ๆ ก าหนดฟังก์ชนัท่ีเขียนอยูใ่นรูป xaxf )(  
เรียกวา่เลขยกก าลงัโดยท่ี a  เป็นเลขฐาน และ x  เป็นฟังกช์นัเลขช้ีก าลงั โดยมีสมบติัฟังกช์นัเลขช้ี
ก าลงั ดงัน้ี 
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  2) ฟังก์ชันลอการิทึม เป็นฟังก์ชนัผกผนัของฟังก์ชันเลขช้ีก าลงั โดยมีบทนิยาม
ดงัน้ี 
 นิยาม ถ้าก าหนดฟังก์ชันท่ีเขียนอยู่ในรูป xxf alog)(   คือ ฟังก์ชันผกผนัของฟังก์ชัน
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ถา้ก าหนดให ้ vu,  เป็นฟังกช์นัของ x  ท่ีหาอนุพนัธ์ได ้ 0)( xu , 0a  และ 1a  
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2.3.2 อนุพนัธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ (Differentiation of trigonometric function)   
มีบทนิยามและทฤษฎีบทต่าง ๆ ท่ีเป็นพื้นฐาน ดงัน้ี 

 นิยาม ให้   เป็นจ านวนจริงใด ๆ ก าหนด   คือ การวดัของมุมในรูปหน่วยของเรเดียน 
(Radian) โดยเร่ิมวดัจากแนวแกน x  ท่ีเป็นบวก ณ จุด (1, 0) ไปยงัจุด ),( yxP  ในทิศทางทวนเข็ม
นาฬิกา 0   ดงัรูป     
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รูปที ่2.3 ตรีโกณมิติกบัสามเหล่ียมมุมฉาก 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 

  

 

 

  

 
 
 
 

รูปที ่2.2 ความสัมพนัธ์จตุภาคและตรีโกณมิติ 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
และ   มีหน่วยเป็น เรเดียน ซ่ึง 180  
 จากรูป   cosrx   และ  sinry    

โดยค่า  11  x  และ 11  y          
 

ความสัมพนัธ์ของฟังกช์นัตรีโกณมิติกบัสามเหล่ียมมุมฉาก 
sin    =     ดา้นตรงขา้มมุม      =    BC 

     ดา้นตรงขา้มมุมฉาก      AB 

cos    =     ดา้นประชิดมุม      =    AC 
     ดา้นตรงขา้มมุมฉาก      AB 

tan    =     ดา้นตรงขา้มมุม      =    BC 
        ดา้นประชิดมุม            AC 

หรือ  tan    =     sin    
        cos   

90  

(0, -1) 

(0, 1) 

(-1, 0) 

P(x, y)  

(1, 0) 
x 

y 

0  180  

270

  



 
A 

B 

C 
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 eccos   คือ ส่วนกลบัของ  sin   หรือ eccos   =   AB 
          BC 

sec   คือ ส่วนกลบัของ  cos   หรือ sec   =   AB 
              AC 

cot   คือ ส่วนกลบัของ  tan   หรือ tan   =   AC 
              BC 

หรือ  cot    =     cos  
         sin  
 
ตารางที ่2.1 แสดงค่าของฟังกช์นัตรีโกณมิติมุมพื้นฐาน 
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1
 

2

2
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3
 1  0  1  0  

cos  1  
2

3
 

2

2
 

2

1
 0  1  0  1  

tan  0  
3

1
 1  3    0    0  

 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 
สูตรฟังก์ชันตรีโกณมิติเบื้องต้น 

 1cossin 22    
  sin)sin(   ,  cos)cos(   

  sincoscossin)sin(   

  sinsincoscos)cos(   

 





tantan1
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)tan(




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 1cos2sin21sincos2cos 2222    
  sin)2sin(   ,  cos)2cos(   
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ตัวอย่าง 2.30 ก าหนดให ้ 3)5cot5(sec xxy   จงหา y   

วธีิท า           3)5cot5(sec xx
dx

d
y   

   
dx

xxd
xx

)5cot5(sec
)5cot5(sec3 2 

  

   









dx

xd
xec

dx

xd
xxxx

)5(
5cos

)5(
5tan5sec )5cot5(sec3 22  

    )5(5cos)5(5tan5sec)5cot5(sec3 22 xecxxxx   

    xecxxxx 5cos55tan5sec5)5cot5(sec3 22   

    xecxxxx 5cos5tan5sec5)5cot5(sec3 22   

    xecxxxx 5cos5tan5sec)5cot5(sec15 22   
 

ตัวอย่าง 2.31 ก าหนดให ้ xy 3sin 4  จงหา y   

วธีิท า           )3(sin 4 x
dx

d
y     

   4)3(sin x
dx

d
  

   
dx

xd
x

)3(sin
)3(sin4 14  

   
dx

xd
xx

)3(
3cos)3(sin4 3  

   
dx

xd

x
xx

)3(

32

1
3cos3sin4 3  

   )3(
3

1
3cos3sin2 3

x
xx  

   
x

xx
3

1
3cos3sin6 3  

   
x

xx

3

3cos3sin6 3

  



บทที่  2  อนุพันธ์  | 83 

 Calculus 1 
 

 ตัวอย่าง 2.32 ก าหนดให ้ xecy x cos3log  จงหา y   

วธีิท า           )cos3( log xec
dx

d
y x    

   )3(cos)(cos3 loglog xx

dx

d
xecxec

dx

d
  

   
dx

xd
xec

dx

xd
xxec xx )(log

3ln)3(cos
)(

)cotcos(3 loglog   

   e
x

xec
x

xxec xx log
1

)cos(3ln3
2

1
cotcos3 loglog   

   
x

xece

x

xxec xx cos3lnlog3

2

cotcos3 loglog

  

 

ตัวอย่าง 2.33 ก าหนดให ้ 

















4
cot

4
tan

xx
y  จงหา y   

วธีิท า           

























4
cot

4
tan

xx

dx

d
y    

   


















































4
tan

4
cot

4
cot

4
tan

x

dx

dxx

dx

dx
 

   



































































44
sec

4
cot

44
cos

4
tan 22 x

dx

dxxx

dx

dx
ec

x
 

   


































































4

1

4
sec

4
cot

4

1

4
cos

4
tan 22 xxx

ec
x

 

   


































4
sec

4
cot

4

1

4
cos

4
tan

4

1 22 xxx
ec

x
 

 

ตัวอย่าง 2.34 ก าหนดให ้
x

x
y

sin

1)(cos 
  จงหา y   

วธีิท า           






 


x

x

dx

d
y

sin

1)(cos    



84 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์  
 

แคลคูลสั 1  
 

            
   

2)(sin

)(sin1)(cos1)(cossin

x

x
dx

d
xx

dx

d
x

y



  

      
x

xxxx
2sin

)(cos1)(cossinsin 
  

   
x

xxx
2

22

sin

)cos(cossin 
  

   
x

xxx
2

22

sin

coscossin 
  

   
x

x

x

x

x

x
22

2

2

2

sin

cos

sin

cos

sin

sin
  

   









xx

x
x

sin

1

sin

cos
cot1 2  

   ecxxx coscotcot1 2   
 

ตัวอย่าง 2.35 ก าหนดให ้
xx

x
xf

2cos2sin

4sin
)(


  จงหา )0(f    

วธีิท า     











xx

x

dx

d
xf

2cos2sin

4sin
)(    

   
 

2)2cos2(sin

)2cos2(sin4sin)4(sin)2cos2(sin

xx

xx
dx

d
xx

dx

d
xx





  

      

 

2)2cos2(sin

)2(
)2sin(

)2(
2cos4sin

)4(
4cos)2cos2(sin

)(
xx

dx

xd
x

dx

xd
xx

dx

xd
xxx

xf












  

       
  

2)2cos2(sin

)2(2sin)2(2cos4sin)4(4cos)2cos2(sin

xx

xxxxxx




  

       
  

2)2cos2(sin

2sin22cos24sin)2cos2(sin4cos4

xx

xxxxxx




  

      
  

2))0(2cos)0(2(sin

)0(2sin2)0(2cos2)0(4sin))0(2cos)0(2)(sin0(4cos4
)0(




 f  



บทที่  2  อนุพันธ์  | 85 

 Calculus 1 
 

    
  

2)0cos0(sin

0sin20cos20sin)0cos0)(sin0(cos4
)0(




f  

                
  

2)10(

)0(2)1(20)10)(1(4




  

                
  

2)1(

20)1)(1(4 
  

                4
1

4

1

04



  

 

ตัวอย่าง 2.36 ก าหนดให ้
x

e
xf

x

cos
)(

sin

  จงหา )0(f    

วธีิท า     














x

e

dx

d
xf

x

cos
)(

sin

   

   
2

sinsin

)(cos

)(cos)(cos

x

x
dx

d
ee

dx

d
x xx 

  

   
2

sinsin

)(cos

)(sin
)(sin

)(cos

x

xe
dx

xd
ex xx 

  

   
2

sinsin

)(cos

)(sincos)(cos

x

xexex xx 
  

   
2

sinsin2

)(cos

sin)(cos

x

xeex xx 
  

              
2

0sin0sin2

)0(cos

0sin)0(cos
)0(

ee
f


  

                 
2

002

)1(

)0()1( ee 
  

                 
2)1(

)0(1)1(1 
  

                 
1

01
  

                 1
1

1
  



86 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์  
 

แคลคูลสั 1  
 

 2.3.3 อนุพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติผกผัน (Differentiation of inverse trigonometric 
function) มีบทนิยามและทฤษฎีบทต่าง ๆ ท่ีเป็นพื้นฐาน ดงัน้ี 
 ถ้าก าหนดให้ yx sin  ฟังก์ชันผกผนัเขียนแทนด้วย xy arcsin  หรือ xy 1sin  , 
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 ถ้าก าหนดให้ yx cos  ฟังก์ชันผกผนัเขียนแทนด้วย xy arccos  หรือ xy 1cos , 
11  x   และ  y0  

 ถ้าก าหนดให้ yx tan  ฟังก์ชันผกผนัเขียนแทนด้วย xy arctan หรือ xy 1tan , 
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2.4 อนุพนัธ์เชิงลอการิทมึ (Logarithmic differentiation) 
 ถา้การหาอนุพนัธ์ของฟังก์ชนั )(xfy  ท่ีอยู่ในรูปผลคูณหรือผลหารมากกวา่ 1 ฟังก์ชัน 
สามารถท าให้ง่ายข้ึนโดยใชล้อการึทึม เพื่อลดความซบัซ้อนในการหาอนุพนัธ์โดยวธีิตรง โดยการ
น าลอการึทึมใส่เขา้ไปทั้ง 2 ขา้งของสมการในฟังกช์นัและใชคุ้ณสมบติัของลอการึทึมช่วยก่อนท า
การหาอนุพนัธ์ 
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รูปที ่2.4 ฟังกช์นัประกอบ 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท์ (2564)  

(2564) 
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2.5 กฎลูกโซ่ (The chain rule) 
 ถา้ฟังกช์นั f และ g  หาอนุพนัธ์ได ้และ gfF   เป็นฟังกช์นัประกอบ ซ่ึงก าหนดโดย  

))(())(()( xgfxgfxF    แลว้ฟังกช์นั F  หาอนุพนัธ์ไดท่ี้ x  และ )())(()( xgxgfxF   
 

ถา้ก าหนด )(ufy  และ )(xgu  ซ่ึงสามารถหาอนุพนัธ์ได ้และ 
dx

dy หาค่าได ้แลว้  
 
 
 

    
du

dy
   

dx

du
 

 
 

 
 เป็นการหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัประกอบของฟังกช์นัท่ีมากกวา่ 2 ฟังกช์นัข้ึนไป โดยการ
เพิ่มกฎลูกโซ่ต่อ เพื่อหาอนุพนัธ์ได ้

dx

du

du

dy

dx

dy
  

 

เช่น ถา้ก าหนด )(ufy  และ )(xgu  และ )(thx  ซ่ึงสามารถหาอนุพนัธ์ได ้แลว้  

 
 

    
du

dy       
dx

du           
dt
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รูปที ่2.5 อนุพนัธ์ของฟังกช์นัประกอบ 3 ฟังกช์นั 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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สามารถเขียนอยูใ่นรูปอนุพนัธ์ของฟังกช์นัประกอบได ้คือ 

dt

dx

dx

du

du

dy

dx

dy
  

 

ตัวอย่าง 2.47 ก าหนดให ้ 322  uuy  และ 12  xu  จงหา 
dx

dy
 

วธีิท า        จากกฎลูกโซ่    
dx

du

du

dy

dx

dy
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dx

xd

du

uud )12()32( 2 
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              )2()22(  u   

              44  u    จากโจทย ์     12  xu    

              4)12(4  x
dx

dy   

              448  x   

      ดงันั้น    x
dx

dy
8  

 

ตัวอย่าง 2.48 ถา้ 2xy   และ 13 2  tx  จงหา 
dt

dy เม่ือ 1t  

วธีิท า        จากกฎลูกโซ่    
dt

dx
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ตัวอย่าง 2.50 ก าหนดให้ uey   , tu ln   และ xt arctan  จงหา 
dx

dy
 

วธีิท า        จากกฎลูกโซ่    
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2.6 อนุพนัธ์ของฟังก์ชันโดยปริยาย (Implicit differentiation) 
 ถ้าฟังก์ชันหน่ึงท่ีเขียนอยู่ในรูปสมการโดยแสดงความสัมพนัธ์ของตวัแปร x  และ y  
โดยรวมกันอยู่ ไม่ได้แยกแสดงออกจากกันอย่างชัดเจน คือ ฟังก์ชันท่ี เขียนอยู่ในรูปแบบ 

0),( yxF  เช่น 0252 2  yxxyxy  จะเรียกฟังก์ชนัน้ีว่าฟังก์ชันไม่ชดัแจง้หรือฟังก์ชัน
โดยปริยาย (Implicit function) 

 การหาอนุพนัธ์ของฟังก์ชนัโดยปริยายน้ี ท าไดโ้ดยการหาอนุพนัธ์ของแต่ละพจน์ทั้งหมดท่ี
อยูใ่นสมการ โดยท่ี y  เป็นฟังก์ชนัของ x  แลว้จึงท าการแกส้มการทางคณิตศาสตร์โดยปกติทัว่ไป 

เพื่อหาค่า 
dx

dy  
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ตัวอย่าง 2.51 ก าหนดให้ 0522  yxxyxy    จงหา 
dx

dy  ท่ีจุด (1, 0) 

วธีิท า       หาอนุพนัธ์เทียบ x  ของแต่ละพจน์ 
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ตัวอย่าง 2.52 ก าหนดให้ 01ln  yyx    จงหา 
dx

dy  ท่ีจุด (4, 1) 

วธีิท า       หาอนุพนัธ์เทียบ x  ของแต่ละพจน์ 

                                     )0()1ln(
dx

d
yyx

dx

d
  

           0)1()(ln)( 
dx

d
y

dx

d
yx

dx

d  

              00)(
1

)()( 







 y

dx

d

y
x

dx

d
yy

dx

d
x  

           0
1

)(
2

1


dx

dy

y
x

dx

d

x
y

dx

dy
x  

                         0
1

2


dx

dy

yx

y

dx

dy
x  

                                                  
x

y

dx

dy

ydx

dy
x

2

1
  

ดึงตวัร่วม 
dx

dy จากดา้นซา้ยมือของสมการ 

x

y

y
x

dx

dy

2

1









  

               













y
x

x

y

dx

dy

1

2  

dx

dy  ท่ีจุด (4, 1) คือ การแทนค่า x  = 4 และ y  = 1  

  ดงันั้น    












1

1
4

42

1

)1,4(dx

dy  

     
  1

4

1

12

)2(2

1




     

     
4

1


 



บทที่  2  อนุพันธ์  | 101 

 Calculus 1 
 

ตัวอย่าง 2.53 ก าหนดให ้ 1sincos  xeye yx    จงหา 
dx

dy  

วธีิท า       หาอนุพนัธ์เทียบ x  ของแต่ละพจน์ 
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ตัวอย่าง 2.54 ก าหนดให ้ xyxx 12 tan)sin(     จงหา 
dx

dy  

วธีิท า       หาอนุพนัธ์เทียบ x  ของแต่ละพจน์ 
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ตัวอย่าง 2.55 ก าหนดให ้ 5)sin(ln  xyxe y     จงหา  
dx
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วธีิท า       หาอนุพนัธ์เทียบ x  ของแต่ละพจน์ 
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             yy ex
x

y
xxe

dx

dy
 )cos(ln)sin(ln  

       
)sin(ln

)cos(ln

xxe

ex
x

y

dx

dy
y

y





  

               










 y

y
ex

x

y

xxe
)cos(ln

)sin(ln

1  

                
)sin(ln))sin(ln(

)cos(ln

xxe

e

xxex

xy
y

y

y 



  

                        
)sin(ln)sin(ln

)cos(ln
2 xxe

e

xxex

xy

dx

dy
y

y

y 



  

 

2.7 อนุพนัธ์อนัดับสูง (Derivative of higher order) 
ถา้ฟังกช์นั )(xfy   เป็นฟังกช์นัท่ีหาอนุพนัธ์ โดยอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึง คือ y หรือ 

)(xf   โดยสามารถหาอนุพนัธ์อนัดบัต่อไปเป็นอนัดบัท่ีสองได ้เขียนแทนดว้ย 

y    หรือ  )(xf   หรือ 
2

2

dx

yd  หรือ 
2

2 )(

dx

xfd  

และอนุพนัธ์อนัดบัท่ีสูงกวา่ ผลลพัธ์จากการหาอนุพนัธ์ n  คร้ัง เขียนแทนไดด้ว้ย  

)(ny   หรือ  )()( xf n  หรือ 
)(

)(

n

n

dx

yd  หรือ 
)(

)( )(
n

n

dx

xfd  

 
ตัวอย่าง 2.56 ก าหนดให ้ 1353 24  xxxy  จงหา  y      

วธีิท า         31012 3  xxy  

    1036 2  xy  

    xy 72  
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ตัวอย่าง 2.57 ก าหนดให ้ xxxy logln   จงหา y      

วธีิท า         )(log
1

)(ln)(ln x
dx

d
e

x
x

dx

d
xx

dx

d
xy 








  

        e
x

xx
dx

d

x
x log

1
ln)(

1









  

        
x

e
x

log
ln1   

        1lnlog1   xex  

                 1lnlog1   xex
dx

d
y  

        
x

ex
1

log)1( 2    

        
xx

e 1log
2
  

        
2

log1

x

e

x
  

 

ตัวอย่าง 2.58 ก าหนดให้ 0522  yxyx  จงหา 
dx

dy  และ 
2

2

dx

yd  ณ จุด )1,1(   

วธีิท า           หาอนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงเทียบ x  ของแต่ละพจน์ 

                                   )0(522

dx

d
yxyx

dx

d
  

      022  y
dx

d
yx

dx

d
yy

dx

d
xx  

                      022 
dx

dy
yy

dx

dy
xx  

                                                 yx
dx

dy
y

dx

dy
x  22  
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ดึงตวัร่วม 
dx

dy จากดา้นซา้ยมือของสมการ 

                                yxyx
dx

dy
 22  

            
yx

yx

dx

dy

2

2




   

dx

dy  ณ จุด )1,1(   คือ การแทนค่า 1x  และ 1y   

  ดงันั้น    
)1(2)1(

)1()1(2

)1,1( 




dx

dy  

         
2)1(

12






 

         3  

หาอนุพนัธ์อนัดบัสองเทียบ x   

             
22

2

)2(

)2()2()2()2(

yx

yx
dx

d
yxyx

dx

d
yx

dx

yd





  

 
22

2

)2(

)21)(2()2)(2(

yx

dx

dy
yx

dx

dy
yx

dx

yd





  

2

2

dx

yd  ท่ีจุด )1,1(  คือ การแทนค่า 1x , 1y  และ 3
)1,1(


dx

dy   

  ดงันั้น     
 2

)1,1(

2

2

)1(2)1(

)3(21)1()1(2)32()1(2)1(







dx

yd  

        
 

 221

61)12()5)(21(






 

        
 

 21

53)5(1 


 

        
1

155


 

        10
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ตัวอย่าง 2.59 ก าหนดให ้ 1 xey x   จงหา  )(ny     

วธีิท า          11)1(  xey x  

         2 xex  

    12)2(  xey x  

        32  xex  

               13)3(2  xey x  

        46  xex  

             14)4( )4(6  xey x  

        524  xex  

      

เขียนใหอ้ยูใ่นรูปล าดบั n  

เม่ือก าหนดให ้ 1n  ของอนุพนัธ์อนัดบัท่ี 1  
      11112 1)1(   xexey xx  

เม่ือก าหนดให ้ 2n  ของอนุพนัธ์อนัดบัท่ี 2  
      12123 21)1(2   xexey xx  

เม่ือก าหนดให ้ 3n  ของอนุพนัธ์อนัดบัท่ี 3  
      13134 321)1(6   xexey xx  

เม่ือก าหนดให ้ 4n  ของอนุพนัธ์อนัดบัท่ี 4  
                 14145)4( 4321)1(24   xexey xx  

      

  ดงันั้น            )1(1)( !)1(  nnxn xney  โดยท่ี nn  ...321!  
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 ในการหลกัการทางฟิสิกส์ ถา้ )(tfs   เป็นฟังกช์นัระยะทางท่ีวตัถุเคล่ือนท่ีในเวลา t การ

หาความเร็ว v  จะไดจ้ากอนุพนัธ์อนัดบัท่ี 1 ของ s  เม่ือเทียบกบั t  หรือ 
dt

ds
v   และการหา

ความเร่ง a  ของวตัถุท่ีเวลา  t  จะไดจ้ากอนุพนัธ์อนัดบัท่ี 2 คือ 
2

2

dt

sd
a   

ตัวอย่าง 2.60 ถา้กล่องใบหน่ึงถูกลากใหเ้คล่ือนท่ีในแนวเส้นตรง ttts 10
2

3

3

1 23    จงหา

ความเร่ง a  ณ จุดท่ีความเร็ว 0v  

วธีิท า                   ความเร็ว 
dt

ds
v   

       







 ttt

dt

d
10

2

3

3

1 23            

       10)2(
2

3
)3(

3

1 1213   tt      

      1032  tt  

ณ จุดท่ีความเร็ว 0v  

          01032  tt  

         0)2)(5(  tt  
  5,2t  

                  ความเร่ง 
dt

dv

dt

sd
a 

2

2

  

                1032  tt
dt

d  

               32  ta  

เม่ือ 2t  7343)2(2 a  

เม่ือ 5t  73103)5(2 a  

 ดงันั้น   ความเร่ง a  ณ จุดท่ีความเร็ว 0v  คือ 7,7  
 



108 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์ 
 

แคลคูลสั 1  
 

บทสรุป 
 การหาอนุพนัธ์ของฟังก์ชนัสามารถหาไดโ้ดยใช้บทนิยามของอนุพนัธ์ เพื่อหาอตัราส่วน
ของการเปล่ียนแปลงของฟังก์ชนัท่ีมีการเปล่ียนแปลงเกิดข้ึนอยู่เสมอ ทั้งยงัมีอนุพนัธ์ของฟังก์ชนั
ต่าง ๆ คือ อนุพนัธ์ของฟังกช์นัพีชคณิต อนุพนัธ์ของฟังกช์นัอดิศยั อนุพนัธ์เชิงลอการิทึม กฎลูกโซ่
หรืออนุพนัธ์ของฟังก์ชนัประกอบ อนุพนัธ์ของฟังก์ชนัโดยปริยาย และอนุพนัธ์อนัดบัสูง ซ่ึงจะมี
ทฤษฎีบทของการหาอนุพนัธ์ช่วยในการหาอนุพนัธ์ของฟังก์ชนั รวมทั้งการจดัผลเฉลยใหอ้ยูใ่นรูป
ท่ีถูกตอ้ง 
 
แบบฝึกหัดท้ายบทที ่2 

1. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

 1.1    35)(  xxf    1.2    52)( 2  xxf      

 1.3    3)( 2  xxxf       1.4    xxf  7)(      

 1.5    )3()(  xxxf        1.6    
x

xf
1

)(       

 1.7    
1

2
)(




x
xf        1.8    

x

x
xf




5
)(      

 1.9    2)3()(  xxf        1.10  
1

)(
2

2




x

x
xf    

 1.11  3)( 2  xxf    1.12  )2)(1()(  xxxxf    

 1.13  72)( 2  xxxf    1.14  1)(  xxxf    

 1.15  )3()( 2  xxxf    1.16  
x

xf
5

)(     

 1.17 ก าหนดให้  3)(  xxf   จงหาอนุพนัธ์ของ  )3(f    

 1.18 ก าหนดให ้ 13)( 2  xxxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )3(f     
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 1.19 ก าหนดให้ x
x

xf 
1

)(   จงหาอนุพนัธ์ของ )1(f      

 1.20 ก าหนดให้ 2)1()( xxf    จงหาอนุพนัธ์ของ )2(f       

 1.21 ก าหนดให้  
x

x
xf




1
)(   จงหาอนุพนัธ์ของ )1(f     

 1.22 ก าหนดให้ xxxf )(   จงหาอนุพนัธ์ของ )1(f     

 1.23 ก าหนดให้ )7)(5()(  xxxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )4(f     

 1.24 ก าหนดให้ )3()( 2  xxxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )0(f     

 1.25 ก าหนดให้ 
x

x
xf

21
)(


   จงหาอนุพนัธ์ของ )1(f    

   
2. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี      

 2.1    5)72()( xxf      2.2    3)( 2  xxf          

 2.3    3 2 43)(  xxf        2.4    
4

23

1
)( 












x
xf         

 2.5    )25)(1()( 2  xxxf        2.6   )23()3()( 22  xxxf     

 2.7  )7)(2)(23()(  xxxxf   2.8  
3

17
)(

2 




x

x
xf      

 2.9  
3

38

7
)( 














x

x
xf       

 2.10 ก าหนดให้ 3 2 14)(  xxxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )0(f      

 2.11 ก าหนดให้  2)8()(  xxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )9(f      

 2.12 ก าหนดให้ )3)(23()( 2  xxxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )0(f     



110 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์ 
 

แคลคูลสั 1  
 

 2.13 ก าหนดให้ 
6

4
)(

2 


x
xf   จงหาอนุพนัธ์ของ )9(f     

 2.14 ก าหนดให้ 
x

x
xf

31

3
)(




   จงหาอนุพนัธ์ของ )0(f     

 2.15 ก าหนดให้ 
2

3

9

3
)(

x

x
xf




   จงหาอนุพนัธ์ของ )0(f    

 
3. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี      
 3.1    xeey      3.2    x

y 66      

 3.3    xxy log        3.4   xx ey 23

5       

 3.5    )3(2 2

)3(  xxy       3.6   xx ey log5     

 3.7    )ln(log xy     3.8   1log  xxy    

 3.9    2ln2 xxey     3.10  )log( xxey     

 3.11 ก าหนดให้ ))25ln(ln()(  xxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )1(f      

 3.12 ก าหนดให้ 52
3 )13(log)(  xxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )0(f      

 3.13 ก าหนดให้  
2

1
)(

2 




x

x

e

e
xf   จงหาอนุพนัธ์ของ )0(f      

 3.14 ก าหนดให้ 
1

)3(
log)(

2






x

xx
xf   จงหาอนุพนัธ์ของ )1(f     

 3.15 ก าหนดให้ 
4

3

ln)(
x

xx
xf    จงหาอนุพนัธ์ของ )2(f    

 
4. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี      
 4.1    22 tan2sin xxy    4.2    )(coslog2)log(sin xey x       

 4.3    


















6
cos

6
cos3 xx

y   4.4    xxy cossin       



บทที่  2  อนุพันธ์  | 111 

 Calculus 1 
 

 4.5    )coscos(tan xy    4.6    42 )tan1( xy        

 4.7    
x

x
y

2

sec
     4.8   )(coscos 2 xecy       

 4.9    )ln(sin5 xy     4.10    xy sin1tan       

 4.11    xxxy 32 cossin2    4.12    
x

x
y

cos1

cos1




      

 4.13 ก าหนดให้ )3ln(sin)( 2 xxf    จงหาอนุพนัธ์ของ 









12


f     

 4.14 ก าหนดให้ )1cos()( 2  xexxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )0(f   

 4.15 ก าหนดให้ 
1sin2

cos
)(




x

x
xf   จงหาอนุพนัธ์ของ  0f      

  
5. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี      
 5.1    )(sin 21 xey     5.2    )arccos(sin)( xxf       

 5.3    







 

3
tan 1 x

y        5.4    41 )(cot)( xxf       

 5.5    xarcey 2sec        5.6    )(lntan)( 13 xxxf       

 5.7    









x
y

1
arccos        5.8    xecxxf 11 cossec)(       

 5.9    xxy 1tanlog        5.10  
x

x
xf

1cot
)(



    

 5.11   )(tansinln 1 xy    5.12  
x

x
xf

1tan
)(



    

 5.13  xxy 1cot      

 5.14 ก าหนดให้ 











 

2

1
tan)( 1

x

x
xf  จงหา )1(f     



112 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์ 
 

แคลคูลสั 1  
 

 5.15 ก าหนดให้ 












 

2
cos)(

2
1 x

xxf  จงหา )0(f   

  
6. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

 6.1    
53

4

)92(

7)15(






xx

xx
y   6.2    3 3433 144)42( xxxy       

 6.3    
x

x

x

xe
y

sin
        6.4    

2

11

1

cossin

x

xx
y






     

 6.5    
)4)(3(

)2)(1(






xx

xx
y       6.6    xexy x 332 tan      

 6.7    
232

2

)1()1(

5cos




xx

xx
y       6.8    

1

sin 24




x

xx
y      

 
7. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี      

 7.1 ก าหนดให้  132  tty  และ 32  xt   จงหา 
dx

dy เม่ือ 1x     

 7.2 ก าหนดให้  2uy   และ 
1

1






x

x
u  จงหา 

dx

dy    เม่ือ 0x  

 7.3 ก าหนดให้  xy ln   และ tex   จงหา 
dt

dy           

 7.4 ก าหนดให ้ 
2

2

1

1

x

x
y




  และ tx    จงหา 

dt

dy   

 7.5 ก าหนดให้  23 2  uy  และ 
1

1




x
u  จงหา 

dx

dy         

 7.6 ก าหนดให ้ 
1

1






u

u
y  และ 2xu    จงหา 

dx

dy   เม่ือ 2x  

 7.7 ก าหนดให ้ 
1

2






u

u
y  , 2)13(  su และ 321 ts    จงหา 

dt

dy   เม่ือ 1t   

 7.8 ก าหนดให้  23 uuy   และ xxu  24  จงหา 
dx

dy  เม่ือ 3x          

 7.9 ก าหนดให ้ uy   , )23( vvu   และ 
2xv    จงหา 

dx

dy   เม่ือ 1x   
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8. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี      

 8.1 ก าหนดให้ 052  xyxy   จงหา 
dx

dy     

 8.2 ก าหนดให้ 02222  yxyxxy   จงหา 
dx

dy      

 8.3 ก าหนดให ้ 0tansin 1   xyx   จงหา 
dx

dy   เม่ือ )0,1(),( yx     

 8.4 ก าหนดให้ 0cos  xy yexe   จงหา 
dx

dy เม่ือ )1,0(),( yx            

 8.5 ก าหนดให้ 0cosln  yyx   จงหา 
dx

dy  เม่ือ )1,1(),( yx          

9. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี      
 9.1 ก าหนดให้ 12  xxy  จงหา  y    

 9.2 ก าหนดให้  32 )1()(  xxf   จงหา  )()4( xf  

 9.3 ก าหนดให้  tettr 22

1

5)(    จงหา  )(tr    

 9.4 ก าหนดให ้ xxxu 5ln2cos)(     จงหา  )(xu     

 9.5 ก าหนดให้ 23sin xxxy   จงหา  )(xy    

 9.6 ก าหนดให้ 1sin 2  xxy   จงหา  
2

2

dx

yd   ท่ี 0x  

 9.7 ก าหนดให้ 022  yxyx  จงหา  
2

2

dx

yd  ท่ี 0x  

 9.8 จงหา )()12( xf  เม่ือ xxf sin)(   

 9.9 จงหา )()( xf n  เม่ือ 
12

1
)(




x
xf  

 9.10 จงหา )()( xf n  เม่ือ xxexf )(  
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การประยุกต์ของอนุพนัธ์ บทที ่
Applications of Differentiation 3 

 
 การประยุกตอ์นุพนัธ์สามารถใชไ้ดใ้นศาสตร์หลากหลายดา้นของการเปล่ียนแปลงต่าง ๆ 
ทั้งทางด้านวิศวกรรมศาสตร์ ท่ีใช้ในการหาอตัราการเปล่ียนแปลงต่าง ๆ เม่ือเทียบกบัเวลา ใน
เศรษฐศาสตร์ใชก้บัทางดา้นอุปสงคอุ์ทาน การจา้งงาน และการวิเคราะห์รวมไปถึงทางดา้นการเงิน
ท่ีเช่ือมโยงความสัมพนัธ์ต่อกนัไดอ้ยา่งเป็นระบบโดยภาพรวม ทางดา้นบริหารธุรกิจ ประยุกตก์าร
ค านวณหาค่าผลก าไร ขาดทุน จุดคุม้ทุน จากค่าสูงสุดต ่าสุดของฟังกช์นั เป็นตน้ 
 
จุดมุ่งหมายการเรียนรู้ 
 1. เขา้ใจการประยกุตข์องอนุพนัธ์ในหลายศาสตร์ 
 2. สามารถน าไปประยกุตใ์ชไ้ด ้
 3. วเิคราะห์เช่ือมโยงความสัมพนัธ์ต่อกนัไดอ้ยา่งเป็นระบบ 
 

3.1 ฟังก์ชันเพิม่และฟังก์ชันลด (Increasing and decreasing functions) 
 ถา้ )(xf  เป็นฟังกช์นัเพิ่มในช่วงใด ๆ  เม่ือส าหรับทุกค่าระหวา่ง 1x และ 2x ในช่วงนั้น  
ถา้ 21 xx   แลว้ )()( 21 xfxf    
   y              y 
 

  
 

 
รูปที ่3.1 ฟังกช์นัเพิ่ม 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 จากรูป จะเห็นไดว้า่ 21 xx   และ )()( 21 xfxf   จะไดว้า่ )(xf  เป็นฟังกช์นัเพิ่ม และ 
เส้นสัมผสัเส้นโคง้ท่ีมีความชนัเป็นบวกส าหรับทุก 21 xxx   

1x

 

)(xfy 

 

2x

 

)( 1xf

 

)( 2xf

 

1x

 

)(xfy 

 

2x

 

)( 1xf

 

)( 2xf

 

x x 
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 ถา้ )(xf  เป็นฟังก์ชันลดในช่วงใด ๆ  เม่ือส าหรับทุกค่าระหว่าง 1x  และ 2x ในช่วงนั้น  
ถา้ 21 xx   แลว้ )()( 21 xfxf    
               y         y 

                 
 
 
 

                 

รูปที ่3.2 ฟังกช์นัลด 
 ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564)  

   จากรูป จะเห็นไดว้า่ 21 xx   และ )()( 21 xfxf   จะไดว้า่ )(xf  เป็นฟังกช์นัลด และ 
เส้นสัมผสัเส้นโคง้ท่ีมีความชนัเป็นลบส าหรับทุก 21 xxx   
 
  ถา้ )(xf  เป็นฟังก์ชนัค่าคงตวั (Constant function) ในช่วงใด ๆ เม่ือส าหรับทุกค่าระหวา่ง   

1x  และ 2x  ในช่วงนั้น ถา้ 21 xx   แลว้ )()( 21 xfxf    

   
 
 
 

 

รูปที ่3.3 ฟังกช์นัค่าคงตวั 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ส าหรับทุกค่าระหวา่ง 1x  และ 2x  จะได ้ )()( 21 xfxf   จะไดว้า่ )(xf  เป็นฟังกช์นัค่าคงตวั 
 

x 

)(xfy 

 )()( 21 xfxf 

 

1x

 
2x

 

y 

)(xfy   

)( 1xf  

)( 2xf  

1x  2x  

)(xfy   

 

)( 2xf  

1x  
2x  

x x 
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ตัวอย่าง 3.1 จากกราฟของฟังก์ชัน )(xf  ดงัรูป จงพิจารณาว่าเป็นฟังก์ชันเพิ่ม ฟังก์ชันลด หรือ
ฟังกช์นัค่าคงตวัในช่วงใด ๆ 

 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที ่3.4 กราฟของฟังกช์นัเพิ่ม 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 จะไดว้า่ )(xf เป็นฟังกช์นัเพิ่มในช่วง  1,5   และ  5,1  และเป็นฟังกช์นัค่าคงตวัในช่วง 
 1,1 โดยสังเกตไดจ้าก )(xf เป็นฟังกช์นัเพิ่มในช่วง 

   1,5                        และ             5,1                                                                     

x  -5 -3 -1  
 

x  1 3 5 

y  -70 -10 0 y  0 10 70 

ฟังก์ชนัเพิ่ม จะสังเกตไดว้า่ ถา้ค่า x  เพิ่ม แลว้ y  เพิ่ม หรือ ถา้ค่า x  ลด แลว้ y  ลด ซ่ึงจะ
เป็นไปในทิศทางเดียวกนั )(xf เป็นฟังกช์นัค่าคงตวัในช่วง  

                                 1,1  

x  -1 0 1 

y  0 0 0 

ฟังกช์นัค่าคงตวั ไม่วา่ x  จะเพิ่มหรือลด ค่า y  มีค่าเท่าเดิมเสมอ 
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ตัวอย่าง 3.2 จากกราฟของฟังก์ชัน )(xf  ดงัรูป จงพิจารณาว่าเป็นฟังก์ชันเพิ่ม ฟังก์ชันลด หรือ
ฟังกช์นัค่าคงตวัในช่วงใด ๆ 

 

 

 

 

 
 

รูปที ่3.5 กราฟของฟังกช์นัลด 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

)(xf เป็นฟังกช์นัลดในช่วง  2,2  โดยสังเกตไดจ้าก 

x  -2 -1 0 1 2 

y  8 1 0 -1 -8 

ฟังก์ชันลดสังเกตได้ว่า ถ้าค่า x  เพิ่ม แล้ว y  ลด หรือ ถ้าค่า x  ลด แล้ว y  เพิ่ม ซ่ึงจะ
เป็นไปในทิศทางตรงกนัขา้ม  
 

3.2 จุดวกิฤต (Critical points) 
จุดวกิฤตของฟังกช์นั )(xf  คือ จุดบนกราฟ ณ ท่ี cx   โดย 0)(  cf  หรือ )(cf   หาค่า

ไม่ได้ รวมถึงกรณี  )(cf  ด้วย และจะเรียก )(cf  ว่าค่าวิกฤต (Critical value) ของฟังก์ชัน 
)(xf  

ขั้นตอนการหาจุดวกิฤต    
1. จากบทนิยาม คือ หาอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงของฟังกช์นั โดย 0)(  xf  
2. แกส้มการทางคณิตศาสตร์เพื่อใหไ้ดจุ้ดวกิฤต ณ จุด x  ใด ๆ 
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ตัวอย่าง 3.3 ถา้ 11862)( 23  xxxxf  จงหาจุดวกิฤตและค่าวกิฤตทั้งหมดของฟังกช์นั 

วธีิท า    18126)( 2  xxxf   

จากบทนิยาม  0)(  xf  

              018126 2  xx  

  0)32(6 2  xx  

  0)3)(1(6  xx  

  0)3)(1(  xx  

        3,1x  

ค่าวกิฤต ณ ท่ี 1x            1)1(18)1(6)1(2)1( 23 f  

               = 2 )1( – 6 + 18 + 1 

               = 11 

ค่าวกิฤต ณ ท่ี 3x              1)3(18)3(6)3(2)3( 23 f  

               = 2(27) – 6(9) – 54 + 1 

               = – 53 

ดงันั้น จุดวกิฤต 2 จุด คือ )11,1(  และ )53,3(    
 
ตัวอย่าง 3.4  ถา้ 1ln)(  xxxf  จงหาจุดวกิฤตและค่าวกิฤตทั้งหมดของฟังกช์นั 

วธีิท า พิจารณาค่าของฟังกช์นัเม่ือ 0x เน่ืองจากค่าหลงั log  หรือ ln  ตอ้งมีค่ามากกวา่ 0 

)(ln)(ln)( x
dx

d
xx

dx

d
xxf   

xx
dx

d

x
x ln)(

1









  
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                          xxf ln1)(    เม่ือ x > 0 

จากบทนิยาม          0)(  xf  

          0ln1  x  

               1ln x  

              1ln  ee x  

                  1 ex  

      
e

x
1

  

ค่าวกิฤต ณ ท่ี 
e

x
1

   1
1

ln
1

)( 









ee
xf        

             1ln
1 )1(  e
e
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3.3 ค่าสุดขดีของฟังก์ชัน (Extreme value of function) 
       ค่าสุดขีดของฟังก์ชัน คือ ค่าสูงสุดหรือต ่าสุดของฟังก์ชัน (Maximum and minimum of 
function) 

 3.3.1 ค่าสูงสุดสัมบูรณ์และค่าต ่ าสุดสัมบูรณ์ของฟังก์ชัน (Absolute maximum and 
minimum of function) 
 ฟังกช์นั f มีค่าสูงสุดสัมบูรณ์ท่ี cx  เม่ือ )()( xfcf   ส าหรับทุกค่า x  ในโดเมนของ f  
 ฟังกช์นั f มีค่าต ่าสุดสัมบูรณ์ท่ี cx  เม่ือ )()( xfcf   ส าหรับทุกค่า x  ในโดเมนของ f  
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ค่าสูงสุดสัมบูรณ์หรือค่าต ่าสุดสัมบูรณ์ของฟังกช์นั สามารถเรียกไดว้า่ “ค่าสุดขีดสัมบูรณ์” 
(Absolute extreme) 
 การพิจารณาจากกราฟของฟังกช์นั )(xfy  โดยท่ีโดเมนของฟังกช์นั f คือ สมาชิกทุกตวั
หรือทุกคา่ของ x  อยูร่ะหวา่งค่า a  และ b  ดงัรูป 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.6 กราฟแสดงค่าสุดขีดสัมบูรณ์ 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

จากกราฟ  
-  ค่าสูงสุดสัมบูรณ์ คือ )( 2cf และจุดสูงสุดสัมบูรณ์ คือ  )(, 22 cfc   

-  ค่าต ่าสุดสัมบูรณ์ คือ )(bf และจุดต ่าสุดสัมบูรณ์ คือ  )(, bfb  

ข้อสังเกต  ค่าสูงสุดสัมบูรณ์และค่าต ่าสุดสัมบูรณ์ของฟังก์ชันจะมีได้เพียงอย่างละ1 ค่าเท่านั้ น
ในช่วงโดเมนของฟังกช์นั f  
 
 3.3.2 ค่าสูงสุดสัมพัทธ์และค่าต ่าสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชัน (Local or relative maximum 
and minimum of function) 

ฟังก์ชัน f มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์ ท่ี cx  เม่ือ )()( xfcf   ส าหรับทุกค่า x  ในช่วง I  
ช่วงหน่ึง ๆ ของโดเมนของ f  

ฟั งก์ชัน f มีค่ าต ่ าสุดสัมพัทธ์ ท่ี cx  เม่ือ )()( xfcf   ส าห รับทุกค่า x  ในช่วง I  
ช่วงหน่ึง ๆ ของโดเมนของ f  

a 
c1 

c2 

b 
c4 c3 

)(xfy 
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ค่าสูงสุดสัมพทัธ์หรือค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังก์ชนั สามารถเรียกไดว้า่ “ค่าสุดขีดสัมพทัธ์” 
(Local or relative extreme) 

พิจารณาจากกราฟของฟังกช์นั )(xfy  โดยช่วง I  ช่วงหน่ึง ๆ ของโดเมนในฟังกช์นั f  ดงัรูป 

 
 
 
 
 
 

 
รูปที ่3.7 กราฟแสดงค่าสุดขีดสัมพทัธ์ 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

จากกราฟ  -  ค่าสูงสุดสัมพทัธ์ คือ )( 1cf และจุดสูงสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 11 cfc  
-  ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ )( 2cf และจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 22 cfc  

ข้อสังเกต  ค่าสูงสุดสัมพทัธ์ไม่จ  าเป็นตอ้งเป็นค่าสูงสุดท่ีแสดงอยูใ่นกราฟและค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ก็
ไม่จ  าเป็นตอ้งเป็นค่าต ่าสุดท่ีอยูใ่นกราฟเช่นกนั เน่ืองจากสนใจในช่วง I  ช่วงหน่ึงเท่านั้นในโดเมน
ของฟังกช์นั f  

 ถา้ f  เป็นฟังก์ชนัต่อเน่ืองบนช่วงใด ๆ และ f  เป็นฟังก์ชนัท่ีสามารถหาอนุพนัธ์ไดทุ้ก
ค่าของ x  ระหวา่งค่าในช่วงนั้น ๆ จะไดว้า่ 

1. ถา้ 0)(  xf  ส าหรับทุกค่า x  ระหวา่งค่าในช่วงนั้น ๆ แลว้ f จะเป็นฟังกช์นัเพิ่มบน
ช่วงนั้น 

2. ถา้ 0)(  xf  ส าหรับทุกค่า x  ระหวา่งค่าในช่วงนั้น ๆ แลว้ f จะเป็นฟังกช์นัเพิ่มลด
ช่วงนั้น 

3. ถา้ 0)(  xf  ส าหรับทุกค่า x  ระหวา่งค่าในช่วงนั้น ๆ แลว้ f จะเป็นฟังกช์นัคงตวั
บนช่วงนั้น 

c2 

c1 

ช่วง I 

)(xfy 
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หมายเหตุ อนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงของฟังก์ชนั f  หรือ )(xf   คือ ความชนัของเส้นสัมผสัท่ีจุดใด ๆ
นั้นเอง 

 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.8 กราฟแสดงความชนัของเส้นสัมผสั 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
 จากรูป ให้จุด 1x , 2x , 3x , 4x และ 5x  เป็นจุดของเส้นสัมผสัความชนับนเส้นโคง้ )(xfy 

โดยพิจารณาความชนัของเส้นสัมผสัเส้นโคง้ของจุดต่าง ๆ จะไดว้า่ 
- ท่ีจุด 1x  เส้นสัมผสัเส้นโคง้มีความชนัเป็นค่าลบ และเส้นโคง้มีลกัษณะด่ิงลง  
- ท่ีจุด 2x  เส้นสัมผสัเส้นโคง้มีความชนัเป็นศูนย ์ 
- ท่ีจุด 3x  เส้นสัมผสัเส้นโคง้มีความชนัเป็นค่าบวก และเส้นโคง้มีลกัษณะด่ิงข้ึน 
- ท่ีจุด 4x  เส้นสัมผสัเส้นโคง้มีความชนัเป็นศูนย ์ 
- ท่ีจุด 5x  เส้นสัมผสัเส้นโคง้มีความชนัเป็นค่าลบ และเส้นโคง้มีลกัษณะด่ิงลง  

 โดยท่ีจุด 2x  จะเปล่ียนจากโคง้ลงเป็นโคง้ข้ึน โดยให้ค่าต ่าสุด ณ จุดนั้น ซ่ึงเปล่ียนจาก
ความชนัลบไปเป็นบวกและ 5x  เปล่ียนจากโคง้ข้ึนเป็นโคง้ลง โดยให้ค่าสูงสุด ณ จุดนั้น ซ่ึงเปล่ียน
จากความชนับวกไปเป็นลบ 

 
 
 
 

)(xfy 

 x5 

x1 

x2 

x4 

x3 
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ตัวอย่าง 3.5 จงหาค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังก์ชนั )(xf ในช่วง 1I  , 2I , 3I และค่าสูงสุด
หรือต ่าสุดสัมบูรณ์ของฟังกช์นัในโดเมน f  จากกราฟ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.9 กราฟแสดงค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
ในช่วง 1I   

-  ค่าสูงสุดสัมพทัธ์ คือ )( 2cf และจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 22 cfc   
-  ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ )( 1cf และจุดสูงสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 11 cfc  

ในช่วง 2I   
-  ค่าสูงสุดสัมพทัธ์ คือ )( 2cf และจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 22 cfc  

-  ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ )( 3cf และจุดสูงสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 33 cfc  

ในช่วง 3I   
-  ค่าสูงสุดสัมพทัธ์ คือ )( 4cf และจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 44 cfc  

-  ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ )( 3cf  และจุดสูงสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 33 cfc  

ในโดเมน f   
-  ค่าสูงสุดสัมบูรณ์ คือ )( 2cf และจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 22 cfc  

-  ค่าต ่าสุดสัมบูรณ์ คือ )(bf และจุดสูงสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, bfb  

I3 
I2 

I1 

a 
c1 

c2 
b 

c4 c3 

y = f (x) 
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 3.3.3 การทดสอบหาค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังก์ชัน  
 การหาจุดสูงสุดหรือต ่าสุดของฟังก์ชนั จะตอ้งมีเง่ือนไขโดยพิจารณาท่ีจุดวิกฤต ดงันิยาม
ในหวัขอ้ 3.2 ท่ีแสดงไวใ้หแ้ลว้ โดยมี 2 วธีิ คือ 

1. การพิจารณาของการเปล่ียนเคร่ืองหมายโดยอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึง 
- ถา้ )(xf   เปล่ียนจากค่าบวกไปเป็นค่าลบ แสดงวา่ฟังก์ชนั f  มีค่าสูงสุดสัมพทัธ์ของ

ฟังก์ชัน คือ )(cf ท่ี cx  โดยจากการแทนค่าใกล้ c  จากทางซ้ายและทางขวา
ใน )(xf   

- ถา้ )(xf  เปล่ียนจากค่าลบไปเป็นค่าบวก แสดงวา่ฟังก์ชนั f  มีค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ของ
ฟังก์ชัน คือ )(cf  ท่ี cx  โดยจากการแทนค่าใกล้ c  จากทางซ้ายและทางขวา
ใน )(xf   

- ถา้ )(xf   ไม่เปล่ียนเคร่ืองหมายจากค่าบวกไปเป็นค่าลบ หรือจากค่าลบไปเป็นค่าบวก 
แสดงวา่ฟังกช์นั f  ไม่มีค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั ท่ี cx   

หมายเหตุ การแทนค่าท่ีนอ้ยกวา่และมากกวา่ c  เพียงเล็กนอ้ยเท่านั้น 

 การหาค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังก์ชัน โดยเร่ิมจากการหาจุดวิกฤตและท าการ
พิจารณาค่าในแต่ละช่วงของ )(xf   ทั้งทางดา้นซา้ยและขวาของจุดวกิฤต 
 
ขั้นตอนการหาค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังก์ชัน 

1. จากบทนิยาม คือหาอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงของฟังกช์นั โดย 0)(  xf  
2. แกส้มการทางคณิตศาสตร์เพื่อใหไ้ดค้่าวกิฤต ณ จุด x  ใด ๆ 
3. พิจารณาค่าในแต่ละช่วงของ )(xf   

 
ตัวอย่าง 3.6 จงหาค่าและจุดสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังก์ชัน 52492)( 23  xxxxf  

และใชโ้ปรแกรม FreeMat ในการวาดกราฟ 

วธีิท า   24186)( 2  xxxf   

1. จากบทนิยาม    0)(  xf                
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    024186 2  xx  
หาร 6 ตลอดทั้งสมการ        0432  xx                

       0)1)(4(  xx    
  ค่า x  ท่ีท  าใหเ้กิดจุดวกิฤต  คือ            4,1 x    

ค่าวกิฤต ท่ี 1x   5)1(24)1(9)1(2)1( 23 f  

               524)1(9)1(2   

               52492   
               8  

ค่าวกิฤต ท่ี 4x             5)4(24)4(9)4(2)4( 23 f  

               596)16(9)64(2   

               596144128   
               115  

  ดงันั้น จุดวกิฤต 2 จุด คือ (1, -8) และ (-4, 115)  

2. น าค่า x  ท่ีท  าใหเ้กิดจุดวกิฤตมาพิจารณาโดยการทดสอบการเปล่ียนเคร่ืองหมายจาก
ทางดา้นซา้ยและขวาของจุดวิกฤต 

- พิจารณา จุดวกิฤต (-4, 115) 
        )4(  xf         )4(  xf  

เลือกท่ีใกล ้เช่น              5x          3x  
  

จาก  )1)(4(6)(  xxxf  
         )15)(45(6)5( f    )13)(43(6)3( f  
          = ( + ) ( - ) ( - )               = ( + ) ( + ) ( - ) 
          = ( + )                = ( - ) 

จะเห็นไดว้่าเคร่ืองหมายเปล่ียนจากค่าบวกไปเป็นค่าลบ แสดงว่า ณ จุดวิกฤต ท่ี 4x

เป็นค่าสูงสุดสัมพทัธ์ คือ 116 และจุด (-4, 116) เป็นจุดสูงสุดสัมพทัธ์ 

4x  
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- พิจารณา จุดวกิฤต  (1, – 8) 
                 )1(  xf               )1(  xf  

เลือกท่ีใกล ้คือ        0x                   2x  
  

จาก  )1)(4(6)(  xxxf  
         )10)(40(6)0( f     )12)(42(6)2( f  
          = ( + ) ( + ) ( - )               = ( + ) ( + ) ( + ) 
          = ( - )                = ( + ) 

จะเห็นไดว้า่เคร่ืองหมายเปล่ียนจากค่าลบไปเป็นค่าบวก แสดงวา่ ณ จุดวกิฤต ท่ี 1x  เป็น
ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ –8 และจุด (1, –8) เป็นจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ 

 กราฟของฟั งก์ชัน  52492)( 23  xxxxf  จากการใช้โปรแกรม FreeMat เพื่ อ
สามารถใชใ้นการตรวจสอบไดว้า่ไดท้  าการหาค่าหรือจุดต่าง ๆ ถูกตอ้งหรือไม่ โดยมีวธีิการดงัน้ี 

1. เปิดโปรแกรม FreeMat > New File ดงัภาพ  

 

รูปที ่3.10 โปรแกรม FreeMat 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

1 
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2. จะไดด้งัภาพ และเขียนโปรแกรมส าหรับการสร้างกราฟ 
 

 

รูปที ่3.11 การประมวลผลของโปรแกรม FreeMat 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
3. ท าการบนัทึกไฟลพ์ร้อมตั้งช่ือและประมวลผลโปรแกรม save > save as > test.m > 

Execute  
 

 

รูปที ่3.12 การบนัทึกไฟลแ์ละประมวลผลของโปรแกรม FreeMat 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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จะไดก้ราฟของฟังกช์นั 52492)( 23  xxxxf  

 
รูปที ่3.13 กราฟของฟังกช์นั 52492)( 23  xxxxf  

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

 ค่าสูงสุดสัมพทัธ์ คือ 116 และจุดสูงสุดสัมพทัธ์ (-4, 116)  

 ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ -8 และจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ (1, -8)  

ขอ้ดีจากการท่ีสร้างกราฟไดเ้อง คือ สามารถตรวจสอบค าตอบจากการค านวณไดจ้ากรูป 
 

ตัวอย่าง 3.7 จงหาค่าและจุดสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชัน 3

2

3

5

2)( xxxf   และใช้
โปรแกรม FreeMat ในการวาดกราฟ 

วธีิท า      1
3

2
1

3

5

3

2
2

3

5
)(











 xxxf  

     3

1

3

2

3

4

3

5 

 xx             

    
3

1

3

1

3

1

3

2

3

4

3

5

xx

x
x 

















   

    
3

1

3

1

3

4

3

5

xx

x
  

3

1

3

45

x

x 
   
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1. จากบทนิยาม    0)(  xf   

    0

3

45

3

1




x

x    โดยท่ี 0x  

                  045 x  

                        45 x  

            5

4
x  

 
2. เน่ืองจาก  )0(f ไม่มีค่า เม่ือ 0x  จะได ้ 0)0( f  

 ค่า x  ท่ีท  าใหเ้กิดจุดวกิฤต 
5

4
,0x  

ค่าวกิฤต ท่ี 0x    0)0( f  

ค่าวกิฤต ท่ี 
5

4
x                3

2

3

5

5

4
2

5

4

5

4













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











f  

                
3

2

3

5

5

4
2

5

4

















  

                            
3

2

3

2

5

4
2

5

4

5

4

























  

                
















 2

5

4

5

4 3

2

 

                           


















5

5
)2(

5

4

5

4 3

2

 

                           












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


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5
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4 3
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
  

 ดงันั้น จุดวกิฤต 2 จุด คือ (0, 0) และ 
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3. น าค่า x  ท่ีท  าให้เกิดจุดวิกฤตมาพิจารณาโดยการทดสอบการเปล่ียนเคร่ืองหมายจาก
ทางดา้นซา้ยและขวาของจุดวกิฤต 

- พิจารณา จุดวกิฤต  (0, 0) 
       0)(  xf   0)(  xf  

เลือกท่ีใกล ้คือ        
2

1
x        

2

1
x  

      

จะเห็นไดว้่าเคร่ืองหมายไม่เปล่ียน แสดงว่า )(xf ณ จุดท่ี 0x ไม่มีค่าสูงสุดและต ่าสุด
สัมพทัธ์ และ )(xf  เป็นฟังกช์นัลดท่ี 0x  

- พิจารณา จุดวกิฤต  


























3

2

5

4

5

6
,

5
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5

4
)(  xf   

5

4
)(  xf  

เลือกท่ีใกล ้คือ        
2

1
x                   1x  

  

จะเห็นไดว้่าเคร่ืองหมายเปล่ียนจากค่าลบไปเป็นค่าบวก แสดงว่า ณ จุดวิกฤต ท่ี 
5

4
x  

เป็นค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ 3
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

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  และจุด 





















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3

2
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,
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4 เป็นจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ 

กราฟของฟังกช์นั 3

2

3

5

2)( xxxf    โดยใชโ้ปรแกรม FreeMat ในการวาดกราฟ 

         ( - )     0                ( - ) 

    ( - )                 
5

4             ( + ) 
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รูปที ่3.14 กราฟของฟังกช์นั 3

2

3

5

2)( xxxf   
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
ตัวอย่าง 3.8 จงหาค่าและจุดสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั 5)( 4  xxf และใชโ้ปรแกรม 
FreeMat ในการวาดกราฟ 

วธีิท า                34)( xxf                   

1. จากบทนิยาม             0)(  xf   
                      04 3 x  
      0x  
 

2. ค่า x  ท่ีท  าใหเ้กิดจุดวกิฤต    0 x  

 ค่าวกิฤต ท่ี 0x               50)0( 4 f  

                        5  

 ดงันั้น จุดวกิฤต 1 จุด คือ (0, -5)  

3. น าค่า x  ท่ีท  าให้เกิดจุดวิกฤตมาพิจารณาโดยการทดสอบการเปล่ียนเคร่ืองหมายจาก
ทางดา้นซา้ยและขวาของจุดวกิฤต 
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- พิจารณา จุดวกิฤต  (0, -5) 
       0)(  xf   0)(  xf  

เลือกท่ีใกล ้คือ        1x      2x  
  

จะเห็นไดว้า่เคร่ืองหมายเปล่ียนจากค่าลบไปเป็นค่าบวก แสดงวา่ ณ จุดวิกฤต ท่ี 0x เป็น
ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ -5 และจุด (0, -5) เป็นจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ 

กราฟของฟังกช์นั 5)( 4  xxf  จะไดจ้ากใชโ้ปรแกรม FreeMat ในการวาดกราฟ 

 
รูปที ่3.15 กราฟของฟังกช์นั 5)( 4  xxf  

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

2. การหาค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นัโดยอนุพนัธ์อนัดบัท่ีสอง 
เป็นวธีิการท่ีง่ายในการหาโดยใชอ้นุพนัธ์อนัดบัท่ีสองตามวธีิการต่อไปน้ี 

ขั้นตอนการหาค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังก์ชัน  
1. จากบทนิยาม คือหาอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงของฟังกช์นั โดย 0)(  xf  
2. แกส้มการทางคณิตศาสตร์เพื่อใหไ้ดค้่าวกิฤต ณ จุด x  ใด ๆ  
3. ทดสอบค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์จากค่าวิกฤต โดยการหา )(xf   เช่น ถ้าได้ ค่า

วกิฤต ax   และพิจารณาดงัน้ี 

 ( - )              0            ( + ) 
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3.1 ถา้ 0)(  af   แลว้ )(af จะเป็นค่าสูงสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั ณ จุด a   
3.2 ถา้ 0)(  af   แลว้ )(af  จะเป็นค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั ณ จุด a  
3.3 ถา้ 0)(  af   ไม่สามารถสรุปได้ว่าเป็นค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ ซ่ึงจะตอ้ง

กลบัไปใชว้ธีิการหาแบบอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึง 
 

ตัวอย่าง 3.9 จงหาค่าและจุดสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั 193)( 23  xxxxf   

วธีิท า    963)( 2  xxxf   

1. จากบทนิยาม  0)(  xf  

                    0963 2  xx  

หาร 3 ตลอดทั้งสมการ      0322  xx  

                      013  xx  

2. ค่า x  ท่ีท  าใหเ้กิดจุดวกิฤต   1,3 x  

3. ทดสอบค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์จากค่าวกิฤต โดยการหา 66)(  xxf  

น าค่า 1,3x  แทนใน )(xf   

- พิจารณา ค่าวกิฤต  3x                  

    0126)3(6)3( f  
ดงันั้น )3(f  ใหค้่าสูงสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั คือ 
    1)3(9)3(3)3()3( 23 f  

               28127)9(327 2   

- พิจารณา ค่าวกิฤต  1x                 

     0126)1(6)1( f  

ดงันั้น )1(f   ใหค้่าต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั คือ 
       1)1(9)1(31)1( 23 f  
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               41931)1( f  

ค่าสูงสุดสัมพทัธ์ คือ 28 และจุดสูงสุดสัมพทัธ์ (– 3, 28)  

ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ – 4 และจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ (1, – 4)  
 
ตัวอย่าง 3.10 จงหาค่าและจุดสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั xexxf  2)(    

วธีิท า                   )2(1)( 2 xeexxf xx    

                                  
xx xeex   22  

1. จากบทนิยาม  0)(  xf  

          022   xx xeex  

               0)2(  xxe x  
                  0)2(  xxe x  

         2,0x  

2. ค่า x  ท่ีท  าใหเ้กิดจุดวกิฤต  2,0 x  
 

3. ทดสอบค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์จากค่าวกิฤต โดยการหา 

    xxx exexxexf   )1()2()1()(  

                              xxx xeexxe   )2(  

- พิจารณา ค่าวกิฤต 0x   

     000 )0()02()0()0(   eeef  
               )01(20   

               02   

ดงันั้น )0(f   ใหค้่าต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั คือ 

   020)0(  ef   
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                  )1(0)0( f  

                                0  

- พิจารณา ค่าวกิฤต 2x   

     222 2)22(2)2(   eeef  

               02 2  e  

ดงันั้น )2(f   ใหค้่าสูงสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั คือ 

   222)2(  ef   

                  24  e  

ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ 0 และจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ (0, 0)  

ค่าสูงสุดสัมพทัธ์ คือ 2 และจุดสูงสุดสัมพทัธ์ คือ )4,2( 2e  
 

3.4 การประยุกต์ใช้ค่าต ่าสุดหรือค่าสูงสุดของฟังก์ชัน 
 การหาความสัมพนัธ์ของสมการต่าง ๆ ในการแกปั้ญหาทางคณิตศาสตร์โดยอาศยัอนุพนัธ์ 
ซ่ึงโจทยป์ระยุกต์ท่ีก าหนดให้จะตอ้งท าการสร้างสมการและวาดรูปประกอบตามเง่ือนไข เพื่อ
แสดงถึงความสัมพนัธ์ไดง่้ายข้ึน แลว้ก าหนดตวัแปรใหก้บัปริมาณต่าง ๆ ถา้มีตวัแปรมากกวา่ 1 ตวั
แปร จะต้องท าให้ เหลือตัวแปรเดียวโดยอาศัยเง่ือนไขจากโจทย์และสร้างสมการแสดง
ความสัมพนัธ์ของตวัแปรให้เหลือเพียงสมการเดียวของส่ิงท่ีโจทยต์อ้งการ จึงน ามาทดสอบหาค่า
ต ่าสุดหรือสูงสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั 

ตัวอย่าง 3.11 จงหาจ านวน 2 จ านวนซ่ึงเป็นจ านวนเต็มท่ีมีค่าต่างกนั 10 และผลคูณของเลขทั้ง 2 
จ  านวน มีค่านอ้ยท่ีสุด 

วธีิท า  ให ้ x  เป็นเลขจ านวนท่ี 1  
                 10 x   เป็นเลขจ านวนท่ี 2 

ให ้ y  เป็นผลคูณของเลขทั้ง 2 จ านวน 
ดงันั้น xxxxy 10)10( 2    
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พิจารณาหาค่า x  ซ่ึงเป็นค่าวกิฤตจาก  0y  
  จะได ้         102  xy      

               0102 x  

                       102 x  
          5 x  

พิจารณาได ้2 กรณี 
- อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึง  

                     0y        0y   
  

เคร่ืองหมายเปล่ียนจากลบไปเป็นบวก แสดงวา่ใหค้่าต ่าสุดสัมพทัธ์ หรือพิจารณาอีกวธีิหน่ึงคือ  

- อนุพนัธ์อนัดบัสอง 
     02 y  ใหล้กัษณะเดียวกนั คือ ใหค้่าต ่าสุดสัมพทัธ์ 

                จ านวนท่ี 1 คือ 5x  และจ านวนท่ี 2 คือ 510510 x            
 ดงันั้น  2 จ านวน คือ 5 และ -5 
 
ตัวอย่าง 3.12 บริษทัแห่งหน่ึงตอ้งการท าก าไรมากท่ีสุดใน 1 เดือน จากการขายสินคา้ชนิดหน่ึง โดย
ตั้งราคาขายท่ีมีความสัมพนัธ์ของยอดขายเป็นหน่วยต่อปี โดยมีค่าวสัดุเส่ือม 10,000 บาท ตน้ทุน
ต่อช้ินในการผลิตสินคา้และค่าขนส่งท่ี 40 บาทต่อช้ิน และสมการของราคาขาย คือ x02.0500   
บาทต่อช้ิน บริษทัควรผลิตจ านวนก่ีช้ินจึงจะมีก าไรมากท่ีสุด 
วธีิท า  ให ้ x  เป็นจ านวนของยอดขายมีหน่วยเป็นช้ิน 
       r  เป็นฟังกช์นัของรายได ้
       c  เป็นฟังกช์นัของตน้ทุน 
       p  เป็นฟังกช์นัของก าไร 
สร้างสมการหาความสัมพนัธ์ 
  202.0500)02.0500()( xxxxxr   
  xxc 40000,10)(   
  000,1046002.0)40000,10(02.0500)( 22  xxxxxxp  

 ( - )              5  ( + ) 
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พิจารณาหาค่า x  ซ่ึงเป็นค่าวกิฤตจากฟังกช์นัของก าไร 0)(  xp  
  จะได ้    046004.0  x    

     46004.0 x  

             04.0

460
x  

                  500,11 x  ช้ิน 

ดงันั้น บริษทัตอ้งผลิตสินคา้ 11,500 ช้ินต่อเดือน จึงจะมีก าไรมากท่ีสุด 
 
ตัวอย่าง 3.13 จงหาขนาดของรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากท่ีมีพื้นท่ีมากท่ีสุด โดยมีความยาวเส้นรูป 120 
หน่วย 

วธีิท า  ให ้ A  เป็นพื้นท่ีของรูปส่ีเหล่ียมมุมฉาก 
        x  เป็นความกวา้งของรูปส่ีเหล่ียมมุมฉาก 
       y  เป็นความกวา้งของรูปส่ีเหล่ียมมุมฉาก 

หาความสัมพนัธ์ไดจ้ากโจทย ์
     ดงันั้น ความยาวเส้นรอบรูป 12022  yx  (1) 

                พื้นท่ี     xyA    (2) 

        

   รูปที ่3.16 รูปส่ีเหล่ียมมุมฉาก 
 ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

  จากสมการความยาวเส้นรอบรูปในสมการ (1) จะได ้ xy  60   
 และแทน y  ในสมการท่ี (2) 

 260)60( xxxxA    

- ทดสอบหาค่าวกิฤตจากเง่ือนไขของโจทยท่ี์ม่ีพื้นท่ีมากท่ีสุด 

    xA 260  

y

 

x
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- หาค่าวกิฤตจาก 0A  

    0260  x  
            602 x  

               30x  

 จาก xy  60  303060  y  

 ดงันั้น ความกวา้ง 30x และความยาว 30y คือรูปส่ีเหล่ียมจตุัรัสท่ีมีความยาวดา้นละ 
30 หน่วย ท่ีมีความยาวเส้นรอบรูป 120 หน่วย และมีพื้นท่ีมากท่ีสุดตามเง่ือนไข 

 

ตัวอย่าง 3.14 การเกิดปฏิกิริยาเคมีระหว่างอุณหภูมิมีหน่วยเป็นองศาเซลเซียส C  ในการทดลอง
คร้ังหน่ึงท่ีสัมพนัธ์กับเวลา t  มีหน่วยเป็นวินาทีตามสมการ 

21.06)( tttC   เม่ือเวลาท่ีเท่าใด
อุณหภูมิจะข้ึนสูงสุดและอุณหภูมิสูงสุดมีค่าเท่าใด 

วธีิท า        จากความสัมพนัธ์ของสมการ 21.06)( tttC   
- ทดสอบหาค่าวกิฤตจาก  ttC 2.06)(   
- หาค่าวกิฤตจาก 0)(  tC  

    02.06  t  

                    62.0 t  

             2.0

6
t  

                            30  วนิาที 

ดงันั้น เม่ือเวลา 30 วนิาที อุณหภูมิจะข้ึนสูงสุด 2)30(1.0)30(6)30( C  

            )900(1.0180   

            90180   

          90 องศาเซลเซียส 

    เม่ือเวลา 30 วนิาที อุณหภูมิจะข้ึนสูงสุด 90 องศาเซลเซียส 
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3.5 ความเร็ว ความเร่ง (Velocity, Acceleration) 

สมการของการเคล่ือนท่ีของวตัถุมีหลายวิธีในทางฟิสิกส์ มีทั้ งการเคล่ือนท่ีในแนวท่ี 
เส้นตรง แนวด่ิง และไม่ใช่เส้นตรง แต่จะกล่าวถึงเฉพาะความเร็ว ความเร่งการเคล่ือนท่ีของวตัถุใน
แนวเส้นตรงและอตัราสัมพทัธ์ท่ีมีความสัมพนัธ์ของอตัราส่วนของตวัแปรต่าง ๆ 

3.5.1 ความเร็ว ความเร่ง 
ความสัมพนัธ์ระหวา่งระยะทางท่ีเกิดจากการเคล่ือนท่ีเป็นแนวตรงเทียบกบัเวลา t 

ท่ีใชใ้นการเคล่ือนท่ีของวตัถุนั้น สามารถเขียนให้อยูใ่นรูปฟังก์ชนั )(ts  เรียกว่า “สมการ
ของการเคล่ือนท่ี” 

การหาความเร็วและความเร่ง 
1. ความเร็ว (Velocity) คือ อตัราการเปล่ียนแปลงการเคล่ือนท่ีของระยะทางเทียบกับ

เวลาท่ีใชใ้นการเคล่ือนท่ี 
 
 
                   

รูปที ่3.17 อตัราการเปล่ียนแปลงการเคล่ือนท่ี 
 ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

1.1 ความเร็วเฉล่ีย (Average velocity) คือ อัตราส่วนระหว่างระยะทางทั้ งหมดท่ี
เคล่ือนท่ีไดห้ารดว้ยเวลา 

t

tstts

t

s
vavr











)()(
 

 s   คือ ระยะทางท่ีเกิดจากการเคล่ือนท่ีของวตัถุจากท่ีหน่ึงไปอีกท่ีหน่ึง 

 t    คือ เวลาท่ีใชใ้นการเคล่ือนท่ีของวตัถุ 

ณ เวลา tt      

C 

จุดเร่ิมตน้ 0t  ณ เวลา t  

s s  
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1.2 ความเร็ว ณ ขณะเวลา t  ใด ๆ หรืออัตราการเปล่ียนแปลงขณะใดขณะหน่ึง 
(Instantaneous velocity) ของความเร็ว ซ่ึงเวลาท่ีใช้ในการเคล่ือนท่ีมีค่าน้อยมาก 
หรือ t   มีค่าเขา้ใกลศู้นย ์ )0( t  หรืออนุพนัธ์อนัดบัหน่ึง 

   
)(

)()(
lim

0

ts

t

tstts

dt

ds
v

t

avr











 

2. ความเร่ง (Acceleration) คือ อตัราการเปล่ียนแปลงของความเร็วเทียบกบัเวลา 
 
 
 
 

 

รูปที ่3.18 อตัราการเปล่ียนแปลงของความเร็ว 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
2.1 ความเร่งเฉล่ีย (Average acceleration) คือ อตัราส่วนระหวา่งความเร็วท่ีเปล่ียนไป

ทั้งหมดกบัช่วงเวลาท่ีเปล่ียนความเร็วนั้น 

      dt

dv
aavr   

  v   คือ ความเร็วของวตัถุท่ีเกิดจากการเคล่ือนท่ีของวตัถุจากท่ีหน่ึงไปอีกท่ีหน่ึง 

2.2 ความเร่ง ณ ขณะเวลา t  ใด ๆ หรืออัตราการเปล่ียนแปลงขณะใดขณะหน่ึง 
(Instantaneous velocity) ของความเร่ง ซ่ึงเวลาท่ีใช้ในการเคล่ือนท่ีมีค่าน้อยมาก 
หรือ t   มีค่าเขา้ใกลศู้นย ์ )0( t  หรืออนุพนัธ์อนัดบัสอง 

ณ เวลา t  ณ เวลา tt      

C 

v  vv   
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

)(

)()(
lim

0

2

2

ts

t

tstts

dt

sd

dt

ds

dt

d

dt

dv
a

t



















 

 
ตัวอย่าง 3.15 รถยนตค์นัหน่ึงเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงตามสมการของการเคล่ือนท่ีโดยท่ีความสัมพนัธ์
กบัเวลา t คือ 53)( 23  ttts  เมตร จงหา 

1. ระยะทาง ขณะเวลาท่ี 3 วนิาที 
2. ความเร็ว ขณะเวลาท่ี 3 วนิาที 
3. ความเร่ง ขณะเวลาท่ี 3 วนิาที        

            รูปที ่3.19 การเคล่ือนท่ีของรถยนต ์

วธีิท า 1. ระยะทางขณะ 3t               ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

  จาก 53)( 23  ttts  

   53)3(3 23   

   59)27(3   

   = 85 เมตร 
 
 
 
 

 

        รูปที ่3.20 กราฟของระยะทาง 

จุดเร่ิมตน้  

C 

s  
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รูปที ่3.21 กราฟของความเร็ว 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

2. ความเร็วขณะ 3t   

           
dt

ds
v   หรือ s  

                    53 23  tt
dt

d  

                    ttts 29)( 2   

                    )3(2)3(9)3( 2 s  

               = 9(9) + 6  
= 87 เมตรต่อวนิาที  

 
 

3. ความเร่งขณะ 3t    

                       
dt

dv
a   หรือ s   

                    tt
dt

d
29 2   

     218)(  tts  

    2)3(18)3( s  

   = 54 + 2  
= 56 เมตรต่อวนิาที2 

 
 
 
 
 
 
 
 รูปที ่3.22 กราฟของความเร่ง 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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ตัวอย่าง 3.16 ลูกแกว้ลูกหน่ึงถูกโยนข้ึนไปในอากาศดว้ยความเร็ว 30 เมตรต่อวินาที ตามแนวด่ิง 
และสมการของการเคล่ือนท่ีของลูกแกว้ซ่ึงเป็นความสูงจากพื้นดิน ttth 568)( 2   เมตร จงหา 

1. ความเร็วเฉล่ียในช่วงเวลา 2t  ถึง 4 วนิาที 
2. ความเร็ว ขณะเวลาท่ี 3t วนิาที 
3. ระยะทางท่ีลูกแกว้ข้ึนไปสูงสุด  
4. เวลาเท่าใดท่ีลูกแกว้ข้ึนไปไดสู้งเป็นระยะทาง 80 เมตร  

 
วธีิท า 1. ความเร็วเฉล่ีย arvv  ในช่วงเวลา 2t  ถึง 4 วนิาที 

    

t

thtth

t

h

t

s
varv
















)()(

 

                )4(56)4(8)4( 2 h   

             224128   

             96  

                )2(56)2(8)2( 2 h  

              11232   
             80  

           

2

16

2

8096

24

)2()4(











hh
vavr

 

                = 8 เมตรต่อวนิาที 

ดงันั้น ความเร็วเฉล่ียในช่วงเวลา 2t  ถึง 4 วนิาที คือ 8 เมตรต่อวนิาที 

h  

รูปที ่3.23 การเคล่ือนท่ีแนวด่ิง 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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2. ความเร็ว ขณะเวลาท่ี 3t  วนิาที 

จาก   
dt

ds
v    หรือ )(ts  

         5616)(  tth  

   56)3(16)(  th  

      5648  

       = 8 เมตรต่อวินาที 

ดงันั้น ความเร็ว ขณะเวลาท่ี 3t วนิาที คือ 8 เมตรต่อวนิาที 
 
3. ระยะทางท่ีลูกแกว้ข้ึนไปสูงสุด (กอ้นหินจะมีความเร็วเป็นศูนยห์รือ 0v ) 

จาก  
dt

ds
v   หรือ  )(ts   มีค่าเท่ากบั 0 

            0)(  th  

   05616  t  

               5616 t  

             5.3
16

56
 t วนิาที 

แทนค่า 5.3t ในสมการการเคล่ือนท่ี ttth 568)( 2    

        )5.3(56)5.3(8)5.3( 2 h  

                 = 98 + 196 

                = 294 เมตร 

ดงันั้น ระยะทางท่ีลูกแกว้ข้ึนไปสูงสุด  คือ 294 เมตร 
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4. เวลาเท่าใดท่ีลูกแกว้ข้ึนไปไดสู้งเป็นระยะทาง 80 เมตร ( 80h ) 

จาก              ttth 568)( 2   

                    tt 56880 2   

  080568 2  tt  

      01072  tt  

      0)5)(2(  tt  

                        5,2t  
 
3.5.2 อตัราสัมพทัธ์ (Related rates) 
 อัตราสัมพัทธ์ คือ อัตราการเปล่ียนแปลงของปริมาณใด  ๆ เม่ือเทียบกับการ
เปล่ียนแปลงของเวลา โดยถา้ตวัแปร x  เป็นฟังกช์นัของปริมาณใด ๆ (เช่น พื้นท่ี, ปริมาตร 

หรือน ้ าหนกั) ของเวลา t  แลว้อตัราสัมพทัธ์ x  คือ 
dt

dx  โดยตวัแปรท่ีสัมพนัธ์ของปริมาณ

อาจมีมากกว่าหรือเท่ากบั 1 ตวัข้ึนไปในสมการ และใช้กฎลูกโซ่ เพื่อใชแ้กปั้ญหาในการ
ค านวณ 

หมายเหตุ ถา้เวลาผา่นไป t เพิ่มข้ึน และ  

- ค่าตวัแปร x  เพิ่ม จะได ้
dt

dx  เป็นบวก (+) 

- ค่าตวัแปร x  ลด จะได ้
dt

dx  เป็นลบ (-) 

 
ตัวอย่าง 3.17 เคร่ืองเล่นด่ิงหอคอย (Space tower)  เคล่ือนท่ีข้ึนในแนวด่ิงดว้ยความเร็ว 250 เมตรต่อ
วนิาที โดยมีกลอ้งวดีีโอบนัทึกภาพตั้งอยูห่่างจากฐานดา้นล่างของเคร่ืองเล่น 120 เมตร จงหาวา่
ระยะทางระหวา่งกลอ้งบนัทึกวดีีโอบนัทึกภาพกบัเคร่ืองเล่นจะเปล่ียนไปดว้ยอตัราเร็วเท่าใด 
ขณะท่ีเคร่ืองเล่นอยูสู่ง 160 เมตร 
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วธีิท า ตอ้งการหา 
dt

ds  เม่ือเคร่ืองเล่นมีความสูงอยูท่ี่ 160 เมตร 

ให ้ s  เป็นระยะทางระหวา่งกลอ้งและเคร่ืองเล่น 

ให ้ y  เป็นความสูงของเคร่ืองเล่น 

หาความสัมพนัธ์ของรูป(โดยใชท้ฤษฎีบทปีทาโกรัส)  

จะไดส้มการ  222 120 ys     (1) 

    อตัราการเปล่ียนแปลงอตัราเร็วของระยะทางเม่ือเวลา t  ใด ๆ คือ  

       
dt

dy
y

dt

ds
s 22    

         
dt

dy
y

dt

ds
s    

           
dt

dy

s

y

dt

ds
    (2) 

โจทยก์ าหนดให้ความเร็วท่ีเคล่ือนท่ีในแนวด่ิง 250 เมตรต่อวนิาที 

    250
dt

dy
 เมตรต่อวินาที 

ความสูงของเคร่ืองเล่น 160 เมตร  
    160 y  เมตร 

 ระยะทางของกลอ้งบนัทึกภาพและเคร่ืองเล่น 
จากสมการท่ี (1)   222 160120 s  

    000,40600,25400,142 s  
          200000,40  s  เมตร 

แทนค่า s , y  และ 
dt

dy  ในสมการ (2) 

    200)250(
200

160


dt

ds  เมตรต่อวินาที 

 ดังน้ัน ขณะท่ีเคร่ืองเล่นอยูสู่ง 160 เมตร และระยะทางระหวา่งเคร่ืองเล่นกบักลอ้งห่างกนั 
120 เมตร จะเปล่ียนไปดว้ยอตัราเร็ว 200 เมตรต่อวนิาที 

120 

y = 160 s 

รูปที ่3.24 การเคล่ือนท่ีของเคร่ืองเล่นด่ิงหอคอย 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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ตัวอย่าง 3.18 จงหาอตัราการเปล่ียนแปลงของรัศมีเม่ือบรรจุแก๊สฮีเลียมใส่ในลูกโป่งทรงกลมดว้ย
อตัราเร็ว 5 ลูกบาศกเ์ซนติเมตรต่อวนิาที โดยท่ีลูกโป่งมีรัศมี 10 เซนติเมตร 

วธีิท า ให ้ r   เป็นรัศมีของลูกโป่ง 
      v  เป็นปริมาตรของลูกโป่ง 
 
 
 
 
 
 

 
หาความสัมพนัธ์จากปริมาตรของทรงกลม เพื่อหาอตัราการเปล่ียนแปลง 

    3

3

4
rv   

 
dt

dr
r

dt

dv 23
3

4
  

 อตัราการเปล่ียนแปลงของรัศมีเม่ือเวลา t  ใด ๆ 

dt

dv

rdt

dr
24

1


      (1) 

โจทยก์ าหนดให ้ r  = 10 เซนติเมตร และ 
dt

dv = 5 ลูกบาศกเ์ซนติเมตรต่อวินาที 

จากสมการท่ี (1)   
 

 5
104

1
2




dt

dr  

          
80

1
    เซนติเมตรต่อวนิาที 

ดังน้ัน อตัราการเปล่ียนแปลงของรัศมี มีค่า 
80

1 เซนติเมตรต่อวินาที 

รูปที ่3.25 ลูกโป่งท่ีบรรจุแก๊สฮีเลียม 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 

He 



บทที่  3  การประยุกต์ของอนุพันธ์  | 149 

 Calculus 1 
 

ตัวอย่าง 3.19 อ่างเก็บน ้ าทรงส่ีเหล่ียมมุมฉาก เม่ือท าการบรรจุน ้ าลงไปดว้ยอตัราการไหลเขา้ 15 
ลูกบาศกเ์มตรต่อนาที ถา้อ่างเก็บน ้ามีฐานกวา้ง 6 เมตร ยาว 10 เมตร และสูง 8 เมตร จงหาอตัราการ
เปล่ียนแปลงของระดบัน ้าท่ีสูงข้ึนเป็นเท่าใด 

 

 

 

 

 

 

 

วธีิท า  ให ้ v เป็นปริมาตรของอ่างเก็บน ้า 
        h เป็นความสูงของอ่างเก็บน ้า 

หาความสัมพนัธ์จากปริมาตรทรงส่ีเหล่ียมมุมฉาก 
  V = กวา้ง  ยาว  สูง 
     = 6  10  h 
         = 60h 

                             
dt

dh

dt

dv
60    (1) 

โจทยก์ าหนดให ้ 6
dt

dv จากสมการท่ี (1) จะได ้
dt

dh
606   

 ดงันั้น อตัราการเปล่ียนแปลงของระดบัน ้า เม่ือเวลา t  ใด ๆ 
dt

dh 0.1 เมตรต่อนาที  

หรือ10 เซนติเมตรต่อนาที 
 

10 
6 

8 

รูปที ่3.26 อ่างเก็บน ้าทรงส่ีเหล่ียมมุมฉาก 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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ตัวอย่าง 3.20 ถงัโลหะทรงกระบอกส าหรับเก็บน ้ ามนัมีจุดร่ัว ซ่ึงท าใหน้ ้ ามนัไหลออกไปดว้ยอตัรา 
16 ลูกบาศก์เซนติเมตรต่อวินาที โดยถงัมีขนาดเส้นผ่านศูนยก์ลาง 12 เซนติเมตร จงหาอตัราการ
ไหลออกของน ้ามนัจะลดลงเท่าใด 

 

 

 
 
 
 
 

วธีิท า  ให ้ v เป็นปริมาตรของทรงกระบอก 
         h เป็นปริมาตรของทรงกระบอก 
         r เป็นรัศมีของทรงกระบอก 

หาความสัมพนัธ์จากปริมาตรทรงกระบอก 

   hrv 2   โดย r = 8 

      = 64 h  

dt

dh

dt

dv
64   โดย 16

dt

dv  

dt

dh
6416   

  อตัราการไหลออกของน ้ามนั เม่ือเวลา t ใด ๆ 

64

16


dt

dh  

      
4

1
  

 ดังน้ัน อตัราการไหลออกของน ้ามนัจะลดลง 
4

1  เซนติเมตรต่อวินาที 

h 

8 

รูปที ่3.27 ถงัโลหะทรงกระบอก 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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ตัวอย่าง 3.21 กรวยกลมซ่ึงท ามุม 45 องศาในแนวด่ิง โดยมีอตัราคงท่ีของปริมาตรน ้ าอยู่ท่ี 30 
ลูกบาศกเ์ซนติเมตรต่อวนิาที เม่ือความสูงของน ้าท่ีระดบั 60 เซนติเมตร จงหา 

1.  อตัราความสูงของน ้าท่ีเพิ่มข้ึนต่อวนิาที 
2. อตัรารัศมีพื้นผวิของน ้าท่ีเพิ่มข้ึนต่อวินาที 
3. อตัราพื้นท่ีผวิของน ้าท่ีเพิ่มข้ึนต่อวนิาที 

วธีิท า  ให ้h เป็นความสูงของน ้า 
       r เป็นรัศมีพื้นผวิของน ้า 
       A เป็นพื้นท่ีผวิของน ้า 
       V เป็นปริมาตรของน ้า 
 
หาความสัมพนัธ์ไดจ้ากสูตร 

- ปริมาตรของกรวยกลม  hrV 2

3

1
     (1) 

- พื้นท่ีผวิ   2rA      (2) 

เน่ืองจากกรวยกลมท ามุม 45 องศา ดงันั้น hr   

จากสมการ (1) จะได ้   3

3

1
hV    

     2h
dh

dV
   

1. อตัราความสูงของน ้าเม่ือเทียบกบัเวลา คือ 
dt

dh
   

โดยใชก้ฎลูกโซ่   
dt

dV

dV

dh

dt

dh
      

           30
1

2


h
     

              
2

30

h
  

 

h 
r 

รูปที ่3.28 กรวยกลม 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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 เม่ือ 60h  อตัราความสูงของน ้าเม่ือเทียบกบัเวลา คือ 

                
22 )60(

3030




h
 

            
)600,3(

30


  

             
120

1
 เซนติเมตรต่อวินาที 

 

2. อตัรารัศมีพื้นผวิของน ้าเม่ือเทียบกบัเวลา คือ 
dt

dr
   

จากสมการ (2) จะได ้   r
dr

dA
2  

 

เน่ืองจาก hr   เม่ือ 60h   

อตัรารัศมีพื้นผวิน ้าเทียบกบัเวลา คือ 
120

1
  เซนติเมตรต่อวินาที 

 

3. อตัราพื้นท่ีผวิของน ้าเม่ือเทียบกบัเวลา คือ 
dt

dA
  

โดยใชก้ฎลูกโซ่   
dt

dr

dr

dA

dt

dA
  

           
2

30
2

r
r

dt

dA


    

                     
r

60
    

เม่ือ 60r  

 อตัราพื้นท่ีผวิน ้าเทียบกบัเวลา คือ 
r

60
   ตารางเซนติเมตรต่อวินาที 
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3.6 การประยุกต์อนุพนัธ์เกีย่วกบัรูปแบบไม่ก าหนด (Indeterminate forms)  
     และกฎโลปิตาล (L’Hopital’s rule) 

 การหาลิมิตของฟังก์ชนัในบทท่ี 1 ไม่สามารถสรุปไดว้า่ 
)(

)(
lim

xg

xf

ax
 หาค่าไดห้รือไม่ ถา้อยู่

ใ น รู ป แบ บ  



,

0

0  ห รื อ รู ป แบ บ อ่ื น ๆ  ซ่ึ ง เป็ น ลั ก ษ ณ ะ ท่ี บ อ ก ไม่ ไ ด้ เ ช่ น กั น  คื อ 
00 ,0,,0   และ 1  เรียกรูปแบบลกัษณะน้ีว่า “รูปแบบไม่ก าหนด” ในการหาค่าของ

รูปแบบดงักล่าว สามารถท าไดโ้ดยใช ้กฎโลปิตาล 

วธีิการใช้กฎโลปิตาล มีดงัน้ี 

1. รูปแบบ 



,

0

0  

 ก าหนดให้ f และ g เป็นฟังก์ชันของ x และ a เป็นจ านวนจริงใดๆ โดยท่ี 0)(lim 


xf
ax

 

และ 0)(lim 


xg
ax

 หรือ 


)(lim xf
ax

 และ 


)(lim xg
ax

 จะไดว้า่   

)(

)(
lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

axax 





 

เม่ือ 
)(

)(
lim

xg

xf

ax 




 หาค่าได ้หรือไม่เป็นค่าอนนัต ์

 ถ้า 
)(

)(
lim

xg

xf

ax 




 ยงัอยู่ในรูปแบบไม่ก าหนด 

0

0
 หรือ 




   อีก ให้ใช้กฎโลปิตาลซ ้ าอีก

จนกระทั่งได้ค่า )(lim )( xf n

ax
 และ )(lim )( xg n

ax
 ไม่เป็นศูนย์ หรือ   พร้อมกัน โดยท่ี n  เป็น

จ านวนเตม็บวก จะได ้
)(

)(

)(

)(
lim...

)(

)(
lim

)(

)(
lim

)(

)(
lim

)(

)(

)(

)(

xg

xf

xg

xf

xg

xf

xg

xf

xg

xf
n

n

n

n

axaxaxax













 

 

ตัวอย่าง 3.22 จงหาค่าของ 
x

x

x sin
lim

0
  

วธีิท า  เน่ืองจาก 
0

0

0sin

0

sin
lim

0


 x

x

x
  

  เป็นลิมิตท่ีอยูใ่นรูปแบบไม่ก าหนด แบบ 
0

0
 จึงสามารถใชก้ฎโลปิตาลได ้ 
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)(sin

)(

lim
sin

lim
00

x
dx

d

x
dx

d

x

x

xx 
  

                  
xx cos

1
lim

0
  

             
0cos

1
  

       
1

1
  

       1  
 

 

ตัวอย่าง 3.23 จงหาค่าของ 












 







2

9cos3
lim

2

  

วธีิท า  เน่ืองจาก 




























22

9
2

cos3

2

9cos3
lim

2












 

              
0

903 
  

              
0

93
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  เป็นลิมิตท่ีอยูใ่นรูปแบบไม่ก าหนด แบบ 
0

0  จึงสามารถใชก้ฎโลปิตาลได ้
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ตัวอย่าง 3.24 จงหาค่าของ 
15

1
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0 

 

 x

x

x
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วธีิท า  เน่ืองจาก 
0
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
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x
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  เป็นลิมิตท่ีอยูใ่นรูปแบบไม่ก าหนด แบบ 
0

0  จึงสามารถใชก้ฎโลปิตาลได ้
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ตัวอย่าง 3.25 จงหาค่าของ 
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lim
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วธีิท า  เน่ืองจาก 





 15
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2 xx
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  เป็นลิมิตท่ีอยูใ่นรูปแบบไม่ก าหนด แบบ 



  จึงสามารถใชก้ฎโลปิตาลได ้
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  จึงตอ้งใชก้ฎโลปิตาลซ ้ า 
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ตัวอย่าง 3.26 จงหาค่าของ  
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lim

0
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  เป็นลิมิตท่ีอยูใ่นรูปแบบไม่ก าหนด แบบ 



  จึงสามารถใชก้ฎโลปิตาลได ้
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2. รูปแบบไม่ก าหนดอ่ืน ๆ ท่ีอยูใ่นรูปแบบ )(0  ,  โดยจ าเป็นท่ีจะตอ้งจดัให้อยู่

ใน 

รูป  
0

0 หรือ 



 ก่อน จึงสามารถท าการใชก้ฎโลปิตาลได ้

 
ตัวอย่าง 3.27 จงหาค่าของ xx

x
lnlim 2

0

 

วธีิท า  เน่ืองจาก xx
x

lnlim 2

0

 = )(0    เป็นลิมิตท่ีอยู่ในรูปแบบไม่ก าหนด แบบ )(0   

ซ่ึงสามารถจดัใหอ้ยูใ่นรูป 


   และใชก้ฎโลปิตาลได ้

                    xx
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lnlim 2

0
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ตัวอย่าง 3.28 จงหาค่าของ xx
x

cot2sinlim
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วธีิท า เน่ืองจาก xx
x

cot2sinlim
0

 = )(0    เป็นลิมิตท่ีอยู่ในรูปแบบไม่ก าหนด แบบ )(0   ซ่ึง

สามารถจดัใหอ้ยูใ่นรูป 



  และใชก้ฎโลปิตาลได ้
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                        xx
x

cot2sinlim
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x 20 sec
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      =  2 
 
ตัวอย่าง 3.29 จงหาค่าของ  xx

x

tanseclim

2



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วธีิท า เน่ืองจาก  xx
x
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2





 =    เป็นลิมิตท่ีอยู่ในรูปแบบไม่ก าหนด แบบ   

ซ่ึงสามารถจดัใหอ้ยูใ่นรูป 
0

0  และใชก้ฎโลปิตาลได ้
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ตัวอย่าง 3.30 จงหาค่าของ 





 


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วธีิท า เน่ืองจาก 




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2lim  =    เป็นลิมิตท่ีอยูใ่นรูปแบบไม่ก าหนด แบบ   

ซ่ึงสามารถจดัใหอ้ยูใ่นรูป 
0

0  และใชก้ฎโลปิตาลได ้
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



 


xxx

x

2lim   = 
















1

1
1lim

x
x

x
 



160 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์ 
 

แคลคูลสั 1  
 

                                                    

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3. รูปแบบไม่ก าหนดอ่ืนๆ ท่ีอยูใ่นรูปแบบ 00 , 0 หรือ 1 โดยจ าเป็นท่ีจะตอ้งจดัใหอ้ยู ่

ในรูป 
0

0
 หรือ 




   ก่อน จึงสามารถท าการใชก้ฎโลปิตาลได ้

 
ตัวอย่าง 3.31 จงหาค่าของ 2

0
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วธีิท า เน่ืองจาก 2
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 = 00  ซ่ึงจะตอ้งจดัให้อยู่ในรูปท่ีสามารถใชก้ฎโลปิตาลได ้โดยการใส่ 

 ln  เพือ่ก าจดัก าลงัให้
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ตัวอย่าง 3.32 จงหาค่าของ 
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 = 0  ซ่ึงจะตอ้งจดัให้อยู่ในรูปท่ีสามารถใช้กฎโลปิตาลได ้โดย

 การใส่ ln เพื่อก าจดัก าลงัให้
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ตัวอย่าง 3.33 จงหาค่าของ 
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การใส่ ln เพื่อก าจดัก าลงัให ้
  

x

x x












9
1lim  

              

x

x
y 










9
1lnln  

                                  









x
x

9
1ln  

                                    

x

x

1

9
1ln 










   



บทที่  3  การประยุกต์ของอนุพันธ์  | 163 

 Calculus 1 
 

                        y
x

lnlim


  = 
x

x

x 1

9
1ln

lim












= 

0

0    

           

                            

               = 
 1

9
1ln

lim












x
dx

d

xdx

d

x
     

               = 
2

2

9

9
1

1

lim
 








 











x

x

x

x
 

              = 












x

x 9
1

9
lim = 9  

                      y
x

lnlim


  =  9 

                  
9ey   

ดงันั้น 
x

x x












9
1lim  =    9 

 



164 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์ 
 

แคลคูลสั 1  
 

บทสรุป 
 การประยุกต์อนุพนัธ์ หากพิจารณาร่วมกบับทท่ีผ่านมา สามารถน ามาต่อยอดใช้ค  านวณ
แกไ้ขโจทยปั์ญหาในการหาค่าต ่าสุดหรือสูงสุดของฟังกช์นัได ้โดยน าไปหาค่าอนุพนัธ์ของฟังกช์นั
เพื่อหาค่าวิกฤตท่ีท าให้มีค่าต ่าสุดหรือสูงสุดตามเง่ือนไข แลว้จะไดค้  าตอบของสมการหรือฟังก์ชนั
นั้น ๆ และน าไปสรุปผลในสาขาวชิาต่าง ๆ ได ้เช่น  
 1. การหาอตัราการเปล่ียนแปลงของก๊าซ แก๊ส การไหลต่าง ๆ ของสารเคมี ทางเคมี 
 2. การค านวณหาความเร็ว ความเร่ง ทางฟิสิกส์  
 3. การหาอตัราการเกิด การเจริญเติบโต การตาย ทางชีววทิยา 
 4. การหาการเปล่ียนแปลงของเวลาในการประมวลผลของโปรแกรม ทางคอมพิวเตอร์  
 5. การหาจุดคุม้ทุน ก าไร ขาดทุน ทางดา้นบริหารธุรกิจหรือเศรษฐศาสตร์ เป็นตน้ 
 
แบบฝึกหัดท้ายบทที ่3 

1. จงหาจุดวกิฤต ค่าต ่าสุดหรือสูงสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 
 1.1  1842)( 23  xxxxf                   

 1.2  3

2

3

5

)( xxxf    

 1.3 34)( xxf      

 1.4 
2

3
18

2

15
)( 23  xxxxf   

 1.5 42)( 23  xxxf     

 1.6 
x

xxf
4

)(    

 1.7 
1

)1(
)(

2

2






x

x
xf     

2. โยนลูกบอลข้ึนไปในอากาศ ความสัมพนัธ์ระหวา่งท่ีลูกบอลอยูห่่างจากพื้นดิน s  เมตรหลงัจาก
โยนลูกบอลข้ึนไป t  วนิาที เป็นไปตามสมการ จงหาระยะทางท่ีลูกบอลข้ึนไปไดสู้งสุด 
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3. กระดาษแข็งรูปส่ีเหล่ียมจตุัรัสยาวดา้นละ 10 ซม. ตอ้งการตดัมุมทั้งส่ีออกเป็นรูปส่ีเหล่ียมจตุัรัส
ยาวด้านละ x  ซม. แล้วพบัตามรอยเส้นประเพื่อเช่ือมท ากล่องฝาเปิดดงัรูป x  ควรจะมีค่าเท่าไร
กล่องจึงจะมีปริมาตรมากท่ีสุด และมีปริมาตรมากท่ีสุดเท่าไร    

4. พ่อคา้คนหน่ึงทราบว่าถา้เขาตั้งราคาสินคา้อย่างหน่ึงช้ินละ 20 บาท ในหน่ึงสัปดาห์เขาจะขาย
สินคา้ได ้1,000 ช้ิน  ถา้เขาลดราคาลงช้ินละ 1 บาท เขาจะขายสินคา้ไดเ้พิ่มอีก 100 ช้ินเป็น 1,100 
ช้ิน ถา้เขาลดราคาลงช้ินละ 2 บาท เขาจะขายส้ินคา้ไดเ้พิ่มอีก 200 ช้ิน เป็น 1,200 ช้ิน ถา้เป็นเช่นน้ี
เร่ือย ๆ ไ ป เขาควรจะตั้งราคาสินคา้เท่าไรจึงจะมีเงินจากการขายมากท่ีสุด 

5. ตอ้งการน าเชือกท่ีมีความยาว 160 เมตร ไปลอ้มรอบท่ีดินเป็นรูปส่ีเหล่ียมมุมฉาก เพื่อให้ไดพ้ื้นท่ี
มากท่ีสุด จงหาความกวา้งและความยาวในการลอ้มรอบท่ีดิน   

6.  กล่องใบหน่ึงเคล่ือนท่ีในแนวเส้นตรง โดยมีสมการการเคล่ือนท่ี 53
3

2 3  tts หน่วย จงหา

ความเร็วและความเร่งของกล่อง เม่ือเวลาผา่นไป 3 นาที  

7.  ถา้ระยะทางท่ีรถยนตเ์คล่ือนท่ีเม่ือเวลา t  ใดๆ ตามสมการ 496 23  ttts โดยท่ี s มีหน่วย
เป็นกิโลเมตร และ t  มีหน่วยเป็นนาที จงหา 
 7.1 ระยะทางและความเร่ง เม่ือความเร็วมีค่าเป็นศูนย ์
 7.2 ระยะทางและความเร่ง เม่ือความเร่งมีค่าเป็นศูนย ์

8.  บนัไดหน่ึงยาว 5 เมตร โดยปลายดา้นบนพิงก าแพงแต่เกิดการล่ืนไถล ปลายดา้นล่างของบนัได
อยูบ่นพื้นดินเคล่ือนไถลห่างออกจากก าแพง 3 เมตร ดว้ยความเร็ว 2 เมตรต่อวินาที ในขณะท่ีปลาย
ดา้นล่างของบนัไดอยู่ห่างจากก าแพงเป็นระยะทาง 3 เมตร จงหาว่าปลายด้านบนจะเคล่ือนลงท่ี
ขอบก าแพงดว้ยความเร็วเท่าใด    

9.  ในการแข่งขนัการก่อกองทรายเป็นรูปเจดีย ์ซ่ึงเททรายบนยอดดว้ยความเร็ว 3 ลูกบาศก์ฟุตต่อ
วินาที โดยท่ีกองทรายยงัคงรูปเดิมและส่วนสูงของรัศมีจะเท่ากบัรัศมีของฐานกองทราย จงหาว่า
ส่วนสูงของกองทรายจะเพิ่มข้ึนดว้ยความเร็วเท่าใด ขณะท่ีกองทรายมีความสูง 6 ฟุต 

10. แผน่โลหะกลมเม่ือไดรั้บความร้อนจะขยายตวั โดยเส้นรอบวงจะยาวเพิ่มข้ึนดว้ยอตัราเร็ว 4 
เซนติเมตรต่อนาที จงหาพื้นท่ีหนา้ตดัของแผน่โลหะจะเพิ่มข้ึนดว้ยอตัราเร็วเท่าใด   



166 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์ 
 

แคลคูลสั 1  
 

11. จงหาค่าลิมิตต่อไปน้ี โดยใชก้ฎโลปิตาล 
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การปริพนัธ์ บทที ่
Integrate 4 

 
 การหาปริพนัธ์หรือท่ีเรียกวา่การอินทิเกรต (Integration) เป็นกระบวนการตรงขา้มกบัการ
หาอนุพนัธ์ (Derivative) โดยท่ีโจทยก์ าหนดอนุพนัธ์ของฟังก์ชันมาให้ แต่ตอ้งการหาฟังก์ชันท่ี
สอดคลอ้งกบัอนุพนัธ์นั้น เรียกวา่การหาปฏิยานุพนัธ์ (Anti - derivative)  
 
จุดมุ่งหมายการเรียนรู้ 
 1. เขา้ใจความหมายของปริพนัธ์ 
 2. สามารถหาค่าปริพนัธ์ได ้
 3. สามารถน าไปประยกุตใ์ชไ้ดอ้ยา่งถูกตอ้ง 
 

4.1 การหาปริพนัธ์ในความหมายของปฏยิานุพนัธ์  

 นิยาม ฟังกช์นั )(xF เป็นปฏิยานุพนัธ์หน่ึงของฟังกช์นั )(xf ถา้   )(xfxF   

ตัวอย่าง 4.1      ให ้ c  เป็นค่าคงท่ีใด ๆ 
      cxxF  3)(  เป็นปฏิยานุพนัธ์ของ 

23)( xxf   

  เน่ืองจาก   23 3)( xcx
dx

d
xF   

   เช่น ถา้ 21 c ;   23
1 32)( xx

dx

d
xF   

        ถา้ 52 c ;   23
2 35)( xx

dx

d
xF   

สรุปไดว้า่ปฏิยานุพนัธ์ของ )(xf มีจ  านวนไม่จ  ากดัข้ึนอยูก่บัค่าของ c  

 ถ้า )(xF  เป็นปฏิยานุพนัธ์ของ )(xf จะได้ว่า cxF )(  จะเป็นปฏิยานุพนัธ์ของ )(xf  
ดว้ย เน่ืองจากวา่ 

          )()()()( xfxFxF
dx

d
c

dx

d
xF

dx

d
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dx

d
   
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 กระบวนการหาปริพนัธ์ทั้งหมดของ )(xf เรียกวา่การหาปริพนัธ์ หรือ การอินทิเกรต และ
เขียนแทนไดด้ว้ยสัญลกัษณ์ dxxf )(  
  คือ เคร่ืองหมายการหาปริพนัธ์หรืออินทิกรัล (Integral sign) 

 )(xf คือ ฟังกช์นัของการหาปริพนัธ์ 

 dx  คือ สัญลกัษณ์ของการหาปริพนัธ์เม่ือเทียบกบัตวัแปร x  
 

 นิยาม ถ้า  xfxF  )(  หรือ    xfxF
dx

d
)(  สามารถเขียนให้อยู่ในรูปเชิงอนุพนัธ์ 

   dxxfxFd )( แลว้จะหาปริพนัธ์ไดด้งัน้ี 
        xFddxxf )(  

 หรือ     cxFdxxf  )(   โดยท่ี c  เป็นค่าคงท่ีใด ๆ 

 ซ่ึงเป็นผลจากการหาปริพนัธ์จะตอ้งบวกค่าน้ีเสมอทุกคร้ัง และเรียกการหาปริพนัธ์น้ีว่า 
เป็นการหาปริพนัธ์แบบไม่จ  ากดัเขต (Indefinite integrals) 
 
ตัวอย่าง 4.2      จงหาปริพนัธ์แบบไม่จ  ากดัเขตของ 23x หรือ dxx

23  

วธีิท า จากตวัอยา่ง 4.1   23 3xx
dx

d
  เขียนอยูใ่นรูปเชิงอนุพนัธ์ จะได ้

        dxxdx 23 3  

จากนิยาม               323 dxdxx  

                           cx  3  
 

4.2 สูตรพืน้ฐานของการหาปริพนัธ์  

       ถา้ )(xF เป็นฟังกช์นัท่ีหาอนุพนัธ์ได ้และสามารถหาปริพนัธ์แบบไม่จ  ากดัเขตไดใ้นรูปแบบ

ดงันิยาม    cxFdxxf  )( แลว้ จะสามารถใชสู้ตรในการหาปริพนัธ์ไดด้งัต่อไปน้ี 
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 4.2.1 การหาปริพนัธ์ของฟังก์ชันพชีคณติ (Integration of algebraic functions) 
 ถา้ให ้u  และ v  เป็นฟังกช์นัของตวัแปร x  และ c  เป็นค่าคงท่ีใด ๆ 

  cdu 0  

    duadua      เม่ือ a  เป็นค่าคงท่ีใด ๆ 

  cudu     

  
c

n

u
duu

n
n 






 1

1

  เม่ือ n  เป็นค่าคงท่ีใด ๆ และ 1n  

      vdxudxdxvu  

 
ตัวอย่าง 4.3      จงหาค่า dx 0  

วธีิท า  จากสูตรท่ี 1;  xu        
          cdx  0  
 
ตัวอย่าง 4.4      จงหาค่า dx5  
วธีิท า  จากสูตรท่ี 2; 5a

 
และ xu       

              dxdx   55  

  จากสูตรท่ี 3; xu   
             cxdx  55  

 
ตัวอย่าง 4.5      จงหาค่า dxx

2  
วธีิท า  จากสูตรท่ี 4; xu 

 
และ 2n      

              c
x

dxx 





 12

12
2  

                           c
x


3

3

  

  หรือ            
             

cx  3

3

1   

 



172 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์ 
 

แคลคูลสั 1  
 

ตัวอย่าง 4.6     จงหาค่า  dxx 13 2  

วธีิท า  จากสูตรท่ี 5;      
   dxdxxdxx   1313 22  
              dxdxx   23   

              cx
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
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












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







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


3
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              cxx  3  
 

ตัวอย่าง 4.7     จงหาค่า dxxx 















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วธีิท า       
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


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              c
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

2

1

2

1

2

5

2
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              cxx 














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
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
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


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
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
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              cxx  2
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2
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ตัวอย่าง 4.8     จงหาค่า dxxx
x 








 4 3
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วธีิท า     
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ตัวอย่าง 4.9     จงหาค่า dx
x
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ตัวอย่าง 4.10     จงหาค่า  dxxx 1  

วธีิท า     

               
   













 dxxxdxxx 2

3

1  

        c
xx











11

11

1
2

3

1
2

3

  

         c
xx


2

2

2

5

2

5

  

         c
x

x 
25

2 2

2

5

  

 
 4.2.2 การหาปริพนัธ์โดยการเปลีย่นตัวแปร (Method of substitution) 

 วธีิน้ีเป็นการเปล่ียนตวัแปรในโจทย ์จากเดิมในการหาปริพนัธ์เทียบกบัตวัแปร x หรือใน
รูปแบบ dx  ใหอ้ยูใ่นรูปของฟังกช์นัใหม่เพื่อใหส้อดคลอ้งในการใชสู้ตรของการหาปริพนัธ์ได ้
 
ตัวอย่าง 4.11     จงหาค่า   dxx 

6
3  

วธีิท า ก าหนดให ้ 3 xu  จะได ้  3 xddy   

แทนค่า u  และ du  ในสูตร   dxudxx   66
3  

                         c
u







17

17

  

 
                

c
u


8

8

  

แทนค่า 3 xu            
c

x





8

3
8

  

 จากตวัอยา่ง 4.11 ถา้กระจายพจน์  63x สามารถท าไดก่้อนการหาปริพนัธ์แต่ซบัซอ้น
และใชเ้วลามาก จึงมีวธีิการหาโดยวธีิการเปล่ียนตวัแปรน้ี 
 



บทที่  4  การปริพันธ์  | 175 

 Calculus 1 
 

ตัวอย่าง 4.12     จงหาค่า dxxx  23 1  

วธีิท า ก าหนดให ้ 21 xu   จะได ้ ux 12  และ x
dx

du
2   

 ดงันั้น xdxdu 2  และ 
2


du

xdx  

                  dxxxdxxx   2

1
2323 11  

                             dxxxx  2

1

22 1  
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1 2
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
 
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                      cxxcuu  2

5
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3
22

5
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ตัวอย่าง 4.13     จงหาค่า dx
x

x
 



)12(

)12(ln 2

 

วธีิท า ก าหนดให ้ )12ln(  xu  จะได ้ )12(
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1



 xd

x
du   

 และ dx
x

du )2(
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
  ดงันั้น 
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dxdu   

                      
 
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   c
u

dx
x

x














 32

1

)12(

)12(ln 32

 

                            cu  3

6

1  

                              cx 
3

)12ln(
6

1  

                              cx  12ln
6

1 3  

 

ตัวอย่าง 4.14     จงหาค่า dx
x

x
  2

2

1

arctan  

วธีิท า ก าหนดให ้ xu arctan  จะได ้ dx
x

du
21

1


   

                  dx
x

x
dx

x

x
 


 2

2

2

2

1

)(arctan

1

arctan  
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)(arctan

x
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
   

    duu
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3
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3

)(arctan 3

 

    cx  3arctan
3

1  

 

ตัวอย่าง 4.15     จงหาค่า dx
x

x


3log8

 

วธีิท า ก าหนดให ้ xu 3log  จะได ้ dxe
x

du )(log
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           ดงันั้น 
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du
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dx
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)3(log
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           c
u

e
dx

x

x
 9log

33log 98

 

                   cx
e

 9)3(log
log3

1  

                     c
e

x


log3

3log9

 

 
 4.2.3 การหาปริพนัธ์ของฟังก์ชันทีไ่ด้ผลลพัธ์เป็นฟังก์ชันลอการิทมึและฟังก์ชันเลขช้ีก าลงั 
 ถา้ให ้u  เป็นฟังกช์นัของ x  ท่ีหาอนุพนัธ์ได ้โดยท่ี c  เป็นค่าคงท่ีใด ๆ แลว้ 

      
cudu

u
 ln

1  

    
c

a

a
dua

u
u  ln

 

     cedue uu   

 

ตัวอย่าง 4.16 จงหาค่า dx
x  2

1  

วธีิท า ก าหนดให ้ 2 xu จะได ้   dxxddu  2  

      du
u
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x  

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          cu  ln  
          cx  2ln  
 

ตัวอย่าง 4.17 จงหาค่า dx
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วธีิท า ก าหนดให ้ 13  xu จะได ้ dxxdu 23  

           
3

2 du
dxdux   

      dxx
x

dx
x

x 2

33

2

1

1

1  



 

            
3

1 du

u
  



178 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์ 
 

แคลคูลสั 1  
 

     du
u

dx
x

x
 



1

3

1

13

2

 

          cu  ln
3

1  

          cx  1ln
3

1 3  

 

ตัวอย่าง 4.18 จงหาค่า dx
e
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ตัวอย่าง 4.19 จงหาค่า dx
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ตัวอย่าง 4.20 จงหาค่า dx
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ตัวอย่าง 4.21 จงหาค่า dx
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22

11

1

 

             dueu    
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       dx
x

ex




2

1

  dueu

  

            ceu   

            cex 
1  

 
ตัวอย่าง 4.23 จงหาค่า   dxex xx


 522

1  

วธีิท า ก าหนดให ้ 522  xxu จะได ้    dxxdxxdu 1222   

         dxx
du

1
2

  

                      dxxedxex xxxx 11 5252 22

 
  

            
2

du
eu

  

            dueu


2

1  

            ceu 
2

1

 

            
ce xx   522

2

1  

                           

ตัวอย่าง 4.24 จงหาค่า dx
x

x


ln5  

วธีิท า ก าหนดให ้ xu ln จะได ้ dx
x

du
1

  

                    dx
x

dx
x

x
x

 









1
5

5 ln
ln

 

         duu

 5  

         c
u


5ln

5

 

         c
x


5ln

5ln
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ตัวอย่าง 4.25 จงหาค่า 
 

dx
xx

x

 1

9arctan

 

วธีิท า ก าหนดให ้ xu arctan จะได ้
  

         
dx

xx
dx

xx
dx

x
du


















12

1

2

1

1

1

1

1
2

 

      
 

dx
xx

du



1

1
2  

                       
   

dx
xx

dx
xx

x
x





 1

1
9

1

9 arctan
arctan

 

         duu

 )2(9  

         duu

 92
   

         
c

x


9ln

9
2

arctan

 
 
 4.2.4 การหาปริพนัธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ (Integration of trigonometric functions) 

ถา้ให ้u
 
เป็นฟังกช์นัของ x  ท่ีหาอนุพนัธ์ได ้โดยท่ี c  คือค่าคงท่ีใด ๆ 

cuduu  cossin  
cuduu  sincos  
cuduu  tansec 2  

cuduuec  cotcos 2  
cuduuu  sectansec  

cecuduuuec  coscotcos  
cuduu  seclntan  
cuduu  sinlncot  

cuuduu  tanseclnsec  
cuecuduecu  cotcoslncos  
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ตัวอย่าง 4.26 จงหาค่า dx
x

x
 2cos

sin  

วธีิท า       dx
x

x

x
dx

x

x
 










cos

sin

cos

1

cos

sin
2

 

            dxxx )(tansec  

            cx  sec  
 
ตัวอย่าง 4.27 จงหาค่า dxx  )52tan(  

วธีิท า ก าหนดให ้ 52  xu จะได ้ dxdu 2  

                   
2

du
dx   

                        
2

tan)52tan(
du

udxx  

            udutan
2

1  

           cu  secln
2

1  

           cx  )52sec(ln
2

1  

 
ตัวอย่าง 4.28  จงหาค่า dxxe x 3cos3sin

   

วธีิท า ก าหนดให ้ xu 3sin  จะได ้ xdxdu 3cos3
 

       
xdx

du
3cos

3
  

                  
  3

3cos3sin du
exdxe ux

   

           dueu


3

1  

           ceu 
3

1

 
           ce x  3sin

3

1    
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ตัวอย่าง 4.29  จงหาค่า dx
x

xec


 )21(cos 2

 

วธีิท า ก าหนดให ้ xu 21  จะได ้  dx
x

du
1

  
 

      x

dx
du               

         x

dx
xecdx

x

xec
 


)21(cos

)21(cos 2
2

   

        )(cos 2 duuec    

             duuecdx
x

xec
 

 2
2

cos
)21(cos  

            cu  )cot(  

            cu  cot  

            cx  )21cot(  
 

ในการหาปริพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติในบางรูปแบบของโจทย์ จะต้องใช้สูตร
ตรีโกณมิติเบ้ืองตน้เพื่อแปลงโจทย ์จึงสามารถหาปริพนัธ์ได ้

1cossin  xecx  
1seccos  xx  

1cottan  xx  

x

x
x

cos

sin
tan   

x

x
x

sin

cos
cot   

1cossin 22  xx  
1tansec 22  xx  

1cotcos 22  xxec  
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ตัวอย่าง 4.30  จงหาค่า   dxx 
2

1tan  

วธีิท า                                 dxxxdxx   1tan2tan1tan 22  
          dxxx  tan2tan1 2    
         dxxx  tan2sec2

     
          dxxxdx  tan2sec2

 

       cxx  secln2tan  
 
 
 

ตัวอย่าง 4.31  จงหาค่า dx
x 1sin

1  

วธีิท า             dx
x

x

x
dx

x  







 1sin

1sin

1sin

1

1sin

1  

                   
  

dx
xx

x
 




1sin1sin

1sin   

                        dx
x

x
 




1sin

1sin
2

  

            dx
x

x
 




2cos

1sin  

            dx
xx

x
 










22 cos

1

cos

sin  

         dxxxdxx  


2
2

secsincos  

         ก าหนดให ้ xu cos  จะได ้ xdxdu sin     cxduu 


 tan
2  

    duxdx sin
  

cxduu 


 tan
2

 

    
cx

u







tan
1

1

 

xx

xx

22

22

cos1sin

1cossin





 

    
     
    

 

1tan2tan

1tantantan

11tan1

1tantantan

1tan1tan1tan

2

2

2











xx

xxx

x

xxx

xxx

 

 

  
  

 

1sin

1sinsinsin

11sin)1(

)1(sinsinsin1sin1sin

2

2









x

xxx

x

xxxxx
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dx
x 1sin

1
cx

u
 tan

1

 

           
cx

x
 tan

cos

1

 

           
cxx  tansec

  
 4.2.5 การหาปริพนัธ์ของฟังก์ชันทีจั่ดอยู่ในรูปแบบ 2u  และ 2a  

2222222222 ,,,, auauuaauau  หรือ 22 ua   

โดยท่ี u  เป็นฟังกช์นัของ x และ ca, คือ ค่าคงท่ีใด ๆ ตามสูตรดงัน้ี 

ชุดที ่1 รูปแบบเป็นตวัหาร (อยูด่า้นล่าง) 

   c
a

u

aau

du


 arctan
1

22
 

   c
au

au

aau

du







 ln
2

1
22

 

   c
ua

ua

aua

du







 ln
2

1
22

 

   cauu
au

du





22

22
ln  

   cauu
au

du





22

22
ln  

   c
a

u

ua

du



 arcsin

22
 

   c
a

u
arc

aauu

du



 sec

1

22  
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ชุดที ่2 รูปแบบเป็นตวัตั้งหาร (อยูด่า้นบน) 

   cauu
a

au
u

duau 
22

2
2222 ln

22
 

cauu
a

au
u

duau 
22

2
2222 ln

22
 

c
a

ua
ua

u
duua  arcsin

22

2
2222

 
 

ตัวอย่าง 4.32  จงหาค่า   252x

dx  

วธีิท า   จากโจทย ์ xu   และ 5a  

ดงันั้น dxdu    

 





222
525 x

dx

x

dx  

    c
x


5
arctan

5

1  

 

ตัวอย่าง 4.33  จงหาค่า 
 9ln 2 xx

dx  

วธีิท า   จากโจทย ์ xu ln  และ 3a  

ดงันั้น   dx
x

xddu
1

ln    

หรือ  
x

dx
xd ln  

     
 

   





 222
3ln

ln

9ln x

xd

xx

dx  

        cxx 
22

3lnlnln
 

    cxx  9lnlnln 2  

c
a

u

aau

du


 arctan
1

22

 

cauu
au

du





22

22
ln
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ตัวอย่าง 4.34  จงหาค่า dxee xx

  24   

วธีิท า   จากโจทย ์ xeu   และ 2a  

ดงันั้น   dxeeddu xx    

  
)()(24 222

  xxxx ededxee  

      c
e

e
e x

x
x


2

arcsin
2

2
2

2

2
22  

    c
e

e
e x

x
x


2

arcsin24
2

2  

 

ตัวอย่าง 4.35  จงหาค่า dx
xec

xxec
  2cos1

cotcos  

วธีิท า   จากโจทย ์ xecu cos  และ 1a  

ดงันั้น dxxxecxecddu cotcos)(cos    

หรือ )(coscotcos xecddxxxec   

     dx
xec

xxec
dx

xec

xxec
 


 22 )(cos1

cotcos

cos1

cotcos  

            
 
 






22 cos1

cos

xec

xecd  

            
 
 




22 cos1

cos

xec

xecd  

              
c

xec

xec







cos1

cos1
ln

12

1  

             
c

xec

xec







cos1

cos1
ln

2

1  

  

c
a

ua
ua

u
duua  arcsin

22

2
2222

 

c
ua

ua

aua

du







 ln
2

1
22
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 เน่ืองจาก 4 ตวัอยา่งท่ีผา่นมาขา้งตน้ รูปแบบของโจทยส์ามารถจดัให้อยูใ่นรูปแบบ 2u และ 
2a ไดอ้ย่างง่ายชดัเจนและไม่ซับซ้อน แต่ถา้โจทยก์ าหนดให้แตกต่างจากเดิม จึงตอ้งท าการจดัให้

อยูใ่นรูปแบบดงักล่าวใหไ้ด ้โดยใชว้ธีิก าลงัสองสมบูรณ์ ดงัสูตรต่อไปน้ี 

ผลรวมทั้งหมดก าลงัสอง 

    bababa 
2  

              bbbaabaa   

ดงันั้น    222
2 bababa   

         (หนา้+หลงั)2 = (หนา้)2 + 2(หนา้)(หลงั) + (หลงั)2  
หรือใหง่้ายต่อการเขียน                  (น+ล)2 = น2 + 2นล+ ล2 

ผลต่างทั้งหมดก าลังสอง 
    bababa 

2  
              )()( bbbabaaa   

ดงันั้น    222
2 bababa   

         (หนา้-หลงั)2 = (หนา้)2 - 2(หนา้)(หลงั) + (หลงั)2  
หรือใหง่้ายต่อการเขียน                  (น-ล)2 = น2 - 2นล+ ล2   

เช่น ① 322  xx สามารถจดัใหอ้ยูใ่นรูป 2u และ 2a ได ้โดยใชสู้ตรผลรวมทั้งหมดก าลงัสอง    
             เน่ืองจากเคร่ืองหมายหนา้ x2  เป็นลบ 
   น2 +  2นล   + ล2 

         3111232
2222  xxxx         

ดงันั้น น = x และ ล = 1 

       411232
222  xxxx    

           (น + ล)2 
                      41

2
 x  

         222 2132  xxx  หรืออยูใ่นรูปของ  22 au  โดยท่ี 1 xu  และ 2a  

  

 

  

 

มีการบวกเขา้โดยการบงัคบัจากสูตร
จึงตอ้งท าการ  21   

น2 +  2นล   + ล2 =  (น + ล)
2 
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      ② 544 2  xx  สามารถจดัใหอ้ยูใ่นรูป 2u และ 2a ได ้โดยใชสู้ตรผลต่างทั้งหมดก าลงัสอง  
             เน่ืองจากเคร่ืองหมายหนา้ x4  เป็นลบ 

       น2 -  2นล  + ล2 

         5111222544
2222  xxxx         

ดงันั้น น = x2  และ ล = 1 

         5111222544
2222  xxxx    

              (น - ล)2 
                         412

2
 x  

         222 212544  xxx   

       หรืออยูใ่นรูปของ  22 au  โดยท่ี 12  xu  และ 2a  
 
      ③ 228 xx   จะตอ้งท าการจดัเรียงให้ x  อยู่ร่วมกนั เพื่อจะไดส้ามารถจดัให้อยู่ในรูป 2u

และ 2a  
            22 2828 xxxx   
                                xx 28 2   

             โดยใชสู้ตรผลรวมทั้งหมดก าลงัสอง เน่ืองจากเคร่ืองหมายหนา้ x2  เป็นบวก 
              น2 +  2นล  + ล2 

           2222 1112828  xxxx         

ดงันั้น น = x  และ ล = 1 

           2222 1112828  xxxx    
                      (น + ล)2 

                            118118
22
 xx  

                        219  x  
      222 1328  xxx   

       หรืออยูใ่นรูปของ  22 ua  โดยท่ี 1 xu  และ 3a  

มีการบวกเขา้  21 โดยการบงัคบัจากสูตร 
จึงตอ้งท าการ  21  

น2 -  2นล   + ล2 =  (น - ล)2 

มีการบวกเขา้  21 โดยการบงัคบัจากสูตร 
จึงตอ้งท าการ  21  

น2 +  2นล   + ล2 =  (น + ล)2 
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แคลคูลสั 1  
 

ตัวอย่าง 4.36  จงหาค่า   )1610( 2 xx

dx  

วธีิท า ท าการแปลง 16102  xx  ใหอ้ยูใ่นรูปผลต่างทั้งหมดก าลงัสอง  
 เน่ืองจากเคร่ืองหมายหนา้ x10  เป็นลบ 

  น2 -  2นล   + ล2 

         1655521610
2222  xxxx         

 
ดงันั้น น = x  และ ล = 5 

       16255521610
222  xxxx    

             95
2
 x  

               (น - ล)2 
         222 351610  xxx   

       หรืออยูใ่นรูปของ  22 au  โดยท่ี 5 xu  และ 3a  

ดงันั้น   dxxddu  5  

   



 222

35)1610( x

dx

xx

dx  

    
 






22
35

5

x

xd  

    
 

c
x

x







35

35
ln

)3(2

1  

   c
x

x







2

8
ln

6

1  

 
 
 
 

น2 -  2นล   + ล2 =  (น - ล)
2 

มีการบวกเขา้  25 โดยการบงัคบัจากสูตร 
จึงตอ้งท าการ  25  
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ตัวอย่าง 4.37  จงหาค่า 
 1044 2 xx

dx  

วธีิท า ท าการแปลง 1044 2  xx  ใหอ้ยูใ่นรูปผลรวมทั้งหมดก าลงัสอง  
 เน่ืองจากเคร่ืองหมายหนา้ x4  เป็นบวก 
 

  น2 +  2นล   + ล2 

         101112221044
2222  xxxx         

ดงันั้น น = x2  และ ล = 1 
 

       101112221044
222  xxxx    

             912
2
 x  

               (น + ล)2 
         222 3121044  xxx   

       หรืออยูใ่นรูปของ  22 au  โดยท่ี 12  xu  และ 3a  

ดงันั้น   dxxddu 212    
2

12

2




xddu
dx  

  
 




 222
3121044 x

dx

xx

dx  

    

 







22
3122

12

x

xd  

    

 







22
312

12

2

1

x

xd  

       cxx  22
31212ln

2

1  

     cxxx  104412ln
2

1 2  

 

น2 +  2นล   + ล2 =  (น + ล)2 

มีการบวกเขา้  21 โดยการบงัคบั 
จากสูตร จึงตอ้งท าการ  21  
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ตัวอย่าง 4.38  จงหาค่า   dxxx 267  

วธีิท า จะตอ้งท าการจดัเรียงให ้ x  อยูร่่วมกนั 
 เพื่อจะไดส้ามารถจดัใหอ้ยูใ่นรูป 2u และ 2a  
               22 6767 xxxx   
                                         xx 67 2   

             โดยใชสู้ตรผลต่างทั้งหมดก าลงัสอง เน่ืองจากเคร่ืองหมายหนา้ x6  เป็นลบ 
              น2 -  2นล  + ล2 

           2222 3332767  xxxx         

ดงันั้น น = x  และ ล = 1 

           2222 3332767  xxxx    
                      (น - ล)2 

                            917937
22
 xx  

                        2316  x  

      222 3467  xxx   

ดงันั้น  222 3467  xxx  

หรืออยูใ่นรูปของ  22 ua  โดยท่ี 3 xu  และ 4a  

      dxxddu  3   

    dxxdxxx
222 3467  

        334
22 xdx  

    
  c

x
x

x








 





2

3
arcsin

2

4
34

2

3 2
22  

   c
x

xx
x








 





2

3
arcsin867

2

3 2  

มีการบวกเขา้ 2]3[ โดยการบงัคบั
จากสูตรจึงตอ้งท าการ 2]3[  

น2 -  2นล   + ล2 =  (น - ล)2 
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ตัวอย่าง 4.39  จงหาค่า   )20ln24ln9( 2 xxx

dx  

วธีิท า ท าการแปลง 20ln24ln9 2  xx  ใหอ้ยูใ่นรูปผลต่างก าลงัสอง  
 เน่ืองจากเคร่ืองหมายหนา้ xln24  เป็นลบ  
 
          น2     -  2   น    ล     + ล2 
                        20444ln32ln320ln24ln9

2222  xxxx  

                                                         20164ln3
2

 x  

                                                         44ln3
2
 x  

                222 24ln320ln24ln9  xxx  

หรืออยูใ่นรูปของ 22 au  โดยท่ี 4ln3  xu  และ 2a  

ดงันั้น dx
x

du
3

 ,  

      3

du

x

dx
  

                 
 

3

4ln3 


xd  

     
 

   





 222
24ln33

4ln3

20ln24ln9 x

xd

xxx

dx  

         
 

 





22
24ln3

4ln3

3

1

x

xd          

         c
x








 


2

4ln3
arctan

2

1

3

1                      

                 c
x





2

4ln3
arctan

6

1         

 

 

น2 -  2นล   + ล2 =  (น - ล)2 

มีการบวกเขา้ 2]4[ โดยการบงัคบั
จากสูตรจึงตอ้งท าการ 2]4[  
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แคลคูลสั 1  
 

ตัวอย่าง 4.40  จงหาค่า dx
xec

xx




cos

5cos4cos2

 

วธีิท า ท าการแปลง 5cos4cos2  xx  ใหอ้ยูใ่นรูปผลรวมก าลงัสอง  
 เน่ืองจากเคร่ืองหมายหนา้ xcos4  เป็นบวก  
 
          น2    +   2   น    ล     + ล2 
                       5222cos2cos5cos4cos

2222  xxxx  

                                                       542cos
2

 x  

                                                       92cos
2
 x  

                  222 32cos5cos4cos  xxx  
 
หรืออยูใ่นรูปของ 22 au  โดยท่ี 2cos  xu  และ 3a  

ดงันั้น dxxdu sin ,  

          dx
xec

du
cos

1
  

           2cos
cos

 xddu
xec

dx
 




dx
xec

xx

cos

5cos4cos2

 
 





xec

x

cos

32cos 22

 

                                 2cos32cos 22
 xdx  

                             2cos32cos 22
  xdx                 

    cxxx
x








 
 22

2
22

32cos2cosln
2

3
32cos

2

2cos  

 
cxxxxxx 








 5cos4cos2cosln

2

9
5cos4coscos

2

1
1 22  

น2 -  2นล   + ล2 =  (น - ล)2 

มีการบวกเขา้ 2]4[ โดยการบงัคบั
จากสูตรจึงตอ้งท าการ 2]4[  
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บทสรุป 
 การหาปริพนัธ์หรือท่ีเรียกว่าการอินทิเกรตเป็นกระบวนการตรงขา้มกบัการหาอนุพนัธ์ 
เรียกวา่การหาปฏิยานุพนัธ์ ในบทน้ีไดใ้ชสู้ตรพื้นฐานต่าง ๆ ของการหาปริพนัธ์ดงัน้ี 
 1. การหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัพีชคณิต  
 2. การหาปริพนัธ์โดยการเปล่ียนตวัแปร  
 3. การหาปริพนัธ์ของฟังก์ชนัท่ีไดผ้ลลพัธ์เป็นฟังก์ชันลอการิทึมและฟังก์ชนัเลขช้ีก าลงั
 4. การหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัตรีโกณมิติ 
 5. การหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัท่ีจดัอยูใ่นรูปแบบ 2u  และ 2a   
 
แบบฝึกหัดท้ายบทที ่4 
1. จงหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

 1.1   dxxxx  23 34    1.2  dxxxx 












 3

1

4

3

5  

 1.3  dxxx 












 162 3

2

   1.4  dx
x 









1
1  

 1.5   dxxxx  1711 43    1.6  dx
xx

xx
 

















3 2

2 248  

 1.7   
dx

xx

x






3

1

2 )4(

2     1.8  dxxx  241    

 1.9 dx
x

x


3 22 )2(  
    1.10 dx

x 12

1

 

 1.11 dx
x

x


5ln5 4

    1.12 dxxx sincos3

 
 1.13 dx

x

x
x

 4

2

1

arcsin     1.14 dx
xx 2)(log

1

 
 
2. จงหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

 2.1  dx
x 3

2      2.2  dx
x

x
 13 4

3

 

 2.3  dx
e

x
x  2

2

5

sec     2.4  dx
x

x




ln

1
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 2.5  dx
x

x

 1tan

sec2

    2.6  dx
x

x
 3sin

cos  

 2.7  dx
xarcx  cot)1(

3
2

   2.8 dxx  19)32(    

 2.9 dx
x

x
 5ln

ln 2

     2.10 dx
x

x
 



2

1 2

 
 2.11  dxxe x


 )15( 2     2.12  dx

x

x
  43

2

)4(
 

 2.13  dxxxx  )58()154( 33    2.14. dx
xx

xx
 



53

32
24

3

 

 2.15  dxx 14     2.16  dxe xex


 )(  

 2.17  dx
xx

x
 



cos

sin1     2.18   dxx 
19

32    

 2.19 xdxx sin3cos

     2.20   dxex xx


 522

1  
 
3. จงหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

 3.1   dxxx 15tan 43      3.2  dx
x

xec




2

12cos  

 3.3   
dx

x

xarc
  21

cotsin     3.4   
dx

x

x


lncot  

 3.5  dxxx 5tan5sec     3.6   
dx

x

x


 2lncos  

 3.7  dxeeece xxx cotcos    3.8 dx
xx

xec


tan

cos    

 3.9 dx
x

x



2sin

1cos     3.10  
dx

x

x
  241

2arctantan

 
 
4. จงหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

 4.1   92x

dx      4.2  
 22516 x

dx  

 4.3  
 44xx

dx     4.4  dx
e

e
x

x

 12
 

 4.5  dxx 94 2     4.6  dxx 53 2  
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 4.7  dx
x

x
  2sin8

2cos
2

    4.8   )1(ln 2 xx

dx    

 4.9   30102 xx

dx     4.10 
 562 xx

dx

 

 4.11    dxxx 223     4.12  
 13189 2 xx

dx  

 4.13    24123 xx

dx     4.14  dxeee xxx

  2215  

 4.15  dx
xx

x
  9cos16cos4

sin
2  
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เทคนิคการหาปริพนัธ์ บทที ่
Techniques of Integration 5 

 
 การหาปริพนัธ์ในบางโจทยไ์ม่สามารถใช้สูตรท่ีมีอยูใ่นรูปแบบของการหาปริพนัธ์แบบ
สูตรพื้นฐานทัว่ไปได ้จึงจ าเป็นจะตอ้งท าการเปล่ียนรูปหรือแปลงโจทยก่์อนการใชสู้ตร โดยวิธีการ
น้ีจะเรียกวา่ เทคนิคการหาปริพนัธ์ 
 
จุดมุ่งหมายการเรียนรู้ 
 1. สามารถเลือกใชว้ธีิเทคนิคการหาปริพนัธ์ท่ีเหมาะสมกบัโจทยไ์ด ้
 2. สามารถหาค่าปริพนัธ์ไดจ้ากเทคนิคการหาปริพนัธ์ 
 3. สามารถน าไปประยกุตใ์ชไ้ดอ้ยา่งถูกตอ้ง 
 

5.1 การหาปริพนัธ์โดยการแยกทลีะส่วน (Integration by parts) 

 วิธีน้ีเป็นการหาปริพนัธ์ของฟังก์ชันท่ีอยู่ในรูปแบบของผลคูณ 2 ฟังก์ชัน เช่น การหา
ปริพนัธ์ในลกัษณะดงักล่าว จะท าไดก้็ต่อเม่ือและเป็นฟังกช์นัท่ีสามารถหาอนุพนัธ์ไดจ้าก 

            vduudvuvd   

                   vduuvdudv   
ท  าการปริพนัธ์ทั้ง 2 ขา้ง จะได ้                  vduuvdudv  

          vduuvudv  
 
การหาปริพนัธ์โดยใชสู้ตรน้ีไดโ้ดย แบ่งเป็นฟังกช์นัออกเป็น 2 ส่วน คือ u  และ dv  

1. ท าการเลือก dv  ก่อน โดยฟังก์ชันจะต้องเป็นฟังก์ชันท่ีดูซับซ้อนหรือยุ่งยาก แต่
จะตอ้งสามารถหาปริพนัธ์ได ้เน่ืองจากจะตอ้งน า dv  ไปท าการหาปริพนัธ์ เพื่อให้ได ้
v  มา แล้วจึงน าไปแทนค่าทางด้านขวามือของสูตร ซ่ึงฟังก์ชันท่ีเลือกจะตอ้งติดค่า 
dx  ไปดว้ยเสมอเพื่อรองรับในการหาปริพนัธ์ 
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2. ส่วนท่ีเหลือ คือ u โดยน าไปหาค่า du  เพื่อแทนสูตรทางดา้นขวามือ 
3. ถา้ส่วนของ duv  ไม่สามารถหาค าตอบได้ ให้ท าการหาปริพนัธ์โดยการแยกทีละ

ส่วนซ ้ าต่อไปเร่ือย ๆ จนกวา่จะไดค้  าตอบ หรือมีพจน์ท่ีไดจ้ากการท าเหมือนทางดา้น
ซา้ยมือ 

4. ยา้ยพจน์ duv  ไปดา้นซา้ยมือแลว้แกส้มการแทนค่าหาค าตอบ 
 

ตัวอย่าง 5.1      จงหาค่า dxxx ln  

วธีิท า เลือก dv  ท่ีซบัซอ้นแต่สามารถหาปริพนัธ์ได ้

 ถ้าให้  dxxdv ln  เพื่ อท าการหา   dxxdvv ln  ซ่ึ ง  dxxln ไม่สามารถหา
ปริพนัธ์ได ้ถึงแมว้า่จะเป็นฟังกช์นัท่ีซบัซอ้น จึงจ าเป็นจะตอ้งเลือก dv  ใหม ่คือ   

  dxxdv    น าไปหาค่า    
2

2x
xdxdvv  

         xu ln   น าไปหาค่า    dx
x

xddu
1

ln   

 

จาก           dxxxdxxx )(lnln  

 

               







 dx

x

xx
x

1

22
)(ln

22

  

 
      

dxxx
x


2

1
ln

2

2

  

       c
x

x
x

x
















2

1
ln

2

22

  

               c
x

x
x


4

ln
2

22

 

 
 

u dv   

  u     v    -  v   du 
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ตัวอย่าง 5.2      จงหาค่า dxxx 4cos2  
วธีิท า เลือก dxxdv 4cos   น าไปหาค่า    dxxdvv 4cos  

             
  x

xd
x 4sin

4

1

4

4
4cos  

                    2xu            น าไปหาค่า    dxxxddu 22   

 

        จาก       dxxxxxdxxx )2()4(sin
4

1
4sin

4

1
4cos 22

 







  

            dxxxx
x

4sin
2

1
4sin

4

2

   (1) 

เน่ืองจาก dxxx 4sin ยงัไม่สามารถหาค าตอบได้ ดงันั้นจะตอ้งน าไปหาปริพนัธ์โดย
แยกทีละส่วนซ ้ า 

เลือก dxxdv 4sin   น าไปหาค่า    dxxdvv 4sin  

          
  x

xd
x 4cos

4

1

4

4
4sin  

      xu             น าไปหาค่า  dxdu   

 

      จาก *      dxxxxdxxx  
















 4cos

4

1
4cos

4

1
4sin  

              cxx
x

 4sin
4

1
4cos

4
   

น าค าตอบท่ีไดไ้ปแทนค่าในสมการท่ี (1)  

  cxx
x

x
x

dxxx 







 4sin

4

1
4cos

42

1
4sin

4
4cos

2
2  

   cxx
x

x
x

 4sin
8

1
4cos

8
4sin

4

2

  

 
 
 

* 

=   u     v         -     v        du u dv   

=   u      v         -            v         du u dv   
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ตัวอย่าง 5.3      จงหาค่า dxxarc cot  

วธีิท า เลือก dxxarcdv cot   น าไปหาค่า    dxxarcdvv cot  

ซ่ึง dxxarc cot  ไม่สามารถหาปริพนัธ์ได ้ถึงแมว้า่จะเป็นฟังกช์นัท่ีซบัซอ้น จึงจ าเป็นจะตอ้ง 
เลือก dvใหม่  คือ  dxdv      น าไปหาค่า    xdxdvv  

                     xarcu cot     น าไปหาค่า   dx
x

xarcddu
21

1
cot




 
 

จาก    dxxarcdxxarc   )cot(cot      

 

                dx
x

xxxarcdxxarc  











21

1
)cot(cot  

dx
x

x
xarcx  


21
cot   

 
 

2

1

1

1
cot

2

2




 

xd

x
xarcx   

cxxarcx  1ln
2

1
cot 2   

 
ตัวอย่าง 5.4      จงหาค่า dxex x2

  

วธีิท า เลือก dxedv x2   น าไปหาค่า    xxx e
xd

edxedvv 222

2

1

2

2
                     

          xu     น าไปหาค่า  dxdu   
 

จาก       dxeexdxex xxx

 







 222

2

1

2

1  

 
       

 
2

2

2

1

2

1 22 xd
exe xx

   

 
       

cexe xx  22

4

1

2

1   

          u       v  -  

  
v      du 

u dv   

   =   u      v       -                v    du   u dv 
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การหาปริพนัธ์โดยการแยกทีละส่วนดว้ยวธีิลดั ตามขั้นตอนดงัต่อไปน้ี 
1. สร้างตารางโดยให้ u  อยู่ด้านซ้ายมือ เพื่อท าการหาอนุพนัธ์ และให้ dv  อยู่ด้านขวามือ

ของตาราง เพื่อท าการหาปริพนัธ์ 

โดยท่ี D หมายถึง Differential หรือ การหาอนุพนัธ์ 
I หมายถึง Integrate หรือ การหาปริพนัธ์ 

2. เลือก dv   ท่ีเป็นฟังก์ชนัซับซ้อนแต่จะตอ้งสามารถหาปริพนัธ์ได ้และ u  คือ ส่วนท่ีเหลือ
จากการเลือก dv  เพื่อน าไปหาอนุพนัธ์ได ้

3. หาอนุพนัธ์ดา้นซา้ยมือจนมีค่าเท่ากบัศูนย ์
4. ท าการหาปริพนัธ์จาก dv  ทางดา้นขวามือ เพื่อใหไ้ดค้่า v  
5. คูณทแยงจากบรรทดัแรกทางดา้นซ้ายมือไปสู่บรรทดัท่ีสองของดา้นขวามือในบรรทดัท่ี 2 

และทเช่นน้ีต่อไปจนสุดบรรทดัของทางดา้นขวามือ 
6. ผลจากการคูณทแยงในคร้ังท่ี 1 ดว้ยเคร่ืองหมาย + คร้ังท่ี 2 ดว้ยเคร่ืองหมาย – สลบักนัไป 

กล่าวได ้คือ การคูณเคร่ืองหมายในการคูณกระท ากนัของคร้ังท่ีค่ี (หรือคร้ังท่ี 1, 3, 5,…) 
เป็นเคร่ืองหมาย + และคร้ังท่ีคู่ (หรือคร้ังท่ี 2, 4, 6,…) เป็นเคร่ืองหมาย - 

 
ตัวอย่าง 5.5      จากตวัอยา่ง 5.4 จงหาค่า dxxe x


2  

วธีิท า เลือก dxedv x2   และ xu  สร้างตารางไดด้งัน้ี  
 
 
 

 

 

u  เพื่อหาอนุพนัธ์ ( D ) dv  เพื่อหาปริพนธ์ ( I ) 
  

 

u (เพื่อD ) dv (เพื่อ I ) 

x  
1 
0 

xe2  

2

2xe  

4

2xe  

㊉ 

㊀ 
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ดงันั้น    c
exe

dxxe
xx

x  42

22
2  

            cexe xx  22

4

1

2

1

 

ซ่ึงจะไดค้  าตอบเช่นเดียวกบัตวัอยา่ง 5.4 โดยใชว้ธีิการหาปริพนัธ์โดยการแยกทีละส่วน  
 

ตัวอย่าง 5.6      จงหาค่า   dxxx  2sin12  
วธีิท า เลือก dxxdv 2sin   และ 12  xu  สร้างตารางไดด้งัน้ี  

 

 

 

 

 

 

ดงันั้น     c
xx

x
x

xdxxx 
























 8

2cos
2

4

2sin
2

2

2cos
12sin1 22

           cxxxx
x




 2cos
4

1
2sin

2

1
2cos

2

12

        

 
ตัวอย่าง 5.7      จงหาค่า dxxx cos3  

วธีิท า เลือก dxxdv cos   และ 3xu   สร้างตารางไดด้งัน้ี  
 
 
 

u (เพื่อD ) dv (เพื่อ I ) 

12 x  

x2  
 

2 
 

0 

x2sin  

2

2cos x
  

4

2sin x
  

8

2cos x  

㊉ 

㊀ 

㊉ 



บทที่  5  เทคนิคการหาปริพันธ์  | 205 

 Calculus 1 
 

 

 

 

    

     cxxxxxxxdxxx  cos6sin6cos3sincos 233        

                                   cxxxxxxx  cos6sin6cos3sin 23     
     
ข้อสังเกต ในการท าดว้ยวิธีลดัน้ี ในการเลือก u  ควรจะตอ้งเป็นฟังก์ชนัพหุนาม (หรือท่ีติดอยู่ใน
รูปตวัแปร x ) เน่ืองจากเม่ือท าการหาอนุพนัธ์ไปจนทา้ยสุดจะมีค่าเท่ากบัศูนย ์ส่วน dv  ควรจะเป็น
ฟังกช์นัท่ีสามารถหาปริพนัธ์ได ้และเป็นฟังกช์นัในรูปของ sin , cos  หรือ e  

ตารางแบบวธีิลดัที ่1  

 

 

 

 

 

 

 

u (เพื่อD ) dv (เพื่อ I ) 

3x  
23x  

x6  
6  
0  

  xcos  

  xsin  
xcos  

                   xsin
     xcos  

u (เพื่อD ) dv (เพื่อ I ) 

 
 

ฟังกช์นัพหุนามตวัแปร x  
  

            e      หรือ 

           
sin     หรือ 

cos  

㊀ 

㊉ 

㊀ 

㊉ 
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ตัวอย่าง 5.8      จงหาค่า dxxe x

 2cos   
            ทั้งวธีิปกติของการหาปริพนัธ์โดยการแยกทีละส่วนและวธีิลดั 
วธีิท า วธีิปกติ  เลือก   dxxdv 2cos       น าไปหาค่า   dvv  
                  dxx2cos  

                 
 

 2

2
2cos

x
dx  

                 x2sin
2

1
  

xeu     น าไปหาค่า  dxedu x   
 

dxexxedxxe xxx

 







 )(2sin

2

1
2sin

2

1
2cos    

                           dxxexe xx

 2sin
2

1
2sin

2

1   

เน่ืองจาก  dxxe x

 2sin  ยงัไม่สามารถหาค าตอบได ้ดงันั้นจะตอ้งน าไปหาปริพนัธ์โดยแยกทีละ
ส่วนซ ้ า 

เลือก   dxxdv 2sin       น าไปหาค่า    dxxdvv 2sin  

                 
 

 2

2
2sin

x
dx  

                  xdx 22sin
2

1
  

                   xx 2cos
2

1
2cos

2

1
  

xeu    น าไปหาค่า    dxeeddu xx    
 

  
dxexxedxxe xxx

 







 )(2cos

2

1
2cos

2

1
2sin

 
 

                                                      dxxexe xx

 2cos
2

1
2cos

2

1    

  =      u         v      -           v       du   u dv 

 =    u             v        -                  v         du   u dv 
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น าไปแทนค่าในสมการท่ี (1)  









  dxxexexedxxe xxxx 2cos

2

1
2cos

2

1

2

1
2sin

2

1
2cos  

dxxexexe xxx

 2cos
4

1
2cos

4

1
2sin

2

1  

    xexedxxedxxe xxxx 2cos
4

1
2sin

2

1
2cos

4

1
2cos    

 xexedxxedxxe xxxx 2cos
4

1
2sin

2

1
2cos

4

1
2cos

4

4
   

     xexedxxe xxx 2cos
4

1
2sin

2

1
2cos

4

5
  









  xexedxxe xxx 2cos

4

1
2sin

2

1

5

4
2cos                                 

     cxexe xx  2cos
5

1
2sin

5

2  

วธีิลดั 

 เลือก dv  ท่ีดูเป็นฟังกช์นัซบัซอ้นหรือดูยุง่ยากกวา่ xdxdv 2cos  และ xeu   สร้าง
ตารางได ้ดงัน้ี  

u (เพื่อD ) dv (เพื่อ I ) 
xe  x2cos  

xe  
2

2sin x  

xe  
4

2cos x
  

จะเห็นไดว้่าทางดา้นซ้ายมือของการหาอนุพนัธ์จะไม่มีทางเป็นไปได้ ท่ีมีค่าเท่ากบัศูนย ์ 
ถา้เกิดในกรณีเช่นน้ี  
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หยดุหาปริพนัธ์เพราะได ้

ฟังกช์นัซ ้ าเดียวกบัโจทยท่ี์ให้

มา 

1. ให้ท าการหาปริพนัธ์ของฟังก์ชนัทางดา้นขวามือจนไดฟั้งก์ชนัท่ีซ ้ าเดิมเหมือนโจทย ์
กล่าวคือ ท าการหาค่าอนุพนัธ์และปริพนัธ์เพียง 2 คร้ังเท่านั้น ทางดา้นขวามือก็จะให้
ค่าซ ้ าเช่นเดียวกบัโจทย ์

2. เพิ่มผลคูณโดยวนกลบัจากผลลพัธ์ของการหาปริพนัธ์ในขั้นสุดท้ายและท าการวน
กลับไปทางด้านขวามือของบรรทัดสุดท้ายเช่นเดียวกัน แต่ต้องมีเคร่ืองหมาย 

dx ... ไปดว้ย แลว้หาผลลพัธ์เป็นค าตอบ 
 
 

 

dx ...  

ดงันั้น     dx
x

e
x

e
xe

dxxe xx
x

x

 






 








 


4

2cos

2

2cos

2

2sin
2cos  

  dxxexexe xxx

 2cos
4

1
2cos

4

1
2sin

2

1  

 xexedxxedxxe xxxx 2cos
4

1
2sin

2

1
2cos

4

1
2cos    

       







 xexedxxe xxx 2cos

4

1
2sin

2

1

5

4
2cos  

    cxexe xx  2cos
4

1
2sin

5

2  

ข้อสังเกต ในการท าด้วยวิธีลดัน้ี ในการเลือก u  ควรจะตอ้งเป็นฟังก์ชนั e  ส่วน dv  ควรจะเป็น
ฟังกช์นัท่ีสามารถหาปริพนัธ์ได ้และเป็นฟังกช์นัในรูปของ sin , cos  หรือ e  สรุปไดด้งัน้ี  

 

u (เพื่อ D ) dv (เพื่อ I ) 
xe  x2cos  

xe  
2

2sin x  

xe  
4

2cos x
  

㊉ 

㊀ 

㊉ 
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ตารางแบบวธีิลดัที ่2  

 

 

 

 

 

5.2 การหาปริพนัธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมติิทีม่รูีปแบบแน่นอน  
     (Integrals involving trigonometric functions) 

 การหาปริพนัธ์ของฟังก์ชนัตรีโกณมิติ โดยปกติทัว่ไปทั้งท่ีอยูใ่นรูปแบบของการยกก าลงั 
ซ่ึงเราไม่สามารถน าสูตรปริพนัธ์พื้นฐานมาใชใ้นการแกโ้จทยปั์ญหาได ้จึงจ าเป็นตอ้งใชเ้อกลกัษณ์
ตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ช่วยในการแปลงรูปแบบของการหาปริพนัธ์ เพื่อให้ใช้สูตรพื้นฐานในการหา
ปริพนัธ์ได ้โดยจะพิจารณาการหาปริพนัธ์ฟังกช์นัตรีโกณมิติเป็น 4 รูปแบบ ดงัน้ี 

1. udum

 sin , udun

 cos  และ uduu nm cossin  
2. vdxu cossin , vdxu sinsin  และ vdxu coscos  
3. udun

 tan และ udun

 cot   
4. udun

 sec  และ uduecn

 cos  
       uduu nm sectan  และ uduecu nm coscot  

โดยท่ีฟังกช์นั u  และ v  เป็นฟังก์ชนัของตวัแปร x  

 5.2.1 การหาปริพนัธ์ในรูปแบบ udum

 sin , udun

 cos  และ uduu nm cossin  
กรณีท่ี 1  ถา้ m  และ n  เป็นจ านวนคู่บวก ใหใ้ชสู้ตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ในการแปลง คือ 

 uu 2cos1
2

1
sin 2   หรือ  uu 2cos1

2

1
cos2   

 

u (เพื่อ D ) dv (เพื่อ I ) 

 

 e  
  

           sin     หรือ
           

        

cos  
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กรณีท่ี 2  ถา้ m  และ n  เป็นจ านวนค่ีบวก (อีกจ านวนหน่ึงเป็นจ านวนจริงอะไรก็ได)้ 
- ถ้ า  m  เ ป็ น จ า น ว น ค่ี บ ว ก  คื อ  เล ข ช้ี ก า ลั ง ข อ ง  usin  ใ ห้ แ ป ล ง จ า ก 

uuu mm sinsinsin 1    แลว้ใชเ้อกลกัษณ์ตรีโกณมิติ uu 22 cos1sin   
- ถ้ า  n  เ ป็ น จ า น ว น ค่ี บ ว ก  คื อ  เล ข ช้ี ก า ลั ง ข อ ง  ucos  ใ ห้ แ ป ล ง จ า ก 

uuu nn coscoscos 1    แลว้ใชเ้อกลกัษณ์ตรีโกณมิติ uu 22 sin1cos   
 

ตัวอย่าง 5.9      จงหาค่า dxx 3sin 2   

วธีิท า         dxxdxx 32cos1
2

1
3sin 2    

           dxx 







 6cos

2

1

2

1  

            dxxdx   6cos
2

1

2

1  

           
6

6
6cos

2

1

2

1 xd
xdx    

               dxx 3sin 2  xdxx 66cos
12

1

2

1
  

            cxx  6sin
12

1

2

1  

 

ตัวอย่าง 5.10      จงหาค่า dx
x

x


4cos   

วธีิท า             dxx
x

dx
x

x 4
4

cos
1cos

   

                         dxx
x

2
2cos

1
  

                         dxx
x

 









2

2cos1
2

11  
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                    dx
x

x


4cos   dxx
x

 
2

2cos1
4

11  

                        dxxx
x

  2cos2cos21
1

4

1 2  

              dx
x

x

x

x

x
 















2cos2cos21

4

1 2

   

                                        dx
x

x
dx

x

x
dx

x
  

2cos

4

12cos2

2

11

4

1 2

       

              dxx
x

xdxdxx 2cos
1

4

1
22cos2

2

1

4

1 22

1

  
  

             dxx
x

x
x

4cos1
2

11

4

1
2sin

2

1

2

14

1 2

1

   

            dx
x

x

x
x

x
 















4cos1

8

1
2sin

2

1

2
 
       

 

                          dx
x

x
dxxx

x
 

 4cos

8

1

8

1
2sin

2

1

2
2

1

 
       

 

                            
2

4
4cos

8

1

2

18

1
2sin

2

1

2

2

1

xd
x

x
x

x
  

       
 

            cxxx
x

 4sin
16

1

4

1
2sin

2

1

2
 
     

 

 
ตัวอย่าง 5.11      จงหาค่า xdxx 24 cossin   

วธีิท า                xdxxxdxx 2
2

224 cossincossin    

        
    dxxx 

















 2cos1

2

1
2cos1

2

1
2

 

        
   dxxx 








 2cos1

2

1
2cos1

4

1 2  
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xdxx 24 cossin    dxxx  2cos12cos1

8

1 2  

                  dxxxx  2cos12cos2cos21
8

1 2  

       
 dxxxx  12cos2cos2cos

8

1 23  

      
   dxxdxxdxxdx 1

8

1
2cos

8

1
2cos

8

1
2cos

8

1 23  

    xxdxdxxxdxx
8

1
2cos

8

1
4cos1

2

1

8

1
2cos2cos

8

1 2

 

   
 

   x
xd

xdxxxdxx
8

1

2

2
2cos

8

1
4cos1

16

1
2cos2sin1

8

1 2  

        xxdxxdxdxdxxxx
8

1
22cos

16

1
4cos

16

1
1

16

1
2cos2sin2cos

8

1 2

 
   xx

xd
xxdxxxxdx

8

1
2sin

16

1

4

4
4cos

16

1

16

1
2cos2sin

8

1
2cos

8

1 2  
    

 
 

 
8

2sin
16

1
4sin

64

1

162

2sin
2sin

8

1

2

2
2cos

8

1 2 x
xx

xxd
x

xd
x    

    
 

8
2sin

16

1
4sin

64

1

163

2sin

16

1
2sin

16

1
3

x
xx

xx
x   

   
 

c
x

xxxx 
16

2sin
16

1
4sin

64

1
2sin

48

1
2sin

16

1 3  
   

 

c
x

xx 
16

2sin
48

1
4sin

64

1 3  

 
ตัวอย่าง 5.12      จงหาค่า dxee xx 3sin   

วธีิท า   dxeeedxee xxxxx sinsinsin 23

   

  dxeee xxx sincos1 2   
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  dxee xx 3sin    
1

cos
cos1 2


 

x
x ed

e  

   xx ede coscos1 2

   

     xxx edeed coscoscos1
2

   

 
c

e
e

x
x 

3

3

cos
cos  

cee xx  3cos
3

1
cos  

 
ตัวอย่าง 5.13      จงหาค่า xdxx 32 cossin   
วธีิท า      xdxxxxdxx coscossincossin 2232

   

       xdxxx cossin1sin 22    

        xdxx sinsinsin 42

   

            xdxxdx sinsinsinsin 42

   

        
c

xx


5

sin

3

sin
53

 

     cxx  53 sin
5

1
sin

3

1  

 
ตัวอย่าง 5.14      จงหาค่า xdxx 35 cossin 

   
วธีิท า            xdxxxxdxx 3435 cossinsincossin 

   

     xdxxx 322 cossinsin 

  

                   xdxxx 322 cossincos1 

   

      dxxxxx   sincoscoscos21 342  



214 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์ 
 

แคลคูลสั 1  
 

      dxxxxx   sincoscos2cos 13  

     
 

 












1

cos
cos

cos

1
cos

3 xd
x

x
x  

        










xdx

x
x coscos

cos

1
cos

3  

       
c

x
x

x





















2

cos
cosln

2

cos
22

 

      c
x

xx 


2

cos
coslncos

2
2  

    cxx
x

 2

2
cos

2

1
cosln

cos

1  

 
 5.2.2 การหาปริพนัธ์ในรูปแบบ vdxu cossin , vdxu sinsin  และ vdxu coscos  
         โดยใชสู้ตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ในการแปลง คือ 

 1.     vuvuvu  sinsin
2

1
cossin  

 2.     vuvuvu  coscos
2

1
sinsin  

 3.     vuvuvu  coscos
2

1
coscos  

เม่ือใช้สูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ในการแปลงเรียบร้อยแล้ว ให้ท าการกระจายของการหา
ปริพนัธ์ และใชสู้ตร udu sin  หรือ udu cos  ในการหาค่า 
 
ตัวอย่าง 5.15      จงหาค่า xdxx 3cos4sin   
วธีิท า  แปลง xx 3cos4sin  จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 

       vuvuvu  sinsin
2

1
cossin  

                xxxxxx 34sin34sin
2

1
3cos4sin   

                
 xx sin7sin

2

1
  
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                 dxxxxdxx sin7sin
2

1
3cos4sin  

                    dxxdxx   sin
2

1
7sin

2

1  

                    
 

dxx
xd

x   sin
2

1

7

7
7sin

2

1  

                      dxxxdx   sin
2

1
77sin

14

1  

                        cxx  cos
2

1
7cos

14

1  

                    cxx  cos
2

1
7cos

14

1  

 
ตัวอย่าง 5.16      จงหาค่า dxeee xxx 2sin5sin   

วธีิท า  แปลง xx ee 2sin5sin  จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 

        vuvuvu  coscos
2

1
sinsin  

                   xxxxxx eeeeee 25cos25cos
2

1
2sin5sin   

                        xx ee 3cos7cos
2

1
  

                 dxeeedxeee xxxxxx

 







 3cos7cos

2

1
2sin5sin  

                       dxeedxee xxxx

  3cos
2

1
7cos

2

1  

                        
3

3
3cos

2

1

7

7
7cos

2

1 x
x

x
x ed

e
ed

e    

                     cee xx  3sin
6

1
7sin

14

1  
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ตัวอย่าง 5.17      จงหาค่า    
dx

x

xx


 lncosln6cos   

วธีิท า  แปลง    xx lncosln6cos   จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 
       vuvuvu  coscos

2

1
coscos  

                    xxxxxx lnln6coslnln6cos
2

1
lncosln6cos   

                               xx ln5cosln7cos
2

1
  

           
   

    
x

dx
xxdx

x

xx
 


ln5cosln7cos

2

1lncosln6cos  

        
x

dx
x

x

dx
x ln5cos

2

1
ln7cos

2

1

  

                           
 

 
 

5

ln5
ln5cos

2

1

7

ln7
ln7cos

2

1 xd
x

xd
x        

                                          cxx  ln5sin
10

1
ln7sin

14

1

 

 
 5.2.3 การหาปริพนัธ์ในรูปแบบ udun

 tan และ udun

 cot   

         เม่ือ n  คือ จ านวนเตม็บวก โดยท่ี 2n  

กรณีท่ี 1  ใ น ก ารห า  udun

 tan  ใ ห้ แ ย ก  uuu nn 22 tantantan    โ ด ย ใช้ สู ต ร
ตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ในการแปลง คือ 1sectan 22  uu  ท าการกระจายของการหาปริพนัธ์ และ
ใชห้ลกัการหา   uduud 2sectan   

กรณีท่ี 2  ใ น ก ารห า  udun

 cot  ใ ห้ แ ย ก  uuu nn 22 cotcotcot    โ ด ย ใช้ สู ต ร
ตรีโกณมิติเบ้ืองต้นในการแปลง คือ 1coscot 22  uecu  ท าการกระจายของการหาปริพนัธ์ 
และใชห้ลกัการหา   uduecud 2coscot   
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ตัวอย่าง 5.18      จงหาค่า dxee xx 3tan   
วธีิท า  แยก  uuu nn 22 tantantan    
   xxx eee 23 tantantan      (1) 
ท าการแปลง xe2tan   จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 
     1sectan 22  uu  

1sectan 22  xx ee  

จากสมการท่ี (1)    ดงันั้น  1sectantan 23  xxx eee  

                             
xxx eee tansectan 2   

 

              dxeeeedxee xxxxxx

  tansectantan 23  

     dxeedxeee xxxxx

  tansectan 2  

                                   xxxx edeede   tantantan  

  
ce

e x
x

 secln
2

tan
2

 

 cee xx  seclntan
2

1 2  

 
ตัวอย่าง 5.19      จงหาค่า xdx3cot

4

   
วธีิท า  แยก  uuu nn 22 cotcotcot    
   xxx 3cot3cot3cot 224      (1) 
ท าการแปลง x3cot2   จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 
   1coscot 22  uecu  

13cos3cot 22  xecx  

จากสมการท่ี (1)    ดงันั้น  13cos3cot3cot 224  xecxx  

                xxecx 3cot3cos3cot 222   
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                      dxxxecxxdx   3cot3cos3cot3cot 222
4  

             xdxxdxecx 3cot3cos3cot 222  

              
 

     


 dxxec
xd

x 13cos
3

3cot
3cot 22  

               
   

 
   dx

xd
xecxdx 1

3

3
3cos3cot3cot

3

1 22  

                
 

  cxx
x

 3cot
3

1

3

3cot

3

1
3

 

          cxxx  cot
3

1
3cot

9

1 3  

 
 5.2.4 การหาปริพนัธ์ในรูปแบบ udun

 sec , uduecn

 cos  และ  

   uduu nm sectan , uduecu nm coscot  

กรณีท่ี 1  ถา้ n  เป็นจ านวนคู่บวก  
- ในกรณี unsec  และ uu nm sectan  ให้แยก uuu nn 22 secsecsec   โดยใช้สูตร

ตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ในการแปลง un 2sec   คือ uu 22 tan1sec   
- ในกรณี uecncos  และ uecu nm coscot  ให้แยก uecuecuec nn 22 coscoscos  

โดยใชสู้ตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ในการแปลง uecn 2cos   คือ uuec 22 cot1cos   
ทั้ง 2 กรณียอ่ยใหท้  าการกระจายของการหาปริพนัธ์  จึงสามารถใชก้ารหาปริพนัธ์ duun

 ได ้

กรณีท่ี 2  ถา้ m  เป็นจ านวนค่ีบวก 
- ในกรณี uu nm sectan  ให้แยก  uuuuuu nmnm sectansectansectan 11  

โดยใชสู้ตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ในการแปลง um 1tan   คือ 1sectan 22  uu  
- ในกรณี uecu nm coscot  

ให้แยก  uecuuecuuecu nmnm cotcoscoscotcoscot 11   โดยใชสู้ตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้
ในการแปลง um 1cot   คือ 1coscot 22  uecu  
ทั้ง 2 กรณียอ่ยใหท้  าการกระจายของการหาปริพนัธ์  จึงสามารถใชก้ารหาปริพนัธ์ duun

 ได ้
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ตัวอย่าง 5.20      จงหาค่า dx
x

 2
sec4   

วธีิท า   แยก uuu nn 22 secsecsec    

           
2

sec
2

sec
2

sec 224 xxx
     (1) 

  ท าการแปลง 
2

sec2 x จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 

          
2

tan1
2

sec 22 xx
  

  จากสมการท่ี (1) ดงันั้น 
2

sec
2

tan1
2

sec 224 xxx








  

  dx
xx

dx
x

 









2
sec

2
tan1

2
sec 224  

                  















  2

tan2
2

tan1 2 x
d

x  

                  















  2

tan
2

tan12 2 x
d

x  

                  
























  2

tan
2

tan2
2

tan12 2 x
d

xx
d  

                c

x

x













3

3

2
tan

2
2

tan2  

                 c
xx


2
tan

3

2

2
tan2 3  

 
ตัวอย่าง 5.21      จงหาค่า dxxec 2cos 6   

วธีิท า   แยก uecuecuec nn 22 coscoscos    
           xecxecxec 2cos2cos2cos 246      (1) 

  ท าการแปลง xec 2cos 4 จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 

          xxec 2cot12cos 22   

จากสมการท่ี (1) ดงันั้น   xecxxec 2cos2cot12cos 226   
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    dxxecxdxxec   2cos2cot12cos 226  

                 
   

2

2cot
2cot2cot21 42


 

xd
xx  

                    xdxx 2cot2cot2cot21
2

1 42

   

                   xdxxdxxd 2cot2cot
2

1
2cot2cot2cot1

2

1 42

    

                   
c

xx
x 

5

2cot

2

1

3

2cot
2cot

2

1
53

 

                            cxxx  2cot
10

1
2cot

3

1
2cot

2

1 53  

 

ตัวอย่าง 5.22      จงหาค่า xdxx
62

3

sectan   
วธีิท า   แยก uuu nn 22 secsecsec    
           xxx 246 secsecsec      (1) 
  ท าการแปลง x4sec จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 

          xx 22 tan1sec   

  จากสมการท่ี (1) ดงันั้น   xxx 2226 sectan12sec   

      xdxxxxdxx 2222

3

62

3

sectan1tansectan    

                                
  xdxxxx 2422

3

sectantan21tan    

                                
 xdxxx tantantan2tan 2

11

2

7

2

3

 












  

                                                                xdxxdxxdx tantantantan2tantan 2

11

2

7

2

3

    

            
                          

     
c

xxx


2

13

tan

2

9

tan
2

2

5

tan 2

13

2

9

2

5

 

            
                           

cxxx  2

13

2

9

2

5

tan
13

2
tan

9

4
tan

2

5  
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ตัวอย่าง 5.23      จงหาค่า dx
x

xecx


43 coscot   

วธีิท า   แยก uecuecuec nn 22 coscoscos    
           xecxecxec 224 coscoscos     (1) 

  ท าการแปลง xec4cos จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 

          xxec 22 cot1cos   

  จากสมการท่ี (1) ดงันั้น   xecxxec 224 coscot1cos   

      
dx

x

xecxx
dx

x

xecx





22343 coscot1cotcoscot  

    
  dx

x

xec
xx 

2
53 cos

cotcot  

                        
    xdxx cot2cotcot 53

   

                        
   xdxx cotcotcot2 53

   

              
              xdxxdx cotcot2cotcot2

53

   

                         
   

c
xx


6

cot
2

4

cot
2

64

 

                         
cxx  64 cot

3

1
cot

2

1  

 
ตัวอย่าง 5.24      จงหาค่า dxeee xxx 75 sectan    

วธีิท า   แยก      uuuuuu nmnm sectansectansectan 11    
            xxxxxx eeeeee sectansectansectan 6475    (1) 

  ท าการแปลง xe4tan  จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 
          1sectan 22  xx ee  

จากสมการท่ี (1) ดงันั้น                       

   xxxxxx eeeeee sectansec1secsectan 62275   
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              dxeeeedxeee xxxxxxx

  sectansec1secsectan 62275  

               
   dxeeeee xxxxx

  sectansec1sec2sec 624  

                
     xxxx edeee secsecsec2sec 6810  

                                        
             xxxxxx edeedeede secsecsecsec2secsec

6810  

               
     

c
eee xxx


7

sec

9

sec
2

11

sec
7911

 

                
ceee xxx  7911 sec

7

1
sec

9

2
sec

11

1  

 

5.3 การหาปริพนัธ์โดยการแทนค่าด้วยฟังก์ชันตรีโกณมติิ  
      (Integration by trigonometric function substitutions) 

 ถ้าตัวถูกป ริพัน ธ์อยู่ใน รูปแบบทั้ ง  6 คือ  22 ua  , 22 ua  , 22 au  , 22 au  , 
22 au  หรือ 22 au  และมีนิพจน์อ่ืน นอกเหนือจากรูปแบบน้ีประกอบอยูด่ว้ย เช่น  

1. 22 16 uu    ซ่ึงมีนิพจน์ 2u  ประกอบอยูใ่นรูปแบบนอกเหนือทั้ง 6 รูปแบบ  

2. 
2

2 4

u

u         ซ่ึงมีนิพจน์ 2u  ประกอบอยูใ่นรูปแบบนอกเหนือทั้ง 6 รูปแบบ  

3. 
22 3

2





u

u      ซ่ึงมีนิพจน์ 2u  ประกอบอยูใ่นรูปแบบนอกเหนือทั้ง 6 รูปแบบ  

โดยจะแตกต่างจากหวัขอ้ 4.2.5 ซ่ึงไม่มีพจน์อ่ืนประกอบอยูด่ว้ย 
 
 หลกัการส าคญัจะตอ้งสามารถจดัให้อยูใ่นรูปแบบดงักล่าวได ้และจะใชว้ิธีการเปล่ียนตวั
แปรเดิมใหเ้ป็นตวัแปรใหม่ท่ีอยูใ่นรูปของฟังกช์นัตรีโกณมิติไดด้งัน้ี 
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กรณีท่ี 1  ถา้ตวัถูกปริพนัธ์อยูใ่นรูปแบบ 22 ua   หรือ 22 ua    
 

การแทนค่า จะก าหนดให ้ sinau   โดยท่ี 
22





  ดงัแสดงรูปสามเหล่ียมมุมฉาก 

จาก sinau       sin ขา้ม =  ข 
หรือ 

a

u
sin       

 
 

กรณีท่ี 2  ถา้ตวัถูกปริพนัธ์อยูใ่นรูปแบบ 22 au   หรือ 22 au    
 

การแทนค่า จะก าหนดให ้ tanau   โดยท่ี 
22





  ดงัแสดงรูปสามเหล่ียมมุมฉาก 

จาก tanau       tan ขา้ม =  ข 

หรือ 
a

u
tan       

 
 
 

กรณีท่ี 3  ถา้ตวัถูกปริพนัธ์อยูใ่นรูปแบบ 22 au   หรือ 22 au    
 

การแทนค่า จะก าหนดให ้ secau   โดยท่ี 
2

0


   หรือ 
2

3
  ดงัแสดงรูปสามเหล่ียม

มุมฉาก 
จาก secau        sec ฉาก =  ฉ 

หรือ 
a

u
sec       

 
 

ฉาก ฉ 

ชิด ช 

ชิด ช 

  
ช 

a = ฉ 

 22 ua  

u = ข 

  

ฉ 

a = ช 

 22 au  
u = ข 

  
ข 

a = ช 

 22 au  
u = ฉ 
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ตัวอย่าง 5.25      จงหาค่า 
 22 16 xx

dx   

วธีิท า  เป็นกรณีท่ี 1 รูปแบบ 22 ua  จากโจทย ์ 4a  และ xu   
 
    ก าหนดให ้ sinau   ดงันั้น sin4x  

                ddx cos4  
 
 
 
 
 

จากโจทย ์
   





d

xx

dx





 2222
sin416sin4

cos4

16
 

 





d 


cos4sin16

cos4
2

 




d
2sin

1

16

1  

dec 2cos
16

1  

  c cot
16

1  

             cot    ชิด   =   ช     = 
x

x216    c cot
16

1

 
       c

x

x





216

16

1  

 

 

 








cos4

sin14

sin14

sin44sin416

2

22

2222








 

ขา้ม ข 

  

A 

216 x  

x  
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ตัวอย่าง 5.26      จงหาค่า dx
xx

x
  3462

  

วธีิท า  ท าการแปลง 3462  xx  ให้อยู่ในรูปผลรวมทั้ งหมดก าลังสอง เน่ืองจาก
เคร่ืองหมายหนา้ x6  เป็นบวก เพื่อใหอ้ยูใ่นรูป 2u  และ 2a  

  น2 +  2นล   + ล2 

         343332346
2222  xxxx         

ดงันั้น น = x  และ ล = 3 

       349332346
222  xxxx    

             253
2
 x  

               (น + ล)2 
         222 53346  xxx   

จะได ้   
 

dx
x

x
dx

xx

x





 222
53346

   (1) 

เป็นกรณีท่ี 2 รูปแบบ 22 au   จากโจทย ์    3 xu และ 5a  
     ก าหนดให ้   tanau   

         tan53x    (2) 

               3tan5  x  

      ดงันั้น    ddx 2sec5  

จากสมการท่ี (1) 
 

 



ddx

xx

x 2

222
sec5

5tan5

3tan5

346







   

 



d2

2
sec5

sec

3tan5



   

    d  3tan55     

    dd 115tan25  

 

 






2

2

222

sec25

1tan25

25tan255tan5






 

น2 +  2นล   + ล2 =  (น + ล)2 

มีการบวกเขา้  23 โดยการบงัคบัจาก
สูตรจึงตอ้งท าการ  23  

 

346

53

2

22





xx

x  

  
5  

3x  
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   dx
xx

x
  3462   

c  15secln25     

 

             sec    ฉาก   =   ฉ     = 
5

3462  xx        และจากสมการท่ี (2) จะได ้
5

3
tan




x
  

                   
5

3
arctan




x
  

ดงันั้น    c
x

xx

x
dx

xx

x








 5

3
arctan15

346
ln25

346 22
 

 
ตัวอย่าง 5.27      จงหาค่า 

  
dx

x

x






2

3
2

2
1 1

2   

วธีิท า  เป็นกรณีท่ี 3 รูปแบบ 22 au  จากโจทย ์ 
2

1
 xu  และ 1a  

    ก าหนดให ้ secau   ดงันั้น sec
2

1
x  

               
2

1
sec  x  

                ddx tansec  

จากโจทย ์    
  

 

  





ddx

x

x
tansec

1sec

2sec

1

2

2

3
2

2
1

2

3
2

2
1











  

 





dtansec

tan

sec

2

3
2

2
3




   

 





dtansec

tan

sec
3

2
3




   

 





dsec

tan

sec
2

2
3




 
 










dd  

22

2

tan

sec

2

3

tan

sec  

ชิด  ช 

2
1x  

  
1  

 

2
12

2

2
1 1





xx

x  
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        
dx

x

x






2

3
2

2
1 1

2

   














dd  


















2

2

2

2

2 sin

cos

cos

1

2

3

sin

cos

cos

1              
 

                                    








dd  








sin

cos

sin

1

2

3

sin

1
2

 

       eccos    ฉาก   =   ฉ        decdec cotcos
2

3
cos 2

   

                    = 
2
12

2
1





xx

x     cec   cos
2

3
cot  

         cot    ชิด   =   ช       cec   cos
2

3
cot  

                    = 
2
12

1

 xx
  c

xx

x

xx






















2
12

2
1

2
12 2

31  

       cx
xx














2
1

2
12 2

3
1

1  

     cx
xx














4

3

2

3
1

1

2
12

 

     cx
xx














4

7

2

31

2
12

 
 

5.4 การหาปริพนัธ์โดยการแยกเป็นเศษส่วนย่อย (Integration by partial functions) 

 วธีิน้ีจะเป็นการหาปริพนัธ์ท่ีอยูใ่นรูปของฟังกช์นัตรรกยะ  

 
 
 xg

xf
xQ   

หรืออยูใ่นรูป  
 

dx
xg

xf
 โดยท่ี  xf  และ  xg  เป็นฟังกช์นัพหุนาม 

คือ   01

2

2

2

2

1

1 ... axaxaxaxaxaxf n

n

n

n

n

n  





  

  01

2

2

2

2

1

1 ... bxbxbxbxbxbxg m

m

m

m

m

m  





  

เม่ือ 01221 ,,,...,,, aaaaaa nnn   และ 

 01221 ,,,...,,, bbbbbb nnn   เป็นค่าคงท่ีใด ๆ 

ขา้ม ข 

ขา้ม ข 
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โดย  xf จะเป็นฟังกช์นัพหุนามก าลงั n  ก็ต่อเม่ือ 0na  

และ  xg จะเป็นฟังกช์นัพหุนามก าลงั m  ก็ต่อเม่ือ 0mb  

 - ถา้  xQ  เป็นฟังก์ชนัตรรกยะแท ้(Proper rational function) เม่ือก าลงัของ  xf  นอ้ยกวา่

ก าลงัของ  xg  เช่น 
 23

2

3

2
,

1

15









x

x

x

xx  

 - ถ้า  xQ  เป็นฟังก์ชันตรรกยะไม่แท้ (Improper rational function) เม่ือก าลังของ  xf  
มากกวา่หรือเท่ากบัก าลงัของ  xg  เช่น 

 22

6

3

5

1

5
,

52 



 x

xx

x

x  

ฟังก์ชันตรรกยะไม่แท้ จะสามารถเขียนอยู่ในรูปผลบวกหรือผลลบของพหุนามกับ

ฟังกช์นัตรรกยะไดเ้สมอ เช่น 
1

5

1

5
2

2

2

24










x

x
x

x

xxx  

วธีิการแยกเป็นเศษส่วนย่อย 

1. พิจารณาว่าเป็นฟังก์ชันตรรกยะหรือไม่ เน่ืองจากวิธีการน้ีสามารถท าได้ แต่จะตอ้ง
เป็นฟังกช์นัตรรกยะแทเ้ท่านั้น 
                ถา้เป็นฟังก์ชันตรรกยะไม่แท ้ให้น า  xg  หาร  xf  โดยการตั้งหารแบบ

พีชคณิตหารก่อน ถ้าได้ผลลัพ ธ์  คือ  
 
 xg

xf
xf 2

1   ให้น าพจน์   
 xg

xf2  ท่ี เป็น

ฟังก์ชันตรรกยะแท้แล้ว ไปท าตามขั้นตอนท่ี 2 ต่อไป เช่น 
1

5
2

24





x

xxx เป็น

ฟังกช์นัตรรกยะไม่แทจึ้งตอ้งท าการแปลงใหเ้ป็นฟังกช์นัตรรกยะแทก่้อน  

โดยวธีิการตั้งหาร 

5

51

24

242

2







x

xx

xxxx

x

 
 

ผลลพัธ์ คือ  
 
 xg

xf
xf

x

x
x 2

12

2

1

5





  และน า  

1

5
2 



x

x

 
ซ่ึงเป็นฟังกช์นัตรรกยะแทไ้ปท าการแยกเป็นเศษส่วนยอ่ยขั้นตอนต่อไป 
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2. น า  xg  มาแยกตวัประกอบแบ่งไดเ้ป็น 5 กรณี คือ 
กรณีท่ี 1 ตวัประกอบเชิงเส้น (Linear factor) คือตวัประกอบท่ีมีก าลงัสูงสุดของตวั

แปรเท่ากบั 1 เช่น 

     43215  xxxxg  
สามารถเขียน  xQ อยูใ่นรูปผลบวกของเศษส่วนยอ่ยได ้คือ  

 
43215 








x

C

x

B

x

A
xQ  เม่ือ A, B, C คือ ค่าคงท่ีใด ๆ 

กรณีท่ี 2 ตวัประกอบเชิงเส้นซ ้ ากนั เช่น 
      2222  xxxxxg  

สามารถเขียน  xQ อยูใ่นรูปผลบวกของเศษส่วนยอ่ยได ้คือ  

 
     432

2222 











x

D

x

C

x

B

x

A
xQ  เม่ือ A, B, C, D คือ ค่าคงท่ีใด ๆ 

กรณีท่ี 3 ตวัประกอบก าลงัสอง (Quadratic factor) คือตวัประกอบท่ีมีก าลงัสูงสุด
ของตวัแปรเท่ากบั 2 เช่น 

     3115 222  xxxxxg  
สามารถเขียน  xQ อยูใ่นรูปผลบวกของเศษส่วนยอ่ยได ้คือ  

 
3115 222 














x

FEx

x

DCx

xx

BAx
xQ  เม่ือ A, B, C, D, E, F คือ ค่าคงท่ีใด ๆ 

กรณีท่ี 4 ตวัประกอบก าลงัสองซ ้ ากนั เช่น 
      5555 2222  xxxxxg  

สามารถเขียน  xQ อยูใ่นรูปผลบวกของเศษส่วนยอ่ยได ้คือ  

 
     4232222

5555 



















x

HGx

x

FEx

x

DCx

x

BAx
xQ   

เม่ือ A, B, C, D, E, F, G, H  คือ ค่าคงท่ีใด ๆ 

กรณีท่ี 5 ตวัประกอบมีหลากหลายกรณีผสมกนั ใหท้  าตามหลกัการของแต่ละกรณี 

 เช่น  
    22

2

22121

95














x

C

x

B

x

A

xx

xx  
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    22222

3

33131

5


















x

EDx

x

CBx

x

A

xx

x   

 

เม่ือ A, B, C, D, E  คือ ค่าคงท่ีใด ๆ 

3. เม่ือท าการแยกเป็นเศษส่วนยอ่ยแลว้ จะตอ้งน าไปหาค่าคงท่ี A, B, C,… หรือการหาค่า
สัมประสิทธ์ิของเศษผลบวกยอ่ยทางดา้นขวามือ โดยการน า  xg  คูณเขา้ทั้งสองขา้ง
ของสมการ จากนั้นให้เลือกใชว้ิธีท่ีเหมาะสม เพื่อหาค่าคงท่ีหรือสัมประสิทธ์ิดงักล่าว 
ซ่ึงมีวธีิการหาไดห้ลายวธีิ เช่น 
3.1 วธีิการแทนค่าตวัแปรโดยเลือกค่าท่ีเหมาะสมแลว้แทนใน x ของสมการ 
3.2 วธีิเทียบสัมประสิทธ์ิ โดยใชห้ลกัการเทียบสัมประสิทธ์ิของ x ท่ีก าลงัเท่ากนัของ

ทางดา้นซา้ยมือกบัขวามือของสมการยอ่มมีค่าเท่ากนัเสมอ 
 

ตัวอย่าง 5.28      จงหาค่า 
     321 xxx

dx   

วธีิท า  สามารถน า 
   321

1

 xxx
มาแยกเป็นเศษส่วนย่อยได้ เน่ืองจากเป็น

ฟังกช์นัตรรกยะแท ้ ดงันั้น 
    321321

1










 x

C

x

B

x

A

xxx
  (1) 

น า    321  xxx คูณทั้งสองขา้งของสมการท่ี (1) 

จะได ้         2131321  xxCxxBxxA   (2) 

หาค่า CBA ,,  ไดโ้ดยการแทนค่า x ท่ีเหมาะสมในสมการท่ี (2) 

พิจารณาค่า x  ท่ีเหมาะสมในสมการท่ี (1) คือ 2,1  xx  และ  3x  

    

จะได ้              2111311131211  CBA  

     00231  A  

แทนค่า 1x  
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    A61   

6

1
A  

    

จะได ้                           2212321232221  CBA  

     05301  B  

  B151   

15

1
B  

 

       จะได ้          2313331333231  CBA  

  52001  C  

 C101   

10

1
C  

แทนค่า 
6

1
A , 

15

1
B  และ 

10

1
C ในสมการท่ี (1) 

                       310

1

215

1

16

1

321

1










 xxxxxx
 

ดงันั้น 
       

dx
xxxxxx

dx
 


 321

1

321
 

           
dx

xxx 

















310

1

215

1

16

1  

แทนค่า 2x  

 

แทนค่า 3x  
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        321 xxx

dx

  
 

 
 

 
   








 3

3

1

10

1
2

2

1

15

1
1

1

1

6

1
xd

x
xd

x
xd

x
 

            
cxxx  3ln

10

1
2ln

15

1
1ln

6

1  

 

ตัวอย่าง 5.29      จงหาค่า 
  

dx
xx

xx





2

2

21

432   

วธีิท า สามารถน า 
  2

2

21

432





xx

xx มาแยกเป็นเศษส่วนย่อยได ้เน่ืองจากเป็นฟังก์ชันตรรกยะแท้

  ดงันั้น 
    22

2

22121

432














x

C

x

B

x

A

xx

xx     (1) 

น า   221  xx คูณทั้งสองขา้งของสมการท่ี (1) 

จะได ้       1212432
22  xCxxBxAxx   (2) 

หาค่า CBA ,,  ไดโ้ดยการเทียบสัมประสิทธ์ิในสมการท่ี (2) 

     1244432 222  xCxxBxxAxx  

                                CBAxCBABA  244  

หาค่า CBA ,,  จาก 

2 BA     (3) 

 34  CBA      (4) 

   424  CBA      (5) 

น าสมการท่ี (4)-(5)  เพื่อก าจดั C 

        78  BA     (6) 

น าสมการท่ี (3)-(6) เพื่อก าจดั B 
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            99 A  

   1 A  

 น า 1A  แทนในสมการท่ี (3) 

จะได ้      21  B  

   1 B  

น า 1A  และ 1B  แทนในสมการท่ี (4) เพื่อหาค่า C 

31)1(4  C     

                 2C  

แทนค่า 1A ,  1B  และ 2C  ในสมการท่ี (1) 

    22

2

2

2

2

1

1

1

21

432














xxxxx

xx  

ดงันั้น        
    

dx
xxx

dx
xx

xx
 


























22

2

2

2

2

1

1

1

21

432  

       2222
2

1
1

1

1 2






 


xdxxd

x
xd

x
 

  
 

c
x

xx 







1

2
22ln1ln

1

 

   c
x

xx 



2

2
2ln1ln
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ตัวอย่าง 5.30      จงหาค่า dx
xx

x
 


34

2 12   

วธีิท า สามารถน า 
34

2 12

xx

x



  มาแยกเป็นเศษส่วนย่อยได ้เน่ืองจากเป็นฟังก์ชันตรรกยะแท ้และ

จะตอ้งท าการแยกตวัประกอบในส่วนของ  1334  xxxx  ก่อน   

ดงันั้น  
  11

1212
323

2

34

2













x

D

x

C

x

B

x

A

xx

x

xx

x  (1) 

น า  13 xx คูณทั้งสองขา้งของสมการท่ี (1) 
จะได ้       322 11112 DxxCxBxxAxx   (2) 

หาค่า CBA ,,  และ D ไดโ้ดยการเทียบสัมประสิทธ์ิในสมการท่ี (2) 

                   32232 112 xDxCxxBxxAx   

      CxCBxBAxDAx  232 12  

หาค่า CBA ,,  และ D จาก 

 0DA     (3) 

 2 BA      (4) 

  0CB      (5) 

จากสมการท่ี (5)  จะได ้         1C  

น า 1C  แทนในสมการท่ี (5)  
           0)1( B  
                  1B  

น า 1B  แทนในสมการท่ี (4)  
              21 A  

1A  

น า 1A  แทนในสมการท่ี (3)  
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             01  D  
     1D  

แทนค่า 1A ,  1B ,  1C   และ 1D  ในสมการท่ี (1) 

1

111112
3234

2








xxxxxx

x  

ดงันั้น  dx
xxxx

dx
xx

x
 
















1

111112
3234

2

 

         
 1

1

11 32 


 
 xd

x
dxxxdxxd

x
 

         cx
xx

x 








1ln
21

ln
21

 

         cx
xx

x  1ln
2

11
ln

2
 

 

ตัวอย่าง 5.31      จงหาค่า dx
xx

xxx
 



23

2
24

23

  

วธีิท า สามารถน า 
23

2
24

23





xx

xxx  มาแยกเป็นเศษส่วนยอ่ยได ้เน่ืองจากเป็นฟังกช์นัตรรกยะแท ้

และจะตอ้งท าการแยกตวัประกอบในส่วนของ   1223 2224  xxxx  ก่อน   

ดงันั้น  
      1212

2

23

2
2222

23

24

23




















x

DCx

x

BAx

xx

xxx

xx

xxx  (1) 

น า   12 22  xx คูณทั้งสองขา้งของสมการท่ี (1) 

จะได ้      212 2223  xDCxxBAxxxx    

DDxCxCxBBxAxAx 22 2323   

       DBxCAxDBxCA 2223         (2) 
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หาค่า CBA ,,  และ D ไดโ้ดยการเทียบสัมประสิทธ์ิในสมการท่ี (2) 

 1CA     (3) 

 1DB      (4) 

 12  CA      (5) 

22  DB      (6) 
น าสมการท่ี (5)-(3) เพื่อก าจดั  A   

จะได ้    0C  

น า 0C  แทนในสมการท่ี (1)  

     10 A  
       1A  
น าสมการท่ี (6)-(4) เพื่อก าจดั  B       

  1D  

น า 1D  แทนในสมการท่ี (4)  
     11 B  
     0B  

แทนค่า 1A ,  0B ,  0C   และ 1D  ในสมการท่ี (1) 

     1

1

223

2
2224

23











xx

x

xx

xxx  

ดงันั้น  dx
xx

x
dx

xx

xxx
 



















1

1

223

2
2224

23

 

            
dx

x
dx

x

x
 





1

1

2 22
 

             
 

 







22

2

2 12

2

2

1

x

dxxd

x
 

                          
cxx  arctan2ln

2

1 2  
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ตัวอย่าง 5.32      จงหาค่า 
 

dx
x

xx





22

3

1

4   

วธีิท า สามารถน า 
 22

3

1

4





x

xx  มาแยกเป็นเศษส่วนย่อยได ้เน่ืองจากเป็นฟังก์ชนัตรรกยะแท ้และ

จะตอ้งท าการแยกตวัประกอบในส่วนของ  22 1x  ก่อน   

ดงันั้น  
     22222

3

111

4















x

DCx

x

BAx

x

xx   (1) 

น า  22 1x คูณทั้งสองขา้งของสมการท่ี (1) 

จะได ้    DCxxBAxxx  14 23    (2) 

หาค่า CBA ,,  และ D ไดโ้ดยการเทียบสัมประสิทธ์ิในสมการท่ี (2) 

 DCxBBxAxAxxx  233 4  

   DBxCABxAx  23

         

หาค่า CBA ,,  และ D ไดโ้ดยการเทียบสัมประสิทธ์ิในสมการท่ี (2) 

  1 A     (3) 

 0 B      (4) 

  4CA      (5) 

0DB      (6) 

น า 1A  แทนในสมการท่ี (5)  
     41 C  

     5C  

น า 0B  แทนในสมการท่ี (6)  
     00 D  

0D  
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แทนค่า 1A ,  0B ,  5C   และ 0D  ในสมการท่ี (1) 

   22222

3

1

5

11

4











x

x

x

x

x

xx  

ดงันั้น    
   

dx
x

x

x

x
dx

x

xx
 























22222

3

1

5

11

4

   

                    
dx

x

x
dx

x

x
















222
1

5

1
 

                   

     
2

1
15

2

1

1

1 2
22

2

2







 

 xd
x

xd

x
 

                    
 

c
x

x 







1

1

2

5
2ln

2

1
12

2  

                
c

x
x 




1

5
2ln

2

1
2

2

 
 

ตัวอย่าง 5.33      จงหาค่า dx
xx

xx
 



9

992
3

2

  

วธีิท า สามารถน า 
xx

xx

9

992
3

2



  มาแยกเป็นเศษส่วนย่อยได ้เน่ืองจากเป็นฟังก์ชนัตรรกยะแท ้

และจะตอ้งท าการแยกตวัประกอบในส่วนของ  99 23  xxxx  ก่อน   

ดงันั้น   
  99

992

9

992
22

2

3

2















x

CBx

x

A

xx

xx

xx

xx    (1) 

น า  92 xx คูณทั้งสองขา้งของสมการท่ี (1) 

จะได ้    xCBxxAxx  9992 22    (2) 

หาค่า BA,  และ C ไดโ้ดยการเทียบสัมประสิทธ์ิในสมการท่ี (2) 

 CxBxAAxxx  222 9992  

              ACxxBA 92           
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หาค่า BA,  และ C จาก 

2 BA     (3) 

 9 C      (4) 

  99  A      (5) 

 จากสมการท่ี (5)  
1 A  

น า 1A  แทนในสมการท่ี (3)  
     21  B  

     1 B  

แทนค่า 1A ,  1B   และ 9C  ในสมการท่ี (1) 

           9

91

9

992
23

2










x

x

xxx

xx  

ดงันั้น          dx
x

x

x
dx

xx

xx
 


















9

91

9

992
23

2

   

                    
dx

x

x
dx

x  




9

91
2

 

                                            
dx

x
dx

x

x
dx

x  





9

9

9

1
22

 

       
 

 







22

2

2 3
9

2

9

9

11

x

dxxd

x
dx

x
 

        
c

x

x
xx 






3

3
ln

32

1
99ln

2

1
ln 2  

      
c

x

x
xx 






3

3
ln

2

3
9ln

2

1
ln 2  
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ตัวอย่าง 5.34      จงหาค่า dx
xxx

xxxx
 



1

6322
23

234

  

วธีิท า ไม่สามารถน า 
1

6322
23

234





xxx

xxxx  มาแยกเป็นเศษส่วนยอ่ยได ้เน่ืองจากเป็นฟังกช์นั 

ตรรกยะไม่แท ้จึงจ าเป็นตอ้งตั้งหารแบบพีชคณิตก่อน  

42 x  
63221 23423  xxxxxxx  

             xxxx 2222 234   

            654 23  xxx  
          4444 23  xxx  
                      23 2  xx  
 

1

23
42

1

6322
23

2

23

234











xxx

xx
x

xxx

xxxx  

สามารถน า 
1

23
23

2





xxx

xx  มาแยกเป็นเศษส่วนยอ่ยได ้เน่ืองจากเป็นฟังก์ชนัตรรกยะแท ้

และจะตอ้งท าการแยกตวัประกอบในส่วนของ 
1

23
23

2





xxx

xx  ก่อน 

ดงันั้น   
   1111

23

1

23
22

2

23

2


















x

CBx

x

A

xx

xx

xxx

xx    (1) 

น า   11 2  xx  คูณทั้งสองขา้งของสมการท่ี (1) 

จะได ้     1123 22  xCBxxAxx    (2) 

หาค่า BA,  และ C ไดโ้ดยการเทียบสัมประสิทธ์ิในสมการท่ี (2) 

      CCxBxBxAAxxx  222 23  

                  CAxCBxBA  2

         
หาค่า BA,  และ C จาก 

3 BA     (3) 
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 1 CB      (4) 

  2CA      (5) 

 น าสมการท่ี (3)+(4) เพื่อก าจดั B  
4CA      (6) 

น าสมการท่ี (5)+(6) เพื่อก าจดั C  

    22 A     

1 A    

น า 1A  แทนในสมการท่ี (3)  
     31  B  

     2 B  

น า 2B  แทนในสมการท่ี (4)  
     12  C  

     3 C  

แทนค่า 1A ,  2B   และ 3C  ในสมการท่ี (1) 

1

32

1

1

1

23
223

2













x

x

xxxx

xx  

   ดงันั้น           dx
x

x

x
dx

xxx

xx
 





















1

32

1

1

1

23
223

2

    

                   
dx

x
dx

x

x
dx

x  








1

1
3

1
2

1

1
22

 

    
 

 
 



















22

2

2 1
3

2

1

1

1
21

1

1

x

dxxd

x
xd

x
 

   
cxxx  arctan31ln1ln 2  
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บทสรุป 
 เทคนิคการหาปริพนัธ์ ใชส้ าหรับโจทยอิ์นทิเกรตท่ีมีความยุง่ยากซบัซอ้นมากข้ึน เน่ืองจาก
ไม่สามารถหาไดจ้ากวธีิใชสู้ตรพื้นฐานในบทท่ีแลว้ โดยวธีิต่าง ๆ ดงัน้ี 
 1. การหาปริพนัธ์โดยการแยกทีละส่วน 
 2. การหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัตรีโกณมิติท่ีมีรูปแบบแน่นอน   
 3. การหาปริพนัธ์โดยการแทนค่าดว้ยฟังกช์นัตรีโกณมิติ 
 4. การหาปริพนัธ์โดยการแยกเป็นเศษส่วนยอ่ย 
 
แบบฝึกหัดท้ายบทที ่5 
1. จงหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 
 1.1    dxxx sin2    1.2    dxxx ln2      

1.3    dx
x

x


ln     1.4     dxx
3ln  

1.5    
 

dx
x

x



22

3

1
   1.6    dxex x35

  

1.7    dxex x3

     1.8      dx
x

x 







 2

cos52   

1.9    dxex x


2    1.10    dxex x321   

1.11  
 

dx
e

xe

x

x




2
1

   1.12  dxxe x


 2cos  

1.13    dxxxx sin22

    1.14    dxexx x 1223 

   

1.15   dxx  2arcsin    1.16     dxxe x 12sin1 
  

1.17    dxex x

 
2

3    1.18   dxxx 2cos 2    

1.19   dxx lncos    1.20  dxxx
2sec  
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2. จงหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

2.1 xdx
5sin    2.2  xdx

2cos  

2.3 dxxx 25 cossin   2.4  dxxx 42 cossin  

2.5   xdxxcossin 2

3

   2.6     xdxx 63 cossin 

  

2.7   xdxxcos5sin   2.8     xdxx 2cos3cos   

2.9    xdxxsin5sin   2.10   dx
x

x 







 2

cossin  

2.11 xdxx 43 sectan   2.12   xdx4tan 4

  

2.13 xdx
6cot    2.14   xdxecx 2cos2cot 47


  

2.15   xdxx 3sec3tan 42

5

   2.16   dx
x

ec 







 3
cos 6  

2.17   xdx2sec4

    2.18 xdxecx 55 coscot  
 

3. จงหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

3.1 dx
x

x


 2

2

9
   3.2  dx

x

x


 252

 

3.3 
 xx

dx

83
   3.4    94 2x

dx  

3.5 dx
x

x


 25ln 2

  3.6   dxx 162  

3.7 
 1182 xx

dx   3.8     542 xx

dx   

3.9     dxxx 248   3.10     )ln4( 2 xx

dx  
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3.11 dxxx  42    3.12   xxx

dx
2ln  

 
4. จงหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

4.1   dx
xx

xx
 


3

2 233   4.2   dx
xx

xx
 



)1(

157
2

2

 

4.3   dx
xx

xx
 


3

3

)1(

14   4.4   dx
xxx

xx
 



)52)(2(

265
2

2

 

4.5   dx
xx

xx
 



23

22
24

23

  4.6   dx
xx

xxx
 



)3)(1(

3
22

23

 

4.7   dx
xx

x
 



492

10
24

2

  4.8 dx
xx

xxxx
 



)1)(1(

6322
2

234

  

4.9 dx
x

x
  22

3

)1(

2    4.10   dx
xxx

xx
 



133

2
23

2
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การประยุกต์ของปริพนัธ์ บทที ่
Application of Integral 6 

 
 การประยุกต์ของปริพนัธ์จะกล่าวถึงการน าไปประยุกต์ใช้ของการแกโ้จทยปั์ญหาต่าง ๆ 
ซ่ึงเกิดประโยชน์เป็นอยา่งมากในการใชง้านจริง เช่น การหาพื้นท่ีใตเ้ส้นโคง้ การหาปริมาตรของ
ทรงตนัท่ีไม่สามารค านวณหาไดจ้ากสูตรใด ๆ ตามปกติ โดยใชว้ิธีจานและวิธีเปลือกทรงกระบอก 
เป็นส่วนหน่ึงในการแกปั้ญหาเชิงวศิวกรรมหรือฟิสิกส์ ภายใตก้ารใชป้ริพนัธ์แบบจ ากดัเขต 
 
จุดมุ่งหมายการเรียนรู้ 
 1. เขา้ใจและสามารถหาปริพนัธ์จ ากดัเขตได ้
 2. สามารถหาค่าปริพนัธ์ได ้
 3. สามารถน าไปประยกุตใ์ชใ้นการแกโ้จทยปั์ญหาต่าง ๆ ได ้
 

6.1 การหาปริพนัธ์จ ากดัเขต (Definite integral) 
 ถา้ตอ้งการค านวณหาพื้นท่ี A  เหนือบนแกน x  ท่ีปิดลอ้มด้วยเส้นตรง ax  , bx   
และเส้นโคง้   0 xfy  จะมีความต่อเน่ืองในช่วง  ba,  ดงัรูปท่ี 6.1 ซ่ึงสามารถแบ่งระหวา่ง
ช่วงน้ีออกเป็นช่วงยอ่ย ๆ จ านวน n  ช่วง โดยแต่ละช่วงยอ่ยนั้น ไม่จ  าเป็นท่ีจะตอ้งมีความยาวหรือ
ความกวา้งท่ีเท่ากนัทั้งหมด 

 

         

 
 
 
 

รูปที ่6.1 พื้นท่ี A  ท่ีปิดลอ้มดว้ยเส้นตรงและเส้นโคง้ 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

a b 

A 

x 

y 

y = f(x) 
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ถ้าก าหนดให้จุดแบ่งช่วงเป็น bxxxxxxa nnn   ,,,...,,, 12210  และเลือกจุดท่ีอยู่ใน
แต่ละช่วงย่อย  ก าหนดให้เป็น ***

2

*

1 ,...,,...,, ni xxxx  โดยท่ี ni ,...,3,2,1  ซ่ึงสามารถสร้างรูป
ส่ีเหล่ียมมุมฉากบนช่วงยอ่ย n  เป็นจ านวน n  ช่วง ดงัรูปท่ี 6.2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่6.2 ส่ีเหล่ียมมุมฉากบนช่วงยอ่ย n  จ  านวน 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
      ดงันั้น ผลบวกของพื้นท่ีส่ีเหล่ียมมุมฉากเล็ก ๆ จ านวน n  รูป จะเป็นค่าโดยประมาณของพื้นท่ี 
A  ดงัน้ี 

        nnii xxfxxfxxfxxfA  **

2

*

21

*

1 ......   หรือ 

 



n

i

ii xxfA
1

*  

ซ่ึงเรียกผลบวกน้ีวา่ ผลบวกรีมนัน์ (Riemann sum) ถา้ช่วง  ba,  ถูกแบ่งเป็นช่วงเล็ก ๆ มีจ านวน
มากท่ีสุดเม่ือ n  ซ่ึงจะท าให้ความกวา้ง ix  ของส่ีเหล่ียมมุมฉากมีค่าเขา้ใกล ้0 เขียนแทน
ดว้ยสัญลกัษณ์ 0 ix  และถ้าสามารถหาค่าลิมิตของผลบวกรีมนัน์น้ีได้ จะได้พื้นท่ี A  มีค่า
ดงัน้ี 

 





n

i

ii
x

xxfA
i 1

*

0
lim  

***

2

*

1 ............................................ ni xxxx  
a  b  

x  

y = f (x) 

b  
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โดยเรียกค่าผลบวกรีมนัน์น้ีว่า ปริพนัธ์จ ากดัเขตของฟังก์ชนั  xf จากขอบเขต a  ไปถึง b และ

ใชส้ัญลกัษณ์  dxxf

b

a

  เขียนแทนค่าลิมิตของผลบวกรีมนัน์ 

ดงันั้น     





n

i

ii
x

b

a

xxfdxxf
i 1

*

0
lim  

นิยาม ถา้  xf  เป็นฟังกช์นัท่ีมีความต่อเน่ืองอยูใ่นช่วง  ba,  ดงันั้น ปริพนัธ์จ ากดัเขตจาก a  

ไปถึง b นัน่คือ    





n

i

ii
x

b

a

xxfdxxf
i 1

*

0
lim  

โดยท่ี   คือ เคร่ืองหมายปริพนัธ์ 
   xf  คือ ตวัถูกปริพนัธ์ (Integrand) 
  dx  คือ ปริพนัธ์เทียบกบัตวัแปร x  
  a  คือ ลิมิตล่าง (Lower limit) ของการปริพนัธ์ 
  b  คือ ลิมิตบน (Upper limit) ของการปริพนัธ์ 

 เม่ือก าหนดให้  xf  เป็นฟังก์ชนัท่ีมีความต่อเน่ืองอยูใ่นช่วง  ba,  ดงันั้น ปริพนัธ์จ ากดั
เขตของฟังกช์นั  xf หาค่าไดด้งัน้ี 

  )()()( aFbFxfdxxf
b

a

b

a

  

ซ่ึง  xF  เป็นฟังกช์นัท่ีสามารถหาอนุพนัธ์    xfxF   ส าหรับทุก ๆ ค่าของ x ในช่วง  ba,  
 
สมบัติของปริพนัธ์จ ากดัเขต 

 ก าหนดให ้  xf  และ  xg  เป็นฟังกช์นัท่ีมีความต่อเน่ืองอยูใ่นช่วง  ba,  และมี c  เป็น
ค่าคงท่ีใด ๆ แลว้สมบติัของปริพนัธ์จ ากดัเขตท่ีส าคญัมีดงัน้ี 

1.   0 dxxf

b

a

 

2.    dxxfdxxf

a

b

b

a

   
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3.    dxxfcdxxfc

b

a

b

a

   

4.         dxxgdxxfdxxgxf

b

a

b

a

b

a

   

5.      dxxfdxxfdxxf

b

a

c

a

b

a

    เม่ือ bca     

 

ตัวอย่าง 6.1      จงหาค่า  dxx 

2

1

3 14  

วธีิท า  

   
2

1

42

1

3

4

4
14 








 x

x
dxx  

 2

1

4 xx   

   1122 44   

   11216   

16218   
 

ตัวอย่าง 6.2      จงหาค่า dxe x




0

1

2  

วธีิท า  

          
 
2

2
0

1

2

0

1

2 xd
edxe xx




  

             xde x 2
2

1
0

1

2




  
0

1

2

2

1










 xe  

  0

1

2

2

1
 xe  
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dxe x




0

1

2     1202

2

1  ee  

      20

2

1  ee   

             
22 2

1

2

11
1

2

1

ee











 
 

ตัวอย่าง 6.3      จงหาค่า 
 

dx
x

x




2

0

24

3

2
 

วธีิท า  

 
  dxxxdx

x

x 3

2

0

24

2

0

24

3

2
2







 

               
4

2
2

42

0

24 
 

 xd
x  

               22
4

1 4

2

0

24  


xdx  

 
2

0

14

1

2

4

1





















x  

2

0

4 2

1

4

1












x
 
















20

1

22

1

4

1
44

 

     











2

1

14

1

4

1   

 









2

1

14

1

4

1  











14

8

4

1  

7

1
  
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ตัวอย่าง 6.4      จงหาค่า  dxxf
4

0

  เม่ือ    xf         

วธีิท า  

             dx
x

dxxdxxf  


4

3

3

0

4

0
2

1
1  

                 2
2

1
11

4

3

3

0




  xd
x

xdx  

               4
3

3

0

2ln
12

1











 x

x
 

 4
3

3

0

2ln
1

1

2

1











 x

x
 

 23ln24ln
10

1

13

1

2

1














  

 1ln2ln
1

1

4

1

2

1









  

 02ln1
2

1

2

1









   

2ln
4

1


 
 

6.2 พืน้ทีร่ะหว่างเส้นโค้ง (Area between curves) 

 ในการหาพื้นท่ีซ่ึงเป็นการประยุกต์ของการปริพนัธ์จ ากดัเขต ส าหรับการแกโ้จทยปั์ญหา
ต่าง ๆ โดยพื้นท่ีนั้นอาจจะเป็นพื้นท่ีท่ีปิดลอ้มดว้ยเส้นโคง้หรือเส้นตรงต่าง ๆ พิจารณาไดต้ามกรณี
ดงัต่อไปน้ี 

30,1  xx  

3,
2

1



x

x
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 กรณีที่  1 ถ้า  xfy   และ  xgy   เป็นฟังก์ชันต่อเน่ืองบนช่วงปิด  ba, และ 
   xgxf   ส าหรับทุกค่าของ x  ดังนั้ น  พื้ น ท่ี A  ระหว่างเส้นโค้ง   xfy  ,  xgy   

เส้นตรง ax   และ bx   ดงัรูปท่ี 6.3 

 

 

  

              
 

 

  

 
รูปที่ 6.3 พื้นท่ี A  ท่ีถูกปิดลอ้มดว้ยเส้นโคง้ 2 เส้น 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

ขั้นตอนการหาพื้นท่ีใตเ้ส้นโคง้ 

1. เขียนเส้นโคง้ของฟังก์ชนัและส่ิงท่ีโจทยก์ าหนดให้ เพื่อให้เห็นพื้นท่ีท่ีตอ้งการ ซ่ึงจะหา
ไดอ้ยา่งชดัเจนวา่อยูใ่นลกัษณะแบบใด 

2. ถา้โจทยไ์ม่ไดก้  าหนดค่าจ ากดัเขตล่างและค่าจ ากดัเขตบนของปริพนัธ์มาให้ จะตอ้งท า
การพิจารณาเตรียมไว ้เพื่อค านวณค่าพื้นท่ีจากการปริพนัธ์ของขอบเขตได ้

3. สร้างส่ีเหล่ียมมุมฉาก ลงในบริเวณพื้นท่ี A  ท่ีตอ้งการหาพื้นท่ีใตเ้ส้นโคง้ 

ในกรณีน้ี เม่ือโจทยก์ าหนด  xfy   และ  xgy   ใหส้ร้างส่ีเหล่ียมมุมฉากให้ตั้งฉาก
กับแกน x  โดยความกว้างส่ีเหล่ียมมุมฉากเป็น dx  และความสูงของส่ีเหล่ียมมุมฉากเป็น 
   xgxf   ดงัรูปท่ี 6.4  

 xgy   

A  

a  b  
x  

 xfy   

y  
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รูปที ่6.4 การสร้างส่ีเหล่ียมมุมฉากใหต้ั้งฉากกบัแกน x  

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

เม่ือท าการเล่ือนส่ีเหล่ียมมุมฉากไปตามแนวแกน x จะไดเ้ต็มอาณาบริเวณพื้นท่ี ซ่ึงแสดง
วา่สามารถหาพื้นท่ีไดท้ั้งหมดดงัรูปท่ี 6.5  

 

 

 

 

 

 
รูปที ่6.5 การเล่ือนส่ีเหล่ียมมุมฉากไปตามแนวแกน x  
           ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 

ดงันั้น พื้นท่ี       dxyydxxgxfA

b

a

b

a

  12
 

dx  

A  

a  

b  
x  

   ii xgxf   

y  

 xgy   

 xfy   

b  
x  

y  

 xgy   

 xfy   

   ii xgxf   

a  
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รูปที ่6.7 การสร้างส่ีเหล่ียมมุมฉากใหต้ั้งฉากกบัแกน y  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

กรณีที่  2 ถ้า  yfx   และ  ygx   เป็นฟังก์ชันต่อเน่ืองบนช่วงปิด  ba, และ 
   ygyf   ส าหรับทุกค่าของ y  ดังนั้ น พื้นท่ี A  ระหว่างเส้นโค้ง   yfx  ,  ygx   

เส้นตรง ay   และ by   ดงัรูปท่ี 6.6 
 

 

  

              
 

 

 

รูปที่ 6.6 พื้นท่ี A  ท่ีถูกปิดลอ้มดว้ยเส้นโคง้ 2 เส้น 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ในกรณีน้ี เม่ือโจทยก์ าหนด  yfx   และ  ygx   ใหส้ร้างส่ีเหล่ียมมุมฉากตั้งฉากกบั
แกน y โดยความกว้างส่ี เห ล่ียมมุมฉากเป็น dy  และความกว้างของส่ี เห ล่ียมผืนผ้าเป็น 
   ygyf   ดงัรูปท่ี 6.7  

 

 

 

 

 

 
 

 ygx   
A  

a  

b  

x  

 yfx   

y  

dy  

   ii ygyf   

 ygx   A  

a  

b  

x  

 yfx   

y  
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

เม่ือท าการเล่ือนส่ีเหล่ียมมุมฉากน้ีไปตามแกน y จะไดเ้ต็มอาณาบริเวณพื้นท่ี ซ่ึงแสดงว่า
สามารถหาพื้นท่ีไดท้ั้งหมดดงัรูปท่ี 6.8 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.8 การเล่ือนส่ีเหล่ียมมุมฉากไปตามแนวแกน y  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ดงันั้น พื้นท่ี        dyxxdyygyfA

b

a

b

a

  12
 

หมายเหตุ หากเกิดกรณีท่ีไม่เป็นไปตาม 2 กรณี ดงัท่ีกล่าวมา มีความจ าเป็นจะตอ้งแบ่งการหาพื้นท่ี
ออกเป็นส่วน ๆ ดงัรูปท่ี 6.9 และน าพื้นท่ีทั้งหมดนั้นมารวมกนัตามขั้นตอน เช่น 

 
       ดงันั้น จะไดข้นาดพื้นท่ี 21 AAA   

         dxyydxyyA

c

b

b

a

  2313

 

      
         dxxhxfdxxgxfA

c

b

b

a

   

 
 
 

x  

dy  

a  

b  

y  

   ii ygyf   

 ygx    yfx   

รูปที ่6.9 พื้นท่ีทั้งหมดจากการรวมกนัของ A1 และ A2 

 

 

c  a  b  

 xfy 3
 

 xhy 2
 

 xgy 1
 

dx  dx  
1A  

2A  
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จากรูปท่ี 6.9 เป็นการวาดกราฟแบบออนไลน์โดยใช้โปรแกรม GeoGebra Classic ใช้
ส าหรับวาดกราฟฟรี ใช้งานง่าย ไม่จ  าเป็นต้องติดตั้ งในคอมพิวเตอร์ เปิดได้จากท่ีอยู่เว็บไซต ์
https://www.geogebra.org/classic จึงเหมาะแก่การใชง้านส าหรับการศึกษา ควบคู่กบัการเรียนทาง
ทฤษฎี เพื่อใชว้าดกราฟจากฟังก์ชนัของสมการในรูปแบบต่าง ๆ ได ้เช่น กราฟจากฟังกช์นัเส้นตรง 
พาราโบลา ฯ จะไดล้กัษณะกราฟท่ีสวยงาม และตั้งค่าสีสันในแต่ละองคป์ระกอบของกราฟได ้ทั้ง
ยงัมีแอปพลิเคชัน (Application) ของ GeoGebra หรือ GeoGebra Application ท่ีสามารถดาวน์
โหลดตามสัญลกัษณ์            เพื่อการใช้งานสะดวกผา่นทางสมาร์ทโฟน (Smartphone) หรือแท็บ
เล็ต (Tablet) ควบคู่ในระหวา่งการศึกษาในห้องเรียน ซ่ึงเป็น Open source software เป็นซอฟตแ์วร์
ท่ีเปิดเผยต่อสาธารณชน ใหสิ้ทธิเสรีแก่ผูท่ี้จะน าไปใชโ้ดยไม่เสียค่าใชจ่้ายใด ๆ 
 
ขั้นตอนการใช้ GeoGebra บนเวบ็ไซต์ 

1. เปิด GeoGebra Classic 

 
 

รูปที ่6.10 เวบ็ไซต ์GeoGebra Classic  
ท่ีมา: https://www.geogebra.org/classic (2564) 
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564)  
 

2. พิมพฟั์งกช์นัเพื่อวาดกราฟ  

 

รูปที ่6.11 การวาดกราฟบนเวบ็ไซต ์
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ขั้นตอนการใช้ GeoGebra Classic Application 

1. คน้หาค าวา่ GeoGebra Classic โดยท าการติดตั้งไดท้ั้งระบบ Android บนอุปกรณ์ของแบรนด ์ 
   ทัว่ไป หรือระบบ iOS ซ่ึงเป็นระบบปิดท่ีใชง้านไดเ้ฉพาะกบัโทรศพัท ์Apple หรือ Ipad 

 

รูปที ่6.12 การติดตั้ง GeoGebra Classic Application 
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

2. เม่ือท าการติดตั้งเสร็จสมบูรณ์ของ GeoGebra Classic Application ดงัรูป 

 

รูปที ่6.13 การติดตั้ง GeoGebra Classic Application เสร็จสมบูรณ์ 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
3. สามารถเปิดการใชง้าน GeoGebra Classic Application ไดด้งัรูป 

 

รูปที ่6.14 GeoGebra Classic Application 
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4. พิมพฟั์งกช์นัเพื่อวาดกราฟไดด้งัรูปบน GeoGebra Classic Application 

 

รูปที ่6.15 การวาดกราฟบน GeoGebra Classic Application 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 

ตัวอย่าง 6.5      จงหาพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 29 xy  และแกน x  โดย 33  x

 
วธีิท า ท าได ้2 วธีิ  

วธีิที ่1 วาดรูปจากโจทย ์
- เส้นโคง้ 29 xy   ไดรู้ปพาราโบลาคว  ่า  

มีจุดยอดอยูท่ี่  9,0  
- แกน x  โดย 33  x  
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รูปที ่6.16 พื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 29 xy  และแกน x   
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

                                                    พื้นท่ี    dxyyA

b

a

  12
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 

 
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
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 









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
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3

3
39

3

3
39

33

 

          1818927927    

        36   ตารางหน่วย 
 รูปที ่6.17 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน x    
       ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

A  

01 y  

2

2 9 xy   

dx  



260 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์ 
 

แคลคูลสั 1  
 

รูปที ่6.18 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน y  
วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

วธีิที ่2      

            พื้นท่ี    dyxxA

b
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              dyy 
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           36   ตารางหน่วย 
 

ตัวอย่าง 6.6      จงหาพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 3xy   เส้นตรง xy 4  และอยูใ่นจตุภาคท่ี 1  

วธีิท า สามารถท าได ้2 วธีิ 

วธีิที ่1  วาดรูปจากโจทย ์
- เส้นโคง้ 3xy     (1) 

          -     เส้นตรง xy 4    (2) 
  หาจุดตดัไดจ้ากสมการท่ี (1) และ (2) 
   xx 43   
   043  xx  
     042 xx  
      022  xxx  
   2,0 x   

dy  

A  

01 x  

yx  92
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รูปที ่6.19 พื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 3xy  และเส้นตรง xy 4   
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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รูปที ่6.21 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน y  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

รูปที ่6.20 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน x  
วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

เน่ืองจาก 2x ไม่ไดอ้ยูใ่นจตุภาคท่ี 1 
และมีจุดตดัอยูท่ี่  0,0  และ  8,2  

  วธีิที ่1  

                                                                      พื้นท่ี    dxyyA

b
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                                                                  วธีิที ่2     

                                                                  พื้นท่ี    dyxxA
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             0812   4   ตารางหน่วย 

A  

dx  
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xy 42   

A  

dy  
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1 
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รูปที ่6.22 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน x  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 ตัวอย่าง 6.5     จงหาพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 29 xy  และแกน x  จาก 3x  ถึง 3x

 
วธีิท า สามารถท าได ้2 วธีิ 
 วธีิที ่1      

วาดรูปจากโจทย ์
- เส้นโคง้ 29 xy   ไดรู้ปพาราโบลาคว  ่า  

มีจุดยอดอยูท่ี่  9,0  
- แกน x  จาก 3x  ถึง 3x  
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          36   ตารางหน่วย 

 

 

A  

01 y  

2

2 9 xy   

dx  
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วธีิที ่2      
  

 

 

 

 
 

รูปที ่6.23 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน y  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

พื้นท่ี    dyxxA
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   36   ตารางหน่วย 

A  
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dy  
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รูปที ่6.24 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน x  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ตัวอย่าง 6.6      จงหาพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 3xy  , เส้นตรง xy 4  และอยูใ่นจตุภาคท่ี 1  

วธีิท า สามารถท าได ้2 วธีิ 
วธีิที ่1    วาดรูปจากโจทย ์

- เส้นโคง้ 3xy     (1) 
              -    เส้นตรง xy 4   (2) 
      หาจุดตดัไดจ้ากสมการท่ี (1) และ (2) 
       xx 43   
       043  xx  
         042 xx  
          022  xxx  
       2,0 x   

เน่ืองจาก 2x ไม่ไดอ้ยูใ่นจตุภาคท่ี 1 
และมีจุดตดัอยูท่ี่  0,0  และ  8,2  
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            4   ตารางหน่วย 

 

3

1 xy   

xy 42   

 

A  

dx 
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วธีิที ่2      
  

 

 

 

 

 

 

 
รูปที ่6.25 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน y  

        ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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รูปที ่6.26 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน x  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ตัวอย่าง 6.7      จงหาพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 3xy  , เส้นตรง xy   และ

เส้นตรง 5
2

3
 xy  

วธีิท า      วาดรูปจากโจทย ์
- เส้นโคง้ 3xy     (1) 

              -    เส้นตรง xy    (2) 

              -    เส้นตรง 5
2

3
 xy   (3) 

       
 

 

 
 
 

1. หาจุดตดัไดจ้ากสมการท่ี (1) และ (2) 
    xx 3  

          03  xx  

        012 xx  

                          0 x   
แทน 0x ในสมการท่ี (1) หรือ (2) จะไดจุ้ดตดัท่ี  0,0  

2. หาจุดตดัไดจ้ากสมการท่ี (1) และ (3) 

      5
2

33  xx  

   2 x   

แทน 2x  ในสมการท่ี (1) หรือ (3) จะไดจุ้ดตดัท่ี  8,2  

1A  
2A  

dx  

dx  
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3
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3. หาจุดตดัไดจ้ากสมการท่ี (2) และ (3) 

   5
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             2 x   
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6.3 ปริมาตรของทรงตันทีเ่กดิจากการหมุน (Volume of solid of revolutions) 
 ปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุน หมายถึง ปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุน
พื้นท่ีรอบแกนเป็นเส้นตรงท่ีขนานกบัแกนหน่ึง (แกน x  หรือ แกน y ) 
 การหาปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนมี 2 วิธี คือ วิธีจาน (Disk method) และวิธี
เปลือกทรงกระบอก (Cylindrical shell method) 

                    6.3.1 การหาปริมาตรของทรงตันโดยใช้วธีิจาน 
  เป็นวิธีการหาปริมาตรของทรงตนัโดยตดัทรงตนัเป็นแผ่น ๆ ให้ตั้งฉากกบัแกน
หมุน ซ่ึงจะไดพ้ื้นท่ีหน้าตดัเป็นวงกลมเสมอ และมีลกัษณะคลา้ยจาน โดยท่ีจานจะมีขนาดต่างกนั
ไปในแต่ละแผน่ แต่ขอบของจานยงัคงเป็นฟังกช์นัของเส้นโคง้เส้นเดิมตลอด 
 
กรณทีี ่1 ปริมาตรท่ีเกิดจากการหมุนรอบแกน x   

ให้   xfy   ต่อเน่ืองบน  ba,  โดย A  เป็นพื้ น ท่ี ท่ี ถูกปิดล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 
 xfy    เส้นตรง 0y  หรือแกน x  ซ่ึงเป็นแกนการหมุน และปิดล้อมด้านขา้งด้วยเส้นตรง 

ax   และ bx  ดงัรูปท่ี 6.27  
 

 
 
 
 

 
 

 

รูปที ่6.27 พื้นท่ี A  ท่ีถูกปิดลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ โดย x  เป็นแกนการหมุน 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 

y 

x 

a b 

A 

)(xfy   
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ให้ V เป็นปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ี A  รอบแกน x  (แกน x  คือแกน
หมุน) และให้ iV   เป็นปริมาตรของรูปทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ี iA  รอบแกน x  ดงัรูปท่ี 
6.28 

 

 

 

 

 
 

รูปที ่6.28 ปริมาตรของรูปทรงตนั 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
 
 

x  

y  

iV  

A  
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

โดยแต่ละแผ่นของพื้นท่ีหน้าตดัทรงตนั เม่ือตดัตั้งฉากกบัแกน x  เป็นวงกลม และรัศมี 
 xfy   ดงัรูปท่ี 6.29 

 

 

รูปที ่6.29 ปริมาตรของการตดัส่วนท่ี i   

 

 ให้ iV  เป็นปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนส่ีเหล่ียมผืนผา้ เม่ือถูกแบ่งจากทรงตนั
เป็น n  แผน่บาง ๆ โดยท่ี ni ...,,2,1  รอบแกน x  และมีความกวา้งหรือความหนาเป็น ix  ของ

แต่ละส่วนเท่า ๆ กนั นัน่คือ 
n

ab
x ii

i


  ซ่ึงหาปริมาตรส่วนท่ี i  คือ 

iii xyV  2  

สูตรปริมาตรทรงกระบอก = (พื้นท่ีหนา้ตดั)   (ความกวา้งหรือความหนา) 

ดงันั้น ปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด V  คือ  





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i xyVV
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2

1

  

ในกรณีท่ีแบ่ง  ba,  ออกเป็น n  ส่วน และให ้ n , 0 ix จะได ้  
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)( ii xfy   
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

กรณีที่ 2  ปริมาตรท่ีเกิดจากการหมุนรอบ แต่แกนหมุนไม่ไดเ้ป็นส่วนหน่ึงของขอบพื้นท่ี โดยยึด
แกนหมุนกบัแกน x   

ให้  xfy   ต่อเน่ืองบน  ba, โดย A  เป็นพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ย  xfy  ,  xgy  , 
ax   และ bx  ดงัรูปท่ี 6.30 

 

 

 
 

รูปที ่6.30 พื้นท่ี A  ท่ีถูกปิดลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้  
 
 

เม่ือหมุนพื้นท่ี A  รอบแกน x  (แกน x  คือแกนหมุน) และให้ iV   เป็นปริมาตรท่ีเกิด
จากการหมุนพื้นท่ี iA  รอบแกน x  ดงัรูปท่ี 6.31 
 

 

 

 
 

รูปที ่6.31 ปริมาตรท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ี iA  รอบแกน x  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
 
 

iV  

A  x  

y  
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2)( yxf i     
 1)( yxg i   

ix  

สูตรพื้นท่ีของวงแหวน =  (รัศมีวงนอก)2  (รัศมีวงใน)2  ดงัรูปท่ี 6.32 

 

      
 

รูปที ่6.32 ปริมาตรของการตดัส่วนท่ี i  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
จะเห็นไดว้า่แต่ละพื้นท่ีหนา้ตดัของทรงตนั เม่ือตดัตั้งฉากกบัแกน x  เป็นวงกลม คือ 

     21

2

2 yyxA    

                             22
xgxf    

ดงันั้น ปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด V  คือ  

    dxyyV

b

a

 
2

1

2

2

 
      dxxgxfV

b

a

 
22


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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

กรณทีี ่3  ปริมาตรท่ีเกิดจากการหมุนรอบแกน y   
ให้   yfx   ต่อเน่ืองบน  ba, โดย A  เป็นพื้ น ท่ี ท่ี ถูกปิดล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 

 yfx   เส้นตรง 0x  หรือแกน y  ซ่ึงเป็นแกนการหมุน และปิดล้อมด้านขา้งด้วยเส้นตรง 
ay   และ by   ดงัรูปท่ี 6.33 

 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่6.33 พื้นท่ี A  ท่ีถูกปิดลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ โดย y เป็นแกนการหมุน 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
เม่ือหมุนพื้นท่ี A  รอบแกน y  (แกน y  คือแกนหมุน) และให้ iV   เป็นปริมาตรของ

รูปทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ี iA  รอบแกน y  ดงัรูปท่ี 6.34 

 

 

 

 
 

 
รูปที ่6.34 ปริมาตรของรูปทรงตนั 

iV  
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

โดยแต่ละพื้นท่ีหนา้ตดัของทรงตนั เม่ือตดัตั้งฉากกบัแกน y  คือ 

    2yfyA   

ดงัแสดงรูปท่ี 6.35 
 

 

รูปที ่6.35 ปริมาตรของการตดัส่วนท่ี i 

 
ดงันั้น ปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด V  คือ  

   dyxV

b

a


2  

               dyyfV

b

a


2



 
 

กรณีที ่4  ปริมาตรท่ีเกิดจากการหมุนรอบ แต่แกนหมุนไม่ไดเ้ป็นส่วนหน่ึงของขอบพื้นท่ี โดยยดึ
แกนหมุนกบัแกน y   

ให้  yfx   ต่อเน่ืองบน  ba, โดย A  เป็นพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ย  yfx  ,  ygx  , 
ay   และ by   ดงัรูปท่ี 6.36 

 

 
 
 

  

 

รูปที ่6.36 พื้นท่ี A  ท่ีถูกปิดลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 

iy  

)( ii yfx   

x

 

y

 

b  

a  
 ygx   

 yfx   A  



276 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์ 
 

แคลคูลสั 1  
 

เม่ือหมุนพื้นท่ี A  รอบแกน y  (แกน y  คือแกนหมุน) และให ้ iV   เป็นปริมาตรท่ีเกิด 
จากการหมุนพื้นท่ี iA  รอบแกน y  ดงัรูปท่ี 6.37 

 
 

 

 

 
 
 

 

รูปที ่6.37 ปริมาตรท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ี iA  รอบแกน y  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 

จะเห็นไดว้า่แต่ละพื้นท่ีหนา้ตดัของทรงตนั เม่ือตดัตั้งฉากกบัแกน y  เป็นวงแหวน คือ 

     21

2

2 xxyA    

                              22
ygyf    

 

ดงัแสดงรูปท่ี 6.38 

 

 
 รูปที ่6.38 ปริมาตรของการตดัส่วนท่ี i  

 ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

iV  
A  

x  

y  

b  

a  

2)( xyf i   

iy  

1)( xyg i   
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 ดงันั้น ปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด V  คือ  

    dyxxV

b

a

 
2

1

2

2
 

      dyygyfV

b

a

 
22

  

สรุปข้ันตอนในการหาปริมาตรของทรงตันทีเ่กดิจากการหมุน 
1. วาดรูปของพื้นท่ีจากโจทยท่ี์ก าหนดให้ 
2. วาดรูปท่ีเกิดจากการตดัของการหมุนพื้นท่ี 
3. ท าการตดัปริมาตรมาเป็นตวัอยา่ง หรือ iV  
4. แทนค่าต่าง ๆ ในสูตรของการหาปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด V  
5. หาค่าปริพนัธ์ของฟังกช์นัเส้นโคง้จากการแทนค่าของการจ ากดัขอบเขต 

 
ตัวอย่าง 6.8 จงหาปริมาตรของทรงตัน ท่ี เกิดจากการหมุนพื้ น ท่ี ท่ีล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 

29 xy   และแกน x  โดยหมุนรอบแกน x  

วธีิท า 1. วาดรูปของพื้นท่ีจากโจทยท่ี์ก าหนดให ้ 
 

 

รูปที ่6.39 รูปพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้และแกน x  โดยใชโ้ปรแกรม GeoGebra  
 ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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รูปที ่6.40 รูปพื้นท่ี 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
2. วาดรูปท่ีเกิดจากการตดัของการหมุนพื้นท่ี 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่6.41 การตดัของการหมุนพื้นท่ี 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
3. ท าการตดัปริมาตรมาเป็นตวัอยา่ง หรือ iV  

 
 
 
 

รูปที ่6.42 หนา้ตดัของการหมุนพื้นท่ี 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

iV  

x  

y  

ix  

  
29 xyi   

 

 

x  

y  

29 xy   

 y = 0 (แกน x)  
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4. แทนค่าต่าง ๆ ในสูตรของการหาปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด V  

   dxyV 




3

3

2  

5. หาค่าปริพนัธ์ของฟังกช์นัเส้นโคง้จากการแทน 
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2)9(  

3

3

3

3
9













x
x  

    















 











3

)3(
)3(9

3

)3(
)3(9

33

  

      














 











3

)27(
27

3

27
27  

          927927   
 

        1818   
 

      )1818(   
 

       36  ลูกบาศกห์น่วย 
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ตัวอย่าง 6.9      จงหาปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 2xy 

เส้นตรง 2x  และแกน x  โดย 1) หมุนรอบแกน x  และ 2) หมุนรอบเส้นตรง 2x  

1) หมุนรอบแกน x  

วธีิท า 1. วาดรูปของพื้นท่ีจากโจทยท่ี์ก าหนดให ้ 

การหาจุดตดัของเส้นโคง้และเส้นตรง 

จากสมการเส้นโคง้ 2xy    (1)
  เส้นตรง    2x    (2) 

แทนค่า 2x  ในสมการท่ี (1)  

ดงันั้น    2)2(y  

      4y  

จุดตดัของเส้นโคง้และเส้นตรงคือ  4,2  

รูปที ่6.43 รูปพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 2xy   
 

2. วาดรูปท่ีเกิดจากการตดัของการหมุนพื้นท่ี 

 

 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่6.44 การตดัของการหมุนพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้และเส้นตรง  

ix

 

iV

 
x  

y  

2xy   

2x  

x  

y
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3. ท าการตดัปริมาตรมาเป็นตวัอยา่ง หรือ iV  
 
 
 
 
 

รูปที ่6.45 หนา้ตดัของการหมุนพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้และเส้นตรง 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
4. แทนค่าต่าง ๆ ในสูตรของการหาปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด   

   dxyV 
2

0

2  

     
5. หาค่าปริพนัธ์ของฟังกช์นัเส้นโคง้จากการแทน 

            dxxV 
2

0

22 )(  

  
  dxx

2

0

4  

  
2

0

5

5










x
  

  







 0

5

25



 

   









5

32
  

   
5

32
  ลูกบาศกห์น่วย 

ix  

  
2xyi   
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2) หมุนรอบเส้นตรง 2x   

วธีิท า 1. วาดรูปของพื้นท่ีจากโจทยท่ี์ก าหนดให ้ 

2. วาดรูปท่ีเกิดจากการตดัของการหมุนพื้นท่ี 

        
 

 

 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่6.46 การตดัของการหมุนพื้นท่ีท่ีหมุนรอบเส้นตรง 2x    
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
3. ท าการตดัปริมาตรมาเป็นตวัอยา่ง หรือ iV  

จากสมการเส้นโคง้ 2xy    

ดงันั้น   yx   
 
 
 
 

รูปที ่6.47 หนา้ตดัของการหมุนพื้นท่ีท่ีหมุนรอบเส้นตรง 2x    
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 

iV  

x  

y  

iy  

2x  

2xy   

)4,2(  

iy  22 x  
yxi  2  

yx 1
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4. แทนค่าต่าง ๆ ในสูตรของการหาปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด   

   dyxxV  

4

0

2

12 )(  

  dyx 

4

0

2)2(  

5. หาค่าปริพนัธ์ของฟังกช์นัเส้นโคง้จากการแทน 

dyyV  

4

0

2)2(  

                 dyyy 

4

0

22 )()2(22  
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
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                    6.3.2 การหาปริมาตรของทรงตันโดยใช้วธีิเปลือกทรงกระบอก 
เป็นวิธีการหาปริมาตรของทรงตนัโดยตดัทรงตนัให้เป็นทรงกระบอกกลวง ให้ขนานกบั

แกนหมุน โดยแบ่งเป็น 2 กรณี ดงัน้ี 

กรณทีี ่1 ปริมาตรท่ีเกิดจากการหมุนขนานกบัแกน x  โดยหมุนรอบแกน y   
ให ้  xfy   ต่อเน่ืองบน  ba,  โดย A  เป็นพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ย  xfy   แกน x   

ax   และ bx   รอบแกน y  ดงัรูปท่ี 6.48 
 
 
 
 

 

รูปที ่6.48 พื้นท่ี A   
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ให้ V เป็นปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ี A  รอบแกน y  (แกน y  คือแกน
หมุน) และให้ iV   เป็นปริมาตรของรูปทรงกระบอกท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ีรอบแกน y ซ่ึงเป็น
ลกัษณะทรงกระบอกกลวง ดงัรูปท่ี 6.49 

 

 

 

  

 รูปที ่6.49 ปริมาตร V   
ท่ีมา: ดดัแปลงมาจาก https://www.storyofmathematics.com/ (2564) 

 

  

 
y  

x  

 xfy   

 

b  a  

iA  

 

  

 

 

 

iV  

b  a  

y  

x  
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 การหาปริมาตรทรงตันทั้ งหมด V  โดยการแบ่งทรงตันออกเป็น n  ส่วนย่อย ๆ โดย
ก าหนดให้ *

ix  เป็นจุดก่ึงกลางของแต่ละส่วน และสร้างส่ีเหล่ียมบนส่วนย่อย คือ iA จะมีฐาน
กวา้งเท่ากบั 1 ii xx และส่วนสูง  *

ixf  ท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ีรอบแกน y  

ดงันั้น ปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด V  คือ  





n

i

iVV
1

 

กรณีท่ีแบ่ง  ba,  ออกเป็น n  ส่วน และให้ n  จะได้ว่า VV
n

i

i 
1

สามารถ

พิจารณา iV  ไดจ้ากสูตรปริมาตรของลูกบาศก์ท่ีมีความกวา้งเท่ากบั *

iy , ความยาวเท่ากบั *2 ix

และความหนาเท่ากบั ix  ดงัรูปท่ี 6.50 

      

 
 

รูปที ่6.50 ปริมาตร iV  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

หากคล่ีแผน่เส้นรอบวงออก ซ่ึงคลา้ยกบัการตดัมว้นริบบิ้น ดงัรูปท่ี 6.50 

 

 

รูปที ่6.51 ปริมาตร iV  โดยคล่ีแผน่เส้นรอบวงออก 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ดงันั้น        ปริมาตร iiii xyxV  **2  

            iii xxfx  **2

 

*

ix  ix  

)( **

ii xfy   

*2 ix  

*2 ix  ix  
)( **

ii xfy   
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 



n

i

ii

n

i

i xxfxV
1

**

1

2

 

 



n

i

ii
n

n

i

i
n

xxfxV
1

**

1

2limlim   

 dxxfxV

b

a

 2  

กรณีที ่2 ปริมาตรท่ีเกิดจากการหมุนขนานกบัแกน y  โดยหมุนรอบแกน x ในท านองเดียวกนั 

ให้  yfx   ต่อเน่ืองบน  ba, โดย A  เป็นพื้นท่ีท่ีล้อมรอบด้วย  yfx  , แกน y , 
ay   และ by   รอบแกน x  จะได ้

 dyyfyV

b

a

 2  

หรือในการหาสูตรปริมาตรของทรงตนั เขียนใหอ้ยูใ่นรูปอยา่งง่าย คือ 


b

a

hrV 2 ความหนา 

โดยท่ี r  คือ รัศมี และ h  คือ ความสูง 
 
ตัวอย่าง 6.10      จงหาปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 2xy   
และ xy 272   รอบแกน y  โดยวธีิเปลือกทรงกระบอก 

วธีิท า หมุนรอบแกน y  จะไดจุ้ดตดัของเส้นโคง้ทั้งสองเส้น คือ  0,0  และ  4,2  

หาจุดตดัของเส้นโคง้ทั้ง 2 เส้น 

จากสมการเส้นโคง้  2xy    (1) 

xy 272     (2) 

 แทนค่า 2xy   ในสมการท่ี (2)  
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     ดงันั้น       xx 27)( 22         0x     หรือ  0273 x  

           xx 274                             273 x  

           0274  xx                              3x   

           0)27( 3 xx  

แทน 0x  ในสมการท่ี (1) จะได ้ 0y  และแทน 3x  ในสมการท่ี (1) จะได ้ 9y  

 

 

 

 

รูปที ่6.52 พื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 2xy   และ xy 272   

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

จุดตดัของเส้นโคง้ทั้ง 2 เส้น คือ (0, 0) และ (3, 9)  

  

 

  

 

 

รูปที ่6.53 ปริมาตรของเส้นโคง้ 2xy   และ xy 272   

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 

  
dx  

xy 272 
 

2

1 xy   

y  

x  

2xy   

xy 272 

y  

x  
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ดงันั้น   ปริมาตร  dxyyxV  

3

0

12 )(2   

        dxxxx 

3

0

2 )27(2  

         dxxxxx 

3

0

2 )27(2  

        dxxxx 
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0

32

1

))(33(2  
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)33(2  
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4
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332
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
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















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3
2

5

)3(
332

42

5
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








4

81

5

162
2  

      






 


20

405648
2  

        









10

243
  

10

243
    ลูกบาศกห์น่วย 

 
ตัวอย่าง 6.11      จงหาปริมาตรของทรงตันท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ีท่ีล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 

12  xy  เส้นตรง xy  3  และแกน x  รอบเส้นตรง 1y  โดยวธีิเปลือกทรงกระบอก  

วธีิท า หาจุดตดัของเส้นโคง้ 12  xy  และเส้นตรง xy  3  

จากสมการเส้นโคง้ 12  xy  (1) 

   และเส้นตรง   xy  3  (2) 

แทนค่า xy  3  ในสมการท่ี (1)  
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   1)3( 2  xx    01962  xxx  

1)3(2)3( 22  xxx              01072  xx  

          169 2  xxx            0)5)(2(  xx  

          1962  xxx            ดงันั้น                        5,2x  

แทน 2x  ในสมการท่ี (2) จะได ้ 1y  และแทน 5x  ในสมการท่ี (1) จะได ้ 2y  

จากสมการเส้นโคง้ 12  xy   และเส้นตรง xy  3   

        12

1  yx       yx  32  

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.54 พื้นท่ีของเส้นโคง้ 12  xy  เส้นตรง xy  3  และแกน x  

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

หาจุดตดัของเส้นตรง xy  3  และแกน x  (หรือ 0y ) 

จากสมการเส้นตรง  xy  3  (1) 

และเส้นตรง   0y   (2) 

แทน 0y  ในสมการท่ี (1) จะได ้ 3x  

 

12

1  yx  yx  32
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รูปที ่6.55 ปริมาตรของเส้นโคง้ 12  xy  เส้นตรง xy  3  และแกน x  

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

ดงันั้น   ปริมาตร  dyxxyV  
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234
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




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บทสรุป 
 การประยุกตข์องปริพนัธ์มีความส าคญัในการน าไปประยกุตใ์ชไ้ดอ้ยา่งแทจ้ริง เช่น การหา
พื้นท่ี พื้นผิว ไม่ว่าจะเป็นระหว่างเส้นตรงกบัเส้นโคง้ หรือเส้นโคง้กบัเส้นโคง้ของรูปแบบ 2 มิติ 
หรือในรูปลักษณะของเส้นแบบอ่ืน ๆ และในการหาปริมาตรของทรงตนั 3 มิติ ท่ีไม่สามารถ
ค านวณหาไดจ้ากสูตรใด ๆ ไดต้ามปกติ แกปั้ญหาโดยใชว้ิธีจานและวิธีเปลือกทรงกระบอก ภายใต้
การใชป้ริพนัธ์แบบจ ากดัเขตจากการวาดกราฟ ทั้งยงัมีการอธิบายจากการใชโ้ปรแกรม GeoGebra 
Classic หรือ GeoGebra Application แบบออนไลน์เบ้ืองต้น ควบคู่ในระหว่างการศึกษาเรียนรู้
เพิ่มเติมนอกจากทฤษฎีเท่านั้น จึงเหมาะแก่การใชง้านส าหรับนกัศึกษาหรือบุคคลทัว่ไปท่ีสนใจ  
 
แบบฝึกหัดท้ายบทที ่6 
1. จงหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

1.1   dxxx 

1

0

242    1.2 dxxx
2

0

2 cossin



 

1.3     dxex x






2

1

12 3    1.4  dx
x

x

2

4

2sin

cos





 

1.5     dx
x

x
 

4

0

2 1
   1.6  dxxx 

1

0

21  

1.7     dx
x

x




3

2
3 2 1

   1.8     dxxx 

2

0

43 16  

1.9     dx
x

x





0

2cos

sin



   1.10 dx
xx 

2

1

2 169

4  

 
2. จงหาพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้หรือเส้นตรงท่ีก าหนดให ้

1.   
2xy   และ xy      

2.   
2yx   และ 22 yx   

3.   022  xy  และ 01242  xy   
4.   xxxy 86 23   และแกน x  
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5.   
2xy  , 22 xy  ,  0x  และ 2x     

6.   42  xy , xy 10  , แกน x  และแกน y  
7.   

26 xxy  และ xxy 22    
8.   xy  3  และ 92  xy  
9.   

2yx  , 22  yx , 3y  และ 03  xy      
10. 3xy  , xy   และ 01023  yx   

 
3. จงหาปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ย 

1.   
2xy  ,  0x  และ 1y  หมุนรอบแกน x   

2.   xy   และ 2xy   หมุนรอบแกน y  

3.   
2yx   , 2y และ 0x  หมุนรอบแกน y   

4.  122  xxy  , 0y และ 1x  หมุนรอบแกน y     

5.   xxy  2   และ 0y  หมุนรอบแกน x    

6.   2xy    และ xy   หมุนรอบแกน y   

7.   xy 22    และ xy 2  หมุนรอบแกน x   

8.   x
y

1
 , 0x , 1y  และ 2y  หมุนรอบแกน y   

9.   2xy    และ 3 xy   หมุนรอบแกน y   

10.  3xy    และ 2xy   หมุนรอบแกน x   

11.  2
4

1 3  xy ,  xy  2  และ 2x  หมุนรอบแกน y   

12.  2xy    และ xy   หมุนรอบแกน x   

13.  3xy  ,  0x  และ 1y  โดยหมุนรอบเส้นตรง 

 1)  1x    2) 1y   
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 3) 1x    4) 2y  

14.  xy  ,  0x  และ 1y  โดยหมุนรอบเส้นตรง 

 1)  1x    2) 1y   

 3) 1x    4) 2y  

15.  32 xy  ,  4x  และแกน x  โดยหมุนรอบเส้นตรง 

 1)  4x    2) 8y   

เอกสารอ้างองิ  

ธีระศกัด์ิ อุรัจนานนท.์ (2558). แคลคูลสั 1 ส าหรับวศิวกร. (พิมพค์ร้ังท่ี 3). ปทุมธานี: สกายบุก๊ส์. 

ราชบณัฑิตยสถาน. (2546). พจนานุกรมศัพท์คอมพวิเตอร์และเทคโนโลยสีารสนเทศ   
 ฉบับราชบัณฑิตยสถาน. (พิมพค์ร้ังท่ี 6). กรุงเทพมหานคร: ราชบณัฑิตยสถาน. 

ราชบณัฑิตยสถาน. (2549). ศัพท์คณติศาสตร์ ฉบับราชบัณฑิตยสถาน. (พิมพค์ร้ังท่ี 9).  
 กรุงเทพมหานคร : ราชบณัฑิตยสถาน. 

วิรัตน์  สุวรรณาภิชาติ . (2555). แคลคูลัส 1. (พิมพ์คร้ังท่ี  4). กรุงเทพมหานคร : ส านักพิมพ์
มหาวทิยาลยัเกษตรศาสตร์. 

อรอนงค์ บุญคล่อง. (2557). แคลคูลัส 1. (พิมพ์คร้ังท่ี  5). กรุงเทพมหานคร : ทริปเพิ้ล เอ็ด
 ดูเคชัน่. 

GeoGebra for Teaching and Learning Math., GeoGebra Classic. https://www.geogebra.org/ 
 classic (2564) 
Story of Mathematics., Calculus. https://www.storyofmathematics.com. (2564) 

William L. Briggs, Denver L. Cochran and Eric L. Schulz. (2013). Calculus for Scientists and 
 Engineers. (1st ed.). USA: Pearson Education, Inc. 



          เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทที ่1  
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1.5 13 24  bb     1.6 1332 22  bababa  
1.7 233  hx     1.8 53 x  
1.9 16 x      1.10 3 
 
2.1 0     2.2 3    
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2.5 1     2.6 1 
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x
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8.1 000,80070)(  xxf   8.2 xxR 300)(   

8.3 000,800230)(  xxP  8.4 580,000 บาท 
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9.15 
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9.21 4     9.22 
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9.25 0     9.26   

9.27 16     9.28 0 

9.29 
3

4  

 
10. ต่อเน่ือง     11.  ต่อเน่ือง 
12. ต่อเน่ือง     13.  ไม่ต่อเน่ือง 
14.  ต่อเน่ือง     15.  ไม่ต่อเน่ือง 
 
16.1 1,1x     16.2 ไม่มี    
16.3 2x      16.4 1x    
16.5 ไม่มี     16.6 1,0,1x  
16.7 ทุกค่า     16.8 ทุกค่ายกเวน้ 0 
 

เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทที ่2 

1.1 5      1.2 x4    

1.3 12 x      1.4 
x2

1
  

1.5 32 x      1.6 
xx2

1
  

1.7 
2)1(

2


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x
    1.8 5  
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
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x
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1.11 x2      1.12 xxx 23 23   

1.13 14 x      1.14 x
2

3  

1.15 xx 63 2      1.16 
2

5

x
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1.17 1     1.18 19  
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9.3 tet 22

5

8
8

15


     9.4 xx 2cos42   

9.5 6sincos2  xxx    9.6 2  

9.7 
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5      9.8 xsin  

9.9 )1()12(!)1(  nn xn    9.10 xx nexe   
 

เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทที ่3 

1.1 







1,

3

2
min       1,2max    1.2        0,0min             0,2max   

1.3  1,0min     1.4       









2

321
,6min    11,1max   

1.5  4,0min        2,1max    1.6        4,2min              4,2max   
1.7  0,1min        2,1max     

2. 44.31 เมตร   3. 
3

5 เซนติเมตร และ 74 ลูกบาศกเ์ซนติเมตร  

4. 22,500 บาท   5. 40 เซนติเมตร   
6. 21 หน่วยต่อนาที และ 12 หน่วยต่อนาที2    
7. ณ t = 1 นาที จะไดร้ะยะทาง คือ 8 กิโลเมตร และความเร่ง คือ -6 กิโลเมตรต่อนาที2 
 ณ t = 3 นาที จะไดร้ะยะทาง คือ 4 กิโลเมตร และความเร่ง คือ 6 กิโลเมตรต่อนาที2 

8. 
2

3 เมตรต่อนาที   9. 
12

1 ฟุตต่อวนิาที 

10. 


30 เซนติเมตรต่อวนิาที    

11.1 1   11.2      
4

1
    11.3      1  

11.4 1   11.5 1   11.6       2  
11.7 aln    11.8 

6

1    11.9     
4

1
  

11.10 0    11.11 1   11.12      
e

1  

11.13 1   11.14 1   11.15       0  
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11.16 3    11.17 1   11.18      
6

1  

11.19 1   11.20 3    11.21   
2

1
  

11.22 1 

เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทที ่4 
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2

2
34    1.2 cxxx  3

4

24

7

4

3
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5

7

4  

1.3 cxxx  2

3

2

5

4
5

2    1.4 c
x

x 
2  

1.5 cxxx  2

3

4

7

6

11

3

2
46    1.6 cxxx  3

1

2

1

2 684  

1.7   cxx  3

2
2 4
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3    1.8  
c
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
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

4

41 2

3
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1.9  
c

x

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
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23 3

1
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1.11 cx 5ln 5     1.12 c
x


4

cos4

 

1.13  
c

x


4

arcsin
22

   1.14 c
xe


 loglog

1  

 

2.1 cx  3ln2     2.2 cx 13ln
4

1 4  

2.3 ce x  25ln
2

1    2.4 cx lnln  

2.5 cxxx  2

3

4

7

6

11

3

2
46    2.6 cxxx  3

1

2

1

2 684  

2.7 cxarc  cotln3    2.8  
c

x




40

32
20

 

2.9 c
x


5ln3

ln 3

    2.10 cxxx  2ln322  

2.11 ce x 15 2

10

1     2.12 
 

c
x





33 49

1  
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2.13  
c

xx




4

154
42

   2.14   cxx 
324 53

6

1  

2.15   cx  2

3

14
6

1    2.16 ce
xe   

2.17 cxx  cosln    2.18   cx  coslnln  

2.19 c
x


3ln

3cos

    2.20 ce xx  522

2

1  

 

3.1   cx 15secln
20

1 4    3.2 cxxec   11 cotcosln  

3.3   cxarc cotcos    3.4   cx lnsinln  

3.5 cx 5sec
5

1     3.6    cx 2lnsin2  

3.7 ceec x  cos     3.8 cxec  cos  

3.9 cxecx  cotcos    3.10   cx 2arctansecln  

 

4.1 c
x


3
arctan

3

1     4.2 c
x


4

5
arcsin

5

1  

4.3 c
x

arc 
2

sec
4

1 2

   4.4 ce x arctan  
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1.14     ceexexx xxx   1212122

8

3
16
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1
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1.15   cxxx  241
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2arcsin   

1.16         cxexe xx   12sin
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12cos
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2 11  

1.17     ceexex xxx   2323
2  1.18      cxxx  2cos
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2sin
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2.1 
3

1  ตารางหน่วย    2.2 
3

8  ตารางหน่วย  

2.3 8 ตารางหน่วย    2.4 8  ตารางหน่วย 

2.5 4 ตารางหน่วย    2.6 
3

128  ตารางหน่วย 

2.7 
3

64  ตารางหน่วย   2.8 
6

343  ตารางหน่วย  

2.9 
6

149  ตารางหน่วย   2.10 14 ตารางหน่วย  

 

3.1 
5

4  ลูกบาศกห์น่วย   3.2 
6

  ลูกบาศกห์น่วย  

3.3 
5

32  ลูกบาศกห์น่วย   3.4 
5

4  ลูกบาศกห์น่วย  

3.5 
30

  ลูกบาศกห์น่วย   3.6 
6

  ลูกบาศกห์น่วย  

3.7 
3

64  ลูกบาศกห์น่วย   3.8 
2

  ลูกบาศกห์น่วย   

3.9 
14

5  ลูกบาศกห์น่วย   3.10 
35

2  ลูกบาศกห์น่วย  

3.11 
15

128  ลูกบาศกห์น่วย   3.12 
15

2  ลูกบาศกห์น่วย  

3.13 1) 
10

9  ลูกบาศกห์น่วย  2) 
14

9  ลูกบาศกห์น่วย 

 3) 
10

21  ลูกบาศกห์น่วย  4) 
7

15  ลูกบาศกห์น่วย 

3.14 1) 
15

7  ลูกบาศกห์น่วย  2) 
6

  ลูกบาศกห์น่วย 

 3) 
15

13  ลูกบาศกห์น่วย  4) 
6

11  ลูกบาศกห์น่วย 

3.15 1) 
35

1024  ลูกบาศกห์น่วย   

 2) 
5

704  ลูกบาศกห์น่วย   
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