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บทคดัย่อ 

งานวจิยันี้มวีตัถุประสงค์เพื่อเสนอวธิบีูตสแทรป็ลาสโซ่แบบปรบัปรุง + พาร์เชยีลรดิจ์ในการสร้างช่วง
ความเชื่อมัน่ของสมัประสทิธิก์ารถดถอยส าหรบัขอ้มลูทีม่มีติสิงูและเปรยีบเทยีบประสทิธภิาพกบัวธิบีูตสแทร็
ปลาสโซ่ + พารเ์ชยีลรดิจ ์วธิบีูตสแทรป็ลาสโซ่แบบปรบัปรุง + พาร์เชยีลรดิจเ์ป็นตวัประมาณแบบ 2 ขัน้ตอน 
คือ ใช้วิธีลาสโซ่แบบปรับปรุงในการคดัเลือกตัวแปรอิสระจากนัน้ใช้วิธีพาร์เชียลริดจ์ในการประมาณค่า
สมัประสทิธิก์ารถดถอยอกีครัง้ การศกึษาน้ีไดท้ดลองบตูสแทรป็ 2 วธิไีดแ้ก่ วธิสีุ่มส่วนเหลอืและวธิสีุม่ตวัแปร
ตามพรอ้มกบัตวัแปรอสิระ อกีทัง้ยงัศกึษาสมัประสทิธิก์ารถดถอยใน 2 ลกัษณะไดแ้ก่บางเบาอย่างอ่อนและ
บางเบาอย่างรุนแรง โดยลกัษณะบางเบาอย่างอ่อนและบางเบาอย่างรุนแรง หมายถงึ กรณีทีส่มัประสทิธิก์าร
ถดถอยส่วนใหญ่มคี่าใกลเ้คยีงศูนยแ์ละเท่ากบัศูนย ์ตามล าดบั การวจิยัครัง้นี้ใชข้อ้มูลจ าลองที่มมีติสิงู ซึง่ตวั
แปรอิสระสร้างจากการแจกแจงแบบปกติหลายตัวแปรโดยใช้เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมที่แตกต่างกัน 
ทัง้หมด 8 กรณี เกณฑท์ีใ่ชว้ดัประสทิธภิาพทีใ่ช ้คอื ค่าเฉลีย่ความกวา้งของช่วงความเชื่อมัน่และความน่าจะ
เป็นคุม้รวม  ผลการศกึษาจากขอ้มลูจ าลอง พบว่าวธิบีตูสแทรป็แบบสุ่มส่วนเหลอืลาสโซ่แบบปรบัปรุง + พาร์
เชยีลรดิจ์ให้ค่าเฉลี่ยความกว้างของช่วงความเชื่อมัน่ต ่าที่สุดในเกอืบทุกกรณี อย่างไรกต็าม เมื่อพจิารณา
ความน่าจะเป็นคุม้รวม พบว่าไม่ปรากฏวธิกีารบูตสแทรป็แบบใดแบบหนึ่งทีม่ปีระสทิธภิาพสงูสุดส าหรบัทุก
กรณี อนึ่ง เมื่อน าวธิบีูตสแทรป็แบบต่างๆไปปรบัใชก้บัขอ้มูลจรงิ กล่าวคอื ขอ้มูลไมโครอารเ์รยใ์นโรคมะเรง็
ล าไสใ้หญ่ พบว่าวธิบีูตสแทรป็แบบสุ่มส่วนเหลอืลาสโซ่แบบปรบัปรุง + พารเ์ชยีลรดิจย์งัคงใหค้่าเฉลีย่ความ



Vol. 10 • No. 5 • September - October 2021                                            Thai Journal of Science and Technology 

 501 

กว้างของช่วงความเชื่อมัน่ต ่าทีสุ่ด และวธิบีูตสแทรป็แบบสุ่มตวัแปรตามพร้อมกับตวัแปรอสิระลาสโซ่แบบ
ปรบัปรุง + พารเ์ชยีลรดิจใ์หค้วามน่าจะเป็นคุม้รวมสงูสดุ 

 

ค าส าคญั : การถดถอยเชงิเส้นที่มมีติิสูง; การถดถอยแบบลาสโซ่; การถดถอยแบบลาซโซ่ปรบัปรุง; การ
ถดถอยแบบรดิจ;์ บตูสแทรป็สแทรป็; ช่วงความเชื่อมัน่ 
 
Abstract 

This research is aimed to propose a method, called bootstrap adaptive lasso +  partial ridge 
(ALPR) , to construct confidence intervals of regression coefficients in high –  dimensional data and 
compare its performance with bootstrap lasso + partial ridge (LPR). The ALPR is a two-stage estimator. 
The adaptive lasso is used to select variables and the partial ridge is used to refit the coefficients. 
Here we perform two techniques of bootstrap which are residual bootstrap and paired bootstrap.  We 
also consider two cases of coefficients which are weak sparsity and hard sparsity where weak sparsity 
and hard sparsity refer to the case that majority of coefficients have value closed to zero and equal to 
zero respectively.  Simulation studies in 8 cases of high –  dimensional covariates that are generated 
from multivariate normal distribution with different types of covariance matrix.  Mean interval lengths 
and coverage probabilities are used to measure and compare performance of bootstrap methods. Our 
simulation studies show that the residual bootstrap adaptive lasso + partial ridge provides lowest mean 
interval lengths for most cases.  However, it is not obvious that which bootstrap method is the best in 
terms of providing highest coverage probabilities.  We also apply each bootstrap method with the real 
data, colon cancer microarray data set. The results show that the residual bootstrap adaptive lasso + 
partial ridge and the paired bootstrap adaptive lasso +  partial ridge are the best method in terms of 
mean interval lengths and coverage probabilities, respectively. 
 

Keywords: high – dimensional regression; lasso regression; adaptive lasso regression; ridge 
regression; bootstrap; confidence intervals 
 
1. บทน า 

การวิเคราะห์การถดถอยเชิงเส้นเป็นวิธีทาง
สถิติที่นิยมใช้กนัอย่างแพร่หลายในการวิเคราะห์
ความสมัพนัธ์ระหว่างตวัแปรอสิระและตวัแปรตาม 
โดยการวเิคราะห์การถดถอยเชงิเสน้จะใช้วธิกี าลงั
สอ ง น้ อยสุ ด ส ามัญ  (Ordinary Least Squares 
Method, OLS) ในการประมาณค่าสมัประสทิธิก์าร
ถดถอย อย่างไรกต็าม วธิี OLS มขีอ้จ ากดัคอื เมื่อ

ข้อมูลมีมิติสูงหรือจ านวนตัวแปรอิสระมากกว่า
จ านวนตัวอย่างของข้อมูล  (p>n) วิธี OLS จะไม่
สามารถหาค่าของตัวประมาณสัมประสิทธิก์าร
ถดถอยได ้(James et al. 2013) นอกจากนี้อาจเกดิ
ปัญหาตัวแปรอิสระมีความสัมพันธ์กันเองสูงซึ่ง
ส่งผลให้ตัวประมาณสมัประสิทธิก์ารถดถอยที่ได้
จากวิธี OLS มีความไม่ เสถียร (Pungpapong, 
2015) การวเิคราะหข์อ้มลูทีม่มีติสิงูจงึนิยมใชว้ธิกีาร
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ประมาณค่าสัมประสิทธิก์ารถดถอยที่ปรับด้วย
ฟังก์ชันการลงโทษ (Penalized Regression) โดย
การถดถอยที่ปรับด้วยฟังก์ชันการลงโทษมี
หลากหลายวธิแีต่ทีน่ิยมใชก้นัอย่างแพร่หลายไดแ้ก่ 
ก า รถดถอยลาสโซ่  (Lasso Regression)  ก า ร
ถดถอยลาสโซ่แบบปรับปรุง  (Adaptive Lasso 
Regression) และการถดถอยแบบริดจ์ (Ridge 
Regression)  

การวิเคราะห์การถดถอยที่ปรบัด้วยฟังก์ชัน
การลงโทษทั ้งสามวิธีที่ก ล่าวมาสามารถหา
ค่าประมาณสมัประสทิธิก์ารถดถอยในกรณีที่ขอ้มูล
มมีติิสูงได้ แต่ในการจะตอบค าถามว่าตวัแปรอสิระ
ตัวใดบ้างที่มีความสมัพันธ์กับตัวแปรตามแบบมี
นัยส าคญัทางสถิตินัน้ ยงัคงเป็นประเด็นที่ท้าทาย 
วธิทีี่นิยมใชใ้นการตอบค าถามดงักล่าวเมื่อขอ้มูลมี
มติสิงู คอื การสรา้งช่วงความเชื่อมัน่ของสมัประสทิธิ ์
การถดถอยดว้ยวธิบีตูสแทรป็ (Bootstrap) หากช่วง
ความเชื่อมัน่ที ่(1 − 𝛼)% ไม่ครอบคลุมค่าศูนย ์จะ
สามารถระบุ ได้ว่ าตัวแปรอิสระตัวดังกล่ าวมี
ความสมัพนัธก์บัตวัแปรตามทีร่ะดบันยัส าคญั 𝛼 

Liu & Yu (2013) น าเสนอวิธีบูตสแทร็ปตัว
ประมาณสัมประสิทธิก์ารถดถอยแบบ Lasso + 
OLS ซึ่งเป็นตัวประมาณแบบสองขัน้ตอน โดย
ขัน้ตอนทีห่นึ่งใชว้ธิลีาสโซ่เพื่อคดัเลอืกตวัแปรอสิระ
และขัน้ตอนที่สองใช้วิธี OLS ในการประมาณค่า
สมัประสทิธิก์ารถดถอย ทว่าวธิบีตูสแทรป็ Lasso + 
OLS มกัจะประสบปัญหาช่วงความเชือ่มัน่ทีส่รา้งขึน้
มกัจะไม่ครอบคลุมค่าของสมัประสทิธิก์ารถดถอย
ของตัวแปรอิสระที่มคี่าน้อยมากแต่ไม่เท่ากบัศูนย์ 
( น้ อ ยกว่ า  1

√𝑛
 )  เ นื่ อ ง จ ากกา รป ร ะม าณค่ า

สมัประสทิธิก์ารถดถอยด้วยวธิลีาสโซ่ในขัน้ตอนที่
หน่ึงมักจะให้ค่าประมาณสมัประสิทธิก์ารถดถอย
ของตวัแปรอสิระดงักล่าวเป็นศูนย ์ส่งผลใหต้วัแปร
อิสระดังก ล่ าว ไม่ ได้ รับคัด เลือก ให้น า ไปหา

ค่าประมาณสมัประสิทธิก์ารถดถอยด้วยวิธี OLS 
เรยีกปัญหาลกัษณะนี้ว่าความน่าจะเป็นคุ้มรวมต ่า 
(Liu et al. 2020) 

Liu et al. (2020) ได้น าเสนอวธิบีูตสแทรป็ตวั
ประมาณสัมประสิทธิก์ารถดถอยแบบ  Lasso + 
Partial Ridge (LPR) ซึ่งเป็นตัวประมาณแบบสอง
ขัน้ตอนเช่นกนั โดยขัน้ตอนที่หนึ่งใชว้ธิลีาสโซ่เพื่อ
คดัเลือกตัวแปรอิสระและขัน้ตอนที่สองใช้ฟังก์ชนั
การลงโทษแบบ L2 – Norm แก่ตวัแปรอสิระทีไ่ม่ได้
ถูกเลอืกจากวธิลีาสโซ่เท่านัน้ ซึง่เปรยีบเสมอืนเป็น
การน าตวัแปรอสิระทีไ่ม่ไดถู้กเลอืกจากวธิลีาสโซ่ไป
หาค่าประมาณสมัประสทิธิก์ารถดถอยใหม่อีกครัง้ 
เน่ืองจากวิธีริดจ์มกัจะให้ค่าประมาณสมัประสทิธิ ์
การถดถอยเข้าใกล้ศูนย์แต่ไม่เท่ากับศูนย์ ผล
การศึกษาพบว่าในกรณีที่ปรากฏสมัประสทิธิก์าร
ถดถอยบางตัวที่มีค่าน้อยมากแต่ไม่เท่ากับศูนย์  
วธิบีูตสแทรป็แบบ Lasso + Partial Ridge ใหค้วาม
น่าจะเป็นคุม้รวมสงูกว่าวธิ ีLasso + OLS  

ในการศึกษาครัง้นี้  ผู้วิจ ัยมีจุดประสงค์ที่จะ
น าเสนอวิธีบูตสแทร็ปตัวประมาณแบบ Adaptive 
Lasso + Partial Ridge โดยการเปลี่ยนจากวิธี  
Lasso เป็น Adaptive Lasso เน่ืองจากวธิ ีAdaptive 
Lasso มีคุณสมบัติที่ โดดเด่นประการหนึ่ งคือ
คุณสมบัติออราเคิล (Oracle Property) ซึ่ง เป็น
คุณสมบัติที่สามารถคัดเลือกตัวแปรเข้าตัวแบบ
เสมอืนทราบตวัแบบทีแ่ทจ้รงิ (Zou, 2006) และจาก
การทบทวนวรรณกรรมที่ผ่านมายังไม่พบว่ามี
การศึกษาวิธีบูตสแทร็ปตัวประมาณแบบดงักล่าว 
ดงันัน้ผูว้จิยัจงึสนใจศกึษาเกีย่วกบัประเดน็น้ี โดยจะ
ท าการเปรียบเทียบกบัวิธีบูตสแทร็ปตัวประมาณ
แ บ บ  Lasso +  Partial Ridge ทั ้ง นี้ ผู้ วิ จ ั ย จ ะ
ทดลองบูตสแทร็ป 2 วิธีคือ  วิธีสุ่มส่วนเหลือ 
(Residual Bootstrap) และวธิสีุ่มตวัแปรตามพรอ้ม
กบัตวัแปรอสิระ (Paired Bootstrap) จากนัน้จงึท า
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การเปรียบเทียบและวิเคราะห์ผลลัพธ์โดยใช้
ค่าเฉลี่ยความกว้างของช่วงความเชื่อมัน่ (Mean 
Interval Lengths)  และความน่าจะ เ ป็นคุ้มรวม 
(Coverage Probabilities)  เ ป็ น เ กณฑ์ ก า ร วั ด
ป ร ะ สิท ธิภ าพ เพื่ อ ห า วิ ธีที่ เ ห ม า ะสมและมี
ประสทิธภิาพทีส่ดุในการทดสอบสมมตฐิานทางสถติิ
ของสมัประสทิธิก์ารถดถอยเมื่อขอ้มลูมมีติสิงู 

 

2. วิธีการ 
2.1 การวิเคราะหก์ารถดถอยเชิงเส้น (OLS) 
การวิเคราะห์การถดถอยเชิงเส้นเมื่อขอ้มูลมี

ตวัอย่างขนาด n และตวัแปรอสิระขนาด p สามารถ
เขยีนเป็นสมการของตวัแบบไดด้งันี้ 
𝑌 =  𝑋𝛽 +  𝜀      (1) 
เมื่อ 𝑌 คอื เวกเตอรข์องตวัแปรตามขนาด n                                
𝑋 คอื เมทรกิซข์องตวัแปรอสิระขนาด n x p  
𝛽 คอื เวกเตอรข์องสมัประสทิธิก์ารถดถอยขนาด p   
𝜀 คอื เวกเตอรข์องค่าความเคลื่อนขนาด n โดยที ่
𝐸(𝜀𝑖)  =  0 และ 𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑖)  =  𝜎2𝐼𝑛 
ในการหาค่าของตวัประมาณสมัประสทิธิก์ารถดถอย 
(�̂�) จะหาได้จากวธิกี าลงัสองน้อยที่สุดซึ่งเขยีนได้
ดงัสมการ 

�̂�  = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝛽

 ‖𝑌 − ∑ 𝑋𝑗𝛽𝑗
𝑝
𝑗=1 ‖

2
=

(𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑦          (2) 
ในการตรวจสอบว่าตัวแปรอิสระตัวที่ 𝑗 มี

ความสมัพนัธ์กบัตัวแปรตามอย่างมนีัยส าคญัทาง
สถิติที่ระดับนัยส าคัญ 𝛼 สามารถท าได้โดยการ
ส ร้ า ง ช่ ว ง ค ว า ม เ ชื่ อ มั ่น ที่  (1 − 𝛼)% ข อ ง
พารามเิตอร ์𝛽𝑗 กล่าวคอื [𝐿𝑗 ,  𝑈𝑗 ] โดยที ่ 

𝐿𝑗 = �̂�𝑗 − 𝑡
(1−

𝛼
2

,   𝑛−𝑝−1)
𝑆𝐸[�̂�𝑗] 

และ 
𝑈𝑗 = �̂�𝑗 + 𝑡

(1−
𝛼
2

,   𝑛−𝑝−1)
𝑆𝐸[�̂�𝑗] 

เมื่อ 𝑡(1−
𝛼

2
,   𝑛−𝑝−1) คือ ควอนไทล์ที่ 1 −

𝛼

2
 ของ

การแจกแจงแบบที ที่องศาอิสระ 𝑛 − 𝑝 − 1 และ 
𝑆𝐸[�̂�𝑗]  คือ ความคลาดเคลื่อนมาตรฐานของตัว
ประมาณสมัประสทิธิก์ารถดถอย �̂�𝑗  ทัง้นี้ หากช่วง
ความเชื่อมัน่ที่สร้างขึ้นไม่ครอบคลุมค่าศูนย์ จะ
ส า ม า ร ถ ส รุ ป ไ ด้ ว่ า ตั ว แ ป ร อิ ส ร ะ ตั ว ที่  𝑗 มี
ความสมัพนัธ์กบัตัวแปรตามอย่างมนีัยส าคญัทาง
สถติทิีร่ะดบันยัส าคญั 𝛼 

2.2 การประมาณค่าสมัประสิทธ์ิด้วยการ
วิเคราะห์การถดถอยท่ีปรบัด้วยฟังก์ชันการ
ลงโทษ 

การประมาณค่าสมัประสทิธิก์ารถดถอยทีป่รบั
ด้ ว ย ฟั ง ก์ ชั น ก า ร ล ง โ ท ษ  ห รื อ  Penalized 
Regression เป็นวิธีที่พัฒนามาจากวิธีก าลังสอง
น้อยทีสุ่ด เนื่องจากในกรณีทีข่อ้มลูมมีติสิงู วธิกี าลงั
สองน้อยที่สุดจะประสบปัญหาเมทริกซ์ 𝑋𝑇𝑋 ใน
สมการที่  2 จะเป็นเมทริกซ์เอกฐาน  (Singular 
Matrix) ดงันัน้เมทรกิซ ์𝑋𝑇𝑋 จงึไม่ม ีเมทรกิซผ์กผนั 
ส่งผลให้ไม่สามารถแก้สมการได้ หรือกล่าวอกีนัย
หน่ึงคอื มตีวัประมาณสมัประสทิธิก์ารถดถอยที่ได้
จากวิธีก าลังสองน้อยที่สุดมากกว่าหนึ่งชุดซึ่งท า
ใหผ้ลรวมความคลาดเคลื่อนก าลงัสองมคี่าน้อยทีส่ดุ 

การประมาณค่าสมัประสทิธิก์ารถดถอยทีป่รบั
ด้วยฟังก์ชันการลงโทษเป็นการเพิ่มฟังก์ชันการ
ลงโทษ (Penalty function) 𝑃𝜆(𝛽) เขา้ไปในฟังกช์นั
เป้าหมายของวธิกี าลงัสองน้อยทีส่ดุ 

�̂�  =  𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝛽

 ‖𝑌 − ∑ 𝑋𝑗𝛽𝑗
𝑝
𝑗=1 ‖

2
+ 𝑃𝜆(𝛽)

     (4) 
ส าหรบัฟังกช์นัการลงโทษ  𝑃λ(β) มหีลายรูปแบบ
แต่ที่นิยมใช้กันอย่างแพร่หลายคือฟังก์ชันการ
ลงโทษแบบแอลวนันอรม์ (L1 – Norm) และแอลทนู
อรม์ (L2 – Norm) เขยีนแสดงไดด้งัสมการที่ 5 และ 
6 ตามล าดบั 

 𝑃𝜆(𝛽)  =  𝜆 ∑ |𝛽𝑗| 
𝑝
𝑗=1    (5) 
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 𝑃𝜆(𝛽)  =  𝜆 ∑ 𝛽𝑗
2 

𝑝
𝑗=1    (6) 

2.2.1 วิธี Lasso Regression 
วิธีลาสโซ่ (Lasso) น าเสนอโดย Tibshirani 

(1996) เป็นการวิเคราะห์การถดถอยที่ปรับด้วย
ฟังก์ชันการลงโทษแบบ L1 – Norm โดยสามารถ
เขยีนเป็นฟังกช์นัไดด้งัสมการที ่7  

�̂�  =  𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝛽

 ‖𝑌 − ∑ 𝑋𝑗𝛽𝑗
𝑝
𝑗=1 ‖

2
+

           𝜆 ∑ |𝛽𝑗| 
𝑝
𝑗=1     (7) 

การใชฟั้งกช์นัลงโทษแบบแอลวนันอรม์ (L1 – 
Norm) จะท าให้เวกเตอร์ตัวประมาณสมัประสทิธิ ์
การถดถอยลาสโซ่  ซึ่งเขียนแทนด้วย �̂� 𝐿𝑎𝑠𝑠𝑜 

ประกอบด้วยค่าศูนย์จ านวนมาก (Sparse Vector) 
ทัง้นี้ ขึ้นอยู่กับพารามิเตอร์การปรับ  (λ) หาก
พารามิเตอร์การปรบัมคี่ามากจะส่งผลให้เวกเตอร์
 �̂� 𝐿𝑎𝑠𝑠𝑜 มจี านวนค่าศนูยม์าก หากพารามเิตอรก์าร
ปรับมีค่ า น้อยจะส่งผลให้เวกเตอร์ �̂� 𝐿𝑎𝑠𝑠𝑜 มี
จ านวนค่าศูนย์น้อย และในกรณีที่พารามเิตอร์การ
ปรบัเท่ากบั 0 การถดถอยลาสโซ่จะกลบัมาเป็นการ
ถดถอยแบบดัง้เดมิ (Tibshirani, 1996) 

การเลือกพารามิเตอร์การปรับ (λ) ท่ีเหมาะสม
เป็นส่ิงท่ีจ าเป็นส าหรับการประมาณค่าสัมประสิทธ์ิ
การถดถอยลาสโซ่ โดยทั่วไปนิยมใช้วิ ธี  Cross 
Validation (CV) ซ่ึงเป็นวิธีท่ีใชว้ดัประสิทธิภาพของ
ตวัแบบเม่ือตอ้งการทดสอบว่าค่าพารามิเตอร์ปรับท่ี
เท่าใดส่งผลให้ผลรวมความคลาดเคล่ือนก าลงัสอง
น้อยท่ีสุด โดยหลกัการของวิธี Cross - Validation มี
ดงัน้ี 

2. 2. 1. 1 ก า หนด  𝜆 เ ป็ น เ ซ็ ตของ
พารามิเตอร์ปรับท่ีตอ้งการทดสอบ ซ่ึงประกอบดว้ย
สมาชิกจ านวน m ตวั ดงัน้ี 𝜆 =  {𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑚} 

2.2.1.2 แบ่งข้อมูลออกเป็นชุดย่อยๆ 
จ านวน k ชุด โดยใชส้ัญลกัษณ์ 𝑑1, 𝑑2, . . . , 𝑑𝑘 แทน
ข้อมูลย่อยชุดท่ี 1,2, . . . , 𝑘 ตามล าดับ ทั้ งน้ีจ านวน

ขอ้มูลยอ่ยในแต่ละชุดตอ้งมีจ านวนเท่ากนั 
2. 2. 1. 3 ส าห รับค ร้ั ง ท่ี  𝑖 เ ม่ื อ   𝑖 =

 1,2, . . . , 𝑚     
2. 2. 1. 3. 1 ให้ ใช้  𝜆 =  𝜆𝑖 และ

ภายใตค้ร้ังท่ี 𝑖 ให้ท าการแบ่งขอ้มูล 𝑗 คร้ัง เม่ือ  𝑗 =

 1,2, . . . , 𝑘  

2.2.1.3.2  ส าหรับคร้ังท่ี 𝑗 เม่ือ 𝑗 =

 1,2, … , 𝑘 ให้ใช้ขอ้มูลย่อยทุกชุด ยกเวน้ชุด 𝑑𝑗 ใน
การสร้างตัวแบบด้วยวิธีการถดถอยแบบลาสโซ่ 
จากนั้นใชข้อ้มูลยอ่ยชุด 𝑑𝑗 เป็นขอ้มูลชุดทดสอบ เพื่อ
ค านวณผลรวมความคลาดเคล่ือนก าลงัสอง โดยจะใช้
สญัลกัษณ์ 𝑅𝑆𝑆𝜆𝑖,𝑗 

2.2.1.3.3 จากนั้นค านวณค่าเฉล่ีย
ของ RSS ท่ีได้จากการใช้ 𝜆 =  𝜆𝑖 ซ่ึงเขียนได้ดัง
สมการท่ี 8 
𝐶𝑉(𝜆𝑖)  =  

1

𝑘
∑ 𝑅𝑆𝑆𝜆𝑖,𝑗

𝑘
𝑗=1    (8) 

2.2.1.4 เลอืก 𝜆𝑖 ทีท่ าให ้𝐶𝑉(𝜆𝑖) มี
ค่าน้อยทีส่ดุ ซึง่ 𝜆𝑖 ดงักล่าวจะเป็นพารามเิตอรป์รบั
ทีเ่หมาะสมทีส่ดุส าหรบัการประมาณค่าสมัประสทิธิ ์
การถดถอยดว้ยวธิลีาสโซ ่

ด้วยเหตุที่วิธีลาสโซ่มีคุณสมบัติท าให้ได้
เวกเตอร์ตัวประมาณสัมประสิทธิก์ารถดถอยที่
ประกอบดว้ยค่าศูนยจ์ านวนมาก ส่งผลใหว้ธิลีาสโซ่
สามารถหาค่าประมาณสัมประสิทธิก์ารถดถอย
พร้อมทัง้คัดเลือกตัวแปรเข้าตัวแบบได้ในเวลา
เดียวกนัท าให้ตวัแบบที่ได้ง่ายต่อการแปรผลลพัธ์
อกีทัง้ยงัแกปั้ญหาทีต่วัแปรอสิระมคีวามสมัพนัธเ์ชงิ
เส้นสูงได้ (Multicollinearity) (Pungpapong 2015) 
อย่างไรกต็าม ค่าประมาณสมัประสทิธิก์ารถดถอยที่
ไดจ้ากวธิลีาสโซ่มกัไม่มคีวามคงเสน้คงวา ส่งผลให้
การคดัเลอืกตวัแปรเขา้ตวัแบบมกัไม่มคีวามคงเสน้
คงวา (Knight and Fu 2007) 
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2.2.2 วธีิ Adaptive Lasso Regression 
วิธีลาสโซ่แบบปรับปรุง น า เสนอโดย Zou 

(2006) เป็นการวิเคราะห์การถดถอยที่ปรับด้วย
ฟังก์ชันการลงโทษแบบ  L1 – Norm และเพิ่ม
เงื่อนไขการใหค้่าน ้าหนักแก่พารามเิตอรท์ีแ่ตกต่าง
กนั โดยสามารถเขยีนเป็นฟังก์ชนัได้ดงัสมการที ่9 

�̂�  =  𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝛽

 ‖𝑌 − ∑ 𝑋𝑗𝛽𝑗
𝑝
𝑗=1 ‖

2
+

          𝜆 ∑ �̂�𝑗|𝛽𝑗| 
𝑝
𝑗=1   

; โดยที ่  �̂�𝑗  {

1

|�̂�𝑂𝐿𝑆|
 ;  𝑛 > 𝑝

1

|�̂�𝑅𝑖𝑑𝑔𝑒|
 ;  𝑛 < 𝑝 

   (9) 

วธิลีาสโซ่แบบปรบัปรุงมคีุณสมบตัิที่ท าใหไ้ด้
ตวัประมาณสมัประสทิธิก์ารถดถอยทีป่ระกอบดว้ย
ค่าศูนย์จ านวนมาก  ดังนั ้นจึงมีคุณสมบัติการ
คดัเลือกตัวแปรเขา้ตัวแบบเช่นเดียวกบัวธิลีาสโซ่ 
แ ล ะก า ร เพิ่ ม เ งื่ อ น ไ ขก า ร ให้ ค่ า น ้ า หนั ก แก่
พารามเิตอรท์ีแ่ตกต่างกนัยงัช่วยแกปั้ญหาความไม่
คงเสน้คงวาทีป่ระสบในวธิลีาสโซ่ไดส้่งผลใหว้ธิลีาส
โซ่แบบปรบัปรุงมคีุณสมบตักิารคดัเลอืกตวัแปรเขา้
ตัวแบบเสมือนทราบตัวแบบที่แท้จริงหรือเรียกว่า
คุณสมบตัอิอราเคลิ (Oracle Property)  

2.2.3 วิธี Ridge Regression 
วธิรีดิจ ์(Ridge Regression) เป็นการวเิคราะห์

การถดถอยทีป่รบัดว้ยฟังกช์นัการลงโทษแบบ L2 – 
Norm สามารถเขยีนเป็นฟังกช์นัไดด้งัสมการที ่10  

 �̂�  =  𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝛽

 ‖𝑌 − ∑ 𝑋𝑗𝛽𝑗
𝑝
𝑗=1 ‖

2
+

            𝜆 ∑ 𝛽𝑗
2 

𝑝
𝑗=1           (10) 

โดยตัวประมาณสมัประสทิธิก์ารถดถอยบาง
ตวัทีไ่ดจ้ากวธิรีดิจจ์ะถูกบบีค่าใหเ้ขา้ใกลศู้นยแ์ต่ไม่
เท่ากบัศูนย ์ดงันัน้วธิรีดิจจ์งึเหมาะแก่การวเิคราะห์
ข้อมูลที่มีสมัประสิทธิข์นาดเล็กแต่ไม่เท่ากบัศูนย์
จ านวนมาก นอกจากนี้วธิรีดิจย์งัช่วยแกปั้ญหาทีต่วั
แปรอิสระมีความสมัพันธ์เชิงเส้นสูงได้ อย่างไรก็

ตาม คุณสมบตัิการคดัเลือกตัวแปรเขา้ตวัแบบไม่
ปรากฏในวธิรีดิจ ์(Hoerl and Kennard, 1970) 

2.3 ตัวประมาณ Lasso +  Partial Ridge 
(LPR)    

ตัวประมาณ �̂� 𝐿𝑃𝑅 น าเสนอโดย Liu et al. 
(2020) เป็นตวัประมาณสมัประสทิธิก์ารถดถอยทีไ่ด้
จากสองขัน้ตอน โดยขัน้ตอนที่หนึ่ งใช้วิธีการ
ประมาณสมัประสทิธิก์ารถดถอยดว้ยวธิลีาสโซ่เพื่อ
คดัเลอืกตวัแปรอสิระ และขัน้ตอนที่สองใช้ฟังก์ชนั
การลงโทษ L2 – Norm เพื่อกอบกู้ตัวแปรอิสระที่
ไม่ไดถู้กเลอืกจากวธิลีาสโซ่ เน่ืองจากการใชฟั้งกช์นั 
L2 – Norm จะท าให้ได้สมัประสทิธิข์นาดเลก็แต่ไม่
เท่ากับศูนย์ซึ่งสามารถเขียนเป็นฟังก์ชันได้ดัง
สมการที ่11  

�̂�𝐿𝑃𝑅 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝛽

{
1

2𝑛
‖𝑌 −  𝑋𝛽‖2

2 +
𝜆2

2
∑ 𝛽𝑗

2

𝑗 ∉ �̂�

} 

              (11) 
โดยที ่𝑆 =  {𝑗 ∈  {1, . . . , 𝑝} ∶  𝛽𝑗  ≠  0} คอื 
ซพัพอรท์เซตของตวัแปรอสิระ 
�̂�  =  {𝑗 ∈  {1, . . . , 𝑝} ∶  (�̂�𝑙𝑎𝑠𝑠𝑜)  ≠  0} คอื 
เซตของตวัแปรอสิระทีถู่กคดัเลอืกโดยวธิลีาสโซ่ 

2. 4 วิ ธี  Residual Bootstrap Lasso + 
Partial Ridge ( rBLPR)  แ ล ะ  วิ ธี  Paired 
Bootstrap Lasso + Partial Ridge (pBLPR)  

ก า ร ท ด ส อบ สม ม ติ ฐ า น ท า ง ส ถิ ติ ข อ ง
สมัประสทิธิก์ารถดถอยในกรณีที่ขอ้มูลมมีติสิูงเป็น
ประเด็นที่ท้าทาย เนื่องจากการลู่เข้าเชิงการแจก
แจง (Asymptotic Distribution) ของตัวประมาณ
สมัประสทิธิก์ารถดถอยทีนิ่ยมใช ้เช่นตวัประมาณลา
สโซ่มคีวามซบัซอ้น (Chatterjee and Lahiri, 2011) 
อกีทัง้ตวัสถติทิดสอบทหีรอืเอฟทีใ่ชใ้นวธิกี าลงัสอง
น้อยทีสุ่ดไม่สามารถน ามาใชไ้ด ้ดงันัน้วธิทีีน่ิยมคอื
วธิบีตูสแทรป็ (Bootstrap) 
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2.4.1 วิธี Residual Bootstrap Lasso 
+ Partial Ridge (rBLPR)  

วธิบีตูสแทรป็ rBLPR เป็นการสุม่วนสว่นเหลอื
เพื่อสรา้งตวัอย่างบูตสแทรป็ซึง่มจีุดประสงคเ์พื่อใช้
หาช่วงความเชื่อมัน่ (Confidence Intervals) ส าหรบั
สัมประสิทธิก์ารถดถอย 𝛽𝑗 เมื่อ 𝑗 =  1,2, … , 𝑝 
ทัง้นี้ส่วนเหลือที่เลือกใช้ในวิธี rBLPR ค านวณได้
จากส่วนต่างระหว่ างค่ าสัง เกต (𝑦𝑖) และค่ า
พยากรณ์ (�̂�𝑖  =  𝑋�̂�𝐿𝑎𝑠𝑠𝑜+𝑂𝐿𝑆 ) โดยวธิ ีrBLPR 
มขีัน้ตอนดงันี้ 
ก าหนดให ้
𝑆 =  {𝑗 ∈  {1, . . . , 𝑝} ∶ 𝛽𝑗  ≠  0 } คอื ซพัพอรท์
เซตของตวัแปรอสิระ 
�̂�  =  {𝑗 ∈  {1, . . . , 𝑝} ∶ (�̂�𝑙𝑎𝑠𝑠𝑜)  ≠  0 } คื อ 
เซตของตวัแปรอสิระทีถู่กคดัเลอืกโดยวธิลีาสโซ่ 
�̂�𝑟𝐵𝑙𝑎𝑠𝑠𝑜

∗  =  {𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑝} ∶ (�̂�𝑟𝐵𝑙𝑎𝑠𝑠𝑜
∗ ) ≠

0 } คือ เซตของตัวแปรอิสระที่ถูกคดัเลือกโดยวิธี
ลาสโซ่ซึง่ใชข้อ้มลูชุด (𝑋, 𝑦𝑟𝑏𝑜𝑜𝑡

∗ ) 

2.4.1.1 ค านวณค่าของสมัประสทิธิ ์
�̂�𝐿𝑎𝑠𝑠𝑜+𝑂𝐿𝑆 

�̂�𝐿𝑎𝑠𝑠𝑜+𝑂𝐿𝑆 =  𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝛽: 𝛽�̂�𝑐= 0 

{ 
1

2𝑛
‖𝑌 −  𝑋𝛽‖2

2 } ; 

เมื่อ 𝛽�̂�𝑐 =  { 𝛽𝑗 ∶  𝑗 ∉  �̂�  } 

2.4.1.2 ค านวณเวกเตอร์ของค่า
พยากรณ์ �̂� =  𝑋�̂�𝐿𝑎𝑠𝑠𝑜+𝑂𝐿𝑆 

2.4.1.3 ค านวณเวกเตอรส์ว่นเหลอื 
𝜖̂ = 𝑦 − �̂�  =  𝑦 −  𝑋�̂�𝐿𝑎𝑠𝑠𝑜+𝑂𝐿𝑆 

2.4.1.4 ค านวณเซตของ Centered 
residual {𝜖�̂� − 𝜖̂,̅ 𝑖 =  1, . . . , 𝑛} เมื่อ  𝜖̂ ̅  =

 
1

𝑛
∑ 𝜖�̂�

𝑛
𝑖 = 1  

2.4.1.5 ท าการสุม่ Centered 
residual แบบใสค่นื 𝜖∗  =  (𝜖1

∗, . . . , 𝜖𝑛
∗ )𝑇 

2.4.1.6 ท าการสรา้งตวัอย่างบตูส
แทรป็  

𝑦∗
𝑟𝑏𝑜𝑜𝑡  =  𝑋�̂�𝐿𝑎𝑠𝑠𝑜+𝑂𝐿𝑆 + 𝜖∗ 

2.4.1.7 ค านวณค่าของตวัประมาณ
สัมประสิทธิ โ์ ดย ใช้ วิ ธีล าส โ ซ่ จ ากชุ ดข้อมู ล 
(𝑋, 𝑦∗

𝑟𝑏𝑜𝑜𝑡)  
�̂�𝑟𝐵𝐿𝑎𝑠𝑠𝑜

∗ =  𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝛽

{ 
1

2𝑛
‖𝑦∗

𝑟𝑏𝑜𝑜𝑡 −  𝑋𝛽‖
2

2 

+ 𝜆1‖𝛽‖1} 

2.4.1.8 ค านวณค่าของตวัประมาณ
สมัประสทิธิโ์ดยมกีารเพิม่ฟังก์ชนัการลงโทษแบบ 
L2 – Penalty ส าหรับตัวแปรอิสระที่ ไม่ ได้ถู ก
คดัเลอืกและใชชุ้ดขอ้มลู (𝑋, 𝑦∗

𝑟𝑏𝑜𝑜𝑡)  

�̂�𝑟𝐵𝐿𝑃𝑅
∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛

𝛽
{

1

2𝑛
‖𝑦∗

𝑟𝑏𝑜𝑜𝑡 −  𝑋𝛽‖
2

2

+
𝜆2

2
∑ 𝛽𝑗

2        

𝑗 ∉ �̂�∗𝑟𝐵𝑙𝑎𝑠𝑠𝑜

} 

2.4.1.9 ท าซ ้าในขัน้ตอนที ่5 – 8 ไป 

B รอบจนได ้�̂�𝑟𝐵𝐿𝑃𝑅
∗ (1)

, �̂�𝑟𝐵𝐿𝑃𝑅
∗ (2)

, …, 

 �̂�𝑟𝐵𝐿𝑃𝑅
∗ (𝐵)  โดยที ่�̂�𝑟𝐵𝐿𝑃𝑅

∗ (𝐵) คอืสมัประสทิธิก์าร
ถดถอยทีไ่ดจ้ากการบตูสแทรป็แบบสุม่สว่นเหลอืตวั
ประมาณลาสโซ่ + พารเ์ชยีลรดิจใ์นครัง้ที ่B 

2.4.1.10 สร้างช่วงความเชื่อมัน่ที่  
(1 − 𝛼)%  ส าหรบัสมัประสทิธิก์ารถดถอย �̂�𝑗 ดงันี้  
[𝐿𝑗 ,  𝑈𝑗 ]; เมื่อ𝐿𝑗 = (�̂�𝐿𝑃𝑅)

𝑗
+ (�̂�𝐿𝑎𝑠𝑠𝑜+𝑂𝐿𝑆)𝑗 

−(�̂�𝑟𝐵𝐿𝑃𝑅
∗ )𝑗,1 −𝛼/2 แ ล ะ  𝑈𝑗 = (�̂�𝐿𝑃𝑅)

𝑗
+

(�̂�𝐿𝑎𝑠𝑠𝑜+𝑂𝐿𝑆)𝑗 − ( �̂�𝑟𝐵𝐿𝑃𝑅
∗ )𝑗,𝛼/2 โ ด ย ที่

 (�̂�𝑟𝐵𝐿𝑃𝑅
∗ )𝑗,1 −𝛼/2 แ ล ะ (�̂�𝑟𝐵𝐿𝑃𝑅

∗ )𝑗,𝛼/2  คื อ
เ ป อ ร์ เ ซ็ น ไ ท ล์ ที่  1 − 𝛼/2 แ ล ะ  𝛼/2 ข อ ง

�̂�𝑟𝐵𝐿𝑃𝑅
∗ (1)

, . . . , �̂�𝑟𝐵𝐿𝑃𝑅
∗ (𝐵)  ตามล าดบั 

2.4.2 วิ ธี  Paired Bootstrap Lasso + 
Partial Ridge (pBLPR) 

วิธีบูตสแทร็ป pBLPR เ ป็นการสุ่มข้อมูล
ตัวอย่างแบบใส่คืนโดยจะท าการสุ่มตัวแปรตาม
พร้อมกบัตวัแปรอสิระเพื่อสร้างขอ้มูลตวัอย่างบูตส
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แทรป็จากนัน้น าชุดขอ้มูลตวัอย่างบูตสแทรป็ไปใช้
ค านวณหาค่าสมัประสทิธิก์ารถดถอย เพื่อสรา้งช่วง
ความเชื่อมัน่ส าหรบัสมัประสทิธิก์ารถดถอย 𝛽𝑗 เมื่อ 
𝑗 =  1,2, … , 𝑝 โดยใช้สัญลักษณ์ �̂�𝑝𝐵𝐿𝑃𝑅

∗   แทน
ตัวประมาณสัมประสิทธิก์ารถดถอยที่ได้จากวิธ ี
บตูสแทรป็ pBLPR ซึง่วธิ ีpBLPR มขีัน้ตอนดงันี้ 

ก าหนดให ้ 
{(𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛} คือ เซตของชุด

ขอ้มลูตวัอย่าง 
{(𝑥𝑖

∗, 𝑦𝑖
∗), 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛} คอื เซตตวัอย่าง

บตูสแทรป็ 
2.4.2.1 สุ่มขอ้มูลตวัอย่างแบบใส่คนื

เพื่อสรา้งขอ้มลูตวัอย่างบตูสแทรป็ 
(𝑥𝑝𝑏𝑜𝑜𝑡

∗ , 𝑦𝑝𝑏𝑜𝑜𝑡
∗ ) = {(𝑥𝑖

∗, 𝑦𝑖
∗), 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛} 

เมื่อ 𝑦𝑝𝑏𝑜𝑜𝑡
∗ = (𝑦1

∗, 𝑦2
∗, . . . , 𝑦𝑛

∗)𝑇 และ 𝑥𝑝𝑏𝑜𝑜𝑡
∗ =

(𝑥1
∗, 𝑥2

∗, . . . , 𝑥𝑛
∗ )𝑇 
2.4.2.2 ค านวณค่าของตัวประมาณ

สัมประสิทธิ โ์ ดย ใช้ วิ ธีล าส โ ซ่ จ ากชุ ดข้อมู ล 
(𝑥𝑝𝑏𝑜𝑜𝑡

∗ , 𝑦𝑝𝑏𝑜𝑜𝑡
∗ )     

�̂�𝑝𝐵𝐿𝑎𝑠𝑠𝑜
∗ =  𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛

𝛽
{ 

1

2𝑛
‖𝑦∗

𝑝𝑏𝑜𝑜𝑡

−  𝑋∗
𝑝𝑏𝑜𝑜𝑡𝛽‖

2

2 
+ 𝜆1‖𝛽‖1} 

2.4.2.3 ค านวณค่าของตัวประมาณ
สมัประสทิธิโ์ดยมกีารเพิม่ฟังก์ชนัการลงโทษแบบ 
L2 – Penaltyส าหรบัตวัแปรอสิระทีไ่ม่ไดถู้กคดัเลอืก
และใชชุ้ดขอ้มลู (𝑥𝑝𝑏𝑜𝑜𝑡

∗ , 𝑦𝑝𝑏𝑜𝑜𝑡
∗ ) 

 β̂pBLPR
∗ = argmin

β
{

1

2n
‖

y∗
pboot

− X∗
pbootβ

‖
2

2

+

λ2

2
∑ βj

2        
j ∉ Ŝ∗pBlasso

} 

 

2.4.2.4 ท าซ ้าในขัน้ตอนที ่1 – 3 ไป 
B รอบจนได ้ 

�̂�𝑝𝐵𝐿𝑃𝑅
∗ (1)

, �̂�𝑝𝐵𝐿𝑃𝑅
∗ (2)

, . . . , �̂�𝑝𝐵𝐿𝑃𝑅
∗ (𝐵)

 โดยที่ 

�̂�𝑝𝐵𝐿𝑃𝑅
∗ (𝐵) คือสัมประสิทธิก์ารถดถอยที่ได้จาก

การบูตสแทรป็แบบสุ่มตวัแปรตามพรอ้มกบัตวัแปร
อสิระตวัประมาณลาสโซ่ + พารเ์ชยีลรดิจใ์นครัง้ที่ B 

2.4.2.5 สร้างช่วงความเชื่อมัน่ที่  
(1 − 𝛼)%   ส าหรบัสมัประสทิธิก์ารถดถอย �̂�𝑗 ดงันี้
(�̂�𝑝𝐵𝐿𝑃𝑅𝑗,𝛼/2

∗ , �̂�𝑝𝐵𝐿𝑃𝑅𝑗,1− 𝛼/2

∗ ) เมื่อ �̂�𝑝𝐵𝐿𝑃𝑅𝑗,1− 𝛼/2

∗  
และ  �̂�𝑝𝐵𝐿𝑃𝑅𝑗,𝛼/2

∗  คือ เปอร์เซ็นไทล์ที่  1 − 𝛼/2 

แ ล ะ  𝛼/2 ข อ ง  �̂�𝑝𝐵𝐿𝑃𝑅
∗ (1)

, . . . , �̂�𝑝𝐵𝐿𝑃𝑅
∗ (𝐵) 

ตามล าดบั 
2. 5 วิ ธี  Residual Bootstrap Adaptive 

Lasso + Partial Ridge (rBALPR)  และ วิธี  Paired 
Bootstrap Adaptive Lasso +  Partial Ridge 
(pBALPR)  

จากคุณสมบตัอิอราเคลิของวธิ ี Adaptive 
Lasso ทีเ่หนือกว่าวธิ ี Lasso ในงานวจิยันี้ จงึ
น าเสนอวธิ ีrBALPR และ pBALPR ซึง่จะมขี ัน้ตอน
เหมอืนกบัวธิ ีrBLPR และ pBLPR ตามล าดบั แต่ใน
ขัน้ตอนต่าง ๆ ทีม่กีารใชว้ธิ ีLasso จะถูกแทนทีด่ว้ย
วธิ ีAdaptive Lasso ทัง้หมด  
 
3. ผลการวิจยัและวิจารณ์ผล 

จ าลองข้อมูลแบบตัดขวาง โดยก าหนดให้
ขนาดตวัอย่าง (n) เท่ากบั 200 และจ านวนตวัแปร
อสิระ (p) เท่ากบั 500 และท าการศกึษาทัง้หมด 8 
กรณี โดยทุกกรณีจ าลองขอ้มูลจากตวัแบบเชงิเสน้ 
ดงัสมการ 𝑦𝑖 = 𝑥𝑖

𝑇𝛽 + 𝜖𝑖 , 𝜖𝑖~𝑁 (0, 𝜎2), 𝑖 =

 1,2. . . , 𝑛 และศกึษาภายใต้ค่าความแปรปรวนของ
ค่ าคว ามคลาด เคลื่ อน  𝜎2 โ ดยที่ ก าหนดให้
อตัราส่วนสญัญาณต่อสญัญาณรบกวน (Signal to 
Noise Ratio) เท่ากับ 10 ทัง้นี้การจ าลองข้อมูล
อา้งองิมาจาก Liu et al. (2020)  
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กรณีท่ี 1 และ 2 : ใชเ้มทรกิซค์วามแปรปรวน
ร่วมแบบโทพลทิซ์ (Toeplitz) และสมัประสทิธิก์าร
ถดถอยแบบบางเบาอย่างรุนแรง (Hard Sparsity) 
ซึ่ ง เ ขี ย น ไ ด้ ดั ง นี้  𝑋𝑖~𝑁(0, ∑) เ มื่ อ  ∑ 𝑖𝑗  =

 𝜌|𝑖−𝑗| ที่  𝜌 =  0.5 และ 𝜌 =  0.9 ตามล าดับ 

และ 𝛽𝑗 = {
𝑈 [

1

3
, 1] ; 𝑗 = 1,2 … ,10

0; อื่นๆ
 

กรณีท่ี 3 และ 4 : ใชเ้มทรกิซค์วามแปรปรวน
ร่วมแบบโทพลทิซ์ (Toeplitz) และสมัประสทิธิก์าร
ถดถอยแบบบางเบาอย่างอ่อน (Weak Sparsity) ซึง่
เขยีนไดด้งันี้ 𝑋𝑖~𝑁(0, ∑) เมื่อ ∑ 𝑖𝑗  =  𝜌|𝑖−𝑗| ที ่
𝜌 =  0.5 แ ล ะ  𝜌 =  0.9 ต า ม ล า ดั บ  แ ล ะ 

 𝛽𝑗 = {
𝑁(1,0.001); 𝑗 = 1, 2, . . . , 10

𝛽𝑗 =
1

(𝑗+3)2 ;  𝑗 = 1,2, . . . ,490
 

กรณีท่ี 5 และ 6 : ใชเ้มทรกิซค์วามแปรปรวน
ร่ วมแบบ เท่ า เทียม  (Equal Correlation)  แ ละ
สมัประสิทธิก์ารถดถอยแบบบางเบาอย่างรุนแรง 
(Hard Sparsity) ซึง่เขยีนไดด้งันี้ 𝑋𝑖~𝑁(0, ∑) เมื่อ 

∑ 𝑖𝑗 = {
𝜌; 𝑖 ≠ 𝑗

1  ; อื่นๆ
 ที่  𝜌 =  0.5 แ ล ะ  𝜌 =  0.9 

ตามล าดบั และ 𝛽𝑗 = {
𝑈 [

1

3
, 1] ; 𝑗 = 1,2 … ,10

0; อื่นๆ
 

กรณีท่ี 7 และ 8 : ใชเ้มทรกิซค์วามแปรปรวน
ร่วมแบบเท่าเทยีม (Equal Correlation) และ
สมัประสทิธิก์ารถดถอยแบบบางเบาอย่างอ่อน 
(Weak Sparsity) ซึง่เขยีนไดด้งันี้ 𝑋𝑖~𝑁 (0, ∑) 

เมื่อ ∑ 𝑖𝑗 = {
𝜌; 𝑖 ≠ 𝑗

1 ; อื่นๆ
 ที ่𝜌 =  0.5 และ 𝜌 =

 0.9 ตามล าดบั และ 𝛽𝑗 

𝛽𝑗 = {

𝑁(1,0.001); 𝑗 = 1, 2, . . . , 10

 𝛽𝑗 =
1

(𝑗 + 3)2
;  𝑗 = 1,2, . . . ,490

 

การจ าลองข้อมูล 𝑋  และสัมประสิทธิก์าร
ถดถอย 𝛽 ในแต่ละกรณีจะกระท าเพียงครัง้เดียว
เ ท่ า นั ้ น  แ ต่ จ ะ ท า ก า ร จ า ล อ ง  𝑌 =

 (𝑦1, 𝑦2, . . , 𝑦𝑛)𝑇 ทัง้หมด 50 รอบ โดยมาจากการ

สุม่สว่นเหลอื (error terms) และท าการเปรยีบเทยีบ
ประสิทธิภาพของการบูตสแทร็ปทัง้ 4 วิธี ได้แก่ 
วธิบีูตสแทรป็แบบสุม่สว่นเหลอืลาสโซ่แบบปรบัปรุง 
+ พาร์เชียลริดจ์ (rBALPR) วิธีบูตสแทร็ปแบบสุ่ม
ส่วนเหลอืลาสโซ่ + พารเ์ชยีลรดิจ ์(rBLPR) วธิบีตูส
แทรป็แบบสุม่ตวัแปรตามพรอ้มกบัตวัแปรอสิระลาส
โซ่แบบปรบัปรุง + พาร์เชียลริดจ์ (pBALPR) และ
วธิบีูตสแทรป็แบบสุ่มตวัแปรตามพร้อมกบัตัวแปร
อิสระลาสโซ่ + พาร์เชียลริดจ์ (pBLPR) โดยใช้
เกณฑว์ดัประสทิธภิาพดงัต่อไปนี้  

- ค่าเฉลีย่ของความกวา้งของช่วงความเชื่อมัน่ 
(Mean Interval lengths)  

𝐶𝐼𝑗  =
∑ (𝑈𝑗 −  𝐿𝑗)𝐵

𝑖 = 1

𝐵
 

เมื่อ 𝑈𝑗 และ 𝐿𝑗 คือขอบเขตบนและขอบเขต
ล่ า งของช่ ว งความ เชื่ อมั น่ ส าห รับแ ต่ ละ  𝛽𝑗 
ตามล าดบัและ 𝐵 เป็นจ านวนครัง้ทีท่ าการสรา้งช่วง
ความเชื่อมัน่ 

-  ค ว า ม น่ า จ ะ เ ป็ น คุ้ ม ร ว ม  ( Coverage 
Probabilities)  

𝐶𝑃 =  
∑ 𝐼[𝐿𝑖,𝑈𝑖](𝛽𝑗)𝐵

𝑖 = 1

𝐵
 

เมื่อ 𝑈𝑖  และ 𝐿𝑖เป็นขอบเขตบนและขอบเขต
ล่างของช่วงความเชื่อมัน่ในรอบที ่𝑖 ตามล าดบั และ 
𝐵 เป็นจ านวนครัง้ที่ท าการสร้างช่วงความเชื่อมัน่ 
โดยที่ 𝐼[𝐿𝑖,𝑈𝑖](𝛽𝑗) จะมีค่าเท่ากับ 1 เมื่อ 𝛽𝑗 อยู่
ในช่วง  [𝐿𝑖, 𝑈𝑖] และเท่ากับ 0 เมื่ออยู่นอกช่วง
ส าหรับการแปรผลลัพธ์ ในการเปรียบ เทียบ
ประสทิธภิาพของวธิบีูตสแทรป็จากเกณฑด์งักล่าว 
สามารถแปรผลไดด้งันี้ หากค่าเฉลีย่ความกวา้งของ
ช่ ว ง ค ว า ม เ ชื่ อ มั น่ ยิ่ ง มี ค่ า น้ อ ย จ ะ ถื อ ว่ า วิ ธ ี
บูตสแทรป็ยิง่มปีระสทิธภิาพสูง และถ้าความน่าจะ
เป็นคุม้รวมยิง่มคี่ามากจะถอืว่ายิง่มปีระสทิธภิาพสงู
เช่นกนั 
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Table 1 Mean and standard deviation of confidence interval lengths obtained from each bootstrap 
method for 8 cases of simulation studies 

 Case 
rBALPR rBLPR pBALPR pBLPR 

Mean  
Standard 
Deviation 

Mean  
Standard 
Deviation 

Mean  
Standard 
Deviation 

Mean  
Standard 
Deviation 

Case 1 0.004 0.001 0.020 0.002 0.014 0.001 0.037 0.003 
Case 2 0.009 0.001 0.012 0.002 0.017 0.003 0.046 0.005 
Case 3 0.006 0.002 0.031 0.003 0.021 0.002 0.053 0.004 
Case 4 0.014 0.001 0.018 0.003 0.024 0.003 0.068 0.008 
Case 5 0.018 0.003 0.036 0.003 0.024 0.002 0.057 0.006 
Case 6 0.091 0.013 0.132 0.020 0.074 0.007 0.098 0.011 
Case 7 0.024 0.006 0.053 0.004 0.038 0.005 0.084 0.011 
Case 8 0.145 0.014 0.211 0.023 0.117 0.009 0.159 0.017 

 
Table 2 Mean and standard deviation of coverage probabilities obtained from each bootstrap method 
for 8 cases of simulation studies. 

 Case 
rBALPR rBLPR pBALPR pBLPR 

Mean  
Standard 
Deviation 

Mean  
Standard 
Deviation 

Mean  
Standard 
Deviation 

Mean  
Standard 
Deviation 

Case 1 0.933 0.03 0.940 0.03 0.942 0.03 0.999 0.01 
Case 2 0.939 0.04 0.939 0.03 0.954 0.03 0.999 0.01 
Case 3 0.808 0.22 0.830 0.28 0.940 0.08 0.881 0.21 
Case 4 0.813 0.31 0.772 0.35 0.912 0.11 0.864 0.26 
Case 5 0.919 0.07 0.934 0.05 0.789 0.11 0.973 0.05 
Case 6 0.933 0.06 0.940 0.05 0.647 0.19 0.558 0.21 
Case 7 0.737 0.35 0.745 0.32 0.591 0.26 0.710 0.25 
Case 8 0.623 0.37 0.806 0.18 0.398 0.22 0.434 0.21 

3.1 ผลจากการจ าลองข้อมูล 
จากTable 1 แสดงค่าเฉลี่ยและส่วนเบีย่งเบน

มาตรฐานของความกวา้งของช่วงความเชื่อมัน่ของ
สัมประสิทธิก์ารถดถอยที่ได้จากการบูตสแทร็ป 
จ านวน 50 รอบซึง่พบว่าเมื่อจ าลองขอ้มลูในรปูแบบ

ก ร ณีที่  1, 2, 3, 4, 5, แ ล ะ  7 วิ ธี  rBALPR มี
ประสทิธภิาพสูงที่สุดในการให้ความกว้างของช่วง
ความเชื่อมัน่ของสมัประสทิธิก์ารถดถอยโดยเฉลีย่
น้อยที่สุด นอกจากนี้ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของ
ความกว้างของช่วงความเชื่อมัน่ที่ได้จากวิธี 
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rBALPR มคี่าต ่าทีส่ดุในกรณีที ่1 – 4  ในขณะทีเ่มื่อ
จ าลองข้อมูลในรูปแบบกรณีที่ 6 และ 8 พบว่าวิธี 
pBALPR ให้ความกว้างของช่วงความเชื่อมัน่ของ
สมัประสทิธิก์ารถดถอยโดยเฉลีย่น้อยทีสุ่ดและมค่ีา
ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานต ่าที่สุดเช่นกนั นอกจากนี้ 
สงัเกตได้ว่าการบูตสแทรป็ตวัประมาณ LPR ไม่ว่า
จะดว้ยวธิบีตูสแทรป็แบบสุม่สว่นเหลอืหรอืบตูสแทร็
ปแบบสุ่มตวัแปรตามและตวัแปรอสิระนัน้ให้ความ
กว้างของช่วงความเชื่อมัน่ค่อนขา้งสูงในเกอืบทุก
กรณีของขอ้มลูจ าลอง  

จากTable 2 แสดงค่าเฉลี่ยและส่วนเบีย่งเบน
มาตรฐานของความน่าจะเป็นคุ้มรวมที่ได้จาก
การบตูสแทรป็ จ านวน 50 รอบ ซึง่พบว่าไม่มวีธิกีาร
บูตสแทรป็ตวัประมาณแบบใดทีม่คีวามโดดเด่นใน
ดา้นการใหค้วามน่าจะเป็นสงูสดุส าหรบัทุกกรณีของ
ข้อมูลจ าลอง โดยวิธีการบูตสแทร็ปแต่ละวิธีจะ
เหมาะสมกับข้อมูลจ าลองลักษณะที่แตกต่างกัน
ออกไป กล่าวคอืเมื่อจ าลองขอ้มูลในรูปแบบกรณีที่ 
1, 2 และ 5 วธิ ีpBLPR ใหค้วามน่าจะเป็นคุม้รวมสงู
ทีสุ่ด ในขณะทีถ่้าจ าลองขอ้มูลตามกรณีที ่3 และ 4 
นัน้วิธี pBALPR ให้ความน่าจะเป็นคุ้มรวมสูงที่สุด 
และเมื่อจ าลองข้อมูลในรูปแบบ 6, 7 และ 8 วิธี 
rBLPR ใหค้วามน่าจะเป็นคุม้รวมสงูทีส่ดุ นอกจากนี้ 
สงัเกตได้ว่าเมื่อขอ้มูลจ าลองขึน้ในรูปแบบที ่5 – 8 
นั ้น วิธี  pBALPR ให้ค ว าม น่ าจะ เ ป็นคุ้ม รวมที่
ค่อนขา้งต ่ากว่าวธิอีื่นๆ 

4.2 การปรบัใช้กบัข้อมูลจริง: การวิเคราะห์
ข้อมูลไมโครอารเ์รยใ์นโรคมะเรง็ล าไส้ใหญ่ 

ขอ้มูลงานวจิยัของ Alon et al. (1999) ซึง่เป็น
ข้อมูล  Oligonucleotide Microarray ที่ได้จากการ
สกัดการแสดงออกของยีนส์ (Gene Expression) 
บริเวณเนื้อเยื่อล าไส้ใหญ่จ านวน 62 ตัวอย่าง 
ประกอบดว้ยเน้ือเยื่อมะเรง็ 40 ตวัอย่าง และเน้ือเยื่อ
ปกต ิ22 ตวัอย่าง  

ผู้วิจ ัยได้ใช้การแสดงออกของยีนส์จ านวน 
2,000 ต าแหน่งเป็นตวัแปรอสิระ ซึ่งสามารถเขยีน
เป็นเมทรกิซไ์ดด้งันี้  

𝑋 =  [

𝑥1,1 ⋯ 𝑥1,2000

⋮ ⋱ ⋮
𝑥62,1 ⋯ 𝑥62,2000

]

62×2000

  

และจ าลองตวัแปรตาม 
 𝑌 =  (𝑦1, 𝑦2, . . , 𝑦62)𝑇 จ ากตัว แบบ เชิง เ ส้น 
𝑦𝑖 = 𝑥𝑖

𝑇𝛽 + 𝜖𝑖  , 𝜖𝑖~𝑁 (0, 𝜎2)  โดยทีก่ าหนดให้
อตัราส่วนสญัญาณต่อสญัญาณรบกวนเท่ากบั 10 
ส าหรบัค่าความแปรปรวนของค่าความคลาดเคลื่อน 
(𝜎2) และใช้สมัประสทิธิก์ารถดถอยแบบบางเบา
อ ย่ า ง อ่ อ น  ( Weak Sparsity)  คื อ  

𝛽𝑗 = {
𝑁(1,0.001); 𝑗 = 1, 2, . . . , 10

𝛽𝑗 =
1

(𝑗+3)2 ;  𝑗 = 1,2, . . . , 1990
  

ดงันัน้ขอ้มลูทีน่ ามาวเิคราะหจ์งึเป็นกึง่ขอ้มลูจรงิ  
ในการวิเคราะห์ข้อมูลชุดนี้  ผู้วิจ ัยท าการ

จ าลองตวัแปรตามจ านวน 50 รอบ โดยมาจากการ
สุ่มส่วนเหลือ (error terms) แล้วจึงท าการบูตส
แทรป็ทัง้ 4 วิธ ีได้แก่ rBALPR, rBLPR, pBALPR, 
และ  pBLPR เพื่ อสร้ า งช่ วงความเชื่ อมัน่ของ
สัม ป ร ะ สิท ธิ ์ก า ร ถ ดถ อย แ ล ะ เ ป รี ย บ เทีย บ
ประสทิธภิาพในแง่ของค่าเฉลีย่ความกวา้งของช่วง
ความเชื่อมัน่และความน่าจะเป็นคุม้รวม 
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Table 3 Mean and standard deviation of confidence interval lengths obtained from each bootstrap 
method for colon cancer microarray data set. 

 
Table 4 Mean and standard deviation of coverage probabilities obtained from each bootstrap method 
for colon cancer microarray data set. 

 
จากTable 3 แสดงค่าเฉลีย่ของความกวา้งของ

ช่วงความเชื่อมัน่ทีไ่ดจ้ากการบูตสแทรป็จ านวน 50 
รอบ ส าหรบัขอ้มูลไมโครอาร์เรย์ในโรคมะเรง็ล าไส้
ใหญ่ พบว่าเมื่อน าวธิบีูตสแทรป็แบบต่างๆมาปรบั
ใช้กบัขอ้มูลดงักล่าว การบูตสแทรป็แบบ rBALPR 
ใหค้วามกวา้งของช่วงความเชื่อมัน่ของสมัประสทิธิ ์
การถดถอยโดยเฉลีย่น้อยทีส่ดุซึง่เท่ากบั 0.022  

จากTable 4 แสดงค่าเฉลี่ยของความน่าจะ
เป็นทีช่่วงความเชื่อมัน่ครอบคลุมค่าของสมัประสทิธิ ์
การถดถอยทีไ่ดจ้ากการบูตสแทรป็จ านวน 50 รอบ 
ส าหรบัขอ้มูลไมโครอาร์เรย์ในโรคมะเรง็ล าไสใ้หญ่ 
พบว่าเมื่อน าวธิบีูตสแทรป็แบบต่างๆมาปรบัใชก้บั
ข้อมูลดังกล่าว การบูตสแทร็ปแบบ pBALPR ให้
ความน่าจะเป็นคุม้รวมสงูทีส่ดุซึง่เท่ากบั 0.942 และ
มสีว่นเบีย่งเบนมาตรฐานใกลเ้คยีงกบัวธิอีื่นๆ 
 
4. สรปุ 

งานวิจัยชิ้นนี้ น า เสนอ วิธีบูตสแทร็ปตัว
ประมาณสัมประสิทธิก์ารถดถอยลาสโซ่แบบ

ปรับปรุง + พาร์เชียลริดจ์และเปรียบเทียบกับ
วิธีบูตสแทร็ปตัวประมาณลาสโซ่ + พาร์เชียลรดิจ์ 
โดยผู้วจิยัได้ท าการทดลองบูตสแทรป็ 2 วธิคีอื วธิี
สุ่มส่วนเหลอืและวธิสีุ่มตวัแปรตามพรอ้มกบัตวัแปร
อิสระ จากนัน้จึงท าการเปรียบเทยีบและวิเคราะห์
ผลลัพธ์โดยใช้ค่าเฉลี่ยความกว้างของช่วงความ
เชื่อมัน่และความน่าจะเป็นคุม้รวมเป็นเกณฑก์ารวดั
ประสิทธิภาพเพื่อหาวิธีที่มีประสิทธิภาพสูงสุดใน
การทดสอบสมมตฐิานทางสถติขิองสมัประสทิธิก์าร
ถดถอยเมื่อขอ้มลูมมีติสิงู โดยผูว้จิยัไดท้ าการศกึษา
ขอ้มูลจ าลองทัง้หมด 8 กรณี และไดน้ าวธิบีูตสแทร็
ปแบบต่างๆมาปรบัใช้กบัขอ้มูลไมโครอาร์เรย์ของ
โรคมะเรง็ล าไสใ้หญ่  

การวจิยัพบว่าเมื่อใช้ค่าเฉลี่ยความกว้างของ
ช่วงความเชื่อมัน่ของสมัประสทิธิก์ารถดถอยเป็น
เกณฑ์การวัดประสิทธิภาพ วิธีบูตสแทร็ปแบบ 
rBALPR มปีระสทิธภิาพสงูสดุ โดยวธิดีงักล่าวใหค้่า
ความกวา้งของช่วงความเชื่อมัน่โดยเฉลีย่น้อยทีส่ดุ
ถึง 6 กรณีจากทัง้หมด 8 กรณี อีกทัง้วิธี rBALPR 
ใหค้่าเฉลีย่ความกวา้งของช่วงความเชื่อมัน่น้อยกว่า

rBALPR rBLPR pBALPR pBLPR 

Mean  
Standard 
Deviation 

Mean  
Standard 
Deviation 

Mean  
Standard 
Deviation 

Mean  
Standard 
Deviation 

0.022 0.006 0.042 0.006 0.050 0.003 0.067 0.004 

rBALPR rBLPR pBALPR pBLPR 

Mean  
Standard 
Deviation 

Mean  
Standard 
Deviation 

Mean  
Standard 
Deviation 

Mean  
Standard 
Deviation 

0.814 0.20 0.744 0.18 0.942 0.21 0.896 0.27 
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วธิอีื่นอย่างมนีัยส าคญัเมื่อขอ้มลูเกดิปัญหาค่าความ
แปรปรวนของค่าคลาดเคลื่อนไม่คงที่โดยเป็นเมท
รกิซ์ที่มคี่าสหสมัพนัธ์แบบโทพลทิซ์ (Toeplitz) ซึ่ง
ได้แก่ กรณีที่ 1 – 4 และเมื่อใช้ความน่าจะเป็นคุ้ม
รวมเป็นเกณฑ์การวัดประสิทธิภาพ พบว่าไม่
ป ร ากฏวิธีก า รบู ต สแท ร็ป วิ ธี ใ ด วิ ธีห นึ่ ง ที่ มี
ประสทิธภิาพสงูสุดส าหรบัทุกกรณีของขอ้มูลจ าลอง 
อนึ่ง เป็นที่น่าสงัเกตว่าวิธี rBALPR เป็นวิธีที่โดด
เด่นในแง่การให้ช่วงความเชื่อมัน่ของสมัประสทิธิ ์
การถดถอยสัน้ที่สุด แต่วิธีดงักล่าวไม่ได้ให้ความ
น่าจะเป็นคุ้มรวมสูงสุดในขอ้มูลจ าลองกรณีใดเลย 
อย่างไรกต็าม หากพจิารณาค่าเฉลีย่ความกวา้งของ
ช่วงความเชื่อมัน่ร่วมกบัความน่าจะเป็นคุม้รวมแลว้
นั ้น วิธี rBALPR ถือว่าเป็นวิธีที่มีประสิทธิภาพ
เพราะสามารถให้ความน่าจะเป็นคุ้มรวมใกล้เคยีง
กบัวธิบีตูสแทรป็แบบอื่นๆ 

ผลการน าวิธีบูตสแทร็ปแบบต่างๆไปปรบัใช้
กบัขอ้มูลไมโครอาร์เรยใ์นโรคมะเรง็ล าไสใ้หญ่ของ 
Alon และคณะ พบว่าไดผ้ลลพัธค์่อนขา้งสอดคล้อง
กับการวิเคราะห์ข้อมูลจ าลองคือวิธี rBALPR มี
ประสทิธภิาพสงูสุดในแง่การใหค้วามกวา้งของช่วง
ความเชื่อมัน่ของสมัประสทิธิก์ารถดถอยโดยเฉลีย่
น้อยที่สุด และวธิ ีpBALPR เป็นวธิทีี่ให้ความน่าจะ
เป็นคุม้รวมโดยเฉลีย่สงูสดุ 

อนึ่ง ในปัจจุบนัความก้าวหน้าทางเทคโนโลยี
มีมากขึ้นท าให้ประสิทธิภาพการเก็บข้อมูลเพิ่ม
สูงขึ้น ดังนัน้ข้อมูลที่มีมิติสูงจึงแพร่หลายมากขึ้น 
หากแต่การอนุมานเชงิสถิติในกรณีที่ขอ้มูลมมีติสิงู
เพื่อท าความเข้าใจความสมัพันธ์ระหว่างตัวแปร
ยงัคงเป็นประเด็นที่ท้าทายและซบัซ้อน ทัง้นี้วิธีที่
นิ ยม ใช้ เพื่ อทดสอบสมมติฐานทางสถิติของ
สมัประสทิธิก์ารถดถอยคอืวธิบีูตสแทรป็ อย่างไรก็
ตาม การบูตสแทร็ปนัน้ก็มีหลากหลายรูปแบบซึ่ง
หากพจิารณาด้วยเกณฑ์ความกว้างของช่วงความ

เชื่ อมัน่และความน่าจะ เ ป็นคุ้ม รวมที่ ไ ด้จ าก
การศึกษาในงานวิจิยชิ้นนี้แล้วนัน้ วิธีบูตสแทร็ป
ส่วนเหลอืตวัประมาณลาสโซ่แบบปรบัปรุง + พาร์
เชยีลรดิจ ์(rBALPR) กเ็ป็นอกีวธิกีารหนึ่งทีน่่าสนใจ
ในการทดสอบสมมตฐิานทางสถติใินกรณีทีข่อ้มูลมี
มติสิงู 
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