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สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 
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Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 
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เนื่องจาก พหุนามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ<  คือ  โดยการคำนวณจึงทำใหjไดjบทตั้งดังตmอไปนี้ 

บทตั้ง 2.1   กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา พหนุามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ<  คือ   

 

เมื่อ  (i) ถjา  เป2นเมทริกซ<นิยามดัง (2.1)   แลjว  

     และ   

และ  (ii) ถjา  เป2นเมทริกซ<นิยามดัง (2.2)  แลjว  
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บทตั้้�ง 2.2  ถ้้า 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  
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 เป็็นเมทริิกซ์์ที่่�นิิยามดััง (2.1) หรืือ 

(2.2) แล้้ว 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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จากบทตั้้�ง 2.1 จะได้้ว่่า

ถ้ า

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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แ ล้ ว

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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จ ะ 

เป็นค่าเฉพาะของเมทริกซ์  

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 ซึ่ งจะเห็นได้ว่า  

ค่าเฉพาะทั้ง 4 ค่าของเมทริกซ์ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 นั้นจะอยู่ใน 

รูปของ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 และ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 ดั งนั้นตลอดการศึกษา 

บทความวิจัยฉบับนี้ จึ งกำ�หนดค่าของ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 และ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นได้ว่า 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 ดังนั้น  

ถ้า 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 แล้ว  

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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บทตั้้�ง 2.3  กำหนดให้้ A   เป็็นเมทริิกซ์์ที่่�นิิยามดััง (2.1) หรืือ (2.2) จะได้้ว่่า ค่่าเฉพาะ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 และ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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ของเมทริิกซ์์ A  เป็็นดัังนี้้�

(1) ถ้้า  

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 และ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 แล้้ว 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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เมื่่�อ   

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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(2) ถ้้า 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   
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จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   
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formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 
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เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   
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บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 
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กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 
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เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 
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กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 
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เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 และ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 แล้้ว  

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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และ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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เมื่่�อ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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(5) ถ้้า  

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร
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บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 แล้้ว  

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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ปีที่ 31 ฉบับที่ 3 พฤษภาคม-มิถุนายน 2566	 วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ 
Ae  เมื่อ A  เป็นเมทริกซ์จำ�นวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีค่าเฉพาะแตก

ต่างกันทั้งหมด กล่าวคือ จะศึกษาในกรณีที่ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 โดยที่ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 และในกรณีที่ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 
 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 
formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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เท่านั้น การพิจารณาหาสูตรของ 
Ae  เมื่อ A  มีค่าเฉพาะ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   
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จะเห็็นได้้ว่่า iA  อยู่่�ในรููปพหุุนามดีีกรีี 3 ของ A   สำหรัับทุุก 1,2,3,4i =  ซึ่่�งทำให้้ Ae  อยู่่�ใน
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ให้้ 
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        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 	  (2.6) 

บทพิสูจน์  กำ�หนดให้ 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 โดยที่  2 0k >   และ   0 0k >   โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะได้ว่า ค่าเฉพาะ

ของเมทริกซ์ A  นั้นแตกต่างกันทั้งหมด ดังนี้ 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 และ 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 โดยที่

	  

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

  และ    

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

เมื่อแทนค่า 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 เมื่อ 1,2,3,4i =  ลงในสมการ (2.4) จะได้ว่า

	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-
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    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 
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เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=
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1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=
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3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-
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    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
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a

- -
=

2
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1

4
2
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µ
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=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-
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    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	 	      (4)

โดยสูตรของออยเลอร์ cos sinixe x i x= +  และ 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 จะได้ว่า

 	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	     (5)

	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          
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1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=
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1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ
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=

-

2
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2
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1
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2
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a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2
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µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	     (6)

	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	     (7)

	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	     (8)

นำ�สมการ (5) + (6) จะได้  

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 หรือ 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	     (9)

นำ�สมการ (7) + (8) จะได้  

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 หรือ 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	    (10)

นำ�สมการ (5) – (6) จะได้  

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

หรือ 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	    (11)

นำ�สมการ (7) – (8) จะได้  

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 หรือ 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

            (12)

จากการแก้ระบบสมการ (9) - (12) จะได้

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-
 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +
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ปีที่ 31 ฉบับที่ 3 พฤษภาคม-มิถุนายน 2566	 วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

ทฤษฎีีบท 2.5 กำหนดให้้ A  เป็น็เมทริิกซ์์ที่่�นิยิามดังั (2.1) หรือื (2.2) และ 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

 โดยที่่� 2 0k <  และ  

0 0k >  จะได้้ว่่า	   

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	 	 	 	               (2.7) 

เมื่อ      

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	

	

  

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

  และ	   

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	  (2.8)

บทพิสูจน์  กำ�หนดให้ 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

 โดยที่  2 0k <  และ   0 0k >   โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะได้ว่า ค่าเฉพาะ 

ของเมทริกซ์ A  น้ันแตกต่างกันท้ังหมด ดังนี้  

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

 และ 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

  โดยที่  

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

เมื่อแทนค่า 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

 เมื่อ 1,2,3,4i =  ลงในสมการ (2.4) จะได้ว่า

	  

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	 	 	 	 	    (13)

	

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

		 	 	 	 	    (14)

	

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

		 	 	 	 	    (15)

	

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ
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=
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A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
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cosh cosha µ a a µ
µ a

-
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3 3
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sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ
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cosh coshc a µ
a µ
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2 2 2
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sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

		 	 	 	 	    (16)

นำ�สมการ (13) + (14) จะได้

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1
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a µ

-
=
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sinh sinhd µ a a µ
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2
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=
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il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

 หรือ  

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	    (17)

นำ�สมการ (15) + (16) จะได้ 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

 หรือ  

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	    (18)

นำ�สมการ (17) - (18) จะได้ 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

 หรือ  

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

   (19)

นำ�สมการ (15) - (16) จะได้ 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= + หรือ 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=
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sin sind a µ µ a
a µ a µ
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=
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cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
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sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=
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2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=
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2 2 2
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sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
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จากการแก้ระบบสมการ (17) - (20) จะได้ 	 	 	

                                         	

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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ทฤษฎีบท 2.6 กำ�หนดให้ A  เป็นเมทริกซ์ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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จะได้ว่า	 	

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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	 	 	 	   	   (2.9)

เมื่อ 	

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- <

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < A

1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = - z u iv= +

0 2
1 2
2

u k k= - 0 2
1 2
2

v k k= +

( )1 2 3, ,u iv u iv u ivl l l= + = - + = - ( )4 u ivl = - -

il 1,2,3,4i =

( ) ( ) ( )1
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl += = + + + + + +

( ) ( ) ( ) ( )2
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - += = - + + + - +

( ) ( ) ( )3
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl -= = + - + - + -

( ) ( ) ( ) ( )4
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - -

							     

และ 
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      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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	 	            		 (2.10)

บทพสิูจน ์ กำ�หนดให ้

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   
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ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 
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ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 
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บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  
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ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 
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จะไดjวmา         (2.9) 
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2 2 2
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=

-
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2 04 0k k- <

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

( )( )2 2
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2
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2
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2
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il 1,2,3,4i =

( ) ( ) ( )1
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3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl += = + + + + + +

( ) ( ) ( ) ( )2
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - += = - + + + - +

( ) ( ) ( )3
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl -= = + - + - + -

( ) ( ) ( ) ( )4
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - -

	  	    (21)

	

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a
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=
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=
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( )1 2 3, ,u iv u iv u ivl l l= + = - + = - ( )4 u ivl = - -
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3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl += = + + + + + +

( ) ( ) ( ) ( )2
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - += = - + + + - +

( ) ( ) ( )3
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl -= = + - + - + -

( ) ( ) ( ) ( )4
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - -

	  	    (22)

	

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 
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=
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1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < A

1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = - z u iv= +
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u ive e a b u iv c u iv d u ivl - += = - + + + - +

( ) ( ) ( )3
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3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl -= = + - + - + -

( ) ( ) ( ) ( )4
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3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - -

	 	 	    (23)

	

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 
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=
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=

-
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2
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1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
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= - + + - +
+
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1 sinh sin
2
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=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
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2
2 04 0k k- < A

1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = - z u iv= +

0 2
1 2
2

u k k= - 0 2
1 2
2

v k k= +

( )1 2 3, ,u iv u iv u ivl l l= + = - + = - ( )4 u ivl = - -

il 1,2,3,4i =

( ) ( ) ( )1
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl += = + + + + + +

( ) ( ) ( ) ( )2
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3 3 3 3
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( ) ( ) ( )3
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( ) ( ) ( ) ( )4
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3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - - 	 	 	    (24)

นำ�สมการ (21) + (22) จะได้  

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=
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1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v
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2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u
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( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

 			 

หรือ 	 	 	

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
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2
2 04 0k k- < 2 0k =
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1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
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1 sinh sin
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c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

        	 	  	    (25)

นำ�สมการ (23) + (24) จะได้  

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
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1 3 sinh cos 3 cosh sin
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b v v u u v u u v u v
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3 cosh cosa u u= ( )3
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2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

 			       

หรือ 	 	 	  

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -
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2
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2
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1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
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= -

     	 	  	    (26)

นำ�สมการ (21) – (22) จะได้  

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2
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+
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1 sinh sin
2
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1 cosh sin sinh cos
2
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3 cosh cosa u u= ( )3
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2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

	    

หรือ 	 	 	

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

  	 	    (27)

นำ�สมการ (23) – (24) จะได้  

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

		     

หรือ 	 	   

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

 		 	    (28)

จากการแก้ระบบสมการ (25) - (28) จะได้
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นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

    	

      

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

	

  	

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

					     	 	  

และ 

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

	     	   			 

	        

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นได้ว่า ถ้า 

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

 โดยที่   2 0k =  แล้ว

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

เมื่อ	       

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

 		

	

  		   

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
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