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บทคัดยอ 
 
 ในงานวิจัยน้ี ผูวิจัยไดแสดงวา ถา 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 เปนจํานวนเต็มบวก และมีจํานวนเฉพาะ 𝑝𝑝 โดยท่ี 𝑝𝑝 ≡ 3,5 (mod 8) 
ซึ่งทําให 𝑎𝑎 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) และ 𝑏𝑏 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) แลว สมการไดโอแฟนไทน 𝑎𝑎𝑥𝑥  + 𝑏𝑏𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไม
เปนลบ  
 
คําสําคัญ: สมการไดโอแฟนไทน ผลเฉลยจาํนวนเต็มท่ีไมเปนลบ  
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Abstract 
 
 In this paper, we show that if 𝑎𝑎 and 𝑏𝑏 are positive integers and there exists a prime 𝑝𝑝 with 𝑝𝑝 ≡
3,5 (mod 8) such that 𝑎𝑎 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝)  and 𝑏𝑏 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝), then the Diophantine equation 𝑎𝑎𝑥𝑥  + 𝑏𝑏𝑦𝑦 =
𝑧𝑧2  has no non-negative integer solution.  
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บทนํา 
  สมการไดโอแฟนไทนท่ีอยูในรูป 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  เมื่อ 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 เปนจํานวนเต็มบวก เปนอีกสมการหน่ึงท่ีไดรับ
ความสนใจในการหาผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ เชน ในป ค.ศ. 2007 Acu (2007) ไดพิสูจนวาสมการไดโอแฟนไทน  
2𝑥𝑥 + 5𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 มีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบเพียงสองผลเฉลยเทาน้ัน คือ (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(3, 0, 3), (2, 1, 3)} ตอมา 
Chotchaisthit (2012) ไดแสดงวา สมการไดโอแฟนไทน  4𝑥𝑥 + 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 เมื่อ 𝑝𝑝 เปนจํานวนเฉพาะ มีผลเฉลยท้ังหมดท่ีเปน
จํ า น ว น เ ต็ ม ท่ี ไ ม เ ป น ล บ อ ยู ใ น รู ป  (𝑥𝑥, 𝑝𝑝,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(2, 3, 2, 5)} ∪ �(𝑟𝑟, 2𝑟𝑟+1 + 1,1, 2𝑟𝑟 + 1)�𝑟𝑟 ∈ ℕ ∪ {0}� ∪
�(𝑟𝑟, 2, 2𝑟𝑟 + 3,3 ∙ 2𝑟𝑟)�𝑟𝑟 ∈ ℕ ∪ {0}� และ Asthana and Singh (2017) ไดพิสูจนวาสมการไดโอแฟนไทน  3𝑥𝑥 + 13𝑦𝑦 =
𝑧𝑧2 มีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบเพียง 4 ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(1, 0, 2), (1, 1, 4), (3, 2, 14), (5, 1, 16)} และใน
ป ค.ศ. 2021 Paisal and Chayapham (2021) ไดแสดงวา (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = (1, 1, 10) เปนผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบเพียง
ผลเฉลยเดียวของสมการไดโอแฟนไทน 17𝑥𝑥 + 83𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ 29𝑥𝑥 + 71𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 

นอกจากน้ียังมีการคนพบวาบางสมการไดโอแฟนไทนท่ีอยูในรูปดังกลาวไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ เชน ในป 
ค.ศ. 2011 Suvarnamani et al. (2011) ไดแสดงวาสมการไดโอแฟนไทน 4𝑥𝑥  + 7𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ  4𝑥𝑥  + 11𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 ไมมีผล
เฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ ตอมา Sroysang (2014a; 2014b) ไดศึกษาสมการไดโอแฟนไทน  7𝑥𝑥  + 19𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 7𝑥𝑥  +
91𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ 7𝑥𝑥  + 31𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 พบวาท้ังสามสมการไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ หลังจากน้ัน Kumar et al. 
(2020) ไดพิสูจนวาสมการไดโอแฟนไทน  601𝑥𝑥  + 619𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ และในปเดียวกัน 
Aggarwal and Sharma (2020) ไดแสดงวาสมการไดโอแฟนไทน  379𝑥𝑥  + 397𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 ไมมีผลเฉลยจาํนวนเต็มท่ีไมเปนลบ 
และเมื่อไมนานมาน้ี Kumar and Aggarwal (2021)  ไดคนพบวา 439𝑥𝑥  + 457𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ
เชนกัน 
 ดวยเหตุน้ี จึงทําใหเกิดความนาสนใจในการหาเง่ือนไขของจํานวนเต็มบวก 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 ท่ีทําให สมการไดโอแฟนไทน 
𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ 
 
วัตถุประสงคการวิจัย  
 เพ่ือศึกษาเง่ือนไขท่ีเพียงพอสําหรับจํานวนเต็มบวก 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 ท่ีทําใหสมการไดโอแฟนไทน 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 ไมมีผล
เฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ 
 
วิธีดําเนินการวิจัย  
 กอนท่ีจะพิจารณาหาเง่ือนไขของจํานวนเต็มบวก 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 ท่ีทําใหสมการไดโอแฟนไทน 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 ไมมีผล
เฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบน้ัน จะขอทบทวนความหมายของสวนตกคางกําลังสอง (Quadratic Residue) และทฤษฎีบทท่ี
เก่ียวของ ซึ่งมีความสําคัญในการนําไปใชพิจารณาเง่ือนไขดังกลาว 
  
บทนิยาม 1 (Redmond, 1996) ให 𝑎𝑎 เปนจํานวนเต็ม และ 𝑚𝑚 เปนจํานวนเต็มบวก โดยท่ี (𝑎𝑎,𝑚𝑚) = 1 ถามีจํานวนเต็ม 𝑥𝑥 
ท่ีทําให 𝑥𝑥2 ≡ 𝑎𝑎(mod 𝑚𝑚) จะเรียก 𝑎𝑎 วา สวนตกคางกําลังสอง (Quadratic Residue) ของ 𝑚𝑚 และถาไมมีจํานวนเต็ม 𝑥𝑥 
ดังกลาว จะเรียก 𝑎𝑎 วา ไมเปนสวนตกคางกําลังสอง (Quadratic Non-Residue) ของ 𝑚𝑚  
 
ทฤษฎบีท 2 (Burton, 2007) ให 𝑝𝑝 เปนจํานวนเฉพาะ จะไดวา 
1. ถา 𝑝𝑝 ≡ 1,7(mod 8) แลว 2 เปนสวนตกคางกําลังสอง ของ 𝑝𝑝  
2. ถา 𝑝𝑝 ≡ 3,5(mod 8) แลว 2 ไมเปนสวนตกคางกําลังสอง ของ 𝑝𝑝  
 
ทฤษฎีบท 3 ให 𝑎𝑎 และ  𝑏𝑏 เปนจํานวนเต็มบวก จะไดวา ถามีจํานวนเฉพาะ  𝑝𝑝 โดยท่ี 𝑝𝑝 ≡ 3,5 (mod 8) ซึ่งทําให  
𝑎𝑎 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) และ 𝑏𝑏 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) แลว สมการไดโอแฟนไทน 
                                                                    𝑎𝑎𝑥𝑥  + 𝑏𝑏𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2                                                             (1) 
ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ  
พิสูจน สมมติวา 𝑥𝑥,𝑦𝑦 และ 𝑧𝑧 เปนจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบและเปนผลเฉลยของสมการ (1) เน่ืองจาก 𝑎𝑎 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) และ 
𝑏𝑏 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) ดังน้ัน 𝑎𝑎𝑥𝑥 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) และ 𝑏𝑏𝑦𝑦 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) เพราะฉะน้ัน 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 ≡ 2 (mod 𝑝𝑝) และจาก



28 | Journal of Science and Science Education Vol. 6 No. 1 (Jan – June 2023) 

Copyright by Faculty of Science, Ubon Ratchathani University 

สมการ (1) จะไดวา 𝑧𝑧2 ≡ 2 (mod 𝑝𝑝) ดังน้ัน 2 เปนสวนตกคางกําลังสอง ของ 𝑝𝑝 ซึ่งเปนไปไมได เ น่ืองจาก 𝑝𝑝 ≡
3,5 (mod 8) และทฤษฎีบท 2 เพราะฉะน้ัน สมการ (1) ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ    
 
หมายเหตุ  จากทฤษฎีบท 3 ทําใหสามารถตรวจสอบไดงายวา สมการไดโอแฟนไทนตอไปน้ีไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ  
4𝑥𝑥  + 7𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  (Suvarnamani et al., 2011),  7𝑥𝑥  + 19𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  , 7𝑥𝑥  + 91𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  (Sroysang, 2014a), 7𝑥𝑥  +
31𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 (Sroysang, 2014b),  601𝑥𝑥  + 619𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 (Kumar et al., 2020), 379𝑥𝑥  + 397𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 (Aggarwal and 
Sharma, 2020) และ 439𝑥𝑥  + 457𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 (Kumar and Aggarwal, 2021)   
 
บทแทรก 4 ให 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 และ 𝑐𝑐 เปนจํานวนเต็มบวก จะไดวา ถามีจํานวนเฉพาะ 𝑝𝑝 โดยท่ี 𝑝𝑝 ≡ 3,5 (mod 8) ซึ่งทําให 
𝑎𝑎 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) และ 𝑏𝑏 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) แลว สมการไดโอแฟนไทน 
                                                                    𝑎𝑎𝑥𝑥  + 𝑏𝑏𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2𝑐𝑐                                                             (2) 
ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ  
พิสูจน สมมติวา 𝑥𝑥1,𝑦𝑦1 และ 𝑧𝑧1 เปนจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบและเปนผลเฉลยของสมการ (2) จะเห็นไดชัดวา (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) =
(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1, 𝑧𝑧1𝑐𝑐) เปนผลเฉลยของสมการ (1) ซึ่งเปนไปไมไดจากทฤษฎีบท 3 เพราะฉะน้ัน สมการ (2) ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไม
เปนลบ     
  

จากทฤษฎีบท 3 และบทแทรก 4 ทําใหไดเง่ือนไขท่ีเพียงพอสําหรับท่ีทําใหสมการ (1) และ (2) ไมมีผลเฉลยจํานวน
เต็มท่ีไมเปนลบและสามารถนําไปใชพิสูจนทฤษฎีบทท่ีมีผูวิจัยไดพิสูจนไวกอนหนาน้ีได ดังน้ี 
 
บทแทรก 5 (Gupta and Kumar, 2020) ให 𝑎𝑎 และ 𝑐𝑐 เปนจํานวนเตม็บวก และ 𝑟𝑟 เปนจํานวนเตม็ท่ีไมเปนลบ จะไดวา ถา 𝑎𝑎 
เปนจํานวนท่ีอยูในรูป 5𝑘𝑘 + 1 เมื่อ 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ แลว สมการไดโอแฟนไทน 
                                                                    𝑎𝑎𝑥𝑥  + (𝑎𝑎 + 5𝑟𝑟)𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2𝑐𝑐                                                             (3) 
ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ  
พิสูจน เน่ืองจาก 𝑎𝑎 เปนจํานวนเต็มบวกท่ีอยูในรูป 5𝑘𝑘 + 1 เมื่อ 𝑘𝑘 เปนจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ จะไดวา 𝑎𝑎 ≡ 1 (mod 5) 
และจาก 5𝑟𝑟 ≡ 0 (mod 5) ดังน้ัน 𝑎𝑎 + 5𝑟𝑟 ≡ 1 (mod 5)  เพราะฉะน้ัน จากบทแทรก 4 จะไดวา สมการ (3) ไมมีผลเฉลย
จํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ    
 
บทแทรก 6 (Aggarwal and Kumar, 2021a) ให  𝑟𝑟 เปนจํานวนเตม็ท่ีไมเปนลบ จะไดวา สมการไดโอแฟนไทน 
                                                                  192𝑥𝑥  + (6𝑟𝑟 + 1)𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2                                                             (4) 
ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ  
พิสูจน เน่ืองจาก 6𝑟𝑟 ≡ 0 (mod 3) ดังน้ัน 6𝑟𝑟 + 1 ≡ 1 (mod 3)  และจาก 192 ≡ 1 (mod 3) เพราะฉะน้ัน จาก
ทฤษฎีบท 3 จะไดวา สมการ (4) ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ    
 
บทแทรก 7 (Aggarwal and Kumar, 2021b) ให  𝑟𝑟 เปนจํานวนเตม็ท่ีไมเปนลบ จะไดวา สมการไดโอแฟนไทน 
                                                                132𝑥𝑥  + (6𝑟𝑟+1 + 1)𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2                                                           (5) 
ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ  
พิสูจน เน่ืองจาก 6 ≡ 0 (mod 3) จะไดวา 6𝑟𝑟+1 ≡ 6 ∙ 6𝑟𝑟 ≡ 0(mod 3) ดังน้ัน 6𝑟𝑟+1 + 1 ≡ 1 (mod 3)  และจาก 
132 ≡ 1 (mod 3) เพราะฉะน้ัน จากทฤษฎีบท 3 จะไดวา สมการ (5) ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ    
 
บทแทรก 8 (Aggarwal and Kumar, 2021c) ให  𝑟𝑟 เปนจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ จะไดวา สมการไดโอแฟนไทน 
                                                                132𝑥𝑥  + (6𝑟𝑟 + 1)𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2                                                           (6) 
ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ  
พิสูจน เน่ืองจาก 6𝑟𝑟 ≡ 0 (mod 3) ดังน้ัน 6𝑟𝑟 + 1 ≡ 1 (mod 3)  และจาก 132 ≡ 1 (mod 3) เพราะฉะน้ัน จาก
ทฤษฎีบท 3 จะไดวา สมการ (6) ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ    
 
 



วารสารวิทยาศาสตรและวิทยาศาสตรศึกษา ปท่ี 6 เลมท่ี 1 (ม.ค. – มิ.ย. 2566)  |  29 

ลิขสิทธ์ิโดย คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยอุบลราชธานี 

บทแทรก 9 (Aggarwal and Kumar, 2021d) ให 𝑚𝑚 และ  𝑟𝑟 เปนจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ จะไดวา สมการไดโอแฟนไทน 
                                                          (22𝑚𝑚+1 − 1)  + (6𝑟𝑟 + 1)𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2                                                       (7) 
ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ  
พิสูจน เน่ืองจาก 22 ≡ 1 (mod 3) ดังน้ัน 22𝑚𝑚 ≡ 1 (mod 3) เพราะฉะน้ัน   22𝑚𝑚+1 = 2 ∙ 22𝑚𝑚 ≡ 2 (mod 3)  จะ
ไดวา   22𝑚𝑚+1 − 1 ≡ 1 (mod 3)  และจาก 6𝑟𝑟 ≡ 0 (mod 3) ดังน้ัน 6𝑟𝑟 + 1 ≡ 1 (mod 3)  เพราะฉะน้ัน จาก
ทฤษฎีบท 3 จะไดวา สมการ (7) ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ    
 

ผลการวิจัยและอภิปรายผล  
 ให 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏  เปนจํานวนเต็มบวก ในงานวิจัยน้ีไดแสดงวา ถามีจํานวนเฉพาะ 𝑝𝑝 โดยท่ี 𝑝𝑝 ≡ 3,5 (mod 8) ซึ่งทําให 
𝑎𝑎 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) และ 𝑏𝑏 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) แลว สมการไดโอแฟนไทน 𝑎𝑎𝑥𝑥  + 𝑏𝑏𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ 
ซึ่งจะเห็นไดวาเปนการนําเสนอเง่ือนไขท่ีเพียงพอสําหรับจํานวนเต็มบวก 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏  เพ่ือรับรองวาสมการไดโอแฟนไทนดังกลาว
ไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ และเปนขยายผลงานวิจัยท่ีไดมีการศึกษากอนหนาน้ีอีกดวย แตอยางไรก็ตามสิ่งท่ีไดยังไม
ครอบคลุมทุกกรณี เชน ในกรณีท่ี 𝑝𝑝 ≡ 1,7 (mod 8) จํานวนเต็มบวก 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏  ควรมีเง่ือนไขอยางไรจึงจะทําใหสมการไดโอ
แฟนไทนดังกลาวไมมีผลเฉลยจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ  ดังน้ันจึงยังคงเปนสิ่งท่ีนาสนใจในการศึกษาตอไป 
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