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บทคัดย่อ 
	 งานวิิจััยนี้้� มีีวััตถุุประสงค์์เพื่่�อหาขอบเขตบนและขอบเขตล่่างของนอร์์มสเปกตรััมของเมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์เชิิง
เรขาคณิติและเมทริกิซ์เ์ซอร์ค์ูแูลนท์เ์ชิงิเรขาคณิติสมมาตรที่่�มีสีมาชิกิเป็น็ฟังัก์ช์ันัเอกซ์โ์พเนนเชียีล พร้อ้มทั้้�งหา 1-นอร์ม์ 
และ ∞-นอร์์ม ของเมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิต และเมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิตสมมาตรที่่�มีีสมาชิิกเป็็น
ฟัังก์์ชัันเอกซ์์โพเนนเชีียล นอกจากนี้้� ได้้ให้้ตััวอย่่างการคำนวณเชิิงตััวเลขซึ่่�งสอดคล้้องกัับทฤษฎีีบทที่่�สร้้างขึ้้�น

คำสำคััญ:	 ฟัังก์์ชัันเอกซ์์โพเนนเชีียล; เมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิต; เมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิตสมมาตร;  
		  เมทริิกซ์์นอร์์ม

Abstract
	 In this research, we give the upper and lower bounds for the spectral norm of geometric and 
symmetric geometric circulant matrices with the exponential function, and we obtain 1-norm and 
∞-norm for them. Furthermore, some numerical examples for demonstrating the validity of the 
hypotheses of our results are given.
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1. บทนำ
	ที่่ �ผ่่านมามีีผู้้�วิจััยหลายท่าน ได้้ศึึกษาเมทริิกซ์์

เซอร์คููแลนท์์ และเมทริิกซ์อาร์์-เซอร์คููแลนท์์ที่่�เกี่่�ยวข้้อง

กัับจำนวนต่่างๆ ดัังเช่่น ในปีี ค.ศ. 2016 Kızılates และ  

Tuglu ได้้ศึึกษาขอบเขตของนอร์มสเปกตรััมของเมทริิกซ์

เซอร์ค์ูแูลนท์เ์ชิงิเรขาคณิติ [5] ในปีี ค.ศ. 2018 Kızılates 

และ Tuglu ได้้ศึึกษาขอบเขตบนและขอบเขตล่่างของ

นอร์มสเปกตรััมของเมทริิกซ์เซอร์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิต 

และเมทริิกซ์์เซอร์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิตสมมาตรที่่�มีี

สมาชิิกเป็็นจำนวนไตรโบนักชี [6] ในปีี ค.ศ. 2019 

Baijuan ได้้ศึึกษานอร์์มของเมทริิกซ์์อาร์์-ฮัังเคิิล และเม

ทริกิซ์อ์าร์-์โทพลิทิซ์ ์[1] และได้ศ้ึึกษานอร์ม์สเปกตรัมัของ

เมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์บางเมทริิกซ์์ที่่�มีีสมาชิิกเป็็นฟัังก์์ชััน

ตรีีโกณมิิติิ [3] และในปีี ค.ศ. 2021 Baijuan ได้้ศึึกษาเม

ทริิกซ์เซอร์คูแูลนท์์ RFMLR กับัฟังัก์์ชันัเอกซ์โพเนนเชียีล

และฟัังก์์ชัันตรีีโกณมิิติิ [2]

	 ในปััจจุุบััน ยัังไม่่มีีผู้้�วิิจััยท่่านใดที่่�ศึึกษาเกี่่�ยวกัับ

ขอบเขตบนและขอบเขตล่่างของนอร์์มสเปกตรััมของเม

ทริิกซ์เซอร์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิตที่่�มีีสมาชิิกเป็็นฟัังก์์ชััน

เอกซ์โพเนนเชีียล e(x) ที่่�นิิยามโดย e(x)=e2πix ดัังนั้้�น  

ผู้้�วิจััยจึึงได้้ศึึกษาหาขอบเขตบนและขอบเขตล่่างของ

นอร์์มสเปกตรััมของเมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิต

และเมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิตสมมาตรที่่�มีี

สมาชิิกเป็็นฟัังก์์ชัันเอกซ์โพเนนเชีียล พร้้อมทั้้�งหา 1-

นอร์์ม และ ∞-นอร์์ม ของเมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์เชิิง

เรขาคณิติและเมทริกิซ์เ์ซอร์คู์ูแลนท์เ์ชิงิเรขาคณิติสมมาตร

ที่่�มีีสมาชิิกเป็็นฟัังก์์ชัันเอกซ์์โพเนนเชีียล

2. ความรู้้�พื้้�นฐาน
	 ให้้  แทนเซตของเมทริิกซ์์ขนาด m×n 

ที่่�มีีสมาชิิกเป็็นจำนวนเชิิงซ้้อน บทนิิยามและบทตั้้�งที่่�

เกี่่�ยวข้้องกัับงานวิิจััยนี้้� มีีดัังนี้้�

บทนิิยาม 2.1 [5]  เรีียกว่่า เมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิต (Geometric circulant matrix) ถ้้า

เมื่่�อ r และ ci เป็็นจำนวนเชิิงซ้้อน สำหรัับทุุก  และเขีียนแทนด้้วยสััญลัักษณ์์

บทนิิยาม 2.2 [6]  เรีียกว่่า เมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิตสมมาตร (Geometric  

symmetric circulant matrix) ถ้้า



16

Thai Science and Technology Journal	 Vol. 31 No. 1 January-February 2023

เมื่่�อ r และ ci เป็็นจำนวนเชิิงซ้้อน สำหรัับทุุก  และเขีียนแทนด้้วยสััญลัักษณ์์

บทนิิยาม 2.3 [5] ให้้  นอร์์มสเปกตรััม (Spectral norms) ของ A เขีียนแทนด้้วย   

และ นอร์์มแบบยุุคลิิด (Euclidean norms) ของ A เขีียนแทนด้้วย  นิิยามโดย

 
ตามลำดัับ

เมื่่�อ  เป็็นค่่าเฉพาะของเมทริิกซ์์  และ  เป็็นเมทริิกซ์์สลัับเปลี่่�ยนสัังยุุคของ A	

	อ สมการต่่อไปนี้้�แสดงความสััมพัันธ์์ระหว่่างนอร์์มแบบยุุคลิิดและนอร์์มสเปกตรััม [4]

					              	 (1)

ซึ่่�งอสมการนี้้�จะใช้้สำหรัับพิิสููจน์์ทฤษฎีีบทหลัักของงานวิิจััยนี้้�

บทนิิยาม 2.4 [5] ให้้ A=(aij) และ B=(bij) เป็็นสมาชิิกของ  จะได้้ว่่า ผลคููณฮาดามาร์์ด (Hadamard 

product) ของ A และ B คืือ เมทริกิซ์ขนาด m×n ที่่�สมาชิกิของเมทริกิซ์เ์กิดิจากการคูณูของสมาชิกิในตำแหน่่งเดียีวกันั

ของ A และ B นั่่�นคืือ

และจะได้้อสมการต่่อไปนี้้� [4]

					         	 (2)

เมื่่�อ 

บทนิิยาม 2.5 ให้้  จะได้้ว่่า 1-นอร์์ม (1-norm) ของ A เขีียนแทนด้้วย  นิิยามโดย

บทนิิยาม 2.6 ให้้  จะได้้ว่่า ∞-นอร์์ม (∞-norm) ของ A เขีียนแทนด้้วย  นิิยามโดย

	 สำหรัับฟัังก์์ชัันเอกซ์์โพเนนเชีียล  และจากสููตร  จะได้้ว่่า   และ

สัังเกตได้้ว่่า  

บทตั้้�ง 2.7 [2] สำหรัับฟัังก์์ชัันเอกซ์์โพเนนเชีียล  จะได้้ว่่า

และ

และ
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3. ผลการวิิจััย
	หั ัวข้้อนี้้� ผู้้�วิจััยได้้ให้้ขอบเขตบนและขอบเขต

ล่่างของนอร์์มสเปกตรััมของเมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์เชิิง

เรขาคณิต และเมทริิกซ์เซอร์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิต

สมมาตรที่่�มีีสมาชิิกเป็็นฟัังก์์ชัันเอกซ์์โพเนนเชีียล กรณีีที่่�

 และ  สำหรัับกรณีีที่่�  ได้้มีีผู้้�วิิจััย

ศึึกษาไปแล้้ว (ดููได้้จาก [1]) นอกจากนี้้� ได้้ให้้ 1-นอร์์ม 

และ ∞-นอร์์ม ของเมทริิกซ์เซอร์์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิต

และเมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิตสมมาตรที่่�มีี

สมาชิิกเป็็นฟัังก์์ชัันเอกซ์์โพเนนเชีียล

	 ทฤษฎีบีท 3.1 เป็็นการหาขอบเขตบนและขอบเขต

ล่่างของนอร์์มสเปกตรััมของเมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์ 

เชิิงเรขาคณิิตที่่�มีีสมาชิิกเป็็นฟัังก์์ชัันเอกซ์์โพเนนเชีียล

ทฤษฎีบีท 3.1 กำหนดให้ ้
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ตัวัอย่า่ง 3.2 ตารางแสดงขอบเขตบนและขอบเขตล่า่งของนอร์ม์สเปกตรัมัของเมทริกิซ์เ์ซอร์ค์ูแูลนท์เ์ชิงิเรขาคณิติขนาด 

n×n ที่่�มีีสมาชิิกเป็็นฟัังก์์ชัันเอกซ์์โพเนนเชีียล  

Table 1	 Upper and lower bounds for the spectral norms of n×n geometric circulant matrices with  

		  the exponential function.



20

Thai Science and Technology Journal	 Vol. 31 No. 1 January-February 2023

	 สำหรัับทฤษฎีีบท 3.3 เป็็นการหา 1-นอร์์ม และ ∞-นอร์์ม ของเมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิตที่่�มีีสมาชิิก

เป็็นฟัังก์์ชัันเอกซ์์โพเนนเชีียล

ทฤษฎีีบท 3.3 กำหนดให้้ 
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ตััวอย่่าง 3.4  ตารางแสดง 1-นอร์์ม และ ∞-นอร์์ม ของเมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิตขนาด n×n ใดๆ ที่่�มีีสมาชิิก

เป็็นฟัังก์์ชัันเอกซ์์โพเนนเชีียล

Table 2 1-norm and ∞-norm of n×n geometric circulant matrices with the exponential function 

	 สำหรัับทฤษฎีีบท 3.5 เป็็นการหาขอบเขตบนและขอบเขตล่่างของนอร์์มสเปกตรััมของเมทริิกซ์เซอร์์คููแลนท์์

เชิิงเรขาคณิิตสมมาตรที่่�มีีสมาชิิกเป็็นฟัังก์์ชัันเอกซ์์โพเนนเชีียล
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ตััวอย่่าง 3.6 ตารางแสดงขอบเขตบนและขอบเขตล่่างของนอร์์มสเปกตรััมของเมทริิกซ์เซอร์์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิต

สมมาตรขนาด n×n ที่่�มีีสมาชิิกเป็็นฟัังก์์ชัันเอกซ์์โพเนนเชีียล

Table 3	 Upper and lower bounds for the spectral norms of n×n symmetric geometric circulant  

		  matrices with the exponential function.

	 สำหรัับทฤษฏีีบท 3.7 เป็็นการหา 1-นอร์์ม และ ∞-นอร์์ม ของเมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิตสมมาตรที่่�มีี

สมาชิิกเป็็นฟัังก์์ชัันเอกซ์์โพเนนเชีียล
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ตััวอย่่าง 3.8  ตารางแสดง 1-นอร์์ม และ ∞-นอร์์มของเมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิตสมมาตรขนาด n×n ใดๆ  

ที่่�มีีสมาชิิกเป็็นฟัังก์์ชัันเอกซ์์โพเนนเชีียล

Table 4	 1-norm and ∞-norm of n×n symmetric geometric circulant matrices with the exponential  

		  function.
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4. สรุุปผลการวิิจััย 
	 งานวิิจััยนี้้�มีีวััตถุุประสงค์์เพื่่�อหาขอบเขตบนและ

ขอบเขตล่า่งของนอร์ม์สเปกตรัมั 1-นอร์ม์ และ ∞-นอร์ม์

ของเมทริกิซ์เซอร์คูแูลนท์์เชิงิเรขาคณิตและเมทริิกซ์เซอร์

คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิตสมมาตรที่่�มีีสมาชิิกเป็็นฟัังก์์ชััน

เอกซ์โพเนนเชีียล ผลของการวิิจััยทำให้้ได้้ขอบเขตบน

และขอบเขตล่่างของนอร์์มสเปกตรััม 1-นอร์์ม และ ∞-

นอร์์มของเมทริิกซ์์เซอร์์คููแลนท์์เชิิงเรขาคณิิตที่่�มีีสมาชิิก

เป็็นฟัังก์์ชัันเอกซ์์โพเนนเชีียล ดัังทฤษฎีีบท 3.1 และ 

3.3 ตามลำดัับ และผู้้�วิิจััยได้้ขอบเขตบนและขอบเขต

ล่่างของนอร์มสเปกตรััมของเมทริิกซ์เซอร์คููแลนท์์เชิิง

เรขาคณิตสมมาตรที่่�มีสีมาชิิกเป็็นฟังัก์์ชันัเอกซ์โพเนนเชียีล  

ดัังทฤษฎีีบท 3.5 และ 3.7 ตามลำดัับ
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