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บทคัดย่อ 
ให้ 𝑛, 𝑚, 𝑑, 𝑟 เป็นจ านวนเต็ม โดยที่ 𝑛, 𝑚, 𝑑 ≥ 1 บทความนี้น าเสนอการพิสูจน์เชิงการจัดเพ่ือ

แสดงว่า 

                                                             
 

 ผู้เขียนหลกั 
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∑ cos (
(𝑛𝑚 + 𝑛 − 2𝑟)𝑘𝜋

𝑑
) sin𝑛 (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc𝑛 (

𝑘𝜋

𝑑
)

𝑑−1

𝑘=1

= −𝑚𝑛 + 𝑑 ∑ ∑ (−1)𝑗 (
𝑛

𝑗
) (

𝑑𝑘 + 𝑟 − 𝑚𝑗 − 1

𝑛 − 1
)

⌊
𝑑𝑘+𝑟−𝑛

𝑚
⌋

𝑗=0

⌊
𝑚𝑛−𝑟

𝑑
⌋

𝑘=⌈
𝑛−𝑟

𝑑
⌉

 

โดยนับจ านวนผลเฉลยของสมภาค 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≡ 𝑟 (mod 𝑑) เมื่อ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚  
ค าส าคัญ:  ผลรวมตรีโกณมิติก าลัง อนุกรมตรีโกณมิติ การพิสูจน์เชิงการจัด  

หลักการเพิ่มเข้าและตัดออก ฟังก์ชันก่อก าเนิด 

ABSTRACT 
Let 𝑛, 𝑚, 𝑑, 𝑟 be integers where 𝑛, 𝑚, 𝑑 ≥ 1. In this paper, we use a combinatorial 

proof to show that 
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𝑑
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𝑘𝜋

𝑑
)

𝑑−1

𝑘=1

= −𝑚𝑛 + 𝑑 ∑ ∑ (−1)𝑗 (
𝑛

𝑗
) (

𝑑𝑘 + 𝑟 − 𝑚𝑗 − 1

𝑛 − 1
)

⌊
𝑑𝑘+𝑟−𝑛

𝑚
⌋

𝑗=0

⌊
𝑚𝑛−𝑟

𝑑
⌋

𝑘=⌈
𝑛−𝑟

𝑑
⌉

 

by counting the number of solutions for the congruence 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≡ 𝑟 (mod 𝑑) 

where 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚. 
Keywords:  Trigonometric power sums, Trigonometric series, Combinatorial proof,   

 Inclusion-Exclusion principle, Generating functions 

1. บทน า 
ผลรวมจ ากัดของฟังก์ชันตรีโกณมิติก าลัง (power of trigonometric functions) ปรากฏอยู่ใน

หลากหลายทฤษฎีทางฟิสิกส์ จากผลงานของ Dowker [6 – 8] ที่ศึกษาเกี่ยวกับปรากฏการณ์คาซิมีร์ 
(casimir effect) และทฤษฎีสตริง (string theory) เขาได้หารูปแบบชัดแจ้งของผลรวมต่อไปนี้ 

𝐶2𝑛(𝑞, 𝑟) = ∑ cos (
2𝑟𝑝𝜋

𝑞
) csc2𝑛 (

𝑝𝜋

𝑞
)

𝑞−1

𝑝=1

 

ส าหรับจ านวนเต็ม 𝑛, 𝑞, 𝑟 ซ่ึง 𝑛 ≥ 1, 𝑞 ≥ 2 และ 0 ≤ 𝑟 < 𝑞 
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ผลงานของ Dowker ท าให้สูตรหรือเอกลักษณ์เกี่ยวกับผลรวมที่มีลักษณะดังกล่าวได้รับความสนใจ
มากยิ่งขึ้นจากนักคณิตศาสตร์และนักวิจัยหลายท่าน  

ในปี ค.ศ. 1999 Chu และ Marini [4] ได้สร้างฟังก์ชันก่อก าเนิด เพ่ือหารูปแบบชัดแจ้งของ
อนุกรมตรีโกณมิติที่แตกต่างกันได้ 24 ประเภท เช่น 

∑ sec2𝑝 (
𝑘𝜋

𝑛
)

𝑛−1

𝑘=0

= 𝑛 ∑ (−1)𝑝+𝑘 (
𝑝 − 1 + 𝑘𝑛

2𝑝 − 1
) ∑ (

2𝑝

𝑗 + 1
)

2𝑝−1

𝑗=𝑘

2𝑝−1

𝑘=1

 

ส าหรับจ านวนคี่บวก 𝑛 และจ านวนเต็มบวก 𝑝 
ในปี ค.ศ. 2002 Berndt และ Yeap [3] ใช้เทคนิคการหาปริพันธ์ตามเส้นรอบขอบในการพิสูจน์ 

ทฤษฎีบทความสัมพันธ์กัน (reciprocity theorems) ส าหรับผลรวมตรีโกณมิติ ทฤษฎีบทของพวก
เขาเป็นกรณีทั่วไปส าหรับสูตรผลรวมที่น่าสนใจมากมาย เช่น 

∑ cot4 (
𝑘𝜋

𝑛
)

𝑛−1

𝑘=1

=
(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛2 + 3𝑛 − 13)

45
 

ส าหรับจ านวนเต็ม 𝑛 ≥ 2 
ต่อมาในปี ค.ศ. 2012 Merca [11] ใช้เทคนิคการแบ่งอนุกรมหลายส่วน (series multisection) 

เพ่ือพิสูจน์เอกลักษณ์เกี่ยวกับผลรวมโคไซน์ก าลัง เช่น 

∑ cos2𝑝 (
𝑘𝜋

𝑛
)

⌊
𝑛−1

2
⌋

𝑘=1

= −
1

2
+

𝑛

22𝑝+1
∑ (

2𝑝

𝑝 + 𝑘𝑛
)

⌊
𝑝
𝑛

⌋

𝑘=−⌊
𝑝
𝑛⌋

 

ส าหรับจ านวนเต็มบวก 𝑛 และ 𝑝 
และในปี ค.ศ. 2020 He [9] ได้ศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างฟังก์ชันตรีโกณมิติอันดับสูงและ

ฟังก์ชันซีตา ซ่ึงผลลัพธ์ที่ได้เป็นการปรับปรุงและพัฒนาผลงานของหลาย ๆ ท่านที่ผ่านมา 
จะเห็นว่ามีการใช้วิธีการที่หลากหลายในการพิสูจน์เอกลักษณ์เกี่ยวกับผลรวมตรีโกณมิติ ซึ่งพบว่า 

สูตรที่ค้นพบบางส่วนมีความสัมพันธ์กับสัมประสิทธิ์ทวินาม เพราะฉะนั้นวิธีการอีกวิธีหนึ่งที่สามารถ
น ามาพิสูจน์เอกลักษณ์ในลักษณะดังกล่าวได้คือ การพิสูจน์เชิงการจัด ซ่ึง กิตติกร นาคประสิทธิ์ ได้ให้
ความหมายการพิสูจน์เชิงการจัดไว้ว่า 
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“การพิสูจน์เชิงการจัด คือ วิธีพิสูจน์ข้อความทางคณิตศาสตร์ โดยนับสิ่งที่เลือกสรรมาด้วยวิธีการ
นับที่แตกต่างกัน และเนื่องจากว่าสิ่งที่นับเป็นสิ่งเดียวกัน ดังนั้นการนับด้วยวิธีการที่แตกต่างกัน 
ทั้งสองแบบย่อมจะได้จ านวนที่เท่ากัน” [1] 

ปัญหาเกี่ยวกับการนับโดยทั่วไปมักมีผลเฉลยในรูปสัมประสิทธิ์ทวินาม แต่ถ้าเปลี่ยนวิธีการนับ
ใหม่ ปัญหาเดียวกันอาจจะมีผลเฉลยในรูปฟังก์ชันตรีโกณมิติ ซึ่งผลเฉลยทั้งสองแบบสามารถเชื่อมโยง
กันได้โดยอาศัยหลักของการพิสูจน์เชิงการจัด ทางคณะผู้วิจัยจึงมีความสนใจที่จะสร้างเอกลักษณ์
ตรีโกณมิติจากปัญหาการนับบางประการ โดยในบทความนี้ เราจะนับจ านวนผลเฉลยของสมภาค 

𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≡ 𝑟 (mod 𝑑) โดยที่  1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚 

เมื่อ 𝑛, 𝑚, 𝑑, 𝑟 เป็นจ านวนเต็ม โดยที่ 𝑛, 𝑚, 𝑑 ≥ 1 ซึ่งท าให้ได้เอกลักษณ ์

∑ cos (
(𝑛𝑚 + 𝑛 − 2𝑟)𝑘𝜋

𝑑
) sin𝑛 (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc𝑛 (

𝑘𝜋

𝑑
)

𝑑−1

𝑘=1

= −𝑚𝑛 + 𝑑 ∑ ∑ (−1)𝑗 (
𝑛

𝑗
) (

𝑑𝑘 + 𝑟 − 𝑚𝑗 − 1

𝑛 − 1
)

⌊
𝑑𝑘+𝑟−𝑛

𝑚
⌋

𝑗=0

⌊
𝑚𝑛−𝑟

𝑑
⌋

𝑘=⌈
𝑛−𝑟

𝑑
⌉

 

(กรณี 𝑑 = 1 ผลรวมทางด้านซ้ายของสมการจะมีค่าเป็น 0) 

2. ความรู้พื้นฐาน 
ตลอดบทความนี้ ก าหนดให้ 𝑛, 𝑚, 𝑑, 𝑟 เป็นจ านวนเต็ม โดยที่ 𝑛, 𝑚, 𝑑 ≥ 1 และให้ 𝑤 แทนรากที่ 𝑑 

ตัวแรกของ 1 กล่าวคือ 

𝑤 = cos (
2𝜋

𝑑
) + 𝑖 sin (

2𝜋

𝑑
) 

โดยที่ 𝑖 แทน หน่วยจินตภาพ (imaginary unit)  
นอกจากนี้ หากไม่ก าหนดเป็นอย่างอ่ืน ให้ถือว่าตัวแปรและค่าคงที่ต่าง ๆ เป็นจ านวนเต็ม  

ทฤษฎีบทหลักของบทความนี้เป็นผลลัพธ์ที่ไดจ้ากการนับจ านวนผลเฉลยของสมภาค 

𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≡ 𝑟 (mod 𝑑) โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚 

เมื่อ 𝑛, 𝑚, 𝑑 ≥ 1 โดยการนับสองวิธีที่ต่างกัน วิธีแรกคือการนับโดยใช้หลักการเพ่ิมเข้าและตัดออก 
และวิธีที่สองคือการนับโดยใช้ฟังก์ชันก่อก าเนิด 
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ส าหรับการนับโดยใช้หลักการเพิ่มเข้าและตัดออก จะอาศัยความรู้พ้ืนฐานต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบท 2.1 ทฤษฎีบทดาวและเส้นแบ่ง (Stars and Bars Theorem) [5]  
ให้ 𝑘 เป็นค่าคงที ่และ 𝑈 แทนเซตผลเฉลยของสมการ 

𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑘 โดยที่ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≥ 0 
จะได้ว่า 

|𝑈| = (
𝑘 + 𝑛 − 1

𝑛 − 1
) 

ทฤษฎีบท 2.2 หลักการเพิ่มเข้าและตัดออก (Inclusion-Exclusion Principle) [2]  
ให้ 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 เป็นเซตจ ากัด จะได้ว่า  

|𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ ⋯ ∪ 𝐴𝑛| = ∑(−1)𝑗−1 ∑ |𝐴𝑙1
∩ 𝐴𝑙2

∩ ⋯ ∩ 𝐴𝑙𝑗
|

1≤𝑙1<𝑙2<⋯<𝑙𝑗≤𝑛

𝑛

𝑗=1

 

ส าหรับการนับโดยใช้ฟังก์ชันก่อก าเนิด จะอาศัยความรู้พ้ืนฐานต่อไปนี้ 

บทนิยาม 2.3 ให้ {𝑎𝑗}
𝑗≥0

 เป็นล าดับบน ℂ ฟังก์ชันก่อก าเนิดของ {𝑎𝑗}
𝑗≥0

 คือ อนุกรม 

𝐹(𝑧) = ∑ 𝑎𝑗𝑧𝑗

∞

𝑗=0

 

ทฤษฎีบท 2.4 ทฤษฎีบทของเดอร์มัวร์ (De Moivre’s Theorem) [10] 
ส าหรับทุก 𝑥 ∈ ℝ และทุก 𝑗 จะได้ว่า 

(cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥)𝑗 = cos(𝑗𝑥) + 𝑖 sin(𝑗𝑥) 

3. การนับจ านวนผลเฉลย โดยใชห้ลักการเพิ่มเข้าและตัดออก 

บทตั้ง 3.1 ให้ 𝑘 และ 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ≥ 0 เป็นค่าคงที่ และ 𝐴 แทนเซตผลเฉลยของสมการ 
𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑘 โดยที่ 𝑥1 ≥ 𝑎1, 𝑥2 ≥ 𝑎2, … , 𝑥𝑛 ≥ 𝑎𝑛 

จะได้ว่า 

|𝐴| = (
𝑘 + 𝑛 − 1 − 𝑎1 − 𝑎2 − ⋯ − 𝑎𝑛

𝑛 − 1
) 

บทตั้ง 3.2 ให้ 𝑘 เป็นค่าคงที่ และ 𝑉 แทนเซตผลเฉลยของสมการ 
𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑘 โดยที่ 0 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚 − 1  

จะได้ว่า 
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|𝑉| = ∑(−1)𝑗 (
𝑛

𝑗
) (

𝑘 − 𝑚𝑗 + 𝑛 − 1

𝑛 − 1
)

⌊
𝑘
𝑚

⌋

𝑗=0

 

บทตั้งทั้งสองสามารถพิสูจน์ได้จากทฤษฎีบท 2.1 และ 2.2 ซึ่งผู้เขียนขอละการพิสูจน์ไว้ 

ทฤษฎีบท 3.3 ให้ 𝑆 แทนเซตผลเฉลยของสมภาค 
𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≡ 𝑟 (mod 𝑑) โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚 

จะได้ว่า 

|𝑆| = ∑ ∑ (−1)𝑗 (
𝑛

𝑗
) (

𝑑𝑘 + 𝑟 − 𝑚𝑗 − 1

𝑛 − 1
)

⌊
𝑑𝑘+𝑟−𝑛

𝑚
⌋

𝑗=0

⌊
𝑚𝑛−𝑟

𝑑
⌋

𝑘=⌈
𝑛−𝑟

𝑑
⌉

 

บทพิสูจน์ ส าหรับทุก 𝑗 ให้ 𝑉𝑗 แทนเซตผลเฉลยของสมการ 
𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑗 โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚 

จะได้ว่า 

𝑆 = ⋃ 𝑉𝑗

𝑗≡𝑟 (mod 𝑑)

𝑛≤𝑗≤𝑚𝑛

 

เนื่องจาก 𝑉𝑗 ∩ 𝑉𝑙 = ∅ ส าหรับทุก 𝑗, 𝑙 ซ่ึง 𝑗 ≠ 𝑙 ดังนั้น  

|𝑆| = ∑ |𝑉𝑗|

𝑗≡𝑟 (mod 𝑑)
𝑛≤𝑗≤𝑚𝑛

 

โดยนิยามของสมภาค ฟังก์ชันพ้ืน และฟังก์ชันเพดาน จะได้ว่า 

∑ |𝑉𝑗|

𝑗≡𝑟 (mod 𝑑)
𝑛≤𝑗≤𝑚𝑛

= ∑ |𝑉𝑑𝑘+𝑟|

⌊
𝑚𝑛−𝑟

𝑑
⌋

𝑘=⌈
𝑛−𝑟

𝑑
⌉

 

ดังนั้น 

|𝑆| = ∑ |𝑉𝑑𝑘+𝑟|

⌊
𝑚𝑛−𝑟

𝑑
⌋

𝑘=⌈
𝑛−𝑟

𝑑
⌉

(3.1) 

ส าหรับแต่ละ 𝑘 จาก 𝑉𝑑𝑘+𝑟 แทนเซตผลเฉลยของสมการ 
𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑑𝑘 + 𝑟 โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚 
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ท าการเปลี่ยนตัวแปร โดยให้ 𝑦1 = 𝑥1 − 1, 𝑦2 = 𝑥2 − 1, … , 𝑦𝑛 = 𝑥𝑛 − 1 จะได้ว่า 

𝑦1 + 𝑦2 + ⋯ + 𝑦𝑛 = 𝑑𝑘 + 𝑟 − 𝑛 โดยที่ 0 ≤ 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 ≤ 𝑚 − 1 

จากบทตั้ง 3.2 จะได้  

|𝑉𝑑𝑘+𝑟| = ∑ (−1)𝑗 (
𝑛

𝑗
) (

𝑑𝑘 + 𝑟 − 𝑚𝑗 − 1

𝑛 − 1
)

⌊
𝑑𝑘+𝑟−𝑛

𝑚
⌋

𝑗=0

(3.2) 

แทน (3.2) ลงใน (3.1) จะได้ 

|𝑆| = ∑ ∑ (−1)𝑗 (
𝑛

𝑗
) (

𝑑𝑘 + 𝑟 − 𝑚𝑗 − 1

𝑛 − 1
)

⌊
𝑑𝑘+𝑟−𝑛

𝑚
⌋

𝑗=0

⌊
𝑚𝑛−𝑟

𝑑
⌋

𝑘=⌈
𝑛−𝑟

𝑑
⌉

 

               

ตัวอย่าง 3.1 ให้ 𝑆 แทนเซตผลเฉลยของสมภาค 
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≡ 0 (mod 5) โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≤ 4 

แทนค่า 𝑛 = 3, 𝑚 = 4, 𝑑 = 5, 𝑟 = 0 ในทฤษฎีบท 3.3 จะได้ 

|𝑆| = ∑ ∑ (−1)𝑗 (
3

𝑗
) (

5𝑘 − 4𝑗 − 1

2
)

⌊
5𝑘−3

4
⌋

𝑗=0

2

𝑘=1

= (
3

0
) (

4

2
) + (

3

0
) (

9

2
) − (

3

1
) (

5

2
) = 12 

ทั้งนีห้ากแจงนับโดยตรง พบว่าเซตผลเฉลยของสมภาคนี้ คือ 

𝑆 = {
(1,1,3), (1,2,2), (1,3,1), (2,1,2), (2,2,1), (2,4,4),
(3,1,1), (3,3,4), (3,4,3), (4,2,4), (4,3,3), (4,4,2)

} 

ซึ่งมีสมาชิก |𝑆| = 12 ตัว สอดคล้องกับผลที่ได้จากทฤษฎีบท 3.3 ข้างต้น 

ตัวอย่าง 3.2 ให้ 𝑆 แทนเซตผลเฉลยของสมภาค 
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 ≡ 2 (mod 4) โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ≤ 3 

แทนค่า 𝑛 = 4, 𝑚 = 3, 𝑑 = 4, 𝑟 = 2 ในทฤษฎีบท 3.3 จะได้ 

|𝑆| = ∑ ∑ (−1)𝑗 (
4

𝑗
) (

4𝑘 − 3𝑗 + 1

3
)

⌊
4𝑘−2

3
⌋

𝑗=0

2

𝑘=1

= (
4

0
) (

5

3
) + (

4

0
) (

9

3
) − (

4

1
) (

6

3
) + (

4

2
) (

3

3
) = 20 

ทั้งนีห้ากแจงนับโดยตรง พบว่าเซตผลเฉลยของสมภาคนี้ คือ 
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𝑆 = {

(1,1,1,3), (1,1,2,2), (1,1,3,1), (1,2,1,2), (1,2,2,1),
(1,3,1,1), (1,3,3,3), (2,1,1,2), (2,1,2,1), (2,2,1,1),
(2,2,3,3), (2,3,2,3), (2,3,3,2), (3,1,1,1), (3,1,3,3),
(3,2,2,3), (3,2,3,2), (3,3,1,3), (3,3,2,2), (3,3,3,1)

} 

ซึ่งมีสมาชิก |𝑆| = 20 ตัว สอดคล้องกับผลที่ได้จากทฤษฎีบท 3.3 ข้างต้น 

4. การนับจ านวนผลเฉลย โดยใชฟ้ังก์ชันก่อก าเนิด 
ในหัวข้อนี้ เราจะนับจ านวนผลเฉลยของสมภาคเดียวกับในทฤษฎีบท 3.3 แต่เปลี่ยนวิธีการนับ

ใหม่โดยใช้ฟังก์ชันก่อก าเนิด ก่อนอื่นจะเริ่มจากบทตั้งท่ีต้องใช้ ดังนี้ 

บทตั้ง 4.1 ส าหรับทุก 𝑗 ให้ 𝑎𝑗 แทนจ านวนผลเฉลยของสมการ 
   𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑗 โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚              
จะได้ว่า 𝐹(𝑧) = (𝑧 + 𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑚)𝑛 เป็นฟังก์ชันก่อก าเนิดของ {𝑎𝑗}

𝑗≥0
 กล่าวคือ 

(𝑧 + 𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑚)𝑛 = ∑ 𝑎𝑗𝑧𝑗

𝑚𝑛

𝑗=𝑛

 

บทพิสูจน์ 
เมื่อกระจาย 𝐹(𝑧) = (𝑧 + 𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑚)𝑛 จะพบว่า สัมประสิทธิ์ของ 𝑧𝑗 คือ จ านวนของพจน์ 
𝑧𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑛 ทั้งหมด ซ่ึง 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑗 โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚     

บทตั้ง 4.2 ส าหรับทุก  𝑗  
(ก) ถ้า 𝑗 ≡ 𝑟(mod 𝑑) แล้ว 

1

𝑑
∑ 𝑤(𝑗−𝑟)𝑘

𝑑−1

𝑘=0

= 1 

(ข) ถ้า 𝑗 ≢ 𝑟(mod 𝑑) แล้ว 

1

𝑑
∑ 𝑤(𝑗−𝑟)𝑘

𝑑−1

𝑘=0

= 0 

บทพิสูจน์ ส าหรับทุก 𝑗 
(ก) ถ้า 𝑗 ≡ 𝑟(mod 𝑑) จะได้ว่า 𝑤𝑗−𝑟 = 1 ดังนั้น 

1

𝑑
∑ 𝑤(𝑗−𝑟)𝑘

𝑑−1

𝑘=0

=
1

𝑑
∑ 1𝑘

𝑑−1

𝑘=0

=
1

𝑑
∑ 1

𝑑−1

𝑘=0

= 1 
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(ข) ถ้า 𝑗 ≢ 𝑟(mod 𝑑) จะได้ว่า 𝑤𝑗−𝑟 ≠ 1 ดังนั้น 

1

𝑑
∑ 𝑤(𝑗−𝑟)𝑘

𝑑−1

𝑘=0

=
1

𝑑
⋅

𝑤(𝑗−𝑟)𝑑 − 1

𝑤𝑗−𝑟 − 1
 

จาก 𝑤(𝑗−𝑟)𝑑 = 1 จะได้ว่า 
1

𝑑
⋅

𝑤(𝑗−𝑟)𝑑 − 1

𝑤𝑗−𝑟 − 1
=

1

𝑑
⋅

1 − 1

𝑤𝑗−𝑟 − 1
= 0 

ดังนั้น 

1

𝑑
∑ 1(𝑗−𝑟)𝑘

𝑑−1

𝑘=0

= 0 

               

บทตั้ง 4.3 ส าหรับทุก 𝑘 ซ่ึง 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑑 − 1 จะได้ว่า 

∑ 𝑤𝑗𝑘

𝑚−1

𝑗=0

= 𝑤
(𝑚−1)𝑘

2 sin (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc (

𝑘𝜋

𝑑
) 

บทพิสูจน์ ส าหรับทุก 𝑘 ซ่ึง 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑑 − 1 จะได้ว่า 

 𝑤𝑚𝑘 − 1 = cos (
2𝑚𝑘𝜋

𝑑
) + 𝑖 sin (

2𝑚𝑘𝜋

𝑑
) − 1 

  = cos (
2𝑚𝑘𝜋

𝑑
) − 1 + 2𝑖 sin (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) cos (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) 

  = −2 sin2 (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) + 2𝑖 sin (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) cos (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) 

  = −2 sin (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) (sin (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) − 𝑖 cos (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
)) 

  = −2 sin (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) (cos (

(2𝑚𝑘−𝑑)𝜋

2𝑑
) + 𝑖 sin (

(2𝑚𝑘−𝑑)𝜋

2𝑑
)) 

  = −2 sin (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) 𝑤

2𝑚𝑘−𝑑

4   

ในท านองเดียวกัน จะได้ว่า 

𝑤𝑘 − 1 = −2 sin (
𝑘𝜋

𝑑
) 𝑤

2𝑘−𝑑
4  

จาก  𝑤𝑘 ≠ 1 ดังนั้น 

∑ 𝑤𝑗𝑘

𝑚−1

𝑗=0

=
𝑤𝑚𝑘 − 1

𝑤𝑘 − 1
=

−2 sin (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) 𝑤

2𝑚𝑘−𝑑
4

−2 sin (
𝑘𝜋
𝑑

) 𝑤
2𝑘−𝑑

4

= 𝑤
(𝑚−1)𝑘

2 sin (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc (

𝑘𝜋

𝑑
) 

             
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ทฤษฎีบท 4.4 ให้ 𝑆 แทนเซตผลเฉลยของสมภาค 
𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≡ 𝑟 (mod 𝑑) โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚  

จะได้ว่า 

|𝑆| =
1

𝑑
(𝑚𝑛 + ∑ cos (

(𝑛𝑚 + 𝑛 − 2𝑟)𝑘𝜋

𝑑
) sin𝑛 (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc𝑛 (

𝑘𝜋

𝑑
)

𝑑−1

𝑘=1

) 

บทพิสูจน์ 
ส าหรับทุก 𝑗 ให้ 𝑉𝑗 แทนเซตผลเฉลยของสมการ 

𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑗 โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚 
และให้ 𝑎𝑗 = |𝑉𝑗| 
ท านองเดียวกับการพิสูจน์ทฤษฎีบท 3.3 จะได้ 

|𝑆| = ∑ |𝑉𝑗|

𝑗≡𝑟 (mod 𝑑)
𝑛≤𝑗≤𝑚𝑛

= ∑ 𝑎𝑗

𝑗≡𝑟 (mod 𝑑)
𝑛≤𝑗≤𝑚𝑛

 

จากบทตั้ง 4.2 และการสลับล าดับการบวก จะได้ 

∑ 𝑎𝑗

𝑗≡𝑟(mod 𝑑)
𝑛≤𝑗≤𝑚𝑛

= ∑ (
𝑎𝑗

𝑑
∑ 𝑤(𝑗−𝑟)𝑘

𝑑−1

𝑘=0

)

𝑚𝑛

𝑗=𝑛

   

                             =
1

𝑑
∑ (𝑤−𝑟𝑘 ∑ 𝑎𝑗𝑤𝑘𝑗

𝑚𝑛

𝑗=𝑛

)

𝑑−1

𝑘=0

 

ดังนั้น  

|𝑆| =
1

𝑑
∑ (𝑤−𝑟𝑘 ∑ 𝑎𝑗𝑤𝑘𝑗

𝑚𝑛

𝑗=𝑛

)

𝑑−1

𝑘=0

(4.1) 

จากบทตั้ง 4.1 ฟังก์ชันก่อก าเนิดของ {𝑎𝑗}
𝑗≥0

 คือ 

𝐹(𝑧) = (𝑧 + 𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑚)𝑛 = ∑ 𝑎𝑗𝑧𝑗

𝑚𝑛

𝑗=𝑛

 

ทั้งนีส้ามารถเขียน 𝐹(𝑧) ได้อีกรูปแบบคือ 

𝐹(𝑧) = (𝑧 + 𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑚)𝑛 = 𝑧𝑛 ( ∑ 𝑧𝑗

𝑚−1

𝑗=0

)

𝑛

 

เพราะฉะนั้น  
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∑ 𝑎𝑗𝑧𝑗

𝑚𝑛

𝑗=𝑛

= 𝑧𝑛 ( ∑ 𝑧𝑗

𝑚−1

𝑗=0

)

𝑛

 

แทน 𝑧 ด้วย 𝑤𝑘 ลงในสมการข้างต้น จะได้ 

∑ 𝑎𝑗𝑤𝑘𝑗

𝑚𝑛

𝑗=𝑛

= 𝑤𝑛𝑘 ( ∑ 𝑤𝑗𝑘

𝑚−1

𝑗=0

)

𝑛

(4.2) 

จาก (4.1) และ (4.2) จะได้ 

|𝑆| =
1

𝑑
∑ (𝑤(𝑛−𝑟)𝑘 ( ∑ 𝑤𝑗𝑘

𝑚−1

𝑗=0

)

𝑛

)

𝑑−1

𝑘=0

(4.3) 

พิจารณาพจน์ที่ 𝑘 ในผลรวมข้างต้น 

กรณ ี𝑘 = 0 จะได้ว่า 

𝑤(𝑛−𝑟)𝑘 ( ∑ 𝑤𝑗𝑘

𝑚−1

𝑗=0

)

𝑛

= ( ∑ 1

𝑚−1

𝑗=0

)

𝑛

= 𝑚𝑛 (4.4) 

กรณ ี1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑑 − 1 โดยบทตั้ง 4.3 จะได้  

𝑤(𝑛−𝑟)𝑘 ( ∑ 𝑤𝑗𝑘

𝑚−1

𝑗=0

)

𝑛

= 𝑤(𝑛−𝑟)𝑘 (𝑤
(𝑚−1)𝑘

2 sin (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc (

𝑘𝜋

𝑑
))

𝑛

               

                 = 𝑤
(𝑚𝑛+𝑛−2𝑟)𝑘

2 sin𝑛 (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc𝑛 (

𝑘𝜋

𝑑
) (4.5)

 

จาก (4.3), (4.4) และ (4.5) ได้ว่า 

|𝑆| =
1

𝑑
(𝑚𝑛 + ∑ 𝑤

(𝑚𝑛+𝑛−2𝑟)𝑘
2 sin𝑛 (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc𝑛 (

𝑘𝜋

𝑑
)

𝑑−1

𝑘=1

) (4.6) 

จากส่วนจริงของ 𝑤
(𝑚𝑛+𝑛−2𝑟)𝑘

2  คือ cos (
(𝑛𝑚+𝑛−2𝑟)𝑘𝜋

𝑑
) และจาก |𝑆| เป็นจ านวนของผลเฉลยซึ่งเป็น

จ านวนจริง ดังนั้นเมื่อพิจารณาส่วนจริงของ (4.6) จะได้ 

|𝑆| =
1

𝑑
(𝑚𝑛 + ∑ cos (

(𝑛𝑚 + 𝑛 − 2𝑟)𝑘𝜋

𝑑
) sin𝑛 (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc𝑛 (

𝑘𝜋

𝑑
)

𝑑−1

𝑘=1

) 

   
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ตัวอย่าง 4.1 ให้ 𝑆 แทนเซตผลเฉลยของสมภาค 
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≡ 0 (mod 5) โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≤ 4 

แทนค่า 𝑛 = 3, 𝑚 = 4, 𝑑 = 5, 𝑟 = 0 ในทฤษฎีบท 4.4 และใช้ Wolfram alpha ช่วยค านวณ จะได้ 

|𝑆| =
1

5
(64 + ∑ cos(3𝑘𝜋) sin3 (

4𝑘𝜋

5
) csc3 (

𝑘𝜋

5
)

4

𝑘=1

) = 12 

ทั้งนีห้ากแจงนับโดยตรง พบว่าเซตผลเฉลยของสมภาคนี้ คือ 

𝑆 = {
(1,1,3), (1,2,2), (1,3,1), (2,1,2), (2,2,1), (2,4,4),
(3,1,1), (3,3,4), (3,4,3), (4,2,4), (4,3,3), (4,4,2)

} 

ซึ่งมีสมาชิก |𝑆| = 12 ตัว สอดคล้องกับผลที่ได้จากทฤษฎีบท 4.4 ข้างต้น 

 
รูปที่ 4.1 ผลการค านวณโดย Wolfram Alpha กรณี 𝑛 = 3, 𝑚 = 4, 𝑑 = 5, 𝑟 = 0 

ตัวอย่าง 4.2 ให้ 𝑆 แทนเซตผลเฉลยของสมภาค 
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 ≡ 2 (mod 4) โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ≤ 3  

แทนค่า 𝑛 = 4, 𝑚 = 3, 𝑑 = 4, 𝑟 = 2 ในทฤษฎีบท 4.4 และใช้ Wolfram alpha ช่วยค านวณ จะได้ 

|𝑆| =
1

4
(81 + ∑ cos(3𝑘𝜋) sin4 (

3𝑘𝜋

4
) csc4 (

𝑘𝜋

4
)

3

𝑘=1

) = 20 

ทั้งนีห้ากแจงนับโดยตรง พบว่าเซตผลเฉลยของสมภาคนี้ คือ 

𝑆 = {

(1,1,1,3), (1,1,2,2), (1,1,3,1), (1,2,1,2), (1,2,2,1),
(1,3,1,1), (1,3,3,3), (2,1,1,2), (2,1,2,1), (2,2,1,1),
(2,2,3,3), (2,3,2,3), (2,3,3,2), (3,1,1,1), (3,1,3,3),
(3,2,2,3), (3,2,3,2), (3,3,1,3), (3,3,2,2), (3,3,3,1)

} 

ซึ่งมีสมาชิก |𝑆| = 20 ตัว สอดคล้องกับผลที่ได้จากทฤษฎีบท 4.4 ข้างต้น 
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รูปที่ 4.2 ผลการค านวณโดย Wolfram Alpha กรณี 𝑛 = 4, 𝑚 = 3, 𝑑 = 4, 𝑟 = 2 

5. เอกลักษณ์เกี่ยวข้องกับผลรวมตรีโกณมิติก าลัง 
จากทฤษฎีบท 3.3 และทฤษฎีบท 4.4 เป็นการนับจ านวนสมาชิกของเซตเดียวกัน จึงสามารถสรุป

ได้ว่าผลที่ได้จากทั้งสองทฤษฎีบทมีค่าเท่ากันโดยอาศัยการพิสูจน์เชิงการจัด และเมื่อจัดรูปสมการ  
จะได้เอกลักษณ์เก่ียวกับผลรวมตรีโกณมิติก าลัง ดังนี้ 

ทฤษฎีบท 5.1  

∑ cos (
(𝑛𝑚 + 𝑛 − 2𝑟)𝑘𝜋

𝑑
) sin𝑛 (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc𝑛 (

𝑘𝜋

𝑑
)

𝑑−1

𝑘=1

= −𝑚𝑛 + 𝑑 ∑ ∑ (−1)𝑗 (
𝑛

𝑗
) (

𝑑𝑘 + 𝑟 − 𝑚𝑗 − 1

𝑛 − 1
)

⌊
𝑑𝑘+𝑟−𝑛

𝑚
⌋

𝑗=0

⌊
𝑚𝑛−𝑟

𝑑
⌋

𝑘=⌈
𝑛−𝑟

𝑑
⌉

 

โดยทั่วไป การค านวณค่าของสัมประสิทธิ์ทวินาม ท าได้ง่ายกว่าการค านวณค่าของฟังก์ชัน
ตรีโกณมิติ ดังนั้นทฤษฎีบท 5.1 นี้จะช่วยให้หาค่าชัดแจ้งของอนุกรมตรีโกณมิติก าลังบางรูปแบบได้
ง่ายขึ้น นอกจากนี้ ยังสามารถสร้างเอกลักษณ์ตรีโกณมิติรูปแบบต่าง ๆ ได้ เพ่ิมเติม โดยการแทน 
ค่าของตัวแปร 𝑛, 𝑚, 𝑑, 𝑟 ในทฤษฎีบท 5.1 นี้ เช่น 

1) เมื่อแทนค่า 𝑛 = 4𝑚, 𝑑 = 2𝑚, 𝑟 = 0 ในทฤษฎีบท 5.1 จะได้เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ 

∑ csc4𝑚 (
(2𝑘 + 1)𝜋

2𝑚
)

𝑚−1

𝑘=0

= −𝑚4𝑚 + 2𝑚 ∑ ∑ (−1)𝑗 (
4𝑚

𝑗
) (

2𝑚𝑘 − 𝑚𝑗 − 1

4𝑚 − 1
)

2𝑘−4

𝑗=0

2𝑚

𝑘=2
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2) เมื่อแทนค่า 𝑛 = 4, 𝑚 = 5, 𝑑 = 11, 𝑟 = 6 ในทฤษฎีบท 5.1 จะได้เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ 

∑ (−1)𝑘−1 cos (
𝑘𝜋

11
) sin4 (

5𝑘𝜋

11
) csc4 (

𝑘𝜋

11
)

10

𝑘=1

= 295 

3) เมื่อแทนค่า 𝑛 = 7, 𝑚 = 3, 𝑑 = 7, 𝑟 = 0 ในทฤษฎีบท 5.1 จะได้เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ 

∑ sin7 (
3𝑘𝜋

7
) csc7 (

𝑘𝜋

7
)

6

𝑘=1

= 578 

4) เมื่อแทนค่า 𝑛 = 5, 𝑚 = 10, 𝑑 = 12, 𝑟 = 21 ในทฤษฎีบท 5.1 จะได้เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ 

∑ cos6 (
𝑘𝜋

12
)

11

𝑘=1

=
11

4
 

5) เมื่อแทนค่า 𝑛 = 29, 𝑚 = 2, 𝑑 = 5, 𝑟 = −2 ในทฤษฎีบท 5.1 จะได้เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ 

∑ cos30 (
𝑘𝜋

5
)

4

𝑘=1

=
1860498

229
 

6. สรุป 
ในบทความนี้ ได้หาสูตรการนับจ านวนผลเฉลยของสมภาค 

𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≡ 𝑟 (mod 𝑑) โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚 

เมื่อ 𝑛, 𝑚, 𝑑, 𝑟 เป็นจ านวนเต็ม โดยที่ 𝑛, 𝑚, 𝑑 ≥ 1 โดยใช้การนับสองวิธีที่ต่างกัน คือ 
1. การนับโดยใช้หลักการเพิ่มเข้าและตัดออก ได้ผลลัพธ์เป็นดังทฤษฎีบท 3.3 
2. การนับโดยใช้ฟังก์ชันก่อก าเนิด ได้ผลลัพธ์เป็นดังทฤษฎีบท 4.4 

ซึ่งผลลัพธ์จากการนับทั้งสองวิธีนี้เชื่อมโยงเข้าหากันด้วยหลักของการพิสูจน์เชิงการจัด ท าให้ได้
เอกลักษณ์ท่ีเกี่ยวข้องกับผลรวมฟังก์ชันตรีโกณมิติก าลัง นั่นคือ ทฤษฎีบท 5.1 ซึ่งช่วยให้หาค่าชัดแจ้ง
ของอนุกรมตรีโกณมิติก าลังบางรูปแบบได้ง่ายขึ้น รวมทั้งยังสามารถน าไปใช้ในการสร้างเอกลักษณ์
ตรีโกณมิติเพ่ิมเติมได้ 
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