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ABSTRACT 
In this paper, we provide a generalization of Marion Walter’s theorem by 

applying Shoelace theorem. 
Keywords:  Marion Walter’s theorem, Shoelace theorem 

1. บทน า  
จากทฤษฎีบทของแมเรียน วอลเตอร์ (Marion Walter’s theorem) [2] ซึ่งกล่าวถึงอัตราส่วน

ของพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมที่เกิดจากการลากส่วนของเส้นตรงจากจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมไปยังจุดที่แบ่ง
ด้านตรงข้ามของจุดยอดนั้นออกเป็น 3 ส่วน เท่า ๆ กัน ดังรูปที่ 1 ว่าอัตราส่วนของพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยม
ต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยมเป็น 1 ∶ 10 เสมอ 

 
รูปที่ 1 ความสัมพันธ์ของรูปหกเหลี่ยมและรูปสามเหลี่ยมตามทฤษฎีของแมเรียน วอลเตอร์ 

จากการศึกษางานวิจัยที่ผ่านมาพบว่า นักคณิตศาสตร์ส่วนใหญ่จะน าสมบัติหรือทฤษฎีบททาง
เรขาคณิตมาพิสูจน์ว่าอัตราส่วนดังกล่าวเป็นจริงตามทฤษฎีบทของแมเรียน วอลเตอร์ หรือไม่  
โดยในปี ค.ศ. 1994 ไรอัน มอร์แกน [7] ได้ท าขยายทฤษฎีบทของแมเรียน วอลเตอร์ ด้วยการแบ่ง
ด้านของรูปสามเหลี่ยมออกเป็น 𝑁 ส่วน โดยที่  𝑁 เป็นจ านวนคี่ที่มากกว่าหรือเท่ากับ 3 ซึ่งผล
การศึกษาพบว่า พ้ืนที่หกเหลี่ยมมีค่าเท่ากับ 8

9𝑁2−1
 เท่าของพ้ืนทีรู่ปสามเหลี่ยม 

ในปี ค.ศ. 2016 ลูกา โกลโดนิ [4] ได้ศึกษาอัตราส่วนของพ้ืนที่ตามทฤษฎีบทของแมเรียน  
วอลเตอร์ โดยแบ่งด้านแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยมออกเป็น 4 ส่วนเท่า ๆ กัน ดังรูปที่  2 ซึ่ง 
ผลการศึกษาพบว่า พ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมมีค่าเท่ากับ 8

35
 เท่าของพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม 
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รูปที่ 2 ความสัมพันธ์ของรูปหกเหลี่ยมและรูปสามเหลี่ยมตามการศึกษาของลูกา โกลโดนิ 

ต่อมาปี ค.ศ. 2018 โอซามา อับดัลลา [5] ได้ศึกษารูปทั่วไปของอัตราส่วนของพ้ืนที่ตาม 
ทฤษฎีบทของแมเรียน วอลเตอร์ โดยแยกพิจารณาการแบ่งด้านของรูปสามเหลี่ยมออกเป็นจ านวนคี่
และจ านวนคู่ ผลการศึกษาพบว่า 

𝑁 จ านวนคี่ 𝑁 เป็นจ านวนคู ่

𝐴𝑒 =
32

(
6𝑁

2𝑐 − 1)
2

− 4

 

เมื่อ 𝑁 ≥ 3 และ 

𝑐 = 1, 2, … ,
𝑁 − 1

2
  

𝐴𝑒 =
32

9 (
𝑁
𝑐 )

2

− 4

 

เมื่อ 𝑁 ≥ 3 และ  

𝑐 = 1, 2, … ,
𝑁 − 2

2
  

โดย 𝑁 แทน จ านวนส่วนแบ่งทีเ่ท่ากันบนแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยม 
 𝑐 แทน ล าดับของรูปหกเหลี่ยมจากเล็กไปใหญ่ 
 𝐴𝑒 แทน อัตราส่วนของพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม 
  

8/35



วารสารคณิตศาสตร์ โดยสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ ปริมา 67 เล่มที่ 708 กันยายน – ธันวาคม 2565 

15 

  

 

รูปที่ 3 ตัวอย่างล าดับของรูปหกเหลี่ยมจากเล็กไปใหญ่กรณี 𝑁 = 9, 7, 8 และ 6 ตามล าดับ 
ตามการศึกษาของโอซามา อับดัลลา 

จากการศึกษาของโอซามา อับดัลลา ข้างต้น ท าให้เราสนใจที่จะศึกษาต่อยอดเพ่ือหานัยทั่วไป
แบบอ่ืนของอัตราส่วนพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพื้นที่รูปสามเหลี่ยมในรูปของ 𝑁 ใด ๆ เมื่อ 𝑁 เป็นจ านวน
ส่วนแบ่งที่เท่ากันบนแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยม และ 𝑁 ≥ 3 เพียงสูตรเดียวโดยไม่ต้องแบ่ง 𝑁 
ออกเป็นกรณจี านวนคูแ่ละกรณีจ านวนคี ่

2. ผลการศึกษา 
การหานัยทั่วไปของอัตราส่วนพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยมตามทฤษฎีบทของ 

แมเรียน วอลเตอร์ มีข้ันตอนและรายละเอียดดังนี้ 

2.1 เงื่อนไขเบื้องต้น 
ให้  𝐴𝐵𝐶 เป็ นรูปสามเหลี่ ยม  โดยที่  𝐴(𝑥𝑎 , 𝑦𝑎), 𝐵(𝑥𝑏 , 0) และ 𝐶(0, 0) เป็ นจุดยอดของ 

รูปสามเหลี่ยมนั้น 
แบ่งด้านแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 ออกเป็น 𝑁 ส่วน เท่า ๆ กัน โดยที่ 𝑁 ≥ 3 และ 

ให้ 𝑇𝑖 เมื่อ 𝑖 = 1, 2, 3, … , 3𝑁 เป็นจุดแบ่งด้านทั้งสามของรูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 ดังรูปที่ 4 

4

3

2

1

3

2

1

3

2

1

2

1

(ก) 𝑁 = 9 (ข) 𝑁 =7 

(ค) 𝑁 = 8 (ง) 𝑁 = 6 
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รูปที่ 4 การแบ่งด้านแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 ออกเป็น 𝑁 ส่วนเท่า ๆ กัน 

จากรปูที่ 4 จะเห็นว่าจุดแบ่งบนแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยมมี 𝑁 − 1 จุด (ไม่นับจุดยอด)  
ให้ 𝑡 เป็นจ านวนเต็มบวก ซึ่งมีค่าน้อยกว่า 𝑁

2
 เราสามารถลากส่วนของเส้นตรงจากจุดยอดของ 

รูปสามเหลี่ยมไปยังจุดแบ่ง 2 จุดที่อยู่บนด้านตรงข้าม โดยจุดแบ่ง 2 จุดนั้น อยู่ห่างจากจุดยอดของ
รูปสามเหลี่ยมที่อยู่ใกล้ที่สุดในด้านตรงข้ามเป็นระยะเท่ากัน คือ 𝑡

𝑁
 เท่าของความยาวด้านตรงข้ามนั้น 

ดังตัวอย่างในรูปที่ 5 

  

  

รูปที่ 5 รูปหกเหลี่ยมภายใต้การแบ่งด้านแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยมด้วยค่า 𝑡 

T3N  4

T2N + 4 T2N  4

T3N  3

T3N  2

T3N  1

T2N + 1

T2N + 3

T2N + 2

T2N  1

T2N  2

T2N  3

T4T3

TN + 4

T2T1 TN - 4 TN - 3 TN - 2TN - 1

TN + 3

TN + 2

TN + 1

C(0, 0)

A(xa, ya)

B(xb, 0)

t

N
(AB)

t

N
(AC)

T3N  1

T2N + 1 T2N  1

t

N
(AB)

t

N
(AC)

t

N
(BC)

t

N
(BC)

T1 TN - 1

TN + 1

A

C B

T3N  2

T2N + 2 T2N  2

t

N
(AB)

t

N
(BC)

t

N
(BC)

t

N
(AC)

t

N
(AB)

t

N
(AC)

TN + 2

TN - 2T2
C

A

B

T3N  3

T2N + 3 T2N  3

t

N
(AB)

t

N
(BC)

t

N
(BC)

t

N
(AC)

t

N
(AB)

t

N
(AC)

T3 TN - 3

TN + 3

C

A

B
t

N
(BC)

t

N
(AC)

t

N
(AB)

t

N
(AC)

t

N
(BC)

t

N
(AB)

T2N  4T2N + 4

T3N  4

TN - 4

TN + 4

T4

A

C B

(ก) 𝑡 = 1 (ข) 𝑡 = 2 

(ค) 𝑡 = 3 

grb 

(ง) 𝑡 = 4 

rb      



วารสารคณิตศาสตร์ โดยสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ ปริมา 67 เล่มที่ 708 กันยายน – ธันวาคม 2565 

17 

จากรูปที่ 5 จะเห็นว่ารูปเรขาคณิตตรงกลางของรูปสามเหลี่ยมที่เกิดจากการลากส่วนของเส้นตรง
จากจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมไปยังด้านตรงข้ามดังกล่าวนั้นจะเป็นรูปหกเหลี่ยมเสมอ เนื่องจากไม่มี
ส่วนของเส้นตรงใดที่ลากจากจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมผ่านจุดเซนทรอยด์ของรูปสามเหลี่ยมนั้น และ
จุดยอดของรูปหกเหลี่ยมจะอยู่บนเส้นตรงที่เชื่อมระหว่างจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมกับจุดเซนทรอยด์ 
จึงเกิดเป็นรูปหกเหลี่ยมเสมอ ดังรูปที่ 6 

 
รูปที่ 6 จุดยอดของรูปหกเหลี่ยมจะอยู่บนเส้นตรงที่เชื่อมระหว่างจุดยอดกับจุดเซนทรอยด์เสมอ 

ในขั้นตอนต่อไป จะใช้จุดแบ่ง 𝑇𝑡, 𝑇𝑁−𝑡 , 𝑇𝑁+𝑡 , 𝑇2𝑁−𝑡, 𝑇2𝑁+𝑡  และ 𝑇3𝑁−𝑡 ส าหรับหาพ้ืนที่รูป 
หกเหลี่ยมตามทฤษฎีบทของแมเรียน วอลเตอร์ โดยที่ 1 ≤ 𝑡 <

𝑁

2
 

2.2 พื้นที่รูปหกเหลี่ยมภายใต้เงื่อนไขการแบ่งด้านของรูปสามเหลี่ยมออกเป็น 𝑁 ส่วนเท่า ๆ กัน 

2.2.1 พิกัดจุดแบ่งแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยม 
จากจุ ด  𝑇𝑡 , 𝑇𝑁−𝑡 , 𝑇𝑁+𝑡, 𝑇2𝑁−𝑡 , 𝑇2𝑁+𝑡   และ  𝑇3𝑁−𝑡   เป็ น จุ ด แบ่ งบนแต่ ละด้ าน ของ 

รูปสามเหลี่ยม ซ่ึงสามารถหาพิกัดจุดแบ่งดังกล่าวได้จากทฤษฎีบทต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบท 2.1 [3] ถ้า 𝑃(𝑥, 𝑦) เป็นจุดแบ่งบนส่วนของเส้นตรง 𝑃1𝑃2 ซึ่งเชื่อมระหว่างจุด 𝑃1(𝑥1, 𝑦1) 
และ 𝑃2(𝑥2, 𝑦2) โดยที่ 𝑃1𝑃 ∶ 𝑃𝑃2 = 𝑟1 ∶ 𝑟2 จะได้ว่า  

𝑥 =
𝑟1𝑥2+𝑟2𝑥1

𝑟1+𝑟2
 และ 𝑦 =

𝑟1𝑦2+𝑟2𝑦1

𝑟1+𝑟2
 

จากทฤษฎีบท 2.1 จะได้ จุดแบ่ง 𝑇𝑡 , 𝑇𝑁−𝑡 , 𝑇𝑁+𝑡 , 𝑇2𝑁−𝑡 , 𝑇2𝑁+𝑡  และ 𝑇3𝑁−𝑡 มีพิกัดดังนี้ 
𝑇𝑡 = (

𝑡𝑥𝑏

𝑁
, 0) 𝑇2𝑁−𝑡 = (

(𝑁−𝑡)𝑥𝑎+𝑡𝑥𝑏

𝑁
,

(𝑁−𝑡)𝑦𝑎

𝑁
)  

𝑇𝑁−𝑡 = (
(𝑁−𝑡)𝑥𝑏

𝑁
, 0) 𝑇2𝑁+𝑡 = (

(𝑁−𝑡)𝑥𝑎

𝑁
,

(𝑁−𝑡)𝑦𝑎

𝑁
)  

𝑇𝑁+𝑡 = (
𝑡𝑥𝑎+(𝑁−𝑡)𝑥𝑏

𝑁
,

𝑡𝑦𝑎

𝑁
) 𝑇3𝑁−𝑡 = (

𝑡𝑥𝑎

𝑁
,

𝑡𝑦𝑎

𝑁
)  

C

A

B
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2.2.2 สมการเส้นตรงที่ผ่านจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมและจุดแบ่งที่อยู่บนด้านตรงข้าม 
ก าหนดให้เส้นตรงที่ลากผ่านจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมและจุดแบ่งที่อยู่บนด้านตรงข้ามทั้ง 6 

จุดข้างต้น คือ เส้นตรง 𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙6 ตามล าดับ โดยมีมีสมการดังนี้ 
𝑙1 ∶ 𝑦 =

𝑁𝑦𝑎

𝑁𝑥𝑎−𝑡𝑥𝑏
(𝑥 − 𝑥𝑎) + 𝑦𝑎  𝑙2 ∶ 𝑦 =

𝑡𝑦𝑎

𝑡𝑥𝑎−𝑁𝑥𝑏
(𝑥 − 𝑥𝑎) 

𝑙3 ∶ 𝑦 =
𝑡𝑦𝑎

𝑡𝑥𝑎+(𝑁−𝑡)𝑥𝑏
𝑥   𝑙4 ∶ 𝑦 =

𝑁𝑦𝑎

𝑁𝑥𝑎−(𝑁−𝑡)𝑥𝑏
(𝑥 − 𝑥𝑎) + 𝑦𝑎 

𝑙5 ∶ 𝑦 =
(𝑁−𝑡)𝑦𝑎

(𝑁−𝑡)𝑥𝑎−𝑁𝑥𝑏
(𝑥 − 𝑥𝑏)  𝑙6 ∶ 𝑦 =

(𝑁−𝑡)𝑦𝑎

(𝑁−𝑡)𝑥𝑎+𝑡𝑥𝑏
𝑥  

2.2.3 พิกัดจุดยอดของรูปหกเหลี่ยมที่เกิดจากการตัดกันระหว่างเส้นตรง 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑙4, 𝑙5 และ 𝑙6 

ก าหนดให้ 𝑉𝑖 เป็นจุดตัดของเส้นตรง 𝑙𝑖 และ 𝑙𝑖+1 เมื่อ 𝑖 = 1, 2, … , 6 และ 𝑙7 = 𝑙1 ซึ่งแสดง
ได้ดังรูปที่ 7 

 
รูปที่ 7 จุดยอด 𝑉1 ถึง 𝑉6 ของรูปหกเหลี่ยม ที่เกิดจากการตัดกันของเส้นตรง 𝑙1 ถึง 𝑙6 

จะได้ จุดยอด 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4, 𝑉5  และ 𝑉6 ของรูปหกเหลี่ยม มีพิกัดดังนี้ 
𝑉1 = (

𝑡(𝑥𝑎+𝑥𝑏)

𝑁+𝑡
,

𝑡𝑦𝑎

𝑁+𝑡
) 𝑉2 = (

𝑡𝑥𝑎+(𝑁−𝑡)𝑥𝑏

2𝑁−𝑡
,

𝑡𝑦𝑎

2𝑁−𝑡
) 

𝑉3 = (
𝑡𝑥𝑎+(𝑁−𝑡)𝑥𝑏

𝑁+𝑡
,

𝑡𝑦𝑎

𝑁+𝑡
) 𝑉4 = (

(𝑁−𝑡)(𝑥𝑎+𝑥𝑏)

2𝑁−𝑡
,

(𝑁−𝑡)𝑦𝑎

2𝑁−𝑡
) 

𝑉5 = (
(𝑁−𝑡)𝑥𝑎+𝑡𝑥𝑏

𝑁+𝑡
,

(𝑁−𝑡)𝑦𝑎

𝑁+𝑡
) 𝑉6 = (

(𝑁−𝑡)𝑥𝑎+𝑡𝑥𝑏

2𝑁−𝑡
,

(𝑁−𝑡)𝑦𝑎

2𝑁−𝑡
) 

2.2.4 พ้ืนที่ของรูปหกเหลี่ยม 𝑉1𝑉2𝑉3𝑉4𝑉5𝑉6   

ทฤษฎีบท 2.2 (ทฤษฎีบทชูเลซ (Shoelace Theorem)) [1] ก าหนดให้ 𝑃 เป็นรูป 𝑛 เหลี่ยม ที่มี 
จุดยอดเป็นจุด (𝑎1, 𝑏1), (𝑎2, 𝑏2), (𝑎3, 𝑏3), … , (𝑎𝑛, 𝑏𝑛) ซึ่ งเรียงกันในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา  
พ้ืนทีข่องรูป 𝑃 คือ 

1

2
[(𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏3 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑏𝑛 + 𝑎𝑛𝑏1) − (𝑏1𝑎2 + 𝑏2𝑎3 + ⋯ + 𝑏𝑛−1𝑎𝑛 + 𝑏𝑛𝑎𝑏1)] 

 

l3

l4

l5 l6

l1

l2
V6

V1 V2

V4

V3

V5

A(xa, ya)

C(0, 0) B(xb, 0)
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|

|

𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2

𝑎3

⋮
𝑎𝑛

𝑎1

𝑏3

⋮
𝑏𝑛

𝑏1

|

|
  

ดังนั้น จากทฤษฎีบทชูเลซและจุดยอด 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4, 𝑉5  และ 𝑉6 ของรูปหกเหลี่ยมวางเรียงในทิศทาง
ทวนเข็มนาฬิกา จะได้พ้ืนที่ของรูปหกเหลี่ยม 𝑉1𝑉2𝑉3𝑉4𝑉5𝑉6  คือ  

1

2
𝑦𝑎 ((

𝑡2(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏)

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
 +

𝑡2𝑥𝑎 + 𝑡(𝑁 − 𝑡)𝑥𝑏

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
+  

𝑡(𝑁 − 𝑡)𝑥𝑎 + (𝑁 − 𝑡)2𝑥𝑏

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
 

+
(𝑁 − 𝑡)2(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏)

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
+

(𝑁 − 𝑡)2𝑥𝑎 + 𝑡(𝑁 − 𝑡)𝑥𝑏

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
+

𝑡(𝑁 − 𝑡)𝑥𝑎 + 𝑡2𝑥𝑏

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
) 

− (
𝑡2𝑥𝑎 + 𝑡(𝑁 − 𝑡)𝑥𝑏

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
 +

𝑡2𝑥𝑎 + 𝑡(𝑁 − 𝑡)𝑥𝑏

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
+  

𝑡(𝑁 − 𝑡)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏)

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
 

+
(𝑁 − 𝑡)2𝑥𝑎 + 𝑡(𝑁 − 𝑡)𝑥𝑏

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
+

(𝑁 − 𝑡)2𝑥𝑎 + 𝑡(𝑁 − 𝑡)𝑥𝑏

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
+

𝑡(𝑁 − 𝑡)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏)

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
)) 

=
 𝑥𝑏𝑦𝑎(𝑁 − 2𝑡)

2

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
  

     

𝑉1  𝑡(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏)

𝑁 + 𝑡
 

𝑡𝑦𝑎

𝑁 + 𝑡
  

𝑉2 [𝑡2𝑥𝑎+𝑡(𝑁−𝑡)𝑥𝑏]𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 𝑡𝑥𝑎 + (𝑁 − 𝑡)𝑥𝑏

2𝑁 − 𝑡
 

𝑡𝑦𝑎

2𝑁 − 𝑡
 𝑡2(𝑥𝑎+𝑥𝑏)𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 

𝑉3 [𝑡2𝑥𝑎+𝑡(𝑁−𝑡)𝑥𝑏]𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 𝑡𝑥𝑎 + (𝑁 − 𝑡)𝑥𝑏

𝑁 + 𝑡
 

𝑡𝑦𝑎

𝑁 + 𝑡
 [𝑡2𝑥𝑎+𝑡(𝑁−𝑡)𝑥𝑏]𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 

𝑉4 
𝑡(𝑁−𝑡)(𝑥𝑎+𝑥𝑏)𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 (𝑁 − 𝑡)(𝑥𝑎+𝑥𝑏)

2𝑁 − 𝑡
 (𝑁 − 𝑡)𝑦𝑎

2𝑁 − 𝑡
 

[𝑡(𝑁−𝑡)𝑥𝑎+(𝑁−𝑡)2𝑥𝑏]𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 

𝑉5 
[(𝑁−𝑡)2𝑥𝑎+𝑡(𝑁−𝑡)𝑥𝑏]𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 (𝑁 − 𝑡)𝑥𝑎 + 𝑡𝑥𝑏

𝑁 + 𝑡 
 (𝑁 − 𝑡)𝑦𝑎

𝑁 + 𝑡 
 

(𝑁−𝑡)2(𝑥𝑎+𝑥𝑏)𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 

𝑉6 [(𝑁−𝑡)2𝑥𝑎+𝑡(𝑁−𝑡)𝑥𝑏]𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 (𝑁 − 𝑡)𝑥𝑎 + 𝑡𝑥𝑏

2𝑁 − 𝑡
 (𝑁 − 𝑡)𝑦𝑎

2𝑁 − 𝑡
 

[(𝑁−𝑡)2𝑥𝑎+𝑡(𝑁−𝑡)𝑥𝑏]𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 

𝑉1 
𝑡(𝑁−𝑡)(𝑥𝑎+𝑥𝑏)𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 𝑡(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏)

𝑁 + 𝑡
 

𝑡𝑦𝑎

𝑁 + 𝑡
 [𝑡(𝑁−𝑡)𝑥𝑎+𝑡2𝑥𝑏]𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 

ให้พื้นที่รูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 คือ [𝐴𝐵𝐶] จะได้ว่า [𝐴𝐵𝐶] =  
𝑥𝑏𝑦𝑎

2
 หรือ 𝑥𝑏𝑦𝑎  =  2[𝐴𝐵𝐶]  

ดังนั้นพ้ืนที่ของรูปหกเหลี่ยม 𝑉1𝑉2𝑉3𝑉4𝑉5𝑉6  คือ    2[𝐴𝐵𝐶](𝑁 − 2𝑡)
2

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
 

𝑎1𝑏2 

𝑎2𝑏3 

𝑎𝑛−1𝑏𝑛 

𝑎𝑛𝑏1 

𝑏2𝑎3 
 

𝑏𝑛−1𝑎𝑛 
 𝑏𝑛𝑎1 

 

⋮ ⋮ 

𝑏1𝑎2 
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2.3 รูปทั่วไปของอัตราส่วนพื้นที่รูปหกเหลี่ยมต่อพื้นที่รูปสามเหลี่ยม 

จากพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยม 𝑉1𝑉2𝑉3𝑉4𝑉5𝑉6  คือ   2[𝐴𝐵𝐶](𝑁 − 2𝑡)
2

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
 และพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม  𝐴𝐵𝐶 

คือ [𝐴𝐵𝐶] จะได้ อัตราส่วนของพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม คือ 

  

 2[𝐴𝐵𝐶](𝑁 − 2𝑡)
2

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
[𝐴𝐵𝐶]

=  2(𝑁 − 2𝑡)
2

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
  

สรุปได้ว่า รูปทั่วไปของอัตราส่วนพื้นที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม คือ  

       
 2(𝑁 − 2𝑡)

2

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
     (*) 

เมื่อ 𝑁 แทน ส่วนแบ่งที่เท่ากันบนแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยม โดยที่ 𝑁 ≥ 3  
      𝑡 แทน จ านวนส่วนที่นับจากจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมไปถึงจุดแบ่งใกล้ที่สุดที่เลือกบนแต่ละด้าน 

2.4 ความสัมพันธ์กับทฤษฎีบทอ่ืน ๆ 
จากนัยทั่วไปของอัตราส่วนพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยมของบทความนี้  คือ 

2(𝑁−2𝑡)2

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 เมื่อแทน 𝑡 =

𝑁−1

2
 จะได้ว่า (*) คือ 8

9𝑁2−1
 ซึ่งคือ อัตราส่วนพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมที่เล็กที่สุด

ต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม ซึ่งเท่ากับอัตราส่วนพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยมที่ด้านถูกแบ่ง
ออกเป็นจ านวนคี่ของทฤษฎีบทของไรอัน มอร์แกน ซ่ึงคือ 8

9𝑁2−1
  

เมื่อเปรียบเทียบกับทฤษฎีบทของโอซามา อับดัลลา ที่แยกพิจารณาการแบ่งด้านของ 
รูปสามเหลี่ยมออกเป็นจ านวนคี่และจ านวนคู่ โดยก าหนด 𝑐 เป็นล าดับของรูปหกเหลี่ยมจากเล็กไป
ใหญ่ ซึ่งเป็นแนวคิดกลับกันกับบทความนี้ที่ก าหนดให้ 𝑡 เป็นล าดับของรูปหกเหลี่ยมจากใหญ่ไปเล็ก 
เช่น ถ้าหากแบ่งด้านของรูปสามเหลี่ยมออกเป็น 9 ส่วน จะเกิดรูปหกเหลี่ยมภายในขึ้นทั้งหมด  
4 รูป ซึ่งทฤษฎีบทของโอซามา อับดัลลา จะให้ 𝑐 เป็น 1, 2, 3, 4 โดยเรียงตามล าดับขนาดของ 
รูปหกเหลี่ยมจากเล็กไปใหญ่ ดังรูปที่ 3(ก) แต่ในบทความนี้จะให้ 𝑡 เป็น 1, 2, 3, 4 ซึ่งเรียงตามล าดับ
ขนาดรูปหกเหลี่ยมจากใหญ่ไปเล็ก ดังรูปที่ 5 ดังนั้นจะเห็นได้ว่า 𝑡 และ 𝑐 มีการเรียงล าดับขนาดของ
รูปหกเหลี่ยมแบบสวนทางกัน โดยที่ 𝑡 =

𝑁+1

2
− 𝑐 ท าให้ได้ว่าอัตราส่วนของพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อ

พ้ืนที่รูปสามเหลี่ยมทีเ่ขียนในรูป 𝑡 และ 𝑐 มีความสัมพันธ์กัน ดังตารางที่ 2.1 และ 2.2  
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ตารางที่ 2.1 กรณีที่ 𝑁 เป็นจ านวนคี่ (เกิดรูปหกเหลี่ยม 𝑁−1

2
 รูป) 

𝒄 𝒕 อัตราส่วนของพื้นที่รูปหกเหลีย่มต่อพื้นที่รูปสามเหลี่ยม (𝐴𝑒) 

1 
𝑁 − 1

2
 จาก 𝑡 =

𝑁+1

2
− 𝑐 =

𝑁+1−2𝑐

2
 

แทน 𝑡 ใน (*) จะได้ว่า 

 𝐴𝑒 =
2[𝑁−2(

𝑁+1−2𝑐

2
)]

2

[2𝑁−(
𝑁+1−2𝑐

2
)][𝑁+(

𝑁+1−2𝑐

2
)]
 

  = 2(2𝑐−1)2

[3𝑁+(2𝑐−1)][3𝑁−(2𝑐−1)]

4

  

  = 8(2𝑐−1)2

9𝑁2−(2𝑐−1)2  

  = 8

(
3𝑁

2𝑐−1
)

2
−1

  

  = 32

(
6𝑁

2𝑐−1
)

2
−4

 

เมื่อ 𝑁 ≥ 3 และ 𝑐 = 1, 2, … ,
𝑁−1

2
 

2 
𝑁 − 1

2
− 1 

3 
𝑁 − 1

2
− 2 

⋮ ⋮ 
𝑁 − 1

2
− 2 3 

𝑁 − 1

2
− 1 2 

𝑁 − 1

2
 1 

 

ตารางที่ 2.2 กรณีที่ 𝑁 เป็นจ านวนคู่ (เกิดรูปหกเหลี่ยม 𝑁−2

2
 รูป) 

𝒄 𝒕 อัตราส่วนของพื้นที่รูปหกเหลีย่มต่อพื้นที่รูปสามเหลี่ยม (𝐴𝑒) 

1 
𝑁 − 2

2
 จาก 𝑡 =

𝑁

2
− 𝑐 =

𝑁−2𝑐

2
 

แทน 𝑡 ใน (*) จะได้ว่า  

 𝐴𝑒 =
2[𝑁−2(

𝑁−2𝑐

2
)]

2

[2𝑁−(
𝑁−2𝑐

2
)][𝑁+(

𝑁−2𝑐

2
)]
 

   = 2(2𝑐)2

[3𝑁+2𝑐][3𝑁−2𝑐]

4

  

  = 32𝑐2

9𝑁2−4𝑐2 

  = 32

9(
𝑁

𝑐
)

2
−4

 

เมื่อ 𝑁 ≥ 3 และ 𝑐 = 1, 2, … ,
𝑁−2

2
 

2 
𝑁 − 2

2
− 1 

3 
𝑁 − 2

2
− 2 

⋮ ⋮ 

𝑁 − 2

2
− 2 3 

𝑁 − 2

2
− 1 2 

𝑁 − 2

2
 1 
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3. สรุปผลการศึกษา 
การศึกษาครั้งนี้เป็นการศึกษาหานัยทั่วไปแบบหนึ่งของอัตราส่วนพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่ 

รูปสามเหลี่ยมตามทฤษฎีบทของแมเรียน วอลเตอร์ โดยการแบ่งด้านแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยม
ออกเป็น 𝑁 ส่วนเท่า ๆ กัน และไม่ว่าจะลากเส้นตรงจากจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมไปยังจุดแบ่ง 2 จุด
ใด ๆ ที่อยู่ด้านตรงข้าม ซึ่งจุดแบ่ง 2 จุดนั้นอยู่ห่างจากจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมที่ใกล้ที่สุดในด้านนั้น

เป็นระยะเท่ากัน จะได้ว่าอัตราส่วนพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม  คือ 2(𝑁−2𝑡)2

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
  

เมื่อ 𝑁 แทนจ านวนส่วนแบ่งที่เท่ากันบนแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยม โดยที่ 𝑁 ≥ 3 และ 𝑡 แทน 
จ านวนส่วนที่นับจากจุดแบ่งไปยังจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมทีใ่กล้สุดบนแต่ละด้าน 

4.  ข้อสังเกต 

จากผลการศึกษาอัตราส่วนพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม  ซึ่งคือ 2(𝑁−2𝑡)2

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
  

หากพิจารณาตัวผกผันของอัตราส่วนนี้ ซึ่งคือ (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2 = 1 +
9𝑡(𝑁−𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2 พบว่า 

4.1 ถ้า 𝑁 เป็นจ านวนเต็มบวกใด ๆ ที่อยู่ในรูป 2𝑛 เมื่อ 𝑛 = 1,2,3, …  
จะได้ว่า ไม่มีจ านวนเต็ม 𝑡 ที่ท าให้อัตราส่วน (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2  เป็นจ านวนเต็ม  
พิจารณาได้ดังนี้ 

กรณ ี1 ถ้า 𝑡 เป็นจ านวนคี่  
จะท าให้ 2 ∤ 9𝑡(2𝑛 − 𝑡)  

ดังนั้น 1 +
9𝑡(𝑁−𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2 = 1 +
9𝑡(2𝑛−𝑡)

2(2𝑛−2𝑡)2 ไม่เป็นจ านวนเต็ม เมื่อ 𝑡 เป็นจ านวนคี่ 

กรณี 2 ถ้า 𝑡 เป็นจ านวนคู่ ที่อยู่ในรูป 𝑚2𝑘 เมื่อ 𝑘 = 1, 2, 3, … และ 𝑚 เป็นจ านวนคี่ 
เนื่องจาก 𝑡 ≤

𝑁+1

2
< 𝑁 ดังนั้น 𝑘 < 𝑁  

จะได้ 1 +
9𝑡(𝑁−𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2 = 1 +
9𝑡(2𝑛−𝑡)

2(2𝑛−2𝑡)2 

 = 1 +
(9𝑚2𝑘)(2𝑛−(𝑚2𝑘))

2(2𝑛−(2𝑚2𝑘))
2  

 = 1 +
9𝑚(2𝑛−𝑘−𝑚)

2(2𝑛−𝑘−2𝑚)
2 

เห็นได้ว่าส าหรับ 𝑚 ที่เป็นจ านวนคี ่2 ∤ 9𝑚(2𝑛−𝑘 − 𝑚) 
ดังนั้น 1 +

9𝑡(𝑁−𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2 ไม่เป็นจ านวนเต็ม 
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จากทั้งสองกรณีจะได้ว่า ไม่มีจ านวนเต็ม 𝑡 ที่ท าให้อัตราส่วน (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2  เป็นจ านวนเต็ม เมื่อ 𝑁 
เป็นจ านวนเต็มบวกใด ๆ ที่อยู่ในรูป 2𝑛 เมื่อ 𝑛 = 1,2,3, …  

4.2 เมื่อ (𝑁, 𝑡) =  1 จะได้ว่า 
4.2.1 ถ้า 𝑁 เป็นจ านวนคู่ใด ๆ โดย 𝑁 ≥ 3 จะได้ว่า (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2  ไม่เป็นจ านวนเต็ม 
พิจารณาได้ดังนี้ จาก 𝑁 เป็นจ านวนคู่ใด ๆ และ (𝑁, 𝑡) =  1 ท าให้ได้ว่า 𝑡 เป็นจ านวนคี่ 
จะเห็นว่า (2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡) เป็นจ านวนคี่ และ 2(𝑁 − 2𝑡)2 เป็นจ านวนคู่ 
ดังนั้น (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2  ไม่เป็นจ านวนเต็ม เมื่อ 𝑁 เป็นจ านวนคู่ใด ๆ โดย 𝑁 ≥ 3 และ 
 (𝑁, 𝑡) =  1 

4.2.2 ถ้า 𝑁 เป็นจ านวนคี่ใด ๆ โดย 𝑁 ≥ 5 จะได้ว่า (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2  เป็นจ านวนเต็ม ก็ต่อเมื่อ 
 𝑡 =

𝑁−1

2
 หรือ 𝑡 =

𝑁−3

2
  

พิจารณาได้ดังนี้  
จาก (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2 = 1 +
9𝑡(𝑁−𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2  
เนื่องจาก 𝑁 เป็นจ านวนคี่ ที ่𝑁 ≥ 5 จะได้ว่า 𝑡(𝑁 − 𝑡) เป็นจ านวนคู่ 
ดังนั้น 2 | 𝑡(𝑁 − 𝑡) เพราะฉะนั้น 
   (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2  เป็นจ านวนเต็ม  ก็ต่อเมื่อ 9𝑡(𝑁−𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2 เป็นจ านวนเต็ม  
   ก็ต่อเมื่อ (𝑁 − 2𝑡)2 | 9 
   ก็ต่อเมื่อ 𝑁 − 2𝑡 = 1 หรือ 𝑁 − 2𝑡 = 3 
   ก็ต่อเมื่อ 𝑡 =

𝑁−1

2
 หรือ 𝑡 =

𝑁−3

2
 

ดังนั้น ถ้า 𝑁 เป็นจ านวนคี่ใด ๆ โดย 𝑁 ≥ 5 จะได้ว่า (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2  เป็นจ านวนเต็ม ก็ต่อเมือ่ 

𝑡 =
𝑁−1

2
 หรือ 𝑡 =

𝑁−3

2
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