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บทคัดย่อ 
บทความนี้ได้ศึกษาสมการผลต่างสืบเนื่องเชิงเศษส่วนแบบ q-Hilfer ที่มีล าดับการด าเนินการ 

0 < 𝛼(𝑡) < 1, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 และ 0 < 𝑞 < 1 และการด ารงอยู่ของผลเฉลยพิสูจน์ด้วยทฤษฎีจุดตรึง
ของบานาค  
ค าส าคัญ:  อนุพันธ์เชิงเศษส่วน อนุพันธ์ q ทฤษฎีจุดตรึงของบานาค 
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ABSTRACT 
In this article, the solution to q-Hilfer fractional difference equation with orders 

0 < 𝛼(𝑡) < 1, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 and 0 < 𝑞 < 1 will be studied. The existence of solution is 
proved by Banach’s fixed point theorem.  
Keywords:  Fractional derivative, q-derivative, Banach’s fixed point theory 

1. บทน า  
แคลคูลัสเชิงเศษส่วนถือเป็นสาขาหนึ่งในศาสตร์คณิตวิเคราะห์ที่แยกออกจากแคลคูลัสทั่วไปโดย

มีการใช้อนุพันธ์และปริพันธ์ที่มีล าดับการด าเนินการที่ไม่ใช่จ านวนเต็ม ดังนั้นแคลคูลัสเชิงเศษส่วน
เปรียบเสมือนส่วนขยายที่เข้ามาเติมเต็มการพิจารณาอนุพันธ์และปริพันธ์ที่มีล าดับการด าเนินการเป็น
จ านวนเต็ม โดยที่อนุพันธ์ล าดับที่หนึ่งของฟังก์ชัน 𝑓(𝑡) มีนิยามว่า 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= 𝐷𝑓(𝑡) = 𝑓′(𝑡) = lim

ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)

ℎ
 

ในปี  ค.ศ.  1695 Guillaume de L’Hôpital ได้ตั้ งค าถามกับ Gottfried Wilhelm Leibniz 
เกี่ยวกับอนุพันธ์ล าดับที่ 𝑛 ของฟังก์ชัน 𝑦 ว่าจะเกิดอะไรขึ้นเมื่อ 𝑛 = 1

2
 ซี่งนับเป็นจุดเริ่มต้นของ

การศึกษาแคลคูลัสเชิงเศษส่วน ภายหลังปริพันธ์และอนุพันธ์เชิงเศษส่วนมีการให้นิยามหลายรูปแบบ
โดยบทนิยามที่มีชื่อเสียงถูกน าเสนอโดย Riemann-Liouville, Caputo และ Hilfer 

บทนิยาม 1.1 [1] ก าหนดให้ 𝛼 > 0 ปริพันธ์เชิงเศษส่วนแบบ Riemann-Liouville ที่มีล าดับการ
ด าเนินการ 𝛼 นิยามโดย  

𝐼𝑎,𝑡
𝛼 𝑓(𝑡) =

1

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑎

 , 𝑡 ≥ 𝑎 

โดย Γ(𝑧) = ∫ 𝑥𝑧−1𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0
 ส าหรับจ านวนจริง 𝑧 > 0  

บทนิยาม 1.2 [1] ก าหนดให้ 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 อนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบ Riemann-Liouville ที่มี
ล าดับการด าเนินการ 𝛼 นิยามโดย 𝐷𝑎,𝑡𝛼 𝑓(𝑡) = 𝐷𝑛𝐼𝑎,𝑡𝑛−𝛼𝑓(𝑡) โดยที่ 𝐷𝑛𝑓(𝑡) = 𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡) 

บทนิยาม 1.3 [1] ก าหนดให้ 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 อนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบ Caputo ที่มีล าดับการ
ด าเนินการ 𝛼 นิยามโดย D𝑎,𝑡𝛼 𝑓(𝑡) = 𝐼𝑎,𝑡

𝑛−𝛼𝐷𝑛𝑓(𝑡) 
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บทนิยาม 1.4 [5] ก าหนดให้ 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 และ 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 อนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบ Hilfer ที่มี
ล าดับการด าเนินการ 𝛼 และ 𝛽 นิยามโดย D𝑎,𝑡

𝛼,𝛽
𝑓(𝑡) = 𝐼𝑎,𝑡

𝛽(𝑛−𝛼)
𝐷𝑛𝐼𝑎,𝑡

(1−𝛽)(𝑛−𝛼)
𝑓(𝑡) 

จะพบว่า กรณี 𝛽 = 0 บทนิยาม 1.4 จะให้ผลตรงกับบทนิยาม 1.2 และกรณี 𝛽 = 1 บทนิยาม 1.4 
จะให้ผลตรงกับบทนิยาม 1.3 

ในป ีค.ศ. 1909 Jackson [6] ได้นิยามอนุพันธ์ q ไว้ดังนี้ 

𝐷𝑞𝑓(𝑡) =
𝑓(𝑞𝑡) − 𝑓(𝑡)

𝑞𝑡 − 𝑡
, 𝑞 ∈ ℝ 

และปริพันธ์ q ไดน้ิยามดังนี้ 

𝐼𝑞𝑓(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡
𝑥

0

= (1 − 𝑞)∑ 𝑡𝑞𝑛𝑓(𝑡𝑞𝑛)

∞

𝑛=0

 

อนุพันธ์ q และ ปริพันธ์ q สามารถนิยามในเชิงเศษส่วนดังนี้ 

บทนิยาม 1.5 [8] ก าหนดให้ 𝛼 > 0 ปริพันธ์ q เชิงเศษส่วนแบบ Riemann-Liouville ที่มีล าดับการ
ด าเนินการ 𝛼 นิยามโดย  

𝐼𝑞,𝑡
𝛼 𝑓(𝑡) =

1

Γ𝑞(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑞𝑠)(𝛼−1)𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

 , 𝑡 ≥ 0 

โดยที่ (𝑛 − 𝑚)(𝑘) = ∏ 𝑛−𝑚𝑞𝑖

𝑛−𝑚𝑞𝑖+𝑘
 , 𝑛 ≠ 0, 𝑘 ∈ ℝ ∞

𝑖=0  กรณ ี𝑚 = 0 ให้ (𝑛)(𝑘) = 𝑛𝑘  

และ Γ𝑞(𝑡) =
(1−𝑞)(𝑡−1)

(1−𝑞)𝑡−1
, 𝑡 ∈ ℝ\{0,−1,−2,… } กรณ ี𝑞 = 1 ให้ Γ𝑞(𝑡) = Γ(𝑡)  

เห็นได้อย่างชัดเจนว่า Γ𝑞(𝑡 + 1) = [𝑡]𝑞Γ𝑞(𝑡) เมื่อ [𝑘]𝑞 =
1−𝑞𝑘

1−𝑞
 , 𝑘 ∈ ℝ 

บทนิยาม 1.6 [2] ก าหนดให้ 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 อนุพันธ์ q เชิงเศษส่วนแบบ Riemann-Liouville ที่มี
ล าดับการด าเนินการ 𝛼 นิยามโดย 𝐷𝑞,𝑡𝛼 𝑓(𝑡) = 𝐷𝑞𝑛𝐼𝑞,𝑡𝑛−𝛼𝑓(𝑡) 

บทนิยาม 1.7 [2] ก าหนดให้ 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 อนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบ Caputo ที่มีล าดับการ
ด าเนินการ 𝛼 นิยามโดย D𝑞,𝑡𝛼 𝑓(𝑡) = 𝐼𝑞,𝑡

𝑛−𝛼𝐷𝑞
𝑛𝑓(𝑡) 

จะสังเกตเห็นว่า เมื่อ 𝑞 = 1 อนุพันธ์ q และปริพันธ์ q เชิงเศษส่วนก็คือ อนุพันธ์และปริพันธ์เชิง
เศษส่วนปกติ ในบทความนี้ ผู้เขียนจึงสนใจที่จะศึกษานิยามของอนุพันธ์แบบ q-Hilfer ที่มีล าดับการ
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ด าเนินการแปรผันตามเวลา เพ่ือให้ได้นิยามที่เป็นรูปทั่วไปและครอบคลุมบทนิยามที่ผ่านมาให้ได้มาก
ที่สุด 

2. อนุพันธ์แบบ q-Hilfer 
ในหัวข้อนี้ผู้เขียนได้แรงบันดาลใจมาจากนิยามอนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบ Hilfer และอนุพันธ์ q 

ดังนั้นผู้ เขียนจึงได้ให้นิยามของอนุพันธ์แบบ q-Hilfer ที่มีล าดับการด าเนินการ 0 < 𝛼 < 1, 
0 ≤ 𝛽 ≤ 1 และ 𝑞 ∈ (0,1) ดังนี้ 

บทนิยาม 2.1 ก าหนดให้  𝜇 ∈ ℝ เซตย่อย 𝐴 ของ ℂ จะเรียกว่า 𝜇-geometric หาก 𝜇𝑧 ∈ 𝐴  
ตราบเท่าที ่𝑧 ∈ 𝐴 

บทนิยาม 2.2 ฟังก์ชัน 𝑓 ที่นิยามบนเซต 𝐴 ที่เป็น q-geometric โดยที่ 0 ∈ 𝐴 จะกล่าวว่าเป็น  
q-regular ที่ 0 เมื่อ lim

𝑛→∞
𝑓(𝑧𝑞𝑛) = 𝑓(0) ส าหรับทุก ๆ 𝑧 ∈ 𝐴 

บทนิยาม 2.3 ก าหนดให้ 0 < 𝛼 < 1 และ 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 อนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบ q-Hilfer นิยามโดย  

𝐷𝑞,𝑡
𝛼,𝛽
𝑓(𝑡) = 𝐼𝑞,𝑡

𝛽(1−𝛼)
𝐷𝑞𝐼𝑞,𝑡

(1−𝛽)(1−𝛼)
𝑓(𝑡) = 𝐼𝑞,𝑡

𝛾−𝛼
𝐷𝑞,𝑡
𝛾
𝑓(𝑡) 

เมื่อ 𝛾 = 𝛼 + 𝛽 − 𝛼𝛽 

จะพบว่า กรณี 𝛽 = 0 บทนิยาม 2.3 จะให้ผลตรงกับบทนิยาม 1.6 กรณี 𝛽 = 1 บทนิยาม 2.3 จะ
ให้ผลตรงกับบทนิยาม 1.7 และกรณี 𝑞 = 1 บทนิยาม 2.3 จะให้ผลตรงกับบทนิยาม 1.4 

บทนิยาม 2.4 [2] ส าหรับจ านวนจริง 𝑝 ≥ 1 ปริภูมิ 𝐿𝑞𝑝(𝑎, 𝑏) เป็นปริภูมิของฟังก์ชันที่ 

(∫ |𝑓(𝑡)|𝑝𝑑𝑞𝑡
𝑏

𝑎

)

1
𝑝

< ∞ 

ส าหรับ 𝑝 = 1 เขียนแทน 𝐿𝑞𝑝(𝑎, 𝑏) ด้วย 𝐿𝑞(𝑎, 𝑏) 

บทนิยาม 2.5 [2] ส าหรับจ านวนจริง 𝑝 > 0 ปริภูมิ 𝕃𝑞𝑝[𝑎, 𝑏] เป็นปริภูมิของฟังก์ชันทั้งหมดบนช่วง 
(𝑎, 𝑏] ปริภูม ิ𝕃𝑞𝑝[𝑎, 𝑏] เป็นปริภูมิบานาคท่ีมี supremum norm ||. ||𝑝 โดยที่ 

||𝑓||𝑝 = sup
𝑡∈(𝑎,𝑏]

(∫ |𝑓(𝑡)|𝑝𝑑𝑞𝑡
𝑏

𝑎

)

1
𝑝

< ∞ 

ส าหรับ 𝑝 = 1 เขียนแทน 𝕃𝑞𝑝[𝑎, 𝑏] ด้วย 𝕃𝑞[𝑎, 𝑏]  
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บทนิยาม 2.6 [2] ปริภูมิ 𝐶𝑞(𝑛)[𝑎, 𝑏] เป็นปริภูมิของฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงปิด [𝑎, 𝑏] ที่มีอนุพันธ์ q 
จนถึงล าดับการด าเนินการของอนุพันธ์ที่ 𝑛 − 1 , 𝐷𝑞𝑛−1𝑓(𝑡) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], ปริภูมิ 𝐶𝑞(𝑛)[𝑎, 𝑏] เป็นปริภูมิ
บานาคที่มี supremum norm ||. || โดยที่ 

||𝑓|| = ∑ max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

𝑛−1

𝑘=0

|𝐷𝑞
𝑘𝑓(𝑡)| < ∞ 

ส าหรับ 𝑛 = 1 เขียนแทน 𝐶𝑞(𝑛)[𝑎, 𝑏] ด้วย 𝐶𝑞[𝑎, 𝑏] และส าหรับ 𝑞 = 1 เขียนแทน 𝐶𝑞(𝑛)[𝑎, 𝑏] ด้วย 
𝐶(𝑛)[𝑎, 𝑏]  

บทนิยาม 2.7 ฟังก์ชัน 𝑓 ที่นิยามบนช่วงปิด [0, 𝑎] จะกล่าวว่า 𝑓 เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องสัมบูรณ์บนช่วง 
[0, 𝑎] เมื่อ 𝑓 เป็น q-regular ที่ 0 และมีค่าคงที่ 𝐾 > 0 ที่ท าให้  

∑|𝑓(𝑡𝑞𝑖) − 𝑓(𝑡𝑞𝑖+1)| ≤ 𝐾

∞

𝑖=0

  

ส าหรับทุก ๆ 𝑡 ∈ (𝑞𝑎, 𝑎] 

บทนิยาม 2.8 [2] ให้ปริภูมิ 𝐴𝐶𝑞[𝑎, 𝑏] เป็นปริภูมิของฟังก์ชันต่อเนื่องสัมบูรณ์บนช่วงปิด [𝑎, 𝑏] แล้ว 
𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑞[𝑎, 𝑏] ก็ต่อเมื่อ มีค่าคงที่ 𝑐 และฟังก์ชัน 𝜑 ∈ 𝕃𝑞𝑝[𝑎, 𝑏] ซ่ึง 

𝑓(𝑡) = 𝑐 +∫ 𝜑(𝑠)
𝑡

𝑎

𝑑𝑞𝑠 , 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]  

ส าหรับ 𝑞 = 1 เขียนแทน 𝐴𝐶𝑞[𝑎, 𝑏] ด้วย 𝐴𝐶[𝑎, 𝑏] 
บทนิยาม 2.9 [2] ปริภูมิ 𝐴𝐶𝑞(𝑛)[𝑎, 𝑏] เป็นปริภูมิของฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงปิด [𝑎, 𝑏] ที่มีอนุพันธ์ q 
จนถึงล าดับการด าเนินการของอนุพันธ์ที่ 𝑛 − 1 , 𝐷𝑞𝑛−1𝑓(𝑡) ∈ 𝐴𝐶𝑞[𝑎, 𝑏] 
ส าหรับ 𝑞 = 1 เขียนแทน 𝐴𝐶𝑞(𝑛)[𝑎, 𝑏] ด้วย 𝐴𝐶(𝑛)[𝑎, 𝑏] 

บทนิยาม 2.10 [4] ปริภูมิ 𝐶𝛾[𝑎, 𝑏] เป็นปริภูมิของฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง (𝑎, 𝑏] ซ่ึง  

𝐶𝛾[𝑎, 𝑏] = {𝑓: (𝑎, 𝑏] → ℝ | (𝑡 − 𝑎)𝛾𝑓(𝑡) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]}, 0 ≤ 𝛾 < 1 

ที่มี norm ||. ||𝐶𝛾 โดยที่ 
||𝑓||𝐶𝛾 = ||(𝑡 − 𝑎)

𝛾𝑓(𝑡)|| 
และ 

𝐶𝛾
𝑛[𝑎, 𝑏] = {𝑓 ∈ 𝐶𝑛−1[𝑎, 𝑏] |  𝑓(𝑛) ∈ 𝐶𝛾[𝑎, 𝑏]}, 𝑛 ∈ ℕ 

 𝐶𝛾
0[𝑎, 𝑏] = 𝐶𝛾 [𝑎, 𝑏] 
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ที่มี norm ||. ||𝐶𝛾 โดยที่ 

||𝑓||𝐶𝛾𝑛 = ∑ ||𝑓(𝑘)||

𝑛−1

𝑘=0

+ ||𝑓(𝑛)||𝐶𝛾  

และมีคุณสมบัติดังนี้ 
1. 𝐶0[𝑎, 𝑏] = 𝐶[𝑎, 𝑏] 
2. 𝐶𝛾𝑛[𝑎, 𝑏] ⊂ 𝐴𝐶(𝑛)[𝑎, 𝑏] 
3. 𝐶𝛾1[𝑎, 𝑏] ⊂ 𝐶𝛾2[𝑎, 𝑏] , 0 ≤ 𝛾1 < 𝛾2 < 1  

ทฤษฎีบทประกอบ 2.11 [8] ก าหนดให้ 𝛼, 𝛽 ≥ 0 และ 𝑓 เป็นฟังก์ชันที่นิยามบนช่วงปิด [0, 𝑇] แล้ว 
ปริพันธ์ q และอนุพันธ์ q เชิงเศษส่วนแบบ Riemann-Liouville มีคุณสมบัติดังนี้ 

1. 𝐼𝑞,𝑡𝛼 𝐼𝑞,𝑡
𝛽
𝑓(𝑡) = 𝐼𝑞,𝑡

𝛼+𝛽
𝑓(𝑡) 

2. 𝐷𝑞,𝑡𝛼 𝐼𝑞,𝑡𝛼 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) 

ทฤษฎีบท 2.12 [2] ก าหนดให้ 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛, 𝑓 ∈ 𝕃𝑞[0, 𝑇] ที ่𝐼𝑞,𝑡𝑛−𝛼𝑓(𝑡) ∈ 𝐴𝐶𝑞(𝑛)[0, 𝑇] แล้ว  

𝐼𝑞,𝑡
𝛼 𝐷𝑞,𝑡

𝛼 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) −∑ 𝐼𝑞,𝑡
1+𝑖−𝛼𝑓(0)

𝑡𝛼−𝑖−1

Γ𝑞(𝛼 − 𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

 

โดยที ่𝐼𝑞,𝑡1+𝑖−𝛼𝑓(0) = lim
𝑡→0+

𝐼𝑞,𝑡
1+𝑖−𝛼𝑓(𝑡) 

ทฤษฎีบท 2.13 [7] ก าหนดให้ 𝛼 ∈ (0,1), 𝛽 ∈ [0,1], 𝑓 ∈ 𝕃𝑞[0, 𝑇] ที ่𝐼𝑞,𝑡
1−𝛾

𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑞[0, 𝑇] เมื่อ  
𝛾 = 𝛼 + 𝛽 − 𝛼𝛽 แล้ว 

𝐼𝑞,𝑡
𝛼 𝐷𝑞,𝑡

𝛼,𝛽
𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝐼𝑞,𝑡

1−𝛾
𝑓(0)

𝑡𝛾−1

Γ𝑞(𝛾)
 

ส าหรับบทนิยามของอนุพันธ์แบบ q-Hilfer ที่มีล าดับการด าเนินการ 0 < 𝛼(𝑡) < 1, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 
และ 𝑞 ∈ (0,1) และปริพันธ์ q เชิงเศษส่วนแบบ Riemann-Liouville ที่มีล าดับการด าเนินการ 
แปรผันตามเวลา มีดังนี้ 
บทนิยาม 2.14 [7] ก าหนดให้  𝛼 ∶ [𝑎, 𝑏] → [0,∞) ปริ พันธ์  q เชิงเศษส่วนแบบ Riemann-
Liouville ที่มีล าดับการด าเนินการแปรผันตามเวลา นิยามโดย 

𝐼𝑞,𝑡
𝛼(𝑡)

𝑓(𝑡) =
1

Γ𝑞(𝛼(𝑡))
∫ (𝑡 − 𝑞𝑠)(𝛼(𝑡)−1)𝑓(𝑠)𝑑𝑞𝑠
𝑡

0
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บทนิยาม 2.15 [7] ก าหนดให้ 0 < 𝛼(𝑡) < 1 และ 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 อนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบ q-Hilfer 
ที่มีล าดับการด าเนินการแปรผันตามเวลา นิยามโดย 

𝐷𝑞,𝑡
𝛼(𝑡),𝛽

𝑓(𝑡) = 𝐼𝑞,𝑡
𝛽(1−𝛼(𝑡))

𝐷𝑞𝐼𝑞,𝑡
(1−𝛽)(1−𝛼(𝑡))

𝑓(𝑡) 

จะเห็นได้ว่า กรณ ี𝛼(𝑡) = 𝛼 บทนิยาม 2.15 จะให้ผลตรงกับบทนิยาม 2.3  

3.  สมการผลต่างสืบเนื่องเชิงเศษส่วนแบบ q-Hilfer ที่มีล าดับการด าเนินการแปรผันตามเวลา 
ก าหนดให้ 𝛾(𝑡) = 𝛼(𝑡) + 𝛽 − 𝛼(𝑡)𝛽 สมการผลต่างสืบเนื่องแบบไม่เชิงเส้นที่มีล าดับการ

ด าเนินการ 0 < 𝛼(𝑡) < 1 และ 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 อยู่ในรูป  

𝐷𝑞,𝑡
𝛼(𝑡),𝛽

𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) , 𝑡 ∈ (0, 𝑇] 

𝐼𝑞,𝑡
1−𝛾(𝑡)

𝑓(0) = 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

ให้ 𝑃 = {(𝑇0, 𝑇1], (𝑇1, 𝑇2], (𝑇1, 𝑇2],… , (𝑇𝑁−1, 𝑇𝑁]} โดยที ่𝑇0 = 0, 𝑇𝑁 = 𝑇 และ  
𝑃𝑘 = (𝑇𝑘−1, 𝑇𝑘] แทนช่วงย่อยที่ 𝑘 ของ 𝑃  และให้ 𝛼 ∶ (0, 𝑇] → (0,1) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง 

ก าหนดให้ 𝛼∗ ∶ (0, 𝑇] → (0,1) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องเป็นช่วง ๆ ที่แปรผันตาม 𝑃 เรียก 𝛼∗(𝑡) ว่า
ฟังก์ชันการประมาณของ 𝛼(𝑡) นิยามโดย 

𝛼∗(𝑡) = ∑𝛼(𝑡𝑘)𝐼𝑘(𝑡)

𝑁

𝑘=1

=∑𝛼𝑘𝐼𝑘(𝑡)

𝑁

𝑘=1

=

{
 
 

 
 
𝛼1 , 𝑡 ∈ (𝑇0, 𝑇1]
𝛼2 , 𝑡 ∈ (𝑇1, 𝑇2]
𝛼3 , 𝑡 ∈ (𝑇2, 𝑇3]
⋮ ⋮
𝛼𝑁 , 𝑡 ∈ (𝑇𝑁−1, 𝑇𝑁]

 , 𝑡 ∈ (0, 𝑇] , 𝑡𝑘 ∈ 𝑃𝑘 

โดยที่ 𝐼𝑘(𝑡) เป็นฟังก์ชันบ่งชี้บนช่วง 𝑃𝑘  ซึ่งก็คือ 𝐼𝑘(𝑡) = 1 ส าหรับ 𝑡 ∈ 𝑃𝑘 และ 𝐼𝑘(𝑡) = 0 ส าหรับ
𝑡 ∉ 𝑃𝑘  จะเห็นว่า 𝛼(𝑡) = lim

𝑁→∞
𝛼∗(𝑡)  

ผลเฉลยจากการประมาณการในช่วงย่อย 
ก าหนดให้ 𝛾𝑘 = 𝛼𝑘 + 𝛽 − 𝛼𝑘𝛽 จากทฤษฎีบท 2.13 จะได้ผลเฉลยในช่วงย่อยดังนี้ 

𝑥𝑘(𝑡) = 𝐼𝑞,𝑡
1−𝛾𝑘𝑥(0)

𝑡𝛾𝑘−1

Γ𝑞(𝛾𝑘)
+

1

Γ𝑞(𝛼𝑘)
∫ (𝑡 − 𝑞𝑠)(𝛼𝑘−1)𝑓(𝑠, 𝑥𝑘(𝑠))𝑑𝑞𝑠
𝑡

0

 , 𝑡 ∈ 𝑃𝑘 

ดังนั้นผลเฉลยโดยการประมาณ 𝑥(𝑡) สามารถเขียนได้ในรูปของผลรวมดังนี้ 

𝑥(𝑡) = ∑ 𝐼𝑘(𝑡)

𝑁

𝑘=1

𝑐
𝑡𝛾𝑘−1

Γ𝑞(𝛾𝑘)
+∑

𝐼𝑘(𝑡)

Γ𝑞(𝛼𝑘)
∫ (𝑡 − 𝑞𝑠)(𝛼𝑘−1)𝑓(𝑠, 𝑥𝑘(𝑠))𝑑𝑞𝑠
𝑡

0

𝑁

𝑘=1

 , 𝑡 ∈ (0, 𝑇] 
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เมื่อ 𝑁 → ∞ จะได้ว่า 

𝑥(𝑡) = 𝑐
𝑡𝛾(𝑡)−1

Γ𝑞(𝛾(𝑡))
+

1

Γ𝑞(𝛼(𝑡))
∫ (𝑡 − 𝑞𝑠)(𝛼(𝑡)−1)𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑞𝑠
𝑡

0

 

4. การมีอยู่จริงของผลเฉลย 
ในหัวข้อนี้จะแสดงเงื่อนไขในการมีอยู่จริงของผลเฉลยโดยใช้ทฤษฎีจุดตรึงของบานาค 

บทนิยาม 4.1 ก าหนดให้ 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑋 นิยาม 𝑥∗ ∈ 𝑋 เป็นจุดตรึง ถ้า 𝑄𝑥∗ = 𝑥∗ 

บทนิยาม 4.2 ก าหนดให้ 𝑋 เป็นปริภูมิบานาคที่มี supremum norm ||. ||𝑋 แล้ว 𝐴 ∶ 𝑋 → 𝑋 จะ
เรียกว่า การส่งแบบหดตัว ก็ต่อเมื่อ มีค่าคงที่ 𝑀 ∈ [0,1) ซึ่งท าให้ ||𝐴𝑥 − 𝐴𝑦||𝑋 ≤ 𝑀||𝑥 − 𝑦||𝑋 
ส าหรับทุก ๆ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 เรียกค่าคงที่ 𝑀 ว่า ค่าคงตัวการหดตัว 

ทฤษฎีบท 4.3 [3] ก าหนดให้ 𝑋 เป็นปริภูมิเมตริกบริบูรณ์ โดยที่ 𝑋 ≠ ∅ และให้ 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑋 เป็น 
การส่งแบบหดตัวบน 𝑋 จะได้ว่า การส่ง 𝑄 จะมีผลเฉลยเป็นจุดตรึงเพียงค่าเดียว 

บทนิยาม 4.4 ก าหนดให้ 𝑓: 𝐽 × ℝ → ℝ เป็นฟังก์ชัน แล้ว 𝑓(𝑡, 𝑢) เป็นฟังก์ชันที่ต่อเนื่องแบบ 
Lipshitz ก็ต่อเมื่อ มีค่าคงที่ 𝑀𝑓 > 0 ซึ่งท าให้ |𝑓(𝑡, 𝑢) − 𝑓(𝑡, 𝑣)| ≤ 𝑀𝑓|𝑢 − 𝑣| ส าหรับทุก ๆ 
𝑢, 𝑣 ∈ ℝ และ 𝑡 ∈ 𝐽 

ทฤษฎีบท  4.5 [7] ส าหรับทุก  ๆ 0 < 𝑞 < 1 และ 0 < 𝛼(𝑡) < 1 อสมการต่อไปนี้ เป็นจริ ง  

(1 − 𝑞)𝛼(𝑡) ≤
1

Γ𝑞(𝛼(𝑡) + 1)
< (

1 − 𝑞

1 − 𝑞
𝛼(𝑡)+1
2

)

𝛼(𝑡)

 

เรียกอสมการนี้ว่า อสมการ q-gamma  

4.1 การมีอยู่จริงของผลเฉลยในปริภูมิ 𝕃𝑞[0, 𝑇] 

ทฤษฎีบท 4.6 [9] ผลเฉลย 𝑥(𝑡) ของสมการผลต่างสืบเนื่องเชิงเศษส่วนแบบ q-Hilfer ที่มีล าดับการ
ด าเนินการแปรผันตามเวลา มีอยู่จริงใน 𝕃𝑞[0, 𝑇] ก็ต่อเมื่อ มี 𝑥𝑖 ซึ่งเป็นผลเฉลยบนช่วงย่อย 𝑃𝑖  
นั่นคือ 𝑥𝑖 ∈ 𝕃𝑞[0, 𝑇𝑖] , 𝐼𝑞,𝑡

1−𝛾𝑖𝑥𝑖(0) = 𝑐 ส าหรับ 𝑖 = 1,2,3,… ,𝑁 

ทฤษฎีบท 4.7 [2] ก าหนดให้ 𝑓: (0, 𝑎] → ℝ เป็นฟังก์ชัน ถ้า 𝑓 ∈ 𝕃𝑞[0, 𝑎] แล้ว 𝐼𝑞,𝑡𝛼 𝑓 ∈ 𝕃𝑞[0, 𝑎] 
และ ||𝐼𝑞,𝑡𝛼 𝑓||1 ≤

𝑎𝛼

Γ𝑞(𝛼+1)
||𝑓||1 
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ทฤษฎีบท 4.8 ผลเฉลย 𝑥𝑘(𝑡) มีอยู่จริง และเป็นผลเฉลยเพียงหนึ่งเดียวใน 𝕃𝑞[0, 𝑇𝑘] เมื่อมีค่าคงที่

การหดตัว 𝑀𝑓𝑇𝑘
𝛼𝑘+1

Γ𝑞(𝛼𝑘+1)
< 1 

บทพิสูจน์ ส าหรับทุก ๆ 𝑘 = 1,2,3,… ,𝑁 ให้ 𝑄 ∶ 𝕃𝑞[0, 𝑇𝑘] → 𝕃𝑞[0, 𝑇𝑘] เป็นการส่งแบบหดตัว 
นิยามโดย 𝑄𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 จะได้ว่า 

𝑄𝑥𝑘(𝑡) = 𝐼𝑞,𝑡
1−𝛾𝑘𝑥(0)

𝑡𝛾𝑘−1

Γ𝑞(𝛾𝑘)
+

1

Γ𝑞(𝛼𝑘)
∫ (𝑡 − 𝑞𝑠)(𝛼𝑘−1)𝑓(𝑠, 𝑥𝑘(𝑠))𝑑𝑞𝑠
𝑡

0

 

ดังนั้น 
||𝑄𝑥𝑘 −𝑄𝑦𝑘||1 ≤ 𝑀𝑓||𝐼𝑞,𝑡

𝛼𝑘1||1||𝑥𝑘 − 𝑦𝑘||1 

        ≤
𝑀𝑓𝑇𝑘

𝛼𝑘+1

Γ𝑞(𝛼𝑘+1)
||𝑥𝑘 − 𝑦𝑘||1 

โดยทฤษฎีจุดตรึงของบานาค ถ้ามี 𝑀𝑓𝑇𝑘
𝛼𝑘+1

Γ𝑞(𝛼𝑘+1)
< 1 แล้ว จะมีผลเฉลย 𝑥𝑘 เป็นจุดตรึงเพียงค่าเดียวใน 

𝕃𝑞[0, 𝑇𝑘]              

4.2 การมีอยู่จริงของผลเฉลยในปริภูมิของฟังก์ชันต่อเนื่องที่มีการถ่วงน  าหนัก 𝐶1−𝛾[0, 𝑇] 

ทฤษฎีบท 4.9 [9] ผลเฉลย 𝑥(𝑡) ของสมการผลต่างสืบเนื่องเชิงเศษส่วนแบบ q-Hilfer ที่มีล าดับการ
ด าเนินการแปรผันตามเวลา มีอยู่จริงใน 𝐶1−𝛾[0, 𝑇] ก็ต่อเมื่อ มี 𝑥𝑖 เป็นผลเฉลยจากช่วงย่อย 𝑃𝑖  
นั่นคือ 𝑥𝑖 ∈ 𝐶1−𝛾𝑖[0, 𝑇𝑖] , 𝐼𝑞,𝑡

1−𝛾𝑖𝑥𝑖(0) = 𝑐 ส าหรับ 𝑖 = 1,2,3,… , 𝑁 

ทฤษฎีบท 4.10 [2] ก าหนดให้ 𝑓: (0, 𝑎] → ℝ เป็นฟังก์ชัน ถ้า 𝑓 ∈ 𝐶𝛾[0, 𝑎] แล้ว 𝐼𝑞,𝑡𝛼 𝑓 ∈ 𝐶𝛾[0, 𝑎] 

และ ||𝐼𝑞,𝑡𝛼 𝑓||𝐶𝛾 ≤ 𝑎𝛼
Γ𝑞(1−𝛾)

Γ𝑞(𝛼+1−𝛾)
||𝑓||𝐶𝛾 

ทฤษฎีบท 4.11 ผลเฉลย 𝑥𝑘(𝑡) มีอยู่จริง และเป็นผลเฉลยเพียงหนึ่งเดียวใน 𝐶1−𝛾𝑘[0, 𝑇𝑘] เมื่อมี

ค่าคงที่การหดตัว 𝑀𝑓𝑇𝑘Γ𝑞(𝛾𝑘)

Γ𝑞(𝛼𝑘+𝛾𝑘)
< 1 

บทพิสูจน์ ส าหรับทุก ๆ 𝑘 = 1,2,3,… ,𝑁 ให้ 𝑄 ∶ 𝐶1−𝛾𝑘[0, 𝑇𝑘] → 𝐶1−𝛾𝑘[0, 𝑇𝑘] เป็นการส่งแบบ 
หดตัว นิยามโดย 𝑄𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 จะได้ว่า 

𝑄𝑥𝑘(𝑡) = 𝐼𝑞,𝑡
1−𝛾𝑘𝑥(0)

𝑡𝛾𝑘−1

Γ𝑞(𝛾𝑘)
+

1

Γ𝑞(𝛼𝑘)
∫ (𝑡 − 𝑞𝑠)(𝛼𝑘−1)𝑓(𝑠, 𝑥𝑘(𝑠))𝑑𝑞𝑠
𝑡

0

 

ดังนั้น 
||𝑄𝑥𝑘 − 𝑄𝑦𝑘||𝐶1−𝛾𝑘

≤ 𝑀𝑓||𝐼𝑞,𝑡
𝛼𝑘1||𝐶1−𝛾𝑘

||𝑥𝑘 − 𝑦𝑘||𝐶1−𝛾𝑘
 

                  ≤
𝑀𝑓𝑇𝑘Γ𝑞(𝛾𝑘)

Γ𝑞(𝛼𝑘+𝛾𝑘)
||𝑥𝑘 − 𝑦𝑘||𝐶1−𝛾𝑘
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โดยทฤษฎีจุดตรึงของบานาค ถ้ามี 𝑀𝑓𝑇𝑘Γ𝑞(𝛾𝑘)

Γ𝑞(𝛼𝑘+𝛾𝑘)
< 1 แล้ว จะมีผลเฉลย 𝑥𝑘 เป็นจุดตรึงเพียงค่าเดียวใน 

𝐶1−𝛾𝑘[0, 𝑇𝑘]               

5. ตัวอย่างประกอบ 
พิจารณาสมการผลต่างสืบเนื่องเชิงเศษส่วนต่อไปนี้ 

𝐷1
3
,𝑡

1
5
sec(cos(

𝑡
2
)),
1
2𝑥(𝑡) =

𝑥(𝑡)

20(𝑥2(𝑡) + 1)
, 𝑡 ∈ (0,1] 

𝐼1
3
,𝑡

1−𝛾(𝑡)
𝑓(0) = 0 , 𝛾(𝑡) =

1

10
sec (cos (

𝑡

2
)) +

1

2
 

เห็นได้ชัดว่า 𝑀𝑓 =
1

20
 จาก 𝑇𝑘 ≤ 1 จะได้ว่า 𝑀𝑓𝑇𝑘

𝛼𝑘+1

Γ1
3

(𝛼𝑘+1)
<

1

20Γ1
3

(𝛼𝑘+1)
 

จากทฤษฎีบท 4.11 หาก 1

20Γ1
3

(𝛼𝑘+1)
< 1 แล้ว ผลเฉลยย่อย 𝑥𝑘 จะมีอยู่จริงใน 𝕃1

3

[0, 𝑇𝑘] 

อย่างไรก็ตาม เนื่องจาก 𝛼𝑘 เป็นค่าคงที่  ซึ่งประมาณจาก 𝛼(𝑡) = 1

5
sec (cos (

𝑡

2
)) ดังนั้นหาก

สามารถแสดงได้ว่า 1

20Γ1
3

(𝛼(𝑡)+1)
< 1 โดยที่ 𝑡 ∈ (0,1] ก็จะได้ว่า ผลเฉลยบน 𝕃1

3

[0, 𝑇𝑘] ใดๆ มีอยู่

จริง ในตัวอย่างนี้ เมื่อปรับใช้อสมการในทฤษฎีบท 4.5 เมื่อ 𝑡 ∈ (0,1] จะได้ว่า  

1

20Γ1
3

(𝛼(𝑡) + 1)
<
1

20
(
2

3
)

1
5
sec(cos(

𝑡
2
))

(
1

1 − 3
−
1
10
sec(cos(

𝑡
2
))−

1
2

)

1
5
sec(cos(

𝑡
2
))

< 1 

 

 

 

 
รูปที ่5.1 รูปกราฟส าหรับแสดงค่าฟังก์ชัน (กลาง) จากอสมการข้างต้น เมื่อ 𝑡 ∈ (0,1]  

ดังนั้นผลเฉลยย่อย 𝑥𝑘 ∈ 𝕃1
3

[0, 𝑇𝑘] , 𝐼1
3
,𝑡

1−𝛾𝑘𝑥𝑘(0) = 0 ส าหรับ 𝑘 = 1,2,3,… ,𝑁 มีอยู่จริง  

จากทฤษฎีบท 4.6 ผลเฉลย 𝑥(𝑡) ของสมการตัวอย่างมีอยู่จริงใน 𝕃1
3

[0,1]  ตามต้องการ 
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