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บทคัดยอ 
 
 ในงานวิจัยน้ีไดศึกษาบางระบบสวนตกคางบริบูรณในจํานวนเต็มเกาสเซียน โดยท่ีระบบสวนตกคางบริบูรณ มอดุโล 𝛾𝛾 
เมื่อ 𝛾𝛾 ≠ 0 เปนจํานวนเต็มเกาสเซียน ในท่ีน้ี จะเขียนยอดวย CRS(𝛾𝛾) ผลการวิจัยพบวา สําหรับจํานวนเต็มบวก  𝑛𝑛   

1) �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 � 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−  𝑛𝑛
2
≤ 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛

2
,−  𝑛𝑛

2
≤ 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛

2
 � เปน CRS(𝛾𝛾 = 𝑛𝑛) 

2) �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 � 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−  𝑛𝑛
2

< 𝑥𝑥 ≤ 𝑛𝑛
2

,−  𝑛𝑛
2

< 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛
2

 � เปน CRS(𝛾𝛾 = −𝑛𝑛) 

3) �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 � 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−  𝑛𝑛
2

< 𝑥𝑥 ≤ 𝑛𝑛
2

,−  𝑛𝑛
2
≤ 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛

2
 � เปน CRS(𝛾𝛾 = 𝑛𝑛𝑛𝑛) 

4) �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 � 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−  𝑛𝑛
2
≤ 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛

2
,−  𝑛𝑛

2
< 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛

2
 � เปน CRS(𝛾𝛾 = −𝑛𝑛𝑛𝑛) 

5) {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛, |𝑥𝑥| −  𝑛𝑛 ≤ 𝑦𝑦 < −|𝑥𝑥| + 𝑛𝑛 } เปน CRS(𝛾𝛾 = 𝑛𝑛 + 𝑛𝑛𝑛𝑛) 
6) {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛, |𝑥𝑥| −  𝑛𝑛 < 𝑦𝑦 ≤ −|𝑥𝑥| + 𝑛𝑛 } เปน CRS(𝛾𝛾 = −𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝑛𝑛) 
7) {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−𝑛𝑛 < 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛, |𝑦𝑦| −  𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 ≤ −|𝑦𝑦| + 𝑛𝑛 } เปน CRS(𝛾𝛾 = −𝑛𝑛 + 𝑛𝑛𝑛𝑛) 
8) {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−𝑛𝑛 < 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛, |𝑦𝑦| −  𝑛𝑛 ≤ 𝑥𝑥 < −|𝑦𝑦| + 𝑛𝑛 } เปน CRS(𝛾𝛾 = 𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝑛𝑛) 
 
คําสําคัญ: ระบบสวนตกคางบริบูรณ จํานวนเตม็เกาสเซียน  
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Abstract 
 
 In this paper, we study some complete residue systems in the Gaussian integers. By a complete 
residue system modulo 𝛾𝛾 where 𝛾𝛾 ≠ 0 is a Gaussian integer, abbreviated by CRS(𝛾𝛾). The research results 
showed that for a positive integer 𝑛𝑛, 

1) �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 � 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−  𝑛𝑛
2
≤ 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛

2
,−  𝑛𝑛

2
≤ 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛

2
 � is a CRS(𝛾𝛾 = 𝑛𝑛), 

2) �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 � 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−  𝑛𝑛
2

< 𝑥𝑥 ≤ 𝑛𝑛
2

,−  𝑛𝑛
2

< 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛
2

 � is a CRS(𝛾𝛾 = −𝑛𝑛), 

3) �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 � 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−  𝑛𝑛
2

< 𝑥𝑥 ≤ 𝑛𝑛
2

,−  𝑛𝑛
2
≤ 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛

2
 � is a CRS(𝛾𝛾 = 𝑛𝑛𝑛𝑛), 

4) �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 � 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−  𝑛𝑛
2
≤ 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛

2
,−  𝑛𝑛

2
< 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛

2
 � is a CRS(𝛾𝛾 = −𝑛𝑛𝑛𝑛), 

5) {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛, |𝑥𝑥| −  𝑛𝑛 ≤ 𝑦𝑦 < −|𝑥𝑥| + 𝑛𝑛 } is a CRS(𝛾𝛾 = 𝑛𝑛 + 𝑛𝑛𝑛𝑛), 
6) {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛, |𝑥𝑥| −  𝑛𝑛 < 𝑦𝑦 ≤ −|𝑥𝑥| + 𝑛𝑛 } is a CRS(𝛾𝛾 = −𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝑛𝑛), 
7) {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−𝑛𝑛 < 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛, |𝑦𝑦| −  𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 ≤ −|𝑦𝑦| + 𝑛𝑛 } is a CRS(𝛾𝛾 = −𝑛𝑛 + 𝑛𝑛𝑛𝑛), 
8) {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−𝑛𝑛 < 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛, |𝑦𝑦| −  𝑛𝑛 ≤ 𝑥𝑥 < −|𝑦𝑦| + 𝑛𝑛 } is a CRS(𝛾𝛾 = 𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝑛𝑛). 
 
Keywords: Complete Residue Systems, Gaussian Integers 
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บทนํา 
จํานวนเต็มเกาสเซียน (Gaussian Integer) คือ จํานวนท่ีสามารถเขียนใหอยูในรูป 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏  เมื่อ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 เปนจํานวนเต็ม 

และ 𝑖𝑖 = √−1 ซึ่งสามารถนิยามการหารลงตัว (Divisibility) และ คอนกรูเอนซ (Congruence) ไดเชนเดียวกับจํานวนเต็ม 

กลาวคือ ให 𝛼𝛼,𝛽𝛽 และ 𝛾𝛾 เปนจํานวนเต็มเกาสเซียน จะกลาววา 𝛼𝛼 หาร 𝛽𝛽 ลงตัว เขียนแทนดวยสัญลักษณ 𝛼𝛼|𝛽𝛽 ถามีจํานวน

เต็มเกาสเซียน 𝛿𝛿 ซึ่งทําให 𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼 และกลาววา 𝛼𝛼 คอนกรูเอนซกับ 𝛽𝛽 มอดุโล 𝛾𝛾 เขียนแทนดวยสัญลักษณ 𝛼𝛼 ≡ β(mod 𝛾𝛾) 
ถา 𝛾𝛾|(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽) ดังน้ันจึงสามารถหาระบบสวนตกคางบริบูรณ (Complete Residue System) ของจํานวนเต็มเกาสเซียนได 
 
บทนิ ยาม  1  (Pollard and Diamond, 1975) ให  𝛾𝛾 ≠ 0,𝛼𝛼1,𝛼𝛼2, … ,𝛼𝛼𝑛𝑛 เ ป นจํ านวน เต็ ม เ กาส เ ซี ยน  จะกล า วว า 
{𝛼𝛼1,𝛼𝛼2, … ,𝛼𝛼𝑛𝑛} เปนระบบสวนตกคางบริบูรณ มอดุโล 𝛾𝛾 เมื่อ 2 เง่ือนไขตอไปน้ีเปนจริง 
 1. สําหรับทุกจํานวนเต็มเกาสเซยีน 𝛽𝛽 จะมี 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {𝛼𝛼1,𝛼𝛼2, … ,𝛼𝛼𝑛𝑛} ซึ่งทําให 𝛽𝛽 ≡ 𝛼𝛼𝑖𝑖(mod 𝛾𝛾) 
 2. สําหรับทุก 𝛼𝛼𝑖𝑖 ,𝛼𝛼𝑗𝑗 ∈ {𝛼𝛼1,𝛼𝛼2, … ,𝛼𝛼𝑛𝑛} ถา 𝛼𝛼𝑖𝑖 ≡ 𝛼𝛼𝑗𝑗(mod 𝛾𝛾) แลว 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑗𝑗 
 
 ระบบสวนตกคางบริบูรณของจํานวนเต็มเกาสเซียนเปนพ้ืนฐานท่ีสําคัญในการศึกษาความรูตางๆ อาทิ ระบบจํานวน 
(Number System) ซึ่งสามารถนําไปประยุกตใชในการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร โดยระบบจํานวนในท่ีน้ีถูกนิยามดังน้ี  
 
บทนิยาม 2 (Katai and Szabo, 1975) ให  𝛾𝛾 ≠ 0 เปนจํานวนเต็มเกาสเซียน และ 𝑈𝑈 เปนระบบสวนตกคางบริบูรณ มอดุโล 𝛾𝛾 

จะเรียก (𝛾𝛾,𝑈𝑈) วาระบบจํานวน เมื่อทุกจํานวนเต็มเกาสเซียน 𝛼𝛼 สามารถเขียนอยูในรูป 𝛼𝛼 = 𝑢𝑢0 + 𝑢𝑢1𝛾𝛾 + 𝑢𝑢2𝛾𝛾2 + ⋯+
𝑢𝑢𝑘𝑘𝛾𝛾𝑘𝑘 ไดเพียงแบบเดียวเทาน้ัน โดยท่ี 𝑢𝑢0,𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑘𝑘 ∈ 𝑈𝑈 
 
 ดวยเหตุน้ีจึงมีผูสนใจศึกษาสมบัติและลักษณะของสมาชิกท่ีอยูในระบบสวนตกคางบริบูรณของจํานวนเต็มเกาสเซียน 
เชน Jordan and Potratz (1965) ไดคนพบ 4 ตัวแทน (Representation) ของระบบสวนตกคางบริบูรณของจํานวนเต็มเกาส
เซียน ตอมา Hardman and Jordan (1967) ไดคนพบระบบสวนตกคางบริบูรณของจํานวนเต็มเกาสเซียนท่ีมีขนาดเล็กท่ีสุด 
และ Tadee et al. (2017) ไดศึกษาระบบสวนตกคางบริบูรณในฟลดกําลังสอง (Quadratic Field) ซึ่งครอบคลุมจํานวนเต็ม
เกาสเซียนดวย (โดยในท่ีน้ีจะพิจารณาเฉพาะระบบสวนตกคางบริบูรณในจํานวนเต็มเกาสเซียน) และไดคนพบ 3 ตัวแทนของ
ระบบดังกลาวซึ่งแตกตางจากท่ี Jordan and Potratz (1965) คนพบ ดังน้ี  
 
กําหนดสัญลักษณ 
CRS(𝛾𝛾) แทน ระบบสวนตกคางบริบูรณ (Complete Residue System) มอดุโล 𝛾𝛾 

ℤ = {… ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, … } เปนเซตของจํานวนเต็ม 
ℤ[𝑖𝑖] = {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦| 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ} เปนจํานวนเต็มเกาสเซียน 
(𝑥𝑥,𝑦𝑦) จะเรียกวา จุดแลตทิซ (Lattice Point) เมื่อ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∈ ℤ[𝑖𝑖] 

 
ทฤษฎบีท 1 (Tadee et al. , 2017) ให 𝛾𝛾 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ ℤ[𝑖𝑖] − {0} จะไดวา  
ถา 𝑑𝑑 = gcd(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ซึ่งทําให 𝛾𝛾 = 𝑑𝑑(𝑎𝑎1 + 𝑏𝑏1𝑖𝑖) เมื่อ 𝑎𝑎1,𝑏𝑏1 ∈ ℤ และ gcd(𝑎𝑎1,𝑏𝑏1) = 1  

แลว {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 � 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ, 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑑𝑑(𝑎𝑎12 + 𝑏𝑏12)− 1, 0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 𝑑𝑑 − 1} เปน CRS(𝛾𝛾) 
 
ทฤษฎีบท 2 (Tadee et al. , 2017) ให 𝛾𝛾 ∈ ℤ[𝑖𝑖] − {0} และ  𝑉𝑉1 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูภายในรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 โดยมีจุดยอดดงัน้ี 

𝐴𝐴 =
𝛾𝛾
2

(1 + 𝑖𝑖), 𝐵𝐵 =
𝛾𝛾
2

(1 − 𝑖𝑖), 𝐶𝐶 =
𝛾𝛾
2

(−1 − 𝑖𝑖), 𝐷𝐷 =
𝛾𝛾
2

(−1 + 𝑖𝑖) 

และให 𝑉𝑉2 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูบนสวนของเสนตรง 𝐵𝐵𝐵𝐵 และ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ท่ีไมใชจุดยอด 𝐵𝐵 และ 𝐷𝐷 แตอาจจะมีจุด 𝐶𝐶 ถา
 𝐶𝐶 ∈ ℤ[𝑖𝑖] จะไดวา 𝑉𝑉 = 𝑉𝑉1 ∪ 𝑉𝑉2 เปน CRS(𝛾𝛾) 
 
ทฤษฎบีท 3 (Tadee et al. , 2017) ให 𝛾𝛾 ∈ ℤ[𝑖𝑖] − {0} และ  𝑊𝑊1 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูภายในรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 โดยมีจุดยอดดงัน้ี 

𝐸𝐸 =
𝛾𝛾
2

, 𝐹𝐹 = 𝛾𝛾 �
1
2

+ 𝑖𝑖� , 𝐺𝐺 = −
𝛾𝛾
2

, 𝐻𝐻 = 𝛾𝛾 �−
1
2
− 𝑖𝑖� 
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และให 𝑊𝑊2 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูบนสวนของเสนตรง 𝐺𝐺𝐺𝐺 และ 𝐸𝐸𝐸𝐸 ท่ีไมใชจุดยอด 𝐸𝐸 และ 𝐺𝐺 แตอาจจะมีจุด 𝐻𝐻 ถา
 𝐻𝐻 ∈ ℤ[𝑖𝑖] จะไดวา 𝑊𝑊 = 𝑊𝑊1 ∪𝑊𝑊2 เปน CRS(𝛾𝛾) 
 
 จะเห็นไดวาในทฤษฎีบท 1 เราสามารถหาสมาชิกของระบบสวนตกคางบริบูรณไดไมยากนัก แตในทฤษฎีบท 2 และ 3  
มีความยากในการหาสมาชิกของระบบดังกลาว ดังน้ัน Tadee (2021) ไดศึกษาและหารูปแบบสมาชิกของระบบสวนตกคาง
บริบูรณในทฤษฎีบท 3 พบวา 
 
ทฤษฎบีท 4 (Tadee, 2021) ให 𝛾𝛾 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ ℤ[𝑖𝑖] − {0} และ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มบวก จะไดวา 
1.1 ถา 𝑎𝑎 = 2𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = 0 แลว �(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘) + (𝑙𝑙 − 𝑘𝑘 − 1)𝑖𝑖 � 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ {1,2,3, … ,2𝑛𝑛}� เปน CRS(𝛾𝛾) 
1.2 ถา 𝑎𝑎 = −2𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = 0 แลว �(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1) + (𝑙𝑙 − 𝑘𝑘 + 1)𝑖𝑖 � 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ {1,2,3, … ,2𝑛𝑛}� เปน CRS(𝛾𝛾) 
1.3 ถา 𝑎𝑎 = 2𝑛𝑛 − 1 และ 𝑏𝑏 = 0 แลว �(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘) + (𝑙𝑙 − 𝑘𝑘)𝑖𝑖 � 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ {1,2,3, … ,2𝑛𝑛 − 1}� เปน CRS(𝛾𝛾) 
1.4 ถา 𝑎𝑎 = −2𝑛𝑛 + 1 และ 𝑏𝑏 = 0 แลว �(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘) + (𝑙𝑙 − 𝑘𝑘)𝑖𝑖 � 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ {1,2,3, … ,2𝑛𝑛 − 1}� เปน CRS(𝛾𝛾) 
1.5 ถา 𝑎𝑎 = 2𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = 2𝑛𝑛 แลว 
�(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1) + (𝑙𝑙 + 𝑘𝑘 − 3𝑛𝑛 − 2)𝑖𝑖 � 𝑘𝑘 ∈ {1,2,3, … ,2𝑛𝑛}, 𝑙𝑙 ∈ {1,2,3, … ,4𝑛𝑛}� เปน CRS(𝛾𝛾) 
1.6 ถา 𝑎𝑎 = −2𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = −2𝑛𝑛 แลว 
�(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘) + (𝑙𝑙 + 𝑘𝑘 − 3𝑛𝑛)𝑖𝑖 � 𝑘𝑘 ∈ {1,2,3, … ,2𝑛𝑛}, 𝑙𝑙 ∈ {1,2,3, … ,4𝑛𝑛}� เปน CRS(𝛾𝛾) 
1.7 ถา 𝑎𝑎 = 2𝑛𝑛 − 1 และ 𝑏𝑏 = 2𝑛𝑛 − 1 แลว 
�(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘) + (𝑙𝑙 + 𝑘𝑘 − 3𝑛𝑛)𝑖𝑖 � 𝑘𝑘 ∈ {1,2,3, … ,2𝑛𝑛 − 1}, 𝑙𝑙 ∈ {1,2,3, … ,4𝑛𝑛 − 2}� เปน CRS(𝛾𝛾) 
1.8 ถา 𝑎𝑎 = −2𝑛𝑛 + 1 และ 𝑏𝑏 = −2𝑛𝑛 + 1 แลว 
�(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘) + (𝑙𝑙 + 𝑘𝑘 − 3𝑛𝑛 + 1)𝑖𝑖 � 𝑘𝑘 ∈ {1,2,3, … ,2𝑛𝑛 − 1}, 𝑙𝑙 ∈ {1,2,3, … ,4𝑛𝑛 − 2}� เปน CRS(𝛾𝛾) 
  

วัตถุประสงคการวิจัย  
 เพ่ือศึกษาสมาชิกในระบบสวนตกคางบริบูรณของจํานวนเต็มเกาสเซียนในทฤษฎีบท 2 
 

วิธีดําเนินการวิจัย  
 การหาสมาชิกของระบบสวนตกคางบริบูรณในทฤษฎีบท 2 ซึ่งหมายถึงการหาสมาชิกของเซต 𝑉𝑉 ในทฤษฎีบท 2 
น้ันเอง โดยหาไดดังน้ี 
 
ทฤษฎบีท 5 ให 𝛾𝛾 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ ℤ[𝑖𝑖] − {0} และ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มบวก จะไดวา 

1.1 ถา 𝑎𝑎 = 𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = 0 แลว �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 � 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−  𝑛𝑛
2
≤ 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛

2
,−  𝑛𝑛

2
≤ 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛

2
 � เปน CRS(𝛾𝛾) 

1.2 ถา 𝑎𝑎 = −𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = 0 แลว �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 � 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−  𝑛𝑛
2

< 𝑥𝑥 ≤ 𝑛𝑛
2

,−  𝑛𝑛
2

< 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛
2

 � เปน CRS(𝛾𝛾) 

1.3 ถา 𝑎𝑎 = 0 และ 𝑏𝑏 = 𝑛𝑛 แลว �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 � 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−  𝑛𝑛
2

< 𝑥𝑥 ≤ 𝑛𝑛
2

,−  𝑛𝑛
2
≤ 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛

2
 � เปน CRS(𝛾𝛾) 

1.4 ถา 𝑎𝑎 = 0 และ 𝑏𝑏 = −𝑛𝑛 แลว �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 � 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−  𝑛𝑛
2
≤ 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛

2
,−  𝑛𝑛

2
< 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛

2
 � เปน CRS(𝛾𝛾) 

1.5 ถา 𝑎𝑎 = 𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = 𝑛𝑛 แลว {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℤ,−𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛, |𝑥𝑥| −  𝑛𝑛 ≤ 𝑦𝑦 < −|𝑥𝑥| + 𝑛𝑛 } เปน CRS(𝛾𝛾) 
1.6 ถา 𝑎𝑎 = −𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = −𝑛𝑛 แลว {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛, |𝑥𝑥| −  𝑛𝑛 < 𝑦𝑦 ≤ −|𝑥𝑥| + 𝑛𝑛 } เปน CRS(𝛾𝛾) 
1.7 ถา 𝑎𝑎 = −𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = 𝑛𝑛 แลว {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−𝑛𝑛 < 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛, |𝑦𝑦| −  𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 ≤ −|𝑦𝑦| + 𝑛𝑛 } เปน CRS(𝛾𝛾) 
1.8 ถา 𝑎𝑎 = 𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = −𝑛𝑛 แลว {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−𝑛𝑛 < 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛, |𝑦𝑦| −  𝑛𝑛 ≤ 𝑥𝑥 < −|𝑦𝑦| + 𝑛𝑛 } เปน CRS(𝛾𝛾) 
พิสูจน ให 𝛾𝛾 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ ℤ[𝑖𝑖] − {0} และจากทฤษฎีบท 2 จะไดวา 

𝐴𝐴 =
𝛾𝛾
2

(1 + 𝑖𝑖) = �
𝑎𝑎 − 𝑏𝑏

2
� + �

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
2

� 𝑖𝑖,                 𝐵𝐵 =
𝛾𝛾
2

(1 − 𝑖𝑖) = �
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

2
� + �

−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
2

� 𝑖𝑖, 
 

𝐶𝐶 =
𝛾𝛾
2

(−1 − 𝑖𝑖) = �
−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

2
� + �

−𝑎𝑎 − 𝑏𝑏
2

� 𝑖𝑖,       𝐷𝐷 =
𝛾𝛾
2

(−1 + 𝑖𝑖) = �
−𝑎𝑎 − 𝑏𝑏

2
� + �

𝑎𝑎 − 𝑏𝑏
2

� 𝑖𝑖 
                   

 1.1 ให 𝑎𝑎 = 𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = 0 จากทฤษฎีบท 2 จะไดวา  𝑉𝑉1 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูภายในรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 โดยมีจุดยอดดงัน้ี 
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ลิขสิทธ์ิโดย คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยอุบลราชธานี 

𝐴𝐴 =
𝑛𝑛
2

+
𝑛𝑛
2
𝑖𝑖, 𝐵𝐵 =

𝑛𝑛
2
−
𝑛𝑛
2
𝑖𝑖, 𝐶𝐶 = −

𝑛𝑛
2
−
𝑛𝑛
2
𝑖𝑖, 𝐷𝐷 = −

𝑛𝑛
2

+
𝑛𝑛
2
𝑖𝑖 

และให 𝑉𝑉2 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูบนสวนของเสนตรง 𝐵𝐵𝐵𝐵 และ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ท่ีไมใชจุดยอด 𝐵𝐵 และ 𝐷𝐷 แตอาจจะมีจุด 𝐶𝐶 ถา
 𝐶𝐶 ∈ ℤ[𝑖𝑖] จะไดวา 𝑉𝑉 = 𝑉𝑉1 ∪ 𝑉𝑉2 เปน CRS(𝛾𝛾) 
พิจารณารูปสีเ่หลีย่มดานขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 

 
ภาพท่ี 1 รูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 (กรณีท่ี 𝑎𝑎 = 𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = 0) 

 

เพราะฉะน้ัน 𝑉𝑉 = �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 � 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−  𝑛𝑛
2
≤ 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛

2
,−  𝑛𝑛

2
≤ 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛

2
 � 

  
 1.2 ให 𝑎𝑎 = −𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = 0 จากทฤษฎีบท 2 จะไดวา  𝑉𝑉1 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูภายในรูปสี่เหลี่ยมดาน
ขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 โดยมีจุดยอดดงัน้ี 

𝐴𝐴 = −
𝑛𝑛
2
−
𝑛𝑛
2
𝑖𝑖, 𝐵𝐵 = −

𝑛𝑛
2

+
𝑛𝑛
2
𝑖𝑖, 𝐶𝐶 =

𝑛𝑛
2

+
𝑛𝑛
2
𝑖𝑖, 𝐷𝐷 =

𝑛𝑛
2
−
𝑛𝑛
2
𝑖𝑖 

และให 𝑉𝑉2 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูบนสวนของเสนตรง 𝐵𝐵𝐵𝐵 และ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ท่ีไมใชจุดยอด 𝐵𝐵 และ 𝐷𝐷 แตอาจจะมีจุด 𝐶𝐶 ถา
 𝐶𝐶 ∈ ℤ[𝑖𝑖] จะไดวา 𝑉𝑉 = 𝑉𝑉1 ∪ 𝑉𝑉2 เปน CRS(𝛾𝛾) 
พิจารณารูปสีเ่หลีย่มดานขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 

 
ภาพท่ี 2 รูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 (กรณีท่ี 𝑎𝑎 = −𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = 0) 

เพราะฉะน้ัน 𝑉𝑉 = �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 � 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−  𝑛𝑛
2

< 𝑥𝑥 ≤ 𝑛𝑛
2

,−  𝑛𝑛
2

< 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛
2

 � 
 1.3 ให 𝑎𝑎 = 0 และ 𝑏𝑏 = 𝑛𝑛 จากทฤษฎีบท 2 จะไดวา  𝑉𝑉1 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูภายในรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 โดยมีจุดยอดดงัน้ี 

𝐴𝐴 = −
𝑛𝑛
2

+
𝑛𝑛
2
𝑖𝑖, 𝐵𝐵 =

𝑛𝑛
2

+
𝑛𝑛
2
𝑖𝑖, 𝐶𝐶 =

𝑛𝑛
2
−
𝑛𝑛
2
𝑖𝑖, 𝐷𝐷 = −

𝑛𝑛
2
−
𝑛𝑛
2
𝑖𝑖 

และให 𝑉𝑉2 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูบนสวนของเสนตรง 𝐵𝐵𝐵𝐵 และ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ท่ีไมใชจุดยอด 𝐵𝐵 และ 𝐷𝐷 แตอาจจะมีจุด 𝐶𝐶 ถา
 𝐶𝐶 ∈ ℤ[𝑖𝑖] จะไดวา 𝑉𝑉 = 𝑉𝑉1 ∪ 𝑉𝑉2 เปน CRS(𝛾𝛾) 
พิจารณารูปสีเ่หลีย่มดานขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 
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ภาพท่ี 3 รูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 (กรณีท่ี 𝑎𝑎 = 0 และ 𝑏𝑏 = 𝑛𝑛) 

 

เพราะฉะน้ัน 𝑉𝑉 = �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 � 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−  𝑛𝑛
2

< 𝑥𝑥 ≤ 𝑛𝑛
2

,−  𝑛𝑛
2
≤ 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛

2
 � 

 
 1.4 ให 𝑎𝑎 = 0 และ 𝑏𝑏 = −𝑛𝑛 จากทฤษฎีบท 2 จะไดวา  𝑉𝑉1 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูภายในรูปสี่เหลี่ยมดาน
ขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 โดยมีจุดยอดดงัน้ี 

𝐴𝐴 =
𝑛𝑛
2
−
𝑛𝑛
2
𝑖𝑖, 𝐵𝐵 = −

𝑛𝑛
2
−
𝑛𝑛
2
𝑖𝑖, 𝐶𝐶 = −

𝑛𝑛
2

+
𝑛𝑛
2
𝑖𝑖, 𝐷𝐷 =

𝑛𝑛
2

+
𝑛𝑛
2
𝑖𝑖 

และให 𝑉𝑉2 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูบนสวนของเสนตรง 𝐵𝐵𝐵𝐵 และ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ท่ีไมใชจุดยอด 𝐵𝐵 และ 𝐷𝐷 แตอาจจะมีจุด 𝐶𝐶 ถา
 𝐶𝐶 ∈ ℤ[𝑖𝑖] จะไดวา 𝑉𝑉 = 𝑉𝑉1 ∪ 𝑉𝑉2 เปน CRS(𝛾𝛾) 
พิจารณารูปสีเ่หลีย่มดานขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 

 
ภาพท่ี 4 รูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 (กรณีท่ี 𝑎𝑎 = 0 และ 𝑏𝑏 = −𝑛𝑛) 

 

เพราะฉะน้ัน 𝑉𝑉 = �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 � 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℤ,−  𝑛𝑛
2
≤ 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛

2
,−  𝑛𝑛

2
< 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛

2
 � 

 
 1.5 ให 𝑎𝑎 = 𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = 𝑛𝑛 จากทฤษฎีบท 2 จะไดวา  𝑉𝑉1 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูภายในรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 โดยมีจุดยอดดงัน้ี 

𝐴𝐴 = 𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝐵𝐵 = 𝑛𝑛, 𝐶𝐶 = −𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝐷𝐷 = −𝑛𝑛 
และให 𝑉𝑉2 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูบนสวนของเสนตรง 𝐵𝐵𝐵𝐵 และ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ท่ีไมใชจุดยอด 𝐵𝐵 และ 𝐷𝐷 แตอาจจะมีจุด 𝐶𝐶 ถา
 𝐶𝐶 ∈ ℤ[𝑖𝑖] จะไดวา 𝑉𝑉 = 𝑉𝑉1 ∪ 𝑉𝑉2 เปน CRS(𝛾𝛾) 
พิจารณารูปสีเ่หลีย่มดานขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 
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ภาพท่ี 5 รูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 (กรณีท่ี 𝑎𝑎 = 𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = 𝑛𝑛) 

 

จะไดวา ถา 0 ≤ 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛 แลว 𝑥𝑥 −  𝑛𝑛 ≤ 𝑦𝑦 < −𝑥𝑥 + 𝑛𝑛 และ ถา −𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 < 0 แลว  −𝑥𝑥 −  𝑛𝑛 ≤ 𝑦𝑦 < 𝑥𝑥 + 𝑛𝑛 

เพราะฉะน้ัน  𝑉𝑉 = {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℤ,−𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛, |𝑥𝑥| −  𝑛𝑛 ≤ 𝑦𝑦 < −|𝑥𝑥| + 𝑛𝑛 } 
 
 1.6 ให 𝑎𝑎 = −𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = −𝑛𝑛 จากทฤษฎีบท 2 จะไดวา  𝑉𝑉1 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูภายในรูปสี่เหลี่ยมดาน
ขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 โดยมีจุดยอดดงัน้ี 

𝐴𝐴 = −𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝐵𝐵 = −𝑛𝑛, 𝐶𝐶 = 𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝐷𝐷 = 𝑛𝑛 
และให 𝑉𝑉2 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูบนสวนของเสนตรง 𝐵𝐵𝐵𝐵 และ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ท่ีไมใชจุดยอด 𝐵𝐵 และ 𝐷𝐷 แตอาจจะมีจุด 𝐶𝐶 ถา
 𝐶𝐶 ∈ ℤ[𝑖𝑖] จะไดวา 𝑉𝑉 = 𝑉𝑉1 ∪ 𝑉𝑉2 เปน CRS(𝛾𝛾) 
พิจารณารูปสีเ่หลีย่มดานขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 

 
ภาพท่ี 6 รูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 (กรณีท่ี 𝑎𝑎 = −𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = −𝑛𝑛) 

 

จะไดวา ถา 0 ≤ 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛 แลว 𝑥𝑥 −  𝑛𝑛 < 𝑦𝑦 ≤ −𝑥𝑥 + 𝑛𝑛 และ ถา −𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 < 0 แลว  −𝑥𝑥 −  𝑛𝑛 < 𝑦𝑦 ≤ 𝑥𝑥 + 𝑛𝑛 

เพราะฉะน้ัน  𝑉𝑉 = {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℤ,−𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 < 𝑛𝑛, |𝑥𝑥| −  𝑛𝑛 < 𝑦𝑦 ≤ −|𝑥𝑥| + 𝑛𝑛 } 
 
 1.7 ให 𝑎𝑎 = −𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = 𝑛𝑛 จากทฤษฎีบท 2 จะไดวา  𝑉𝑉1 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูภายในรูปสี่เหลี่ยมดาน
ขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 โดยมีจุดยอดดงัน้ี 

𝐴𝐴 = −𝑛𝑛, 𝐵𝐵 = 𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝐶𝐶 = 𝑛𝑛, 𝐷𝐷 = −𝑛𝑛𝑛𝑛 
และให 𝑉𝑉2 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูบนสวนของเสนตรง 𝐵𝐵𝐵𝐵 และ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ท่ีไมใชจุดยอด 𝐵𝐵 และ 𝐷𝐷 แตอาจจะมีจุด 𝐶𝐶 ถา
 𝐶𝐶 ∈ ℤ[𝑖𝑖] จะไดวา 𝑉𝑉 = 𝑉𝑉1 ∪ 𝑉𝑉2 เปน CRS(𝛾𝛾) 
พิจารณารูปสีเ่หลีย่มดานขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 
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ภาพท่ี 7 รูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 (กรณีท่ี 𝑎𝑎 = −𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = 𝑛𝑛) 

 

จะไดวา ถา 0 ≤ 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛 แลว 𝑦𝑦 −  𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 ≤ −𝑦𝑦 + 𝑛𝑛 และ ถา −𝑛𝑛 < 𝑦𝑦 < 0 แลว  −𝑦𝑦 −  𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 ≤ 𝑦𝑦 + 𝑛𝑛 

เพราะฉะน้ัน  𝑉𝑉 = {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℤ,−𝑛𝑛 < 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛, |𝑦𝑦| −  𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 ≤ −|𝑦𝑦| + 𝑛𝑛 } 
 
 1.8 ให 𝑎𝑎 = 𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = −𝑛𝑛 จากทฤษฎีบท 2 จะไดวา  𝑉𝑉1 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูภายในรูปสี่เหลี่ยมดาน
ขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 โดยมีจุดยอดดงัน้ี 

𝐴𝐴 = 𝑛𝑛, 𝐵𝐵 = −𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝐶𝐶 = −𝑛𝑛, 𝐷𝐷 = 𝑛𝑛𝑛𝑛 
และให 𝑉𝑉2 เปนเซตของจุดแลตทิซท่ีอยูบนสวนของเสนตรง 𝐵𝐵𝐵𝐵 และ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ท่ีไมใชจุดยอด 𝐵𝐵 และ 𝐷𝐷 แตอาจจะมีจุด 𝐶𝐶 ถา
 𝐶𝐶 ∈ ℤ[𝑖𝑖] จะไดวา 𝑉𝑉 = 𝑉𝑉1 ∪ 𝑉𝑉2 เปน CRS(𝛾𝛾) 
พิจารณารูปสีเ่หลีย่มดานขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 

 
ภาพท่ี 8 รูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 (กรณีท่ี 𝑎𝑎 = 𝑛𝑛 และ 𝑏𝑏 = −𝑛𝑛) 

 

จะไดวา ถา 0 ≤ 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛 แลว 𝑦𝑦 −  𝑛𝑛 ≤ 𝑥𝑥 < −𝑦𝑦 + 𝑛𝑛 และ ถา −𝑛𝑛 < 𝑦𝑦 < 0 แลว  −𝑦𝑦 −  𝑛𝑛 ≤ 𝑥𝑥 < 𝑦𝑦 + 𝑛𝑛 

เพราะฉะน้ัน  𝑉𝑉 = {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℤ,−𝑛𝑛 < 𝑦𝑦 < 𝑛𝑛, |𝑦𝑦| −  𝑛𝑛 ≤ 𝑥𝑥 < −|𝑦𝑦| + 𝑛𝑛 } 
 
ตัวอยาง 1 ให 𝑎𝑎 = 4 และ 𝑏𝑏 = 0 จากทฤษฎีบท 5 (1.1) สามารถเขียนแจกแจงสมาชิกท้ังหมดของ
{𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℤ,− 2 ≤ 𝑥𝑥 < 2,− 2 ≤ 𝑦𝑦 < 2 } ซึ่งเปน CRS(𝛾𝛾 = 4) ไดตามตารางน้ี 
 

𝑥𝑥 𝑦𝑦 

−2 −1 0 1 
−2 −2 − 2𝑖𝑖 −2− 𝑖𝑖 −2 −2 + 𝑖𝑖 
−1 −1 − 2𝑖𝑖 −1− 𝑖𝑖 −1 −1 + 𝑖𝑖 
0 −2𝑖𝑖 −𝑖𝑖 0 𝑖𝑖 
1 1 − 2𝑖𝑖 1 − 𝑖𝑖 1 1 + 𝑖𝑖 
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ตัวอยาง 2 ให 𝑎𝑎 = −4 และ 𝑏𝑏 = 0 จากทฤษฎีบท 5 (1.2) สามารถเขียนแจกแจงสมาชิกท้ังหมดของ
{𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℤ,− 2 < 𝑥𝑥 ≤ 2,− 2 < 𝑦𝑦 ≤ 2 } ซึ่งเปน CRS(𝛾𝛾 = −4) ไดตามตารางน้ี 
 

𝑥𝑥 𝑦𝑦 

−1 0 1 2 

−1 −1 − 𝑖𝑖 −1 −1 + 𝑖𝑖 −1 + 2𝑖𝑖 
0 −𝑖𝑖 0 𝑖𝑖 2𝑖𝑖 
1 1 − 𝑖𝑖 1 1 + 𝑖𝑖 1 + 2𝑖𝑖 
2 2 − 𝑖𝑖 2 2 + 𝑖𝑖 2 + 2𝑖𝑖 

 
ตัวอยาง 3 ให 𝑎𝑎 = 0 และ 𝑏𝑏 = 4 จากทฤษฎีบท 5 (1.3) สามารถเขียนแจกแจงสมาชิกท้ังหมดของ 
{𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℤ,− 2 < 𝑥𝑥 ≤ 2,− 2 ≤ 𝑦𝑦 < 2 } ซึ่งเปน CRS(𝛾𝛾 = 4𝑖𝑖) ไดตามตารางน้ี 
 

𝑥𝑥 𝑦𝑦 

−2 −1 0 1 
−1 −1 − 2𝑖𝑖 −1− 𝑖𝑖 −1 −1 + 𝑖𝑖 
0 −2𝑖𝑖 −𝑖𝑖 0 𝑖𝑖 
1 1 − 2𝑖𝑖 1 − 𝑖𝑖 1 1 + 𝑖𝑖 
2 2 − 2𝑖𝑖 2 − 𝑖𝑖 2 2 + 𝑖𝑖 

 
ตัวอยาง 4 ให 𝑎𝑎 = 0 และ 𝑏𝑏 = −4 จากทฤษฎีบท 5 (1.4) สามารถเขียนแจกแจงสมาชิกท้ังหมดของ 
{𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℤ,− 2 ≤ 𝑥𝑥 < 2,− 2 < 𝑦𝑦 ≤ 2 } ซึ่งเปน CRS(𝛾𝛾 = −4𝑖𝑖) ไดตามตารางน้ี 
 

𝑥𝑥 𝑦𝑦 

−1 0 1 2 
−2 −2 − 𝑖𝑖 −2 −2 + 𝑖𝑖 −2 + 2𝑖𝑖 
−1 −1 − 𝑖𝑖 −1 −1 + 𝑖𝑖 −1 + 2𝑖𝑖 
0 −𝑖𝑖 0 𝑖𝑖 2𝑖𝑖 
1 1 − 𝑖𝑖 1 1 + 𝑖𝑖 1 + 2𝑖𝑖 

 
ตัวอยาง 5 ให 𝑎𝑎 = 2 และ 𝑏𝑏 = 2 จากทฤษฎีบท 5 (1.5) สามารถเขียนแจกแจงสมาชิกท้ังหมดของ 
{𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℤ,−2 < 𝑥𝑥 < 2, |𝑥𝑥| −  2 ≤ 𝑦𝑦 < −|𝑥𝑥| + 2 } ซึ่งเปน CRS(𝛾𝛾 = 2 + 2𝑖𝑖) ไดตามตารางน้ี 
 

𝑥𝑥 𝑦𝑦 

−2 −1 0 1 
−1  −1− 𝑖𝑖 −1  
0 −2𝑖𝑖 −𝑖𝑖 0 𝑖𝑖 
1  1 − 𝑖𝑖 1  

 
ตัวอยาง 6 ให 𝑎𝑎 = −2 และ 𝑏𝑏 = −2 จากทฤษฎีบท 5 (1.6) สามารถเขียนแจกแจงสมาชิกท้ังหมดของ 
{𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℤ,−2 < 𝑥𝑥 < 2, |𝑥𝑥| −  2 < 𝑦𝑦 ≤ −|𝑥𝑥| + 2 } ซึ่งเปน CRS(𝛾𝛾 = −2− 2𝑖𝑖) ไดตามตารางน้ี 
 

𝑥𝑥 𝑦𝑦 

−1 0 1 2 
−1  −1 −1 + 𝑖𝑖  
0 −𝑖𝑖 0 𝑖𝑖 2𝑖𝑖 
1  1 1 + 𝑖𝑖  

 
  



Onli
ne

-Firs
t V

ers
ion

xx | Journal of Science and Science Education Vol. 5 No. 2 (Jul – Dec 2022) 

Copyright by Faculty of Science, Ubon Ratchathani University 

ตัวอยาง 7 ให 𝑎𝑎 = −2 และ 𝑏𝑏 = 2 จากทฤษฎีบท 5 (1.7) สามารถเขียนแจกแจงสมาชิกท้ังหมดของ 
{𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℤ,−2 < 𝑦𝑦 < 2, |𝑦𝑦| −  2 < 𝑥𝑥 ≤ −|𝑦𝑦| + 2 } ซึ่งเปน CRS(𝛾𝛾 = −2 + 2𝑖𝑖) ไดตามตารางน้ี 
 

𝑥𝑥 𝑦𝑦 

−1 0 1 

−1  −1  
0 −𝑖𝑖 0 𝑖𝑖 
1 1 − 𝑖𝑖 1 1 + 𝑖𝑖 
2  2  

 
ตัวอยาง 8 ให 𝑎𝑎 = 2 และ 𝑏𝑏 = −2 จากทฤษฎีบท 5 (1.8) สามารถเขียนแจกแจงสมาชิกท้ังหมดของ 
{𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 | 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℤ,−2 < 𝑦𝑦 < 2, |𝑦𝑦| −  2 ≤ 𝑥𝑥 < −|𝑦𝑦| + 2 } ซึ่งเปน CRS(𝛾𝛾 = 2 − 2𝑖𝑖) ไดตามตารางน้ี 
 

𝑥𝑥 𝑦𝑦 

−1 0 1 

−2  −2  
−1 −1 − 𝑖𝑖 −1 −1 + 𝑖𝑖 
0 −𝑖𝑖 0 𝑖𝑖 
1  1  

 

ผลการวิจัยและอภิปรายผล  
 ในงานวิจัยน้ีไดศึกษาระบบสวนตกคางบริบูรณของจํานวนเต็มเกาสเซียนในทฤษฎีบท 2 ดังปรากฎในทฤษฎีบท 5 แต
อยางไรก็ตามระบบสวนตกคางบริบูรณท่ีพบยังไมใชระบบท้ังหมดในทฤษฎีบท 2 เพราะยังขาดบางกรณี เชน กรณีท่ี 𝑎𝑎 ≠ 0, 
𝑏𝑏 ≠ 0 และ |𝑎𝑎| ≠ |𝑏𝑏| เปนตน ดังน้ันจึงเปนสิ่งท่ีนาสนใจในการศึกษาตอไป 
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