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บทคัดย่อ 
	พ หุุนาม  และ  ซึ่่� ง นิิยามโดยความสััมพัันธ์์ เวีียนเกิิด  

 สำหรับั  และ  สำหรับั  โดยมีเีงื่่�อนไข

เริ่่�มต้้น  และ  เม่ื่�อ  และ  เป็็นจำนวนจริิงที่่�ไม่่ใช่่ศููนย์์  

เป็น็พหุนุามที่่�เป็็นการวางนััยทั่่�วไปของพหุนุามฟีโีบนัักชีและพหุนุามลููคัสั ซึ่่�งจะได้้ฟังัก์์ชันัก่่อกำเนิิด สูตูรของบิิเน็็ท และ

เอกลัักษณ์์บางแบบสำหรัับสองพหุุนามดัังกล่่าว

คำสำคััญ:	พ หุุนามฟีีโบนัักชีี; พหุุนามลููคััส; ฟัังก์์ชัันก่่อกำเนิิด; สููตรของบิิเน็็ท

Abstract 
	 We consider the polynomials  and which are generated by the recurrence rela-

tions      for    and 

for  with the initial conditions  and  where  

and  are any non-zero real numbers. We obtain the new generalizations of Fibonacci and Lucas 

polynomials. Moreover, we acquire generating functions, Binet’s formulas, and some identities 

involving  and .
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บทนิิยาม 1.1	ก ำหนดให้้  และ  เป็็นลำดัับที่่�นิิยามโดยความสััมพัันธ์์เวีียนเกิิดดัังนี้้�

			   	 สำหรัับทุุก 	  	 โดยที่่� 	

และ 			    	 สำหรัับทุุก	  	 โดยที่่�	  

เมื่่�อ  และ  เป็็นจำนวนจริิงที่่�ไม่่ใช่่ศููนย์์ 

1. บทนำ 
	พ หุุนามต่่างๆ ที่่�เป็็นที่่�รู้้�จัักกันดีี เช่่น พหุุนาม 

ฟีโีบนักัชี ีพหุนุามลูคูัสั พหุนุามเพลล์ ์พหุนุามเพลล์ ์- ลูคูัสั 

พหุุนามจาคอบส์์ทอล และพหุุนามจาคอบส์์ทอล – ลููคััส 

เป็็นต้้น เป็็นพหุุนามที่่�ถููกนิยามโดยความสััมพัันธ์์เวีียน

เกิิดทั้้�งสิ้้�น ซึ่่�งมีีผู้้�ศึึกษาเกี่่�ยวกัับพหุุนามดัังกล่่าวและเกิิด

ผลงานวิิจััยอย่่างต่่อเน่ื่�อง โดยเม่ื่�อปีี ค.ศ.1833 E. C. 

Catalan นักัคณิิตศาสตร์ชาวเบลเยี่่�ยมได้้ให้้บทนิิยามและ

ศึึกษาสมบััติิของพหุุนามฟีีโบนัักชีี  และในปีี ค.ศ. 

1957 E. Jacobsthal [5] นัักคณิิตศาสตร์์ชาวเยอรมััน

ได้้ศึึกษาเกี่่�ยวกัับพหุุนามจาคอบส์์ทอล  และพหุุ

นามจาคอบส์์ทอล – ลูคัูัส  ต่อ่มาในปีี ค.ศ. 1970 

M. Bicknell [1] ได้้ศึึกษาเกี่่�ยวกัับพหุุนามลููคััส  

และเมื่่�อปีี ค.ศ. 1983 A. F. Horadam และ Bro. J. M. 

Mahon [4] ได้ศ้ึึกษาเกี่่�ยวกับัพหุนุามเพลล์ ์  และ

พหุนุามเพลล์ ์– ลูคูัสั  โดยความสัมัพันัธ์เ์วียีนเกิดิ

ของลำดัับและพหุุนามที่่�ได้้กล่าวไว้้ข้้างต้้น ดัังแสดงใน

ตารางต่่อไปนี้้�

 

 

1. บทนำ (Introduction)          
พหุนามต่าง ๆ ที่เป็นที่รู้จักกันดี เช่น พหุนามฟีโบนักชี พหุนามลูคัส พหุนามเพลล์ พหุนามเพลล์ - ลูคัส พหุนามจาคอบส์ทอล และ
พหุนามจาคอบส์ทอล – ลูคัส เป็นต้น เป็นพหุนามที่ถูกนิยามโดยความสัมพันธ์เวียนเกิดทั้งส้ิน ซึ่งมีผู้ศึกษาเกี่ยวกับพหุนามดังกล่าว
และเกิดผลงานวิจัยอย่างต่อเนื่อง โดยเม่ือปี ค.ศ.1833 E. C. Catalan นักคณิตศาสตร์ชาวเบลเยี่ยมได้ให้บทนิยามและศึกษาสมบัติ
ของพหุนามฟีโบนักชี ( )nF x  และในปี ค.ศ. 1957 E. Jacobsthal [5] นักคณิตศาสตร์ชาวเยอรมันไดศ้ึกษาเกี่ยวกับพหนุามจา
คอบส์ทอล ( )nJ x และพหุนามจาคอบส์ทอล – ลูคัส ( )nK x  ต่อมาในปี ค.ศ. 1970 M. Bicknell [1] ได้ศึกษาเกี่ยวกับพหุ
นามลูคัส ( )nL x  และเมื่อปี ค.ศ. 1983 A. F. Horadam และ Bro. J. M. Mahon [4] ได้ศึกษาเกี่ยวกับพหุนามเพลล์ ( )nP x  
และพหุนามเพลล์ – ลูคัส ( )nQ x  โดยความสัมพันธ์เวียนเกิดของลำดับและพหุนามที่ได้กล่าวไว้ข้างต้น ดังแสดงในตารางต่อไปนี้ 

 
ต่อมาเม่ือปี ค.ศ. 2014 G. Bilgici [2] ได้ตีพิมพ์ผลงานวิจัยเรื่องการวางนัยทั่วไปของลำดับฟีโบนักชีและลำดับลูคัส (New 

Generalizations of Fibonacci and  Lucas Sequence)  ซึ่งในผลงานวิจัยดังกล่าวได้ให้บทนิยามของลำดับ   0n n
f 

=
 และ 

  0n n
l 

=
 ดังต่อไปนี้ 
 

 บทนิยาม 1.1    กำหนดให้   0n n
f 

=
 และ   0n n

l 

=
เป็นลำดับที่นิยามโดยความสัมพันธ์เวียนเกิดดังนี ้

     ( )2
1 22n n nf a f b a f− −= + −     สำหรับทุก  2n          โดยที่  0 10, 1f f= =  

 และ          ( )2
1 22n n nl a l b a l− −= + −         สำหรับทุก  2n          โดยที่   0 12, 2l l a= =  

 เม่ือ a   และ b  เป็นจำนวนจริงที่ไม่ใช่ศูนย์   

ช่ือ ลำดับ พหุนาม 
ฟีโบนักชี 

(Fibonacci) 
1 2n n nF F F− −= +     สำหรับทุก 2n   

โดยที่ 0 0F = และ 1 1F =  
( ) ( ) ( )1 2n n nF x x F x F x− −= +    สำหรับทุก 2n   

โดยที่ ( )0 0F x =  และ ( )1 1F x =  

ลูคัส 
(Lucas) 

1 2n n nL L L− −= +     สำหรับทุก 2n   
โดยที่ 0 2L = และ 1 1L =  

( ) ( ) ( )1 2n n nL x x L x L x− −= +    สำหรับทุก 2n   
โดยที่ ( )0 2L x =  และ ( )1L x x=  

เพลล์ 
(Pell) 

1 22n n nP P P− −= +    สำหรับทุก 2n   
โดยที่ 0 0P =  และ 1 1P =  

( ) ( ) ( )1 22n n nP x x P x P x− −= +    สำหรับทุก 2n   
โดยที่ ( )0 0P x =  และ ( )1 1P x =  

เพลล์ – ลูคัส 
(Pell-Lucas) 

1 22n n nQ Q Q− −= +   สำหรับทุก 2n 

โดยที่ 0 2Q = และ 1 2Q =  
( ) ( ) ( )1 22n n nQ x xQ x Q x− −= +   สำหรับทุก 2n   

โดยที่ ( )0 2Q x =  และ ( )1 2Q x x=  
จาคอบส์ทอล 
(Jacobsthal)

 

1 22n n nJ J J− −= +

  

สำหรับทุก 2n 

 
โดยที่ 0 0J =  และ 1 1J =  

( ) ( ) ( )1 22n n nJ x x J x J x− −= +

   

สำหรับทุก 2n 

 
โดยที่ ( )0 0J x =  และ ( )1 1J x =  

จาคอบส์ทอล – 
ลูคัส 

(Jacobsthal– 
Lucas)

 

1 22n n nK K K− −= + สำหรับทุก 2n 

 โดยที่ 0 2K = และ 1 1K =   

 

( ) ( ) ( )1 22n n nK x x K x K x− −= +  สำหรับทุก 2n 

โดยที่ ( )0 2K x =  และ ( )1K x x=

 

	ต่ ่อมาเมื่่�อปีี ค.ศ. 2014 G. Bilgici [2] ได้้ตีีพิิมพ์์

ผลงานวิจิัยัเรื่่�องการวางนัยัทั่่�วไปของลำดับัฟีโีบนักัชีและ

ลำดับัลูคูัสั (New Generalizations of Fibonacci and 

Lucas Sequence) ซึ่่�งในผลงานวิิจััยดัังกล่าวได้้ให้้บท

นิิยามของลำดัับ  และ  ดัังต่่อไปนี้้�
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	 จากการศึึกษาผลงานวิจิัยัของ G. Bilgici ดังักล่า่ว

ทำให้ท้ราบว่า่ลำดับั  และ  ดังับทนิยิาม 

1.1 เป็น็การวางนัยัทั่่�วไปของลำดับัต่า่งๆ เช่น่ เมื่่�อ  

และ  แล้ว้จะได้ล้ำดับัฟีโีบนักัชีแีละลำดับัลูคูัสั เมื่่�อ 

 และ  แล้้วจะได้้ลำดัับจาคอบส์์ทอลและ

ลำดัับจาคอบส์์ทอล – ลููคััส และเมื่่�อ  และ 

จะได้้ลำดัับเพลล์์และลำดัับเพลล์์ – ลููคััส เป็็นต้้น ดัังนั้้�น

งานวิิจััยฉบัับนี้้�จึึงจะทำการศึึกษาการวางนััยทั่่�วไปของ 

พหุนุามต่า่งๆ ที่่�ได้ก้ล่า่วไว้ข้้า้งต้น้ โดยได้ใ้ห้บ้ทนิยิามของ

พหุุนาม  และ  ดัังต่่อไปนี้้�

บทนิิยาม 1.2	ก ำหนดให้้  และ  เป็็นพหุุนามที่่�นิิยามโดยความสััมพัันธ์์เวีียนเกิิดดัังนี้้�

			    สำหรัับทุุก  โดยที่่� 

และ 			    สำหรับทุุก   โดยที่่� 

เมื่่�อ  และ  เป็็นจำนวนจริิงที่่�ไม่่ใช่่ศููนย์์

จะเห็็นว่่าถ้้ากำหนดให้้  ลงในบทนิิยาม 1.2 แล้้วจะได้้ความสััมพัันธ์์เวีียนเกิิดดัังบทนิิยาม 1.1 ข้้างต้้น

2. ฟัังก์์ชัันก่่อกำเนิิด (Generating Function)
จะเห็็นว่่าฟัังก์์ชัันก่่อกำเนิิดของพหุุนามฟีีโบนัักชีี  และพหุุนามลููคััส  คืือ

 	

	

และ                                                                                                                         ตามลำดัับ 

ในหััวข้้อนี้้�จึึงจะศึึกษาฟัังก์์ชัันก่่อกำเนิิดสำหรัับพหุุนาม  และพหุุนาม  

ทฤษฎีีบท 2.1 ฟัังก์์ชัันก่่อกำเนิิดสำหรัับพหุุนาม  และพหุุนาม คืือ

				  

และ 		   

ตามลำดัับ เมื่่�อ  และ  เป็็นจำนวนจริิงที่่�ไม่่ใช่่ศููนย์์

พิสิูจูน์ ์กำหนดให้้  และ  เป็็นฟังัก์ช์ันัก่่อกำเนิิดสำหรับพหุนุาม  และพหุนุาม ตามลำดัับ 

จะได้้ว่่า  และ 

กำหนดให้้  และ  เป็็นจำนวนจริิงที่่�ไม่่ใช่่ศููนย์์ เนื่่�องจาก 

 

(1)

(2)
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3. สููตรของบิิเน็็ท (Binet’s Formulas) 
	 ทฤษฎีบีทต่่อไปนี้้�คืือสูตูรของบิิเน็ท็สำหรับพหุนุาม  และพหุนุาม ซึ่่�งเป็น็สูตูรที่่�ใช้ใ้นการหาพจน์์

ที่่�  ของพหุุนาม  และพหุุนาม นั่่�นเอง

ทฤษฎีีบท 3.1 สููตรของบิิเน็็ทสำหรัับพหุุนาม  และพหุุนาม คืือ

			   		  (3)

และ	  			    			 

	 (4)

ตามลำดัับ เมื่่�อ  และ  เป็็นรากของสมการ 

 โดยที่่�  และ  เป็็นจำนวนจริิงที่่�ไม่่ใช่่ศููนย์์

พิิสููจน์์ กำหนดให้้  และ  เป็็นจำนวนจริิงที่่�ไม่่ใช่่ศููนย์์ จากบทนิิยามของ  จะได้้ว่่า 

 และจะได้้สมการลัักษณะเฉพาะ คืือ 
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	 ในทำนองเดีียวกันจะเห็็นว่่า  และจะได้้สมการลัักษณะ 

เฉพาะ คืือ  ดัังนั้้�น  จะได้้ว่่า 	  

4. เอกลัักษณ์์บางแบบเกี่่�ยวกัับพหุุนาม  และ 
(Some Identities involving  and )

ในหััวข้้อนี้้�จะศึึกษาเอกลัักษณ์์เกี่่�ยวกัับพหุุนาม  และ  บางเอกลัักษณ์์ดัังต่่อไปนี้้� 

ทฤษฎีีบท 4.1 กำหนดให้้  และ  เป็็นจำนวนเต็็มใดๆ จะได้้ว่่าเอกลัักษณ์์เกี่่�ยวกัับพหุุนาม  และ 

มีีดัังนี้้� 
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เมื่่�อ  และ  เป็็นจำนวนจริิงที่่�ไม่่ใช่่ศููนย์์

พิิสููจน์์ กำหนดให้้  และ  เป็็นจำนวนจริิงที่่�ไม่่ใช่่ศููนย์์ การพิิสููจน์์จะอาศััยสููตรของบิิเน็็ท (3) และ (4) ดัังนี้้�

(i) จากสููตรของบิิเน็็ท (3) และ (4) จะได้้ว่่า	
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(iii) อาศััยสููตรของบิิเน็็ท (3) และ (4) จะได้้ว่่า 
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(vi) โดยสููตรของบิิเน็็ท (3) และ (4) จะได้้ว่่า 
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จากทฤษฎีีบท 4.1 ทำให้้ได้้สมบััติิของพหุุนาม  และ  เพิ่่�มเติิมดัังบทแทรกต่่อไปนี้้�

 

บทแทรก 4.2 กำหนดให้้  และ  เป็็นจำนวนเต็็มใดๆ จะได้้ว่่า



ปีที่ 30 ฉบับที่ 3 พฤษภาคม-มิถุนายน 2565	 วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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จากทฤษฎีีบท 4.1 และบทแทรก 4.2 ทำให้้ทราบ

เอกลัักษณ์์บางแบบของพหุุนาม  และ  

เท่่านั้้�น ซึ่่�งอาจจะยัังไม่่ใช่่เอกลัักษณ์์ทั้้�งหมดของพหุุนาม

ดัังกล่่าว

5. สรุุปผล
	 งานวิิจััยฉบัับนี้้�ได้้กำหนดบทนิิยามของพหุุนาม 

และ  ดัังบทนิิยาม 1.2 ซ่ึ่�งเป็็นพหุุนาม 

ที่่� เป็็นการวางนััยทั่่�วไปของพหุุนามฟีีโบนัักชีีและ 

พหุนุามลููคัสั ซึ่่�งจะได้้ฟังัก์์ชันัก่่อกำเนิิดและสููตรของบิิเน็็ท

สำหรัับสองพหุุนามดัังกล่่าว นอกจากนี้้� โดยอาศััยสููตร

ของบิิเน็็ทจะทำให้้ได้้บางเอกลัักษณ์์เกี่่�ยวกัับพหุุนาม 

 และ  อีีกด้้วย
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