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บทคัดย่อ 
หุ่นยนต์ขนำนบนระนำบมีควำมสำมำรถในกำรสร้ำงกำรเคลื่อนที่เร็วและแม่นย ำ แต่ในบำงท่ำทำงภำยในพื้นที่ท ำงำนมีโอกำสเกิด
สภำวะเอกฐำน กำรเพิ่มตัวขับส่วนเกินให้กับโครงสร้ำงเป็นอีกแนวทำงในกำรออกแบบเพื่อลดสภำวะเอกฐำนได้ งำนวิจัยนีน้ ำเสนอ
กำรวิเครำะห์อัตรำส่วนพื้นที่ท ำงำนและดัชนีควำมสำมำรถในกำรจัดกำรเคลื่อนที่ (Manipulability Index, MI) ของโครงสร้ำง
หุ่นยนต์ขนำนโครงสร้ำงส่วนเกิน 4 ขำบนระนำบ ซึ่งแต่ละขำถูกขับเคลื่อนด้วยตัวขับท่ีถูกติดตั้งบนฐำน และส่งก ำลังผ่ำนก้ำนแข็ง
และข้อต่อแบบหมุนไปยังจุดปลำยแผ่นเคลื่อนที่ ขอบเขตพื้นที่ท ำงำนของแต่ละขำถูกสร้ำงจำกควำมสัมพันธ์ทำงจลนศำสตร์ 
ขอบเขตของทุกขำถูกน ำมำพิจำรณำหำพื้นที่ทับซ้อนโดยวิธีทำงเรขำคณิตเพื่อให้ได้พื้นที่ท ำงำนของโครงสร้ำงทั้งหมด จุดภำยใน
พื้นที่ท ำงำนเหล่ำนี้จะถูกน ำมำวิเครำะห์ค่ำ MI ในกรณีศึกษำของงำนวิจัยนี้ได้เปรียบเทียบค่ำอัตรำส่วนพื้นที่และค่ำ MI ของ

โครงสร้ำงขนำน 3-R̅RR และ 4-R̅RR แสดงให้เห็นว่ำโครงสร้ำงส่วนเกิน 4-R̅RR สำมำรถเพิ่มค่ำ MI เฉลี่ยได้ 37 เท่ำของโครงสร้ำง 

3-R̅RR เมื่อก ำหนดให้ควำมยำวขำท่อนล่ำงและท่อนบนยำว 400 มม. และ 500 มม. ตำมล ำดับ ในขณะที่ค่ำอัตรำส่วนพ้ืนท่ีท ำงำน
ของหุ่นยนต์กับพ้ืนท่ีท ำงำนท่ีต้องกำรนั้นลดลง 13.15%  
ค าส าคัญ  หุ่นยนต์ขนำน, โครงสรำ้งส่วนเกิน, พื้นที่กำรท ำงำน, ดัชนคีวำมสำมำรถในกำรจดักำร  

Abstract  
Planar parallel manipulator has advantages to carry out high speed and accuracy tasks, but singular 
configurations can occur within a workspace.  These singular configurations can be eliminated by adding 
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redundant actuation.  This paper presents an analysis of workspace ratio and Manipulability Index (MI)  of a 4-

R̅RR redundant planar parallel manipulator, which is created by introducing a redundant branch with active 

actuator to a 3- R̅RR.  Each branch made up as serial chain connects the moving platform to the fixed base by 
actuator, two rigid links and 2 passive revolute joints.  A geometry method based on the forward kinematics 

would be appropriate to determine the workspace. Then, 4-R̅RR workspace is generated by the intersection of 
all branched. MI of point in intersection workspace are analyzed. Finally, case study, a comparison of workspace 

ratio and MI of 3- R̅RR and 4- R̅RR parallel manipulator shown the 4- R̅RR redundant structure can improve the 
MI to 3 7  times ( for 400 mm and 500 mm of lower and upper link length, respectively)  when compared with 

the 3-R̅RR structure while the workspace ratio reduced to 13.15%. 
Keywords: Parallel Manipulator, Redundant Mechanism, Workspace, Manipulability Index 
 

   1. บทน า         
           หุ่นยนต์ขนำนเป็นกลไกที่สำมำรถสร้ำงกำรเคลื่อน 
 ที่ได้เร็ว แม่นย ำ และสำมำรถรับภำระโหลดได้สูง แต่ใน    
 บำงท่ำทำงของหุ ่นยนต์สำมำรถเกิดสภำวะเอกฐำน  
 (Singularity) หำกเพิ่มจ ำนวนตัวขับให้มำกกว่ำจ ำนวน 
 องศำอิสระแล้ว โครงสร้ำงส่วนเกินลักษณะนี้สำมำรถลด 
 โอกำสกำรเกิดสภำวะนี้ได้ หำกพิจำรณำรูปแบบกำรจัด 
 วำงตัวขับในโครงสร้ำงส่วนเกินแล้วสำมำรถแบ่งได้เป็น 
 สองแบบ [1] แบบแรกเรียกว่ำโครงสร้ำง Actuation  
 Redundant ตัวอย่ำงเช่น กำรเพิ่มตัวขับเชิงเส้นในแต่     
 ละขำ ในงำนวิจัย [2] และ [3] เป็นโครงสร้ำงที่ถูกเพิ่ม
 ตัวขับแทนที่ข้อต่อ เป็นผลให้โอกำสเกิดสภำวะเอกฐำน
 ลดลงในขณะที่พื ้นที่กำรท ำงำนยังเท่ำเดิม ส่วนแบบที่
 สอง Kinematically Redundant เป็นโครงสร้ำงที่ถูก
 เพิ่มชุดขำพร้อมตัวขับ ท ำให้ได้ พื้นที่กำรท ำงำนที่ใหญ่
 ขึ ้น  [4]  และยังสำมำรถเพิ ่มระยะกำรหมุนของแผ่น
 เคลื่อนที่เพื่อลดกำรเกิดสภำวะเอกฐำนได้เช่นกัน [5] 

        พื้นที่กำรท ำงำนของหุ่นยนต์ [6] เป็นอีกคุณสมบัติ
 ที่ส ำคัญในกำรออกแบบโครงสร้ำง โดยทั่วไปใช้วิธีกำร
 ท ำ ง ต ัว เ ล ข  ( Numerical Method)  แ ล ะ ว ิธ ีท ำ ง
 เ ร ข ำ ค ณ ิต  ( Geometry Approach)  ทั ้ง สอ ง ว ิธ ีนี ้มี
 หลักกำรที่แตกต่ำงกันกล่ำวคือ วิธีแรกใช้กำรทดสอบ
 ควำมสอดคล้องเงื่อนไขของแต่ละจุดในพื้นที่ท ำงำนซึ่ง
 ใช้เวลำมำกพอสมควรในกำรตรวจให้เสร็จสิ ้นทุกจุด 
 ในขณะที่วิธีที ่สองนั้นพิจำรณำเพียงพื้นที่ส่วนซ้อนทับ
 พื้นที่ที่ท ำงำนได้ของทุกขำ วิธีที่สองนี้จึงใช้เวลำในกำร

ค ำนวณน้อยกว่ำแบบแรก และวิธีนี ้ยังสำมำรถน ำผลมำ
ประเมินขนำดของพื้นที่ท ำงำนได้สะดวกมำยิ่งขึ้น ในกำร
เปรียบเทียบพื้นที่ท ำงำนและต ำแหน่งกำรเกิดสภำวะเอก
ฐำนของหุ่นยนต์ขนำนโครงสร้ำงต่ำง ๆ นั้น ส่วนใหญ่ใช้
ควำมสำมำรถในกำรจัดกำร (Manipulability)  ควำม
แม่นย ำ (Accuracy) และค่ำCondition Number ในกำร
เปรียบเทียบควำมน่ำสนใจของโครงสร้ำง [ 7] โดย Wu 
และ คณะ [8] น ำเสนอกำรเปรียบเทียบควำมสำมำรถใน
กำรท ำงำนของโครงสร้ำงขนำนบนระนำบเพื่อใช้ในกำร
เลือกโครงสร้ำงที่เหมำะสม และหลังจำกนั้นทำงทีมวิจัยได้
น ำเสนอกำรพิจำรณำค่ำ Condition Number เป็นปัจจัย
ส ำคัญในกำรหำรูปแบบกำรจัดวำงขำและแผ่นเคลื่อนที่

ของโครงสร้ำง 3-R̅RR ที่ต่ำงกันให้เหมำะสมกับเงื่อนไขที่
ก ำหนด [9] และ [10] นอกจำกนี้ค่ำ Condition Number 
ยังสำมำรถน ำมำใช้เป็นเกณฑ์ในกำรเลือกขนำดขำของ

โครงสร้ำงหุ ่นยนต์ ขนำน 3-R̅RR เพื ่อให้ได้ขนำดพื ้นที่
ท ำงำนที่มีขนำดใหญ่ขึ้น [10] 

กำรออกแบบหุ ่นยนต์ขนำนให้สำมำรถท ำงำนใน
พื้นที่ท ำงำนที่ก ำหนดไว้มีโอกำสที่จะเกิดสภำวะเอกฐำน
ภำยในพื ้นที ่ท ำงำนนั ้น กำรปรับเปลี ่ยนเป็นโครงสร้ำง
ส่วนเกินเป็นอีกแนวทำงในกำรช่วยลดโอกำสเกิดสภำวะ
เอกฐำนได้ งำนวิจัยนี ้จ ึงน ำเสนอกำรวิเครำะห์หุ ่นยนต์
ขนำนโครงสร้ำงส่วนเกินโดยใช้อัตรำส่วนพื้นที่ท ำงำนเป็น
เกณฑ์ในกำรวิเครำะห์ ซึ ่งอ ัตรำส ่วนพื ้นที ่นี ้สำมำรถ
ชี ้ให ้เห ็นถึงจ ำนวนกำรเกิด สภำวะเอกฐำนในบริเวณ
ขอบเขตพื้นที่ท ำงำนที่ก ำหนดไว้ 
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2. ทฤษฎีและวิธีการด าเนินการวิจัย 

กลไกของหุ่นยนต์ขนำน 4-R̅RR แสดงดังรูปที่ 1(ก) โดย
ในงำนวิจัยนี้ก ำหนดให้แกนอ้ำงอิง (X-Y) อยู่ที่จุด O โดยมี
แผ่นเคลื่อนที่ (Moving Platform) เป็นแผ่นสี่เหลี่ยมซึง่มีแกน
เคลื่อนที่ (X'-Y') ติดอยู่ที่จุด P โดยปลำยแผ่นเคลื่อนที่ถูก
เช่ือมโยงไปยังฐำนผ่ำนชุดขำ 4 ชุด ( i=1,2,3 และ 4) ที่มี
ลักษณะเป็นแขนกลอนุกรม ขำแต่ละชุดประกอบด้วยท่อน
วัตถุแข็งเกร็ง 2 ช้ิน (lli และ lui) เช่ือมติดกันด้วยข้อต่อแบบ
หมุน (Bi) ปลำยข้ำงหนึ่งของขำถูกยึดติดเข้ำกับฐำนด้วยตัวขับ
แบบหมุน (Ai) ส่วนอีกด้ำนหนึ่งถูกยึดติดกับปลำยแผ่น
เคลื่อนที่ด้วยข้อต่อแบบหมุน (Ci) จึงท ำให้หุ่นยนต์มี 3 องศำ
อิสระ คือ แผ่นเคลื่อนที่สำมำรถเคลื่อนที่ตำมแกน X' และ Y' 

และยังหมุนด้วยมุม β หำกเปรียบเทียบกับโครงสร้ำง 3-R̅RR 

จะพบว่ำโครงสร้ำง 3-R̅RR (ดังรูปที่ 1(ข)) มีขำอนุกรม 3 ชุด
ในแต่ละชุดใช้ตัวขับ 1 ตัวเพื่อให้เกิดกำรเคลื่อนที่ 3 องศำ

อิสระ จ ำนวนตัวขับที่มำกขึ้นในโครงสร้ำง 4-R̅RR ท ำให้
โครงสร้ำงอยู่ในกลุ่มของโครงสร้ำงส่วนเกิน 

ในกำรหำควำมสัมพันธ์เชิงจลนศำสตร์ของหุ่นยนต์

ขนำน 4-R̅RR นั้นสำมำรถหำได้จำกกำรพิจำรณำจำกผลรวม
ของเวกเตอร์ลูปของแต่ละชุดขำดังสมกำรที่ (1) 

OP̅=OAi̅̅ ̅+AiBi̅̅ ̅+BiCi̅̅ ̅+CiP̅                                     (1) 

โดย  OP̅ ค ือ เ วกเตอร ์บอกต ำแหน่งจ ุดปลำยของแผ ่น
เคลื่อนที่ OAi̅̅ ̅ คือเวกเตอร์บอกต ำแหน่งของจุดติดตั้งของขำ
แต่ละชุด AiBi̅̅ ̅ และ BiCi̅̅ ̅ คือเวกเตอร์บอกต ำแหน่งของขำ
ท่อนล่ำงและท่อนบนของขำแต่ละชุดตำมล ำดับ และ CiP̅ 
คือ เวกเตอร์บอกต ำแหน่งของระยะจำกจุดปลำยของแผ่น
เคลื่อนที่ของแต่ละขำไปยังจุดปลำยของแผ่นเคลื่อนที่  

 โดยทั่วไปแล้วจลศำสตร์ของหุ่นยนต์แบ่งเป็น 2 
แบบด้วยกันคือ จลนศำสตร์ผกผัน (Inverse Kinematic) และ
จลนศำสตร์เชิงคืบหน้ำ (Forward Kinematic) ในส่วนของ
จลศำสตร์ผกผันเป็นกำรหำขนำดของตัวขับโดยก ำหนด
ต ำแหน่งและลักษณะกำรหมุนของแผ่นเคลื่อนที่ จำกสมกำรที่ 
(1) สำมำรถเขียนในรูปกำรหำขนำดตัวขับเป็นดังสมกำรที่ (2) 

AiCi̅̅ ̅=OP̅-OAi̅̅ ̅-CiP̅                                       (2) 

 

ซึ่งจุด C i เป็นจุดปลำยของขำแต่ละชุด OAi̅̅ ̅ และ CiP̅ เป็น
เวกเตอร์ค่ำคงที่ จำกนั้นพิจำรณำชุดขำอนุกรมซึ่งเป็นแขน
กลไก 2 องศำอิสระบนระนำบ ขนำดของตัวขับสำมำรถหำ
ได้จำกสมกำรที่ (3) และ (4) 

θ2i= tan-1 (
±√1-ti2

ti
)                                      (3) 

θ1i= tan-1 (
Cyi

Cxi

) - tan-1 (
luisinθ2i

lli+luicosθ2i

)                      (4) 

 

โดยที่  ti=
Cxi
2+Cyi

2-lli
2-lui

2

2llilui
  ดังนั้น ขนำดตัวขับของหุ่นยนต์ขนำน 

4-R̅RR สำมำรถหำได้จำกสมกำรที่ (3) และ (4) ส ำหรับจล
ศำสตร ์เช ิงค ืบหน้ำ เป ็นกำรหำต ำแหน่งจ ุดปลำยและ
ลักษณะกำรหมุนของแผ่นเคลื่อนที่โดยก ำหนดขนำดของ
ตัวขับมำให้โดยทั่วไปแล้วกำรหำค ำตอบของจลศำสตร์เชิง
คืบหน้ำมี 3 รูปแบบ คือ 1) ผลเฉลยรูปแบบปิด (Closed-
Form Solution) [12-14] 2) วิธีกำรทำงตัวเลข (Numerical 
Method)  [ 15]  3 )  วิ ธี ก ำ ร เ ชิ ง วิ เ ค ร ำ ะ ห์  ( Analytical 
Approach) [16] ซึ่งในงำนวิจัยนี้จะใช้วิธี วิธีกำรทำงตัวเลข ใน
กำรหำค ำตอบโดยพิจำรณำจำกควำมสัมพันธ์ของจลศำสตร์เชิง
คืบหน้ำของชุดขำอนุกรมคือ 

(ก) ลักษณะกลไกหุ่นยนต์ขนาน 4-R̅RR  

(ข) ลักษณะกลไกหุ่นยนต์ขนาน 3-R̅RR  

รูปที ่1 ลักษณะกลไกหุ่นยนต์ขนำน 4-R̅RR และ 3-R̅RR 
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Cxi=llicosθ1i+luicos(θ1i+θ2i)                         (5) 

Cyi=llisinθ1i+luisin(θ1i+θ2i)                        (6) 

จำกสมกำรที่ (5) และ (6) เมื่อก ำหนดขนำดตัวขับ (θ1i) 
ลักษณะของก้ำน A iB i จะถูกระบุต ำแหน่งให้ทรำบจำกนั้น
พิจำรณำกำรเคลื่อนที่ของจุด C i แต่ละขำซึ่งเคลื่อนที่เป็น
วงกลมโดยมีจ ุดศ ูนย ์กลำงอยู ่ที ่จ ุด  B i และร ัศม ียำว lui 
ค ำตอบของจลศำสตร์เชิงคืบหน้ำจะเกิดขึ้นเมื่อระยะห่ำง
ระหว่ำงจุดปลำยของขำแต่ละชุดสอดคล้องกับขนำดของ
แผ่นเคลื่อนที่ ดังแสดงในรูปที่ 2 

2.1 การวิเคราะห์พื้นที่ท างานของหุ่นยนต์ 
พื ้นที ่กำรท ำงำนของหุ ่นยนต์ (Workspace) คือ

ต ำแหน่งและกำรวำงตัวของแผ่นเคลื่อนที่ของหุ่นยนต์ที่
ท ำได้ ในงำนวิจัยนี้วิธีทำงเรขำคณิตจะถูกน ำมำใช้ในกำร
หำพื้นที่ท ำงำน ซึ่งขนำดของพื้นที่ท ำงำนที่แสดงเป็นขอบ
จะถูกน ำไปในกำรออกแบบพื้นที่ที ่ใช้งำน (Prescribed 
Workspace) หำกวิเครำะห์ในเชิงเรขำคณิตแล้วสำมำรถ
หำพื้นที่ท ำงำนได้โดยพิจำรณำส่วนทับซ้อนพื้นที่ท ำงำน
ของแต่ละชุดขำซึ่งสำมำรถวิเครำะห์ได้ 3 ชนิด คือ พื้นที่
กำรท ำงำนที ่ลักษณะกำรวำงตัวของแผ่นเคลื่อนที่คงที่  
(Constant Orientation Workspace) พื้นที่กำรท ำงำน
ที ่ยื ่น ไปถ ึง  ( Reachable Workspace)  และพื ้นที ่ก ำร
ท ำงำนที่คล่องแคล่ว (Dexterous Workspace) 

 

 
พื ้นที ่กำรท ำงำนที ่ล ักษณะกำรวำงตัวของแผ่น

เคลื่อนที่คงที่ คือ ต ำแหน่งที่หุ่นยนต์สำมำรถเคลื่อนที่ไป
ถึงได้ในขณะที่กำรวำงตัวของแผ่นเคลื่อนที่มีค่ำคงที่ ใน
กำรหำพื้นที่ท ำงำนของแต่ละชุดขำ สมกำรวงกลมจะถูก

น ำ ม ำ ใ ช ้ใ น ก ำ ร ห ำ พื ้น ที ่ก ำ ร ท ำ ง ำ น ข อ ง หุ ่น ย น ต ์             
โดยแบ่งเป็นพื้นที่วงกลมที่จุดปลำยสำมำรถเคลื่อนที่ไปได้ 
(วงกลมด้ำนนอก) และพื้นที่วงกลมที่ไม่สำมำรถเคลื่อนที่
ไปได้ (วงกลมด้ำนใน) สมกำรของวงกลมทั้งสองถูกหำมำ
จำกกำรพิจำรณำสมกำรที่ (1) ซึ่งแสดงเป็น 

(x-xi)
2+(y-y

i
)2=(lli+lui)

2
                                  (7)                                     

(x'-xi)2+(y'-y
i
)2=(lli-lui)

2                               (8)                                          

โดยที่ x i และ y i เป็นจุดศูนย์กลำงของวงกลมซึ่งขึ้นอยู่กับ
ลักษณะกำรวำงตัวของแผ่นเคลื่อนที่ ผลที่ได้จำกสมกำรที่ 
(7) และ (8) แสดงลักษณะเป็นวงแหวนของแต่ละขำโดย
ที ่พื ้นที ่ท ำ งำนที ่จ ุดปลำยของแผ ่น เคลื ่อนที ่ส ำม ำรถ
เคลื่อนที่ได้ คือพื้นที่ระหว่ำงวงกลมด้ำนนอกและวงกลม
ด้ำนใน ร ูปที ่ 3 (ก )  แสดงตัวอย่ำ งพื ้นที ่ก ำรท ำ งำนที่
ลักษณะกำรวำงตัวของแผ่นเคลื่อนที่คงที่ของแต่ละขำโดย
ก ำหนดควำมยำวของขำท่อนล่ำง (l l i) และขำท่อนบน (lu i) 
มีค่ำเป็น 400 มิลลิเมตร และ 500 มิลลิเมตร ตำมล ำดับ 
และกำรวำงตัวของแผ่นเคลื ่อนที ่เป็น 30 องศำ ซึ ่งใน
วงกลมด้ำนนอกเป็นพื ้นที ่ที ่จ ุดปลำยของขำสำมำรถ
เคลื ่อนที ่ไปถึงได้ (จำกสมกำรที ่ (7)) ในขณะที่ภำยใน
วงกลมที่อยู ่ด้ำนในเป็นพื้นที่ที ่ไม่สำมำรถเคลื่อนที่ไปถึง 
(จำกสมกำรที่ (8)) และพื้นที่ทับซ้อนกันของทั้งสี่ขำเป็น
บริเวณที่จุดปลำยของแผ่นเคลื่อนที่สำมำรถเคลื่อนที่ไปถึง
ได ้ ถ ัดมำพื ้นที ่ก ำรท ำ ง ำนที ่ยื ่น ไปถ ึง เป ็นต ำแหน ่งที่
หุ่นยนต์สำมำรถเคลื่อนที่ไปถึงได้โดยไม่ค ำนึงถึงลักษณะ
กำรวำงตัวของแผ่นเคลื ่อนที ่ กำรหำพื ้นที ่กำรท ำงำน
รูปแบบนี้ยังคงใช้สมกำรวงกลมของแต่ละขำเช่นเดียวกับ
กำรหำพื้นที่กำรท ำงำนในแบบแรก แต่จุดศูนย์กลำงของ
วงกลมจะถูกก ำหนดให้อยู่ที่จุดติดตั้งของแต่ละขำ ส ำหรับ
วงกลมด้ำนนอกรัศมีของวงกลมจะพิจำรณำจำกผลรวม
ของควำมยำวของขำท่อนล่ำงกับขำท่อนบน และระยะ
จำกจุดปลำยของปลำยแขนอนุกรมถึงจุดกึ ่งกลำงของ
แผ่นเคลื่อนที่ (rp) ส ำหรับวงกลมด้ำนในรัศมีของวงกลม
จะพิจำรณำจำกผลต่ำงของขำท่อนล่ำงและขำท่อนบน 
จำกนั้นน ำผลที่ได้ไปลบกับระยะจำกจุดปลำยของปลำย
แขนอนุกรมถึงจุดกึ่งกลำงของแผ่นเคลื่อนที่ หำกรัศมีที่ได้

การเคลื่อนทีจุ่ด
ปลายของขา 4 

การเคลื่อนทีจุ่ด
ปลายของขา 1 

การเคลื่อนทีจุ่ด
ปลายของขา 2 

การเคลื่อนทีจุ่ด
ปลายของขา 3 

รูปที่ 2 ลักษณะกำรเคลื่อนที่ของจุดปลำยของแตล่ะชุดขำ 
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มีค่ำเป็นลบจะไม่เกิดวงกลมด้ำนใน ดังนั้น  สมกำรที่ (7) 
และ (8) สำมำรถเขียนใหม่เป็น 

 

x2+y2= (lli+lui+rp)2             (9) 

x'
2

+y'
2

= (lli-lui-rp)2           (10) 

และสุดท้ำยพื ้นที ่กำรท ำงำนที ่คล่องแคล่วเป็นต ำแหน่งที่
หุ่นยนต์เคลื่อนที่ไปถึงได้โดยที่แผ่นเคลื่อนที่สำมำรถวำงตัว
ได้ทุกท่ำทำง วิธีกำรหำพื้นที่กำรท ำงำนรูปแบบนี้สำมำรถใช้
วิธีกำรของพื้นที่กำรท ำงำนในแบบที่สอง แต่รัศมีของสมกำร
วงกลมจะแตกต่ำงกันโดยร ัศม ีของวงกลมภำยนอกจะ
พิจำรณำจำกผลรวมของขำท่อนล่ำงกับขำท่อนบน จำกนั้น
น ำค่ำที่ได้ไปลบกับระยะจำกจุดปลำยของปลำยแขนอนุกรม
ถึงจุดกึ่งกลำงของแผ่นเคลื่อนที่ ในขณะที่รัศมีของวงกลม
ด้ำนในพิจำรณำจำกผลต่ำงของขำท่อนล่ำงกับขำทอ่นบน 

และน ำค่ำที่ได้ไปรวมกับระยะจำกจุดปลำยของปลำยแขน
อนุกรมถึงจุดกึ่งกลำงของแผ่นเคลื่อนที่ท ำให้สมกำรวงกลมที่
ใช้ส ำหรับกำรหำพื้นที่กำรท ำงำนของรูปแบบนี้เขียนใหม่เป็น  

x2+y2=(lli+lui-rp)2                     (11) 

x'
2

+y'
2

=(lli-lui+rp)2                     (12) 

จำกสมกำรที่ (7) - (12) เห็นได้ว่ำควำมยำวรัศมีวงกลม
ด้ำนนอกของพื้นที่กำรท ำงำนแบบที่สองมำกที่สุด ถัดมำ
เป็นพื้นที่กำรท ำงำนแบบที่หนึ่ง และพื้นที่กำรท ำงำนแบบ
ที ่ส ำ ม เ ล ็กที ่ส ุด จ ึงท ำ ให ้ขนำดของ พื ้นที ่ก ำ รท ำ ง ำน
เรียงล ำดับตำมควำมยำวของรัศมีที่กล่ำวมำ ซึ่งขนำดของ
พื้นที่กำรท ำงำนทั้ง 3 แบบแสดงดังรูปที่ 3 (ข)  

ในกำรออกแบบขนำดโครงสร ้ำ งที ่เ หมำะสม 
อัตรำส่วนของพื้นที่ที่หุ่นยนต์ท ำได้และพื้นที่ที่ใช้งำนจะ
ถูกน ำมำวิเครำะห์ซึ่งคิดได้จำกสมกำรที่ (13) 

ratio=
WR

WP
                            (13) 

โดยที่ WP คือขนำดของพื้นที่ที ่ใช้งำนและ WR คือ ขนำด
ของพื้นที่ที่หุ่นยนต์ท ำได้ อัตรำส่วนที่ได้เป็นค่ำที่แสดงถึง
ควำมสำมำรถในกำรท ำงำนของหุ่นยนต์ หำกค่ำที่ได้น้อย
กว่ำ 1 นั่นคือหุ่นยนต์ที่ออกแบบไม่สำมำรถน ำไปใช้กับ
งำนที ่ต ้องกำรได้ ในทำงตรงกันข้ำมหำกค่ำที ่ได ้ม ีค ่ำ
มำกกว่ำ 1 หุ่นยนต์ที่ออกแบบสำมำรถน ำใช้งำนได้ แต่
หำกอัตรำส่วนมีค่ำมำกจนเกินไปจะท ำให้ขนำดกลไกใหญ่
ขึ้นตำมไปด้วย ดังนั้นในกำรออกแบบหุ่นยนต์ให้เหมำะสม
กับงำนจ ึงจ ำ เป ็นต ้องน ำค ่ำอ ัตรำส ่วนมำช ่วยในกำร
วิเครำะห์ในแง่มุมของกำรออกแบบขนำดโครงสร้ำงให้
เหมำะสม 

2.2 การวิเคราะห์ความสามารถในการจัดการของหุ่นยนต์ 
       ดัชนีควำมสำมำรถในกำรจัดกำร (Manipulability 
Index, MI) เป็นค่ำหนึ่งที่สำมำรถน ำมำใช้ในกำรวิเครำะห์
ประสิทธิภำพซึ ่ง เป็นค่ำที ่บอกถึงควำมสำมำรถในกำร
ส่งผ่ำนควำมเร็วจำกตัวขับไปยังจุดปลำยของหุ่นยนต์ [ 7] 
ในงำนวิจัยนี้ ค่ำ MI จะถูกน ำมำใช้ทดสอบโดยใช้อัตรำส่วน
ของค ่ำ ล ักษณะ เ ฉพำะ  ( Eigenvalue)  ของ เ มทร ิกซ ์         
จำโคเบียน (Jacobian Matrix) คือ 

MI=
σmax

σmin

                          (14) 

 

(ข) ลักษณะพื้นที่ท ำงำน ทั้ง 3 ชนิด 

(ก) พื้นที่กำรท ำงำนที่ลักษณะกำรวำงตวัของแผ่นเคลื่อนที่คงที่ 

 รูปที ่3 ลักษณะของพื้นที่ท ำงำนของแต่ละขำและกำร  
 เปรียบเทียบทั้ง 3 ชนิด 

พื้นที่การท างานที่ลกัษณะการ
วางตัวของแผ่นเคลื่อนที่คงที่ 

วงกลมด้านนอก วงกลมด้านใน 
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โดยที่ σmax และ σmin คือ ค่ำลักษณะเฉพำะของเมทริกซ์
จำโคเบียนที่มำกและน้อยที่สุดตำมล ำดับ MI เป็นตัวเลข    
ที่แสดงถึงควำมสำมำรถในกำรส่งผ่ำนควำมเร็วจำกตัวขับ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ไปยังจุดปลำยของหุ่นยนต์ซึ่งมีค่ำระหว่ำง [1,∞]  โดยค่ำที่ดี
ที่สุดเป็น 1 (Isotropy Pose) และค่ำจะแย่ลงเมื่อตัวเลขมีค่ำ
มำกขึ้นนั่นคือควำมคล่องตัวรอบทิศทำงในมิติควำมเร็วจะ
ลดลงซึ่งค่ำ MI จะพิจำรณำจำกเมทริกซ์จำโคเบียนดังสมกำร
ที่ (15) 

[JP]Ṗ=[Jθ]θ̇                          (15) 

โดยที่ [J]=[JP]-1[Jθ] โดยมีขนำดมิติเป็น 3×4 ซึ่งไม่เป็น
จัตุรัสเนื่องจำกกลไกของหุ่นยนต์เป็นโครงสร้ำงส่วนเกิน และ

เมื่อพิจำรณำกำรเคลื่อนที่ของหุ่นยนต์ขนำน 4-R̅RR พบว่ำ
เป็นหุ่นยนต์ที่เคลื่อนที่บนระนำบ กำรเคลื่อนที่ของหุ่นยนต์
จึงท ำงำนได้ด้วยตัวขับ 3 ตัว (ชุดขำ 3 ชุด) ท ำให้กำรท ำงำน
ของหุ่นยนต์มี 4 รูปแบบที่เป็นไปได้โดยลักษณะกำรท ำงำน
ของหุ่นยนต์แสดงในรูปที่ 4 นั่นคือในแต่ละจุดที่หุ่นยนต์
เคลื่อนที่ไปถึงเรำสำมำรถพิจำรณำควำมเป็นไปได้ที่จะสร้ำง
กำรเคลื่อนที่ได้ 4 รูปแบบซึ่งในแต่ละรูปแบบเกิดจำกกำร
พิจำรณำขำ 3 ชุดโดยในแต่ละชุดมีลักษณะท่ำทำงต่ำงกันจึง
ท ำให้ขนำดของเมทริกซ์จำโคเบียนที่น ำมำพิจำรณำลดลง
เป็น 3×3 เป็นเหตุให้โครงสร้ำงที่น ำมำวิเครำะห์มีค่ำ MI เป็น 
4 ค่ำที่เป็นไปได้นั่นคือเรำสำมำรถเลือกค่ำที่ดีที่สุดจำกค่ำท้ัง 
4 ค่ำเพื่อใช้ในกำรเคลื่อนที่ไปยังจุดต่อไป 

3. ผลการวิจัยและการอภิปราย 
       ในงำนวิจัยนี้น ำเสนอกำรเปรียบเทียบประสิทธิภำพของ

หุ่นยนต์ 2 ชนิดคือหุ่นยนต์ขนำนบนระนำบแบบ 4-R̅RR และ

หุ่นยนต์ขนำนบนระนำบแบบ 3-R̅RR ซึ่งเป็นโครงสร้ำงที่ถูก
ใช้ทั่วไปโดยกำรเปรียบเทียบจะใช้ค่ำอัตรำส่วนในสมกำรที่ 
(13) และค่ำ MI จำกสมกำรที่ (14) มำใช้ในวิเครำะห์โดยที่ ค่ำ 
MI ที่น ำมำพิจำรณำจะถูกน ำไปหำค่ำเฉลี่ยของทุกจุดที่อยู่ใน
พื้นที่ที่ใช้งำน ในกรณีศึกษำตัวแปรของหุ่นยนต์ทั้งสองแบบ
ถูกก ำหนดให้มีค่ำเท่ำกัน คือ 1) ขนำดควำมยำวของขำท่อน
ล่ำง 2) ขนำดควำมยำวของขำท่อนบน 3) ต ำแหน่งจุดติดตั้ง
ของขำแต่ละชุดซึ่งจะถูกวำงบนวงกลมรัศมี (R) 4) ขนำดของ
แผ่นเคลื่อนที่ซึ่งพิจำรณำบนวงกลมที่มีรัศมี (r) 5) ขนำดของ
พื้นที่ที่ใช้งำนซึ่งมีลักษณะเป็นวงกลมและ 6) ลักษณะกำร
วำงตัวของแผ่นเคลื่อนที่ ค่ำที่ก ำหนดแสดงดังตำรำงที่ 1 และ
ลักษณะของหุ่นยนต์ที่เปรียบเทียบแสดงดังรูปที่ 5 

ก) รูปแบบการท างานของขาที ่1, 2 และ 3 

ข) รูปแบบการท างานของขาที่ 1, 2 และ 4 

รูปที่ 4 รูปแบบกำรท ำงำนของหุ่นยนต ์

ค) รูปแบบการท างานของขาที ่1, 3 และ 4 

ง) รูปแบบการท างานของขาที ่2, 3 และ 4 
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ตำรำงที่ 1 แสดงขนำดควำมยำวของตัวแปรของหุ่นยนต์ที่ใช้
เปรียบเทยีบ 

 

รูปที่ 5 แสดงลักษณะของกำรเปรียบเทียบโครงสร้ำงของ

หุ่นยนต์ขนำนบนระนำบ 4-R̅RR และ 3-R̅RR โดยก ำหนดให้
พื้นที่ที่ใช้งำนมีลักษณะเป็นวงกลมซึ่งอยู่ในพื้นที่ที่หุ่นยนต์ท ำ
ได้โดยในกำรวิเครำะห์นี้ใช้พื้นที่กำรท ำงำนที่ลักษณะกำร
วำงตัวของแผ่นเคลื่อนที่คงที่ เป็นตัวอย่ำงในกำรค ำนวณหำ
ขนำดพื้นที่ด้วยกำรก ำหนดลักษณะกำรวำงตัวของแผ่น
เคลื่อนที่เป็น 30º ผลที่ได้แสดงค่ำอัตรำส่วนจำกสมกำรที่ 

(13) ของหุ่นยนต์ขนำนบนระนำบ 4-R̅RR มีค่ำเป็น 1.202 

ในขณะที่โครงสร้ำงแบบ 3-R̅RR มีค่ำเป็น 1.384 จะเห็นได้ว่ำ
โครงสร้ำงแบบแรกมีค่ำอัตรำสว่นน้อยกว่ำ 13.15% เนื่องจำก
กำรเพิ่มจ ำนวนชุดขำให้กับโครงสร้ำงมีผลท ำให้ข้อจ ำกัดของ
กำรหำขนำดพื้นที่ที่หุ่นยนต์ท ำได้ลดลง ดังนั้นหำกจ ำนวนชุด
ขำของโครงสร้ำงมีมำกขึ้น ขนำดพื้นที่ที่หุ่นยนต์ท ำได้จะมีค่ำ
ลดลงเป็นเหตุให้อัตรำส่วนลดลงตำมไปด้วย ส ำหรับกำร

วิเครำะห์ค่ำ MI ของหุ่นยนต์ขนำนบนระนำบ 4-R̅RR จะ
พิจำรณำจำกจุดที่อยู่ในพื้นที่ที่ใช้งำน ค่ำ MI ในแต่ละจุดจะมี 
4 ค่ำที่เกิดขึ้นได้จำกรูปแบบกำรท ำงำนของหุ่นยนต์ (แสดงใน
รูปที่ 4) โดยค่ำที่ถูกเลือกน ำมำใช้งำนเป็นค่ำมีค่ำเข้ำใกล้ 1 
เนื่องจำกเป็น Isotropy pose ผลกำรเลือกค่ำ MI ที่ดีที่สุด

จำกค่ำที่เป็นไปได้ในแต่ละจุดแสดงดังรูปที่ 6 หำกพิจำรณำ

ค่ำ MI ของหุ่นยนต์ขนำนบนระนำบ 3-R̅RR โดยเปรียบเทียบ

กับหุ่นยนต์ขนำนบนระนำบ 4-R̅RR ที่อยู่ในพื้นที่ที่ใช้งำนจะ
พบว่ำค่ำ MI ที่น ำมำค ำนวณจะมีเพียงค่ำเดียวซึ่งท ำให้ค่ำท่ีได้

แย่กว่ำหุ่นยนต์ขนำนบนระนำบ 4-R̅RR โดยผลที่ได้จำก
โครงสร้ำงทั้งสองแบบแสดงกำรเปรียบเทียบในรูปที่ 7 ซึ่ง
แสดงให้เห็นว่ำค่ำ MI ในแต่ละจุดของหุ่นยนต์ขนำนบน

ระนำบ 4-R̅RR มีค่ำที่ดีกว่ำ หุ่นยนต์ขนำนบนระนำบ 3-R̅RR 
โดยพิจำรณำจำกสีโดยภำพรวมของพื้นที่ที่ใช้งำนที่ได้จำก

หุ่นยนต์ขนำนแบบ 3-R̅RR มีค่ำน้อยลง (รูปที่ 7(ข)) แต่เมื่อ
เพิ่มชุดขำเข้ำไปท ำให้โครงสร้ำงมีลักษณะเป็นโครงสร้ำง
ส่วนเกินที่มีชุดขำ 4 แบบส ำหรับพิจำรณำเลือกค่ำที่ดีที่สุดจึง
ท ำให้บริเวณที่มีค่ำที่ด้อยนั้นดีขึ้นและเมื่อพิจำรณำจำก
ค่ำเฉลี่ยของ MI ทุกจุดที่อยู่ในพื้นที่ที่ใช้งำนของโครงสร้ำง 3-

R̅RR พบว่ำมีค่ำเป็น 952.84 แต่เมื่อเพิ่มชุดขำเข้ำไป ค่ำเฉลี่ย
ของ MI มีค่ำดีขึ้นเป็น 24.30 นั่นแสดงให้เห็นว่ำ กำรเพิ่มชุด
ขำให้กับโครงสร้ำงที่มีอยู่จะท ำให้ค่ำเฉลี่ยของ MI ดีขึ้นอย่ำง
ชัดเจน ซึ่งค่ำที่ใช้เปรียบเทียบของหุ่นยนต์ทั้งสองแบบแสดง
ในตำรำงที่ 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตัวแปร ปริมาณ หน่วย 

lli  400 มิลลิเมตร 

lui  500 มิลลิเมตร 

R  707.1 มิลลเิมตร 

r  70.71 มิลลิเมตร 

 Wp  196,250 ตำรำงมิลลิเมตร 

β  30 องศำ 

รูปที ่5 ลักษณะของจุดตดิตั้งและขนำดของแผ่นเคลื่อนที ่

พื้นที่ที่ใช้งาน 

พื้นที่ที่หุ่นยนต์ท าได ้

วงกลมรัศมี r 

วงกลมรัศมี R 

 รูปที่ 6 ลักษณะของพื้นที่ท่ีใช้งำนและดัชนีควำมสำมำรถ  
 ในกำรจัดกำร 

(ก) แสดงพื้นที่ที่ใช้งาน 

(ข) ดัชนีความสามารถในการจัดการที่อยู่ในพื้นที่ที่ใช้งาน 

พื้นทีท่ี่ใช้งาน 
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ตำรำงที่ 2 แสดงกำรเปรยีบเทียบค่ำ MI และอัตรำส่วนของ
พื้นที่หุ่นยนต์ท ำไดต้่อพื้นที่ใช้งำนของหุ่นยนต์สองรูปแบบ 

4. บทสรุป 
 ในงำนวิจัยนี้ได้ท ำกำรศึกษำกลไกของหุ่นยนต์ขนำน

บนระนำบ 4-R̅RR ซึ่งเป็นโครงสร้ำงส่วนเกินโดยน ำเสนอ
ก ำ ร ว ิเ ค ร ำ ะ ห ์จ ล น ศ ำ ส ต ร ์ พื ้น ที ่ก ำ ร ท ำ ง ำ น แ ล ะ
ควำมสำมำรถในกำรจัดกำรของหุ ่นยนต์ ในส่วนของ
จลนศำสตร์ของหุ่นยนต์แบ่งเป็นจลนศำสตร์ผกผันซึ่งหำ
ได้ง่ำยโดยพิจำรณำจำกจลนศำสตร์ของแต่ละขำซึ่งเป็น
แขนกลอนุกรม 2 องศำอิสระและจลนศำสตร์เชิงคืบหน้ำ
ซึ ่งหำได้จำกวิธ ีทำงเรขำคณิตซึ ่งจะแสดงค ำตอบเมื ่อ
ต ำแหน่งจุดปลำยของแต่ละขำเหมำะสมกับขนำดของ

แผ่นเคลื่อนที่ ส ำหรับกำรวิเครำะห์พื้นที่กำรท ำงำนของ
หุ่นยนต์ วิธีทำงเรขำคณิตถูกน ำมำใช้ในกำรหำพื้นที่กำร
ท ำงำน 3 ชนิด คือ พื้นที่กำรท ำงำนที่ลักษณะกำรวำงตัว
ของแผ่นเคลื่อนที่คงที่ พื้นที่กำรท ำงำนที่ยื ่นไปถึง และ
พื้นที่กำรท ำงำนที่คล่องแคล่ว โดยพื้นที่ที ่จุดปลำยของ
หุ่นยนต์ท ำงำนได้เกิดจำกำรน ำพื้นที่ของขำแต่ละชุดมำ
ทับซ้อนกัน ในกรณีศึกษำผลที่ได้แสดงให้เห็นถึงขนำด
พื้นที่กำรท ำงำนใหญ่ที่สุด คือ พื้นที่กำรท ำงำนที่ยื่นไปถึง 
รองลงมำเป็นพื้นที่กำรท ำงำนที่ลักษณะกำรวำงตัวของ
แผ่นเคลื่อนที่คงที่ และพื้นที่กำรท ำงำนที่คล่องแคล่วมี
ขนำดเล็กที ่ส ุด ในกำรวิเครำะห์ควำมสำมำรถในกำร
จัดกำรของหุ่นยนต์ MI ถูกน ำมำใช้ในกำรพิจำรณำโดย
แสดงถึงควำมสำมำรถในกำรส่งผ่ำนควำมเร็วของตัวขับ
ไปยังจุดปลำยของหุ่นยนต์ ค่ำที่ได้ในแต่ละจุดจะถูกน ำมำ
หำค่ำเฉลี่ยในพื้นที ่ที ่ใช้งำน ซึ ่งได้ก ำหนดให้อยู ่ภำยใน
พื้นที่ที่หุ่นยนต์ท ำได้และเมื่อน ำค่ำที่ได้จำกหุ่นยนต์ขนำน

บนระนำบ 4-R̅RR ไปเปรียบเทียบกับหุ่นยนต์ขนำนบน

ระนำบ 3-R̅RR ที่ไม่เป็นโครงสร้ำงกลุ่มโครงสร้ำงส่วนเกิน
พบว่ำอัตรำส่วนของพื้นที่ที ่หุ ่นยนต์ท ำได้และพื้นที่ที ่ใช้

งำนของหุ่นยนต์ขนำนบนระนำบ 4-R̅RR มีค่ำที่ด้อยกว่ำ

โ ค ร ง ส ร ้ำ ง แ บ บ  3- R̅RR แ ต ่จ ะ ส ัง เ ก ต เ ห ็น ไ ด ้ว ่ำ
ประสิทธิภำพในแง่ของกำรส่งผ่ำนควำมเร็วเฉลี่ยที่อยู่ใน
พื้นที่ที่ใช้งำนดีขึ้นเมื่อเพิ่มชุดขำเข้ำไปโดยเพิ่มขึ้น 37 เท่ำ 
เนื่องจำกกำรเพิ่มชุดขำเข้ำมำท ำให้เกิดทำงเลือกในกำร
พิจำรณำควำมสำมำรถในกำรจัดกำร โดยงำนวิจ ัยที่
น ำเสนอนี้แสดงให้เห็น 4 รูปแบบ ดังนั้นในกำรออกแบบ
โครงสร้ำงให้มี ควำมสำมำรถในกำรจัดกำรโดยกำรเพิ่ม
จ ำนวนชุดขำต้องค ำนึงถึงขนำดของพื้นที่กำรท ำงำนของ
หุ่นยนต์ที่จะลดลงเนื่องจำกจ ำนวนขำที่เพิ่มขึ้น  

 ส ำหรับงำนวิจัยในอนำคต ผู้วิจัยมีแนวคิดในกำรหำ
ขนำดขำท่อนล่ำง และท่อนบนให้เหมำะสมกับอัตรำส่วน
ของพื้นที่ที่หุ่นยนต์ท ำได้และพื้นที่ที่ใช้งำนโดยใช้ดัชนีที่มี
ผลต่อประสิทธิภำพ เช่น MI ควำมแม่นย ำ ควำมแข็ง 
คุณสมบัติทำงพลศำสตร์รวมไปถึงสภำวะเอกฐำนมำใช้
เป็นเป้ำหมำยในกำรออกแบบโครงสร้ำงให้เหมำะสม  

 

รูปแบบของ
โครงสร้างหุ่นยนต ์

อัตราส่วนของ
พื้นที่หุ่นยนต์ท า
ได้ต่อพื้นที่ใช้งาน 

ค่าเฉลี่ย  MI  
ที่อยู่ในพื้นที่ที่

ใช้งาน 

หุ่นยนต์ขนำนบน

ระนำบ 4-R̅RR 
1.202 24.30 

หุ่นยนต์ขนำนบน

ระนำบ 3-R̅RR 
1.384 952.84 

รูปที่ 7 แสดงกำรเปรยีบเทียบดัชนีควำมสำมำรถในกำรจดักำร 

(ก) หุ่นยนต์ขนำนบนระนำบ 4-R̅RR 

(ข) หุ่นยนต์ขนำนบนระนำบ 3-R̅RR 
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