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บทคัดย่อ 
บทความนีอ้าศัยแนวคิดของเรขาคณิตสังเคราะห์แสดงว่า ภาคตัดกรวย (รอยตัดระหว่างกรวยกับ

ระนาบ) ซึ่งไม่ผ่านจุดยอดของกรวยจะเป็นวงกลม วงรี พาราโบลา หรือ ไฮเพอร์โบลา เท่านั้น 
ค าส าคัญ:  ภาคตัดกรวย วงกลม วงรี พาราโบลา ไฮเพอร์โบลา เรขาคณิตสังเคราะห์ 

ABSTRACT 
We use the concept of synthetic geometry to show that the conic section 

(intersection between a cone and a plane), not containing the vertex of a cone, must 
be either a circle; or an ellipse; or a parabola; or a hyperbola. 
Keywords:  Conic section, Circle, Ellipse, Parabola, Hyperbola, Synthetic geometry 
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1. บทน า 
“ภาคตัดกรวย” เป็นหัวข้อหนึ่งในวิชาคณิตศาสตร์ระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย [1 - 3] ซึ่ง

ปรากฏในบทเรียนเรื่อง “เรขาคณิตวิเคราะห์” โดยหนึ่งในเนื้อหาของบทเรียนดังกล่าวจะศึกษา
สมการเส้นโค้ง 4 ประเภท ได้แก่ วงกลม วงรี พาราโบลา และ ไฮเพอร์โบลา พร้อมการแปลงและ
สมบัติเบื้องต้น สมการเส้นโค้งดังกล่าวในรูปแบบมาตรฐานอย่างง่าย (จุดยอดหรือจุดศูนย์กลางอยู่ที่
พิกัด (0,0) และแกนหลักอยู่ในแนวนอน) เป็นดังนี้ 

1. สมการวงกลม : 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 

2. สมการวงรี : (𝑥

𝑎
)

2
+ (

𝑦

𝑏
)

2
= 1 

3. สมการพาราโบลา : 𝑦2 = 𝑎𝑥 

4. สมการไฮเพอร์โบลา : (𝑥

𝑎
)

2
− (

𝑦

𝑏
)

2
= 1 

 
รูปที่ 1.1 ลักษณะของเส้นโค้งทั้งสี่ตามรูปแบบสมการ 

การศึกษาดังกล่าวโดยมากจะเป็นการศึกษาในเชิงเรขาคณิตวิเคราะห์ตามชื่อบทเรียน กล่าวคือ 
อาศัยพิกัดในการอธิบายเส้นโค้งเหล่านี้ แต่ทว่าส่วนที่ น่าสนใจ น่าสงสัย และเกี่ยวข้องกับชื่อหัวข้อ 
ที่เรียนเป็นอย่างมาก คือ 

1. ภาคตัดกรวย (รอยตัดระหว่างกรวยกับระนาบ) แท้จริงแล้วเป็น “เส้นโค้งเหล่านี้” จริงหรือไม ่? 

2. เส้นโค้งเหล่านี้เป็น “ภาคตัดกรวย” จริงหรือไม ่? 
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ทั้งนี้ ระนาบที่ท าให้เกิดรอยตัดดังกล่าวจะพิจารณาเพียงระนาบที่ ไม่ผ่านจุดยอดของกรวยเท่านั้น 
(กรณีที่ระนาบผ่านจุดยอดของกรวย รอยตัดที่เกิดขึ้นจะมีเพียง 3 รูปแบบ คือ จุด เส้นตรง และ 
เส้นตรง 2 เส้นตัดกัน ซึ่งทั้งสามรูปแบบนี้ได้มีการศึกษาแล้วในระดับมัธยมศึกษาตอนต้น) 

ส าหรับค าถามข้างต้น เราจะพบว่าเนื้อหาที่ปรากฏในแบบเรียนมักเป็นภาพอธิบายที่ชวนให้เชื่อ
ว่า เส้นโค้งทั ้งสี ่และภาคตัดกรวยเป็นสิ ่งเดียวกัน  (รูปที ่ 1.2) โดยจะมีความแตกต่างกันตาม
ความสัมพันธ์ของมุมระหว่างแกนของกรวยกับผิวข้างของกรวย (มุม 𝜃 ในรูปที่ 1.2) และมุมระหว่าง
แกนของกรวยกับระนาบตัดกรวย (มุม 𝜙 ในรูปที่ 2) 

 
รูปที่ 1.2 ภาคตัดกรวยกรณีระนาบไม่ผ่านจุดยอดของกรวย 

แม้ว่าภาพประกอบการอธิบายข้างต้นจะดูมีความเป็นไปได้ แต่ส่วนใหญ่ยังไม่มีการแสดงให้เห็น 
โดยชัดแจ้งว่าเป็นจริงในบทเรียน 

วิธีการตอบค าถามข้างต้นทั้งสองข้อสามารถกระท าได้หลากหลายวิธี วิธีหนึ่งที่เป็นที่นิยมคือ 
การแสดงโดยใช้เรขาคณิตวิเคราะห์เป็นเครื่องมือ อย่างไรก็ตามยังมีอีกวิธีที่สามารถใช้ตอบค าถามได้
เช่นกัน แต่อาจจะไม่เป็นที่รู ้จักในวงกว้างมากนัก นั่นคือ การแสดงโดยใช้ เรขาคณิตสังเคราะห์ 
(Synthetic Geometry – เรขาคณิตที่ไม่ใช้แนวคิดของระบบพิกัด) เป็นเครื่องมือ วิธีการนี้ได้รับการ
น าเสนอโดย เจอมินัล ปิแอร์ ดองเดอแลง (Germinal Pierre Dandelin) ใน ค.ศ. 1822 [4 - 6] 
แนวคิดหลักของวิธีการนี้ คือ การสร้างทรงกลมแนบในกรวยและสัมผัสกับระนาบตัด แล้วแสดงว่า 
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จุดสัมผัสระหว่างทรงกลมดังกล่าวกับระนาบตัดจะเป็นจุดโฟกัสของภาคตัดกรวย ด้วยเหตุนี้ทรงกลมที่
สร้างจากวิธีการดังกล่าวจึงเรียกว่า ทรงกลมดองเดอแลง (Dandelin Spheres) [4, 6] 

ในบทความนีจ้ะได้น าเสนอค าตอบของค าถามข้อ 1. โดยวิธีของดองเดอแลง 

2. ภาคตัดกรวยกับเส้นโค้งท้ังสี่ 
เพ่ือความสะดวก ตลอดหัวข้อนี้ก าหนดให้ : 

- 𝐶 เป็นกรวยกลมซึ ่งมี 𝑉 เป็นจุดยอด และมีผิวข้างเอียงท ามุม 𝜃 กับแกนของกรวย  
เมื่อ 0 < 𝜃 <

𝜋

2
 

- 𝑃 เป็นระนาบซึ่งไม่ผ่านจุดยอด 𝑉 ของกรวย 𝐶 โดยที่แกนของกรวยเอียงท ามุม 𝜙 กับ
ระนาบ เมื่อ 0 ≤ 𝜙 ≤

𝜋

2
 

บทนิยามของวงกลม วงรี พาราโบลา และ ไฮเพอร์โบลา เป็นดังนี้ 

บทนิยาม 2.1 [1] 
1. วงกลม (circle) คือ เซตของจุดบนระนาบซึ่งห่างจากจุดทีต่รึงอยู่กับท่ีจุดหนึ่งเป็นระยะคงท่ี 
2. วงรี (ellipse) คือ เซตของจุดบนระนาบซึ่งผลบวกของระยะทางจากจุดเหล่านี้แต่ละจุดไปยัง

จุดที่ตรึงอยู่กับที่สองจุดเป็นค่าคงตัว 
3. พาราโบลา (parabola) คือ เซตของจุดบนระนาบซึ่งห่างจากจุดที่ตรึงอยู่กับที่จุดหนึ่งและ

เส้นตรงที่ตรึงอยู่กับที่เส้นหนึ่งเป็นระยะทางเท่ากัน 
4. ไฮเพอร์โบลา (hyperbola) คือ เซตของจุดบนระนาบซึ่งผลต่างของระยะทางจากจุดเหล่านี้ 

แต่ละจุดไปยังจุดที่ตรึงอยู่กับที่สองจุดเป็นค่าคงตัว 

ผลลัพธ์หลักของบทความนี้ คือ ภาคตัดกรวยในกรณีท่ีระนาบตัดไม่ผ่านจุดยอดของกรวย จะต้อง
เป็นเส้นโค้งใดเส้นโค้งหนึ่งจากบทนิยามข้างต้น ตามความสัมพันธ์ระหว่าง 𝜙 กับ 𝜃 กล่าวคือ 

ทฤษฎีบท 2.2  
1. ถ้า 𝜙 =

𝜋

2
 แล้ว 𝐶 ∩ 𝑃 จะเป็นวงกลม 

2. ถ้า 𝜃 < 𝜙 <
𝜋

2
 แล้ว 𝐶 ∩ 𝑃 จะเป็นวงร ี

3. ถ้า 𝜙 = 𝜃 แล้ว 𝐶 ∩ 𝑃 จะเป็นพาราโบลา 
4. ถ้า 𝜙 < 𝜃 แล้ว 𝐶 ∩ 𝑃 จะเป็นไฮเพอร์โบลา 
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ในการแสดงว่าทฤษฎีบทข้างต้นเป็นจริง จะแบ่งการพิสูจน์ตามกรณี แต่จะสลับล าดับการแสดง
ระหว่างกรณี 𝜙 = 𝜃 และกรณี 𝜙 < 𝜃 เพ่ือความสะดวกในการท าความเข้าใจ 
บทพิสูจน์ กรณี 𝝓 =

𝝅

𝟐
 

สมมติว่า 𝜙 =
𝜋

2
  

ก าหนดให้จุด 𝑀 เป็นจุดใด ๆ บนรอยตัด 𝐶 ∩ 𝑃 และจุด 𝐹 เป็นจุดตัดของระนาบ 𝑃 และแกนของ
กรวย ดังรูปที่ 2.1 

 
รูปที่ 2.1 จุด 𝑀 และจุด 𝐹 จากการสร้างข้างต้น 

ก าหนดใหจุ้ด 𝑁 เป็นจุดใด ๆ บนรอยตัด 𝐶 ∩ 𝑃 เช่นเดียวกับจุด 𝑀 (รูปที่ 2.2)  

 
รูปที่ 2.2 จุด 𝑁 และความสัมพันธ์ระหว่าง ∆𝑀𝑉𝐹 และ ∆𝑁𝑉𝐹 
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เนื่องจากระนาบ 𝑃 ตั้งฉากกับแกนของกรวย  𝑀𝑉𝐹 = 𝜃 =  𝑁𝑉𝐹 และ |𝑉𝐹̅̅ ̅̅ | = |𝑉𝐹̅̅ ̅̅ | ท าให้ 
∆𝑀𝑉𝐹 ≅ ∆𝑁𝑉𝐹 โดยความสัมพันธ์ มุม-ด้าน-มุม ดังนั้น |𝑀𝐹̅̅̅̅̅| = |𝑁𝐹̅̅ ̅̅ | จึงสรุปว่ารอยตัด 𝐶 ∩ 𝑃 
เป็นรูปวงกลมซึ่งมีจุด 𝐹 เป็นจุดศูนย์กลาง        

บทพิสูจน์ส าหรับกรณีที่เหลือจะอาศัยการสร้างทรงกลมแนบในกรวยและสัมผัสกับระนาบตัด 
ซึ่งไม่ผ่านจุดยอดของกรวย (นั่นคือ ทรงกลมดองเดอแลง) ซึ่งนัยของทรงกลมแนบในดังกล่าวเป็นดังนี้ 

ทรงกลมแนบในกรวย 𝐶 ซึ่งมีจุด 𝑉 เป็นจุดยอดและสัมผัสกับระนาบ 𝑃 เมื่อ 0 ≤ 𝜙 <
𝜋

2
 คือ  

ทรงกลมซึ่งสัมผัสทุกเส้นตรงบนผิวกรวยซึ่งผ่านจุด 𝑉 และสัมผัสกับระนาบ 𝑃 การมีอยู่ของทรงกลมนี้
เป็นผลโดยตรงจากความสมมาตรภายใต้การหมุนของกรวย 𝐶 รอบแกนของกรวย และการมีอยู่ของ
วงกลมสัมผัสเส้นตรงที ่ก าหนดให้ 3 เส้น โดยเส้นตรงเหล่านี ้ขนานกันเองได้ไม่เกิน 1 คู่ ทั ้งนี้ 
จุดศูนย์กลางของวงกลมดังกล่าวจะอยู่บนเส้นแบ่งครึ่งมุมระหว่างเส้นตรงที่ก าหนดให้แต่ละคู่ (กรณี
เส้นตรงทั ้งสามไม่มีคู ่ใดขนานกัน วงกลมสัมผัสนี้คือวงกลมแนบในและวงกลมแนบนอกของรูป
สามเหลี่ยมซึ่งมีจุดยอดเป็นจุดตัดระหว่างเส้นตรงแต่ละคู่ ดังรูปที่ 2.3(1))  

 
    (1) กรณีไม่มีเส้นตรงคู่ใดขนานกัน                    (2) กรณีมีเส้นตรงคู่หนึ่งขนานกัน 

รูปที่ 2.3 วงกลมสัมผัสเส้นตรง 𝐿1 เส้นตรง 𝐿2 และเส้นตรง 𝐿3 ที่ก าหนดให้ 

การสร้างทรงกลมแนบในกรวย 𝐶 และสัมผัสกับระนาบ 𝑃 สามารถกระท าได้ดังนี้ 
ก าหนดให้จุด 𝑈 เป็นจุดตัดระหว่างระนาบ 𝑃 กับแกนของกรวย 𝐶 และจุด 𝑊 เป็นจุดเชิงตั้งฉาก

ของจุด 𝑉 บนระนาบ 𝑃 (นั่นคือเส้นตรง 𝑉𝑊 ⃡      ตั้งฉากกับระนาบ 𝑃) สร้างจุด 𝑄 และจุด 𝑅 ดังนี้ 
(พิจารณารูปที่ 2.4 ประกอบ) 
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- กรณี 𝜃 < 𝜙 < 𝜋/2 หรือ 𝜙 < 𝜃  
จุด 𝑄 และจุด 𝑅 เป็นจุดตัดระหว่างเส้นตรง 𝑈𝑊 ⃡       และกรวย 𝐶 

- กรณี 𝜙 = 𝜃 
จุด 𝑄 เป็นจุดตัดระหว่างเส้นตรง 𝑈𝑊 ⃡       และกรวย 𝐶 และจุด 𝑅 เป็นจุดสะท้อนของจุด 𝑄 
เทียบกับแกนของกรวย 𝐶 ซึ่งจะได้ว่าจุด 𝑅 อยู่บนผิวของกรวย 𝐶 

 
รูปที่ 2.4 จุด 𝑈 จุด 𝑊 จุด 𝑄 และจุด 𝑅 จากการสร้างข้างต้น 

สร้างวงกลม 𝑂1 และวงกลม 𝑂2 ภายในกรวย 𝐶 และสัมผัสเส้นตรง 𝑉𝑄 ⃡    , 𝑉𝑅 ⃡     และ 𝑄𝑅 ⃡     (กรณี 
𝜙 = 𝜃 จะแทนที่ 𝑄𝑅 ⃡     ด้วย 𝑄𝑈 ⃡     และจะปรากฏเพียงวงกลม 𝑂1 เท่านั้น ดูรูปที่ 2.5 ประกอบ) จะได้ว่า
วงกลมทั้งสองอยู่บนระนาบผ่าน ∆𝑉𝑈𝑊 สร้างทรงกลม 𝑂1 และทรงกลม 𝑂2 ซึ่งมีวงกลม 𝑂1 และ
วงกลม 𝑂2 เป็นวงกลมใหญ่ของทรงกลม (Great Circle of Sphere – วงกลมซึ่งเป็นรอยตัดระหว่าง
ทรงกลมและระนาบซึ่งผ่านจุดศูนย์กลางของทรงกลม) ทั้งสองตามล าดับ (กรณี 𝜙 = 𝜃 จะปรากฏ
เพียงทรงกลม 𝑂1 เท่านั้น) จะได้ว่าทรงกลมทั้งสองสัมผัส 𝑉𝑄 ⃡     และ 𝑉𝑅 ⃡     นอกจากนีเ้นื่องจาก 𝑉𝑄 ⃡     และ 
𝑉𝑅 ⃡     อยู่บนระนาบผ่าน ∆𝑉𝑈𝑊 ซ่ึงต้ังฉากกับระนาบ 𝑃 ดังนั้นทรงกลมทั้งสองสัมผัสกับระนาบ 𝑃 

เน ื ่องจากวงกลม 𝑂1 และวงกลม 𝑂2 อย ู ่ภายในกรวยและส ัมผ ัส 𝑉𝑄 ⃡     และ 𝑉𝑅 ⃡     โดยที่  
𝑉𝑄 ⃡    ∩ 𝑉𝑅 ⃡    = {𝑉} จะได้ว่า จุดศูนย์กลางของวงกลมทั้งสองอยู่บนเส้นแบ่งครึ่งมุมระหว่าง 𝑉𝑄 ⃡     และ 
𝑉𝑅 ⃡     ซ่ึงลากผ่านจุด 𝑉 และอยู่ภายในกรวย 𝐶 ดังนั้นจุด 𝑂1 และจุด 𝑂2 อยู่บนแกนของกรวย 𝐶 ท าให้
ทรงกลม 𝑂1 และทรงกลม 𝑂2 สมมาตรภายใต้การหมุนรอบแกนของกรวย 𝐶 เนื่องจากกรวย 𝐶 
สมมาตรภายใต้การหมุนรอบแกนของกรวยเช่นเดียวกับทรงกลมทั้งสอง ท าให้การสัมผัสกันระหว่าง
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วงกลม 𝑂1 และวงกลม 𝑂2 กับ 𝑉𝑄 ⃡     และ 𝑉𝑅 ⃡     น าไปสู่ข้อสรุปว่าทรงกลม 𝑂1 และทรงกลม 𝑂2 สัมผัส
เส้นตรงทุกเส้นที่ผ่านจุด 𝑉 และอยู่บนผิวของกรวย 𝐶 นั่นคือทรงกลมทั้งสองเป็นทรงกลมแนบใน
กรวย 𝐶 และสัมผัสกับระนาบ 𝑃 ตามต้องการ 

 
รูปที่ 2.5 วงกลม 𝑂1 และวงกลม 𝑂2 จากการสร้างข้างต้น 

ด้วยเหตุนี้ตลอดบทพิสูจน์ส าหรับกรณีที่เหลือ การสร้างทรงกลมแนบในกรวย 𝐶 และสัมผัสกับระนาบ 
𝑃 จึงสามารถกระท าได้โดยอาศัยแนวคิดดังข้างต้น 

บทพิสูจน์ : กรณี 𝜽 < 𝝓 <
𝝅

𝟐
 

สมมติว่า 𝜃 < 𝜙 <
𝜋

2
  

ก าหนดใหจุ้ด 𝑀 เป็นจุดใด ๆ บนรอยตัด 𝐶 ∩ 𝑃  
สร้าง 

- ทรงกลม 𝑂1 รัศมี 𝑟1 ซึ่งเป็นทรงกลมแนบในกรวย 𝐶 สัมผัสกับระนาบ 𝑃 ที่จุด 𝐹1 และอยู่ด้าน
เดียวกับจุดยอด 𝑉 เมื่อเทียบกับระนาบ 𝑃 

- ทรงกลม 𝑂2 รัศมี 𝑟2 ซึ่งเป็นทรงกลมแนบในกรวย 𝐶 สัมผัสกับระนาบ 𝑃 ที่จุด 𝐹2 และอยู่ด้าน
ตรงข้ามกับจุดยอด 𝑉 เมื่อเทียบกับระนาบ 𝑃 

- เส้นตรง 𝑀𝑉 ⃡      ซึ่งจะเรียกว่าเส้นตรง 𝐿 
สังเกตว่าเส้นตรง 𝐿 เป็นเส้นตรงบน 𝐶 ท าให้เส้นตรง 𝐿 สัมผัสทรงกลมทั้งสอง  
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ก าหนดให้ 𝐿 ∩ 𝑂1 = {𝑁1} และ 𝐿 ∩ 𝑂2 = {𝑁2} นอกจากนี ้ สังเกตเพิ ่มเติมได้ว ่า 𝐶 ∩ 𝑂1 และ 
𝐶 ∩ 𝑂2 เป็นวงกลมซึ่งวางตัวบนระนาบที่ตั้งฉากกับแกนของกรวยและมีจุดศูนย์กลางของวงกลมบน
แกนของกรวยเหมือนกัน ดังนั้นระยะ |𝑁1𝑁2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| จะเป็นค่าคงตัวเสมอโดยไม่ขึ้นกับต าแหน่งของจุด 𝑀 
ดังรูปที่ 2.6 

 
รูปที่ 2.6 ทรงกลม 𝑂1 ทรงกลม 𝑂2 และเส้นตรง 𝐿 พร้อมจุดต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องจากการสร้างข้างต้น 

 
รูปที่ 2.7 ภาพแสดงความสัมพันธ์ระหว่างจุดต่าง ๆ ภายในทรงกลม 𝑂1 
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พิจารณาทรงกลม 𝑂1 (รูปที่ 2.7) เนื่องจาก 𝑀𝐹1
 ⃡        เป็นเส้นตรงบน 𝑃 ซึ่งเป็นระนาบสัมผัสทรงกลม 𝑂1 

และ 𝐿 เป็นเส้นสัมผัสทรงกลม 𝑂1 จะได้ว่า 

 𝑂1𝐹1𝑀 =
𝜋

2
=  𝑂1𝑁1𝑀 

นอกจากนี ้ เนื ่องจาก |𝑂1𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅̅ | = 𝑟1 = |𝑂1𝑁1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| และ 𝑂1𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅  เป็นด้าน (ตรงข้ามมุมฉาก) ร่วมของ
สามเหล ี ่ยมม ุมฉาก 𝑂1𝐹1𝑀 และ 𝑂1𝑁1𝑀 ด ังน ั ้นจ ึงสร ุปโดยอาศ ัยทฤษฎ ีบทพีทาโกร ัสว่า 

|𝐹1𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ | = |𝑁1𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ | 

ในท านองเดียวกัน พิจารณาทรงกลม 𝑂2 จะพบว่า  

 𝑂2𝐹2𝑀 =
𝜋

2
=  𝑂2𝑁2𝑀  และ  |𝑂2𝐹2

̅̅ ̅̅ ̅̅ | = 𝑟2 = |𝑂2𝑁2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| 

เนื ่องจาก 𝑂2𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅  เป็นด้าน (ตรงข้ามมุมฉาก) ร่วมของสามเหลี ่ยมมุมฉาก 𝑂2𝐹2𝑀 และ 𝑂2𝑁2𝑀  
จึงสรุปโดยอาศัยทฤษฎีบทพีทาโกรัสได้เช่นกันว่า |𝐹2𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ | = |𝑁2𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ | 

จากข้อสรุปทั้งสองข้างต้น ดังนั้น 
   |𝐹1𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ | + |𝐹2𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ | = |𝑁1𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ | + |𝑁2𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ | = |𝑁1𝑁2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| ซึ่งเป็นค่าคงตัว   

บทพิสูจน์ : กรณี 𝝓 < 𝜽 
สมมติว่า 𝜙 < θ  
ก าหนดให้ 𝑀 เป็นจุดใด ๆ บนรอยตัด 𝐶 ∩ 𝑃  
สร้าง 

- ทรงกลม 𝑂1 รัศมี 𝑟1 ซึ่งเป็นทรงกลมแนบในกรวย 𝐶 สัมผัสกับระนาบ 𝑃 ที่จุด 𝐹1 
- ทรงกลม 𝑂2 รัศมี 𝑟2 ซึ่งเป็นทรงกลมแนบในกรวย 𝐶 สัมผัสกับระนาบ 𝑃 ที่จุด 𝐹2 และอยู่ด้าน

ตรงข้ามกับทรงกลม 𝑂1 เมื่อเทียบกับจุดยอด 𝑉 
- เส้นตรง 𝑀𝑉 ⃡      ซึ่งจะเรียกว่าเส้นตรง 𝐿 

ส ังเกตว่าเส ้นตรง 𝐿 เป็นเส้นตรงบน 𝐶 ท าให้เส ้นตรง 𝐿 ส ัมผัสทรงกลมทั ้งสอง ก าหนดให้ 
𝐿 ∩ 𝑂1 = {𝑁1} และ 𝐿 ∩ 𝑂2 = {𝑁2} นอกจากนี ้ สังเกตเพิ ่มเติมว่า 𝐶 ∩ 𝑂1 และ 𝐶 ∩ 𝑂2 เป็น
วงกลมซึ่งวางตัวบนระนาบที่ตั้งฉากกับแกนของกรวยและมีจุดศูนย์กลางของวงกลมบนแกนของกรวย
เหมือนกัน ดังนั้นระยะ |𝑁1𝑁2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| จะเป็นค่าคงตัวเสมอโดยไม่ขึ้นกับต าแหน่งของจุด 𝑀 ดังรูปที่ 2.8 
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รูปที่ 2.8 ทรงกลม 𝑂1 ทรงกลม 𝑂2 และเส้นตรง 𝐿 พร้อมจุดต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องจากการสร้างข้างต้น 

 
รูปที่ 2.9 ภาพแสดงความสัมพันธ์ระหว่างจุดต่าง ๆ ภายในทรงกลม 𝑂1 

พิจารณาทรงกลม 𝑂1 (รูปที่ 2.9) เนื่องจาก 𝑀𝐹1
 ⃡        เป็นเส้นตรงบน 𝑃 ซึ่งเป็นระนาบสัมผัสทรงกลม 𝑂1 

และ 𝐿 เป็นเส้นสัมผัสทรงกลม 𝑂1 จะได้ว่า 

 𝑂1𝐹1𝑀 =
𝜋

2
=  𝑂1𝑁1𝑀 
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นอกจากนี ้ เนื ่องจาก |𝑂1𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅̅ | = 𝑟1 = |𝑂1𝑁1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| และ 𝑂1𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅  เป็นด้าน (ตรงข้ามมุมฉาก) ร่วมของ
สามเหล ี ่ยมม ุมฉาก 𝑂1𝐹1𝑀 และ 𝑂1𝑁1𝑀 ด ังน ั ้นจ ึงสร ุปโดยอาศ ัยทฤษฎ ีบทพีทาโกร ัสว่า 

|𝐹1𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ | = |𝑁1𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ | 

ในท านองเดียวกัน พิจารณาทรงกลม 𝑂2 จะพบว่า  

 𝑂2𝐹2𝑀 =
𝜋

2
=  𝑂2𝑁2𝑀 และ |𝑂2𝐹2

̅̅ ̅̅ ̅̅ | = 𝑟2 = |𝑂2𝑁2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| 

เนื ่องจาก 𝑂2𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅  เป็นด้าน (ตรงข้ามมุมฉาก) ร่วมของสามเหลี ่ยมมุมฉาก 𝑂2𝐹2𝑀 และ 𝑂2𝑁2𝑀  
จึงสรุปโดยอาศัยทฤษฎีบทพีทาโกรัสได้เช่นกันว่า |𝐹2𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ | = |𝑁2𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ | 

จากข้อสรุปทั้งสองข้างต้น ดังนั้น 
   ||𝐹1𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ | − |𝐹2𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ || = ||𝑁1𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ | − |𝑁2𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ || = |𝑁1𝑁2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| ซึ่งเป็นค่าคงตัว   

บทพิสูจน์ : กรณี 𝝓 = 𝜽 
สมมติว่า 𝜙 = θ  
ก าหนดใหจุ้ด 𝑀 เป็นจุดใด ๆ บนรอยตัด 𝐶 ∩ 𝑃  
สร้าง 

- ทรงกลม 𝑂 รัศมี 𝑟 ซึ่งเป็นทรงกลมแนบในกรวย 𝐶 สัมผัสกับระนาบ 𝑃 ที่จุด 𝐹 

- จุด 𝐸 เป็นจุดตัดระหว่างแกนของกรวย 𝐶 กับระนาบ 𝑃 ดังนั้น  𝑂𝐸𝐹 = 𝜙 = 𝜃 

- ระนาบ 𝑄 ซึ่งเป็นระนาบผ่านจุด 𝑉 จุด 𝑂 และจุด 𝐹 

- จุด 𝐺 บน 𝐶 ∩ 𝑃 ซึ่งอยู่บนระนาบ 𝑄 

- เส้นตรง 𝐷 บนระนาบ 𝑃 ซ่ึงต้ังฉากกับเสน้ตรง 𝐹𝐺 ⃡     และอยู่ห่างจากจุด 𝐺 เป็นระยะ |𝐹𝐺̅̅ ̅̅ | 

- จุด 𝐾 บนเส้นตรง 𝐷 ซึ่งเกิดจากการฉายจุด 𝑀 ลงบนเส้นตรง 𝐷 (นั่นคือ 𝑀𝐾 ⃡     ⊥ 𝐷) 
- เส้นตรง 𝑀𝑉 ⃡      บนกรวย 𝐶 ซึ่งเส้นตรงนี้สัมผัสกับทรงกลม 𝑂 ที่จุด 𝑁 

- จุด 𝐴 บนเส้นตรง 𝑉𝐺 ⃡     ซึ่งมีระยะ |𝐴𝑉̅̅ ̅̅ | สอดคล้องกับสมการ |𝐴𝑉̅̅ ̅̅ | = |𝑀𝑉̅̅̅̅̅| 

เพ่ือความสะดวก ก าหนดให้ 𝐹𝐺 ⃡    ∩ 𝐷 = {𝐻} และ 𝑉𝐺 ⃡    ∩ (𝐶 ∩ 𝑂) = {𝐵} ดังรูปที่ 2.10 
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รูปที่ 2.10 ทรงกลม 𝑂 และเส้นตรง 𝐷 พร้อมจุดต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องจากการสร้างข้างต้น 

เนื่องจากระนาบ 𝑃 สัมผัสทรงกลม 𝑂 ที่จุด 𝐹 ขณะที่เส้นตรง 𝑀𝑉 ⃡      สัมผัสทรงกลม 𝑂 ที่จุด 𝑁 ท าให้ 

 𝑂𝐹𝑀 =
𝜋

2
=  𝑂𝑁𝑀 

นอกจากนี้ สังเกตว่า |𝑂𝐹̅̅ ̅̅ | = 𝑟 = |𝑂𝑁̅̅ ̅̅ | และ 𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ เป็นด้าน (ตรงข้ามมุมฉาก) ร่วมของสามเหลี่ยม
มุมฉาก 𝑂𝐹𝑀 และ 𝑂𝑁𝑀 ดังนั้นโดยอาศัยทฤษฎีบทพีทาโกรัสจึงสรุปว่า 

|𝐹𝑀̅̅̅̅̅| = |𝑁𝑀̅̅ ̅̅ ̅| 

สังเกตว่า 𝑀𝑉 ⃡      และ 𝐴𝑉 ⃡     ต่างเป็นเส้นสัมผัสทรงกลมบนกรวย 𝐶 ซ่ึง |𝑀𝑉̅̅̅̅̅| = |𝐴𝑉̅̅ ̅̅ | ดังนั้น 

|𝐹𝑀̅̅̅̅̅| = |𝑁𝑀̅̅ ̅̅ ̅| = |𝑀𝑉̅̅̅̅̅| − |𝑁𝑉̅̅ ̅̅ | = |𝐴𝑉̅̅ ̅̅ | − |𝐵𝑉̅̅ ̅̅ | = |𝐴𝐵̅̅ ̅̅ | 

(พิจารณารูปที่ 2.11 ประกอบ) 
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รูปที่ 2.11 ภาพแสดงความสัมพันธ์ระหว่างจุดต่าง ๆ ภายในทรงกลม 𝑂 

สร้างจุด 𝑆 บนกรวย 𝐶 ซึ่งเกิดจากการสะท้อนจุด 𝐴 กับแกนของกรวย จะได้ว่า 𝑆 อยู่บน 𝐶 ∩ 𝑄 
ดังนั้น 

|𝑆𝑉̅̅̅̅ | = |𝐴𝑉̅̅ ̅̅ |  และ   𝑉𝑆𝐴 =  𝑉𝐴𝑆 
นอกจากนี้จากการสร้างจุด 𝐸 ความเอียงของผิวกรวย และสมมติฐาน 𝜙 = 𝜃 จะได้ว่า 

 𝑂𝐸𝐹 = 𝜙 = 𝜃 =  𝑂𝑉𝑆 

ดังนั้น 𝑆𝑉 ⃡   // 𝐹𝐺 ⃡     เพราะ 𝐹𝐺 ⃡     อยู่บนระนาบ 𝑄 เช่นกัน 
ก าหนดให ้𝑇 เป็นภาพฉายของจุด 𝑀 บนเส้นตรง 𝑆𝐴 ⃡    จะได้ว่า 

|𝑀𝐾̅̅ ̅̅ ̅| = |𝑇𝐻̅̅ ̅̅ |  และ  𝐹𝐺 ⃡    ∩ 𝑆𝐴 ⃡   = {𝑇} 

ซึ่งท าให้  𝑉𝐴𝑆 =  𝑉𝑆𝐴 =  𝐺𝑇𝐴 ดังนั้น |𝐺𝑇̅̅ ̅̅ | = |𝐺𝐴̅̅ ̅̅ | (พิจารณารูปที่ 2.12 ประกอบ) 
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รูปที่ 2.12 ภาพแสดงความสัมพันธ์ระหว่างจุดต่าง ๆ บนระนาบซึ่งผ่านจุด 𝐴, จุด 𝑉 และ จุด 𝑆 

เนื่องจาก 𝐹𝐺 ⃡     และ 𝐴𝑉 ⃡     สัมผัสทรงกลม 𝑂 ที่จุด 𝐹 และจุด 𝐵 ตามล าดับ และโดยสมบัติของจุด 𝐻  
ท าให้ทราบว่า |𝐻𝐺̅̅ ̅̅ | = |𝐹𝐺̅̅ ̅̅ | = |𝐵𝐺̅̅ ̅̅ | ดังนั้น 

   |𝐹𝑀̅̅̅̅̅| = |𝐴𝐵̅̅ ̅̅ | = |𝐴𝐺̅̅ ̅̅ | + |𝐵𝐺̅̅ ̅̅ | = |𝑇𝐺̅̅ ̅̅ | + |𝐻𝐺̅̅ ̅̅ | = |𝑇𝐻̅̅ ̅̅ | = |𝑀𝐾̅̅ ̅̅ ̅|   

3. สรุป 
จากบทพิสูจน์ทฤษฎีบท 2.2 ทั้ง 4 กรณี พบว่า ภาคตัดกรวยซึ่งเกิดจากรอยตัดระหว่างกรวยกับ

ระนาบซึ่งไม่ผ่านจุดยอดของกรวยจะเป็น วงกลม วงรี พาราโบลา หรือ ไฮเพอร์โบลา โดยวิธีการ
พิสูจน์ดังกล่าวได้รับการน าเสนอโดย เจอมินัล ปิแอร์ ดองเดอแลง ซึ่งอาศัยเพียงแนวคิดของเรขาคณิต
สังเคราะห์เท่านั้น นอกจากนี้ ข้อมูลที่น่าสนใจสองประการที่ได้จากการพิสูจน์ คือ 

1. จุดโฟกัสของเส้นโค้งทั้งสี่กรณี แทท้ีจ่ริงแล้ว คือ จุดสัมผัสระหว่างทรงกลมแนบในกรวยที่สัมผัส
กับระนาบ 

2. ผลบวกคงที่ในบทนิยามของวงรี และ ผลต่างคงที่ในบทนิยามของไฮเพอร์โบลา ที่ปรากฏใน
เนื้อหาตามแบบเรียนว่าเท่ากับ 2𝑎 แท้จริงแล้ว คือ ระยะห่างระหว่างรอยสัมผัสของทรงกลม
ทั้งสองกับผิวของกรวยเมื่อวัดตามผิวของกรวย นั่นเอง ดังรูปที่ 3.1 
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รูปที่ 3.1 ภาพแสดงระยะผลบวกคงที่กรณีวงรี และ ระยะผลต่างคงที่กรณีไฮเพอร์โบลา 
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