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บทคัดย่อ 
การก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลของกราฟ G  ซึ่งมีเส้นเชื่อม q  เส้น คือ ฟังก์ชันสมนัยหนึ่งต่อหนึ่ง

ทั่วถึง f  จากเซตของเส้นเชื่อมของกราฟ G  ไปยังเซต {1, 3, 5, ..., 2 1}q   โดยที่จุดยอดแต่ละจุด
ก ากับด้วยผลรวมของการก ากับเส้นเชื่อมที่กระทบกับจุดยอดนั้น มอดุโล 2q  และผลลัพธ์ของการก ากับ
จุดยอดต้องแตกต่างกัน ถ้ากราฟ G  มีการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล f  ของกราฟ G  แล้วจะเรียก 

                                                             
 
 ผู้เขียนหลกั 
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กราฟ G  ว่า กราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล ในงานวิจัยนี้จะแสดงว่า กราฟใหม่ที่ได้จากการลบจุดยอดเพน
แดนตอ์อก จ านวน 1 จุด บนกราฟโคมบ์ เป็นกราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล 
ค าส าคัญ:  กราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล การลบจุดยอด กราฟโคมบ์ 

Abstract 
An edge-odd graceful labeling of a graph G  with q  edges is a bijection f  from the 

set of edges of the graph to the set {1, 3, 5, ..., 2 1}q   such that each vertex is assigned 
the sum of labels of all edges incident to it modulo 2q  and the resulting vertex labels 
must be distinct. A graph G  is called an edge-odd graceful graph if it admits an edge-odd 
graceful labeling f . In this paper, we show that the new graphs obtained by deleting a 
pendant vertex of the comb graph are edge-odd graceful graphs. 
Keywords:  Edge-odd graceful graph, Vertex deletion, Comb graph 

1. บทน า 
กราฟจ ากัดเชิงเดียว  ( ), ( )G V G E G  ประกอบด้วยเซตจ ากัดของจุดยอด ( )V G  ซึ่งไม่เป็น 

เซตว่าง และเซตของเส้นเชื่อม ( )E G  ซึ่งเป็นเซตของคู่ไม่เป็นอันดับของสมาชิกที่แตกต่างกันใน ( )V G  
เพื่อความสะดวกจะเขียนแทนกราฟ ( ( ), ( ))G V G E G  ด้วยกราฟ  G  ส าหรับจุดยอด u  และ v  
เป็นจุดยอดในกราฟ G  และเส้นเชื่อม e  เชื่อมระหว่างจุดยอด u  และจุดยอด v  จะเขียนแทนด้วย 
e uv  ถ้ากราฟ G  มีจ านวนจุดยอด p  จุด แล้วจะเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ ( ) V G p  ถ้ากราฟ 

G  มีจ านวนเส้นเชื่อม q  เส้น แล้วจะเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ ( ) E G q  ถ้าจุดยอด u  และ v  เป็น
จุดยอดในกราฟ G  และ e uv  เป็นเส้นเชื่อมในกราฟ G  แล้วจะกล่าวว่า 

1) จุดยอด u  ประชิด (adjacent) กับจุดยอด v  
2) เส้นเชื่อม e  กระทบ (incident) กับจุดยอด u  (หรือจุดยอด v ) และกล่าวว่า จุดยอด u  

(หรือจุดยอด v ) กระทบกับเส้นเชื่อม e  
3) เส้นเชื่อม e  เชื่อมจุดยอด u  และจุดยอด v  
4) จุดยอด u  และ v  เป็นจุดยอดปลายของเส้นเชื่อม e  

ดีกรี (degree) ของจุดยอด v  ในกราฟ G  คือจ านวนเส้นเชื่อมที่กระทบกับจุดยอด v  ส าหรับจุด
ยอดที่มีดีกรี 1 จะเรียกว่า จุดยอดเพนแดนต์ (pendant vertex) เส้นเชื ่อมที ่กระทบกับจุดยอด 
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เพนแดนต์ เรียกว่า เส้นเชื่อมเพนแดนต์ (pendant edge) วิถีในกราฟ G  (path in the graph G ) 
คือล าดับของจุดยอดและเส้นเชื่อมทีส่ลับกันในกราฟ G  ซึ่งจุดยอดทุกจุดต้องแตกต่างกัน  

ส าหรับจุดยอด u  และ v  ในกราฟ G  ถ้าวิถีเริ่มต้นจากจุดยอด u  และสิ้นสุดที่จุดยอด v  แล้ว
เขียนแทนวิถีด้วยสัญลักษณ์ วิถี u v  ถ้ามีวิถี u v  ในกราฟ G  แล้วจะกล่าวว่า จุดยอด u  
เชื่อมโยง (connect) กับจุดยอด v  หรือกล่าวว่า จุดยอด u  และ จุดยอด v  เชื่อมโยงกัน ถ้าจุดยอด
สองจุดใด ๆ ในกราฟ G  เชื่อมโยงกัน แล้วจะเรียกกราฟ G  ว่า กราฟเชื่อมโยง (connected graph) 
วิถีปิดในกราฟ G  คือวิถีท่ีมีจุดยอดเริ่มต้นและจุดยอดสิ้นสุดในวิถีเป็นจุดยอดเดียวกัน วงในกราฟ G  
(cycle in the graph G ) คือวิถีปิดในกราฟ G   

กราฟต้นไม้ (tree) คือกราฟเชื ่อมโยงและไม่มีวงในกราฟ กราฟวิถี (path graph) คือกราฟ
เชื่อมโยงที่จุดยอดแต่ละจุดในกราฟมีดีกรีอย่างมากที่สุดคือ 2  กราฟวิถีที ่มีจุดยอดจ านวน n  จุด  
จะมีเส้นเชื ่อมจ านวน 1n  เส้น เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 

nP  กราฟแบบบริบูรณ์ (complete 
graph) คือกราฟที่จุดยอดสองจุดใด ๆ ที่ต่างกันในกราฟเป็นจุดยอดประชิดกัน เขียนแทนกราฟแบบ
บริบูรณ์ที ่มีจุดยอด n  จุดด้วยสัญลักษณ์ 

nK  กราฟโคมบ์ (comb graph) คือกราฟที่สร้างโดย 
การเชื่อมแต่ละจุดยอดของกราฟวิถี 

nP  ด้วยเส้นเชื่อมเพนแดนต์ เขียนแทนกราฟโคมบ์ด้วยสัญลักษณ์ 

1nP K  ดังนั้นกราฟโคมบ์ 
1nP K  เป็นกราฟต้นไม ้ 

ให้ 
1 2 3, , ,..., nv v v v  เป็นจุดยอดที่เรียงล าดับกันของกราฟวิถี 

nP  และ 
1 2 3, , ,..., nu u u u  เป็น 

จุดยอดซึ่งเชื่อมกับจุดยอด 
1 2 3, , ,..., nv v v v  ตามล าดับ กราฟโคมบ์ 

1nP K  แสดงดังรูปที ่1.1 

 
รูปที่ 1.1 กราฟโคมบ์ 

1nP K  

ส าหรับจุดยอด u  ในกราฟ G  กราฟ G u  หมายถึงกราฟ G  ที่ลบจุดยอด u  และลบ 
เส้นเชื่อมทั้งหมดซึ่งกระทบกับจุดยอด u   

ส าหรับกราฟเชื่อมโยง G  ที่มีเส้นเชื่อมจ านวน q  เส้น การก ากับ (labeling) บนกราฟ G  คือ 
การก าหนดชื่อให้จุดยอด หรือเส้นเชื่อม หรือทั้งจุดยอดและเส้นเชื่อมของกราฟ G  ภายใต้เงื่อนไขที่
ก าหนด Rosa [8] ได้น าเสนอแนวคิดการก ากับกราฟเรียกว่า การก ากับ  ( labeling) ต่อมา 
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Golomb [5] ได้เรียกการก ากับดังกล่าวว่า การก ากับเกรซฟูล (graceful labeling) โดยก ากับจุดยอดใน
กราฟ G  ด้วยจ านวนเต็มที่แตกต่างกันภายใน {0, 1, 2, ..., }q  และก ากับเส้นเชื่อมในกราฟ G  
ด้วยจ านวนเต็มบวกที่แตกต่างกันใน {1, 2, 3, ..., }q  ซึ่งการก ากับเส้นเชื่อมแต่ละเส้น คือค่าสัมบูรณ์
ของผลต่างของการก ากับจุดยอดซึ่งเป็นจุดยอดปลายของเส้นเชื่อมนั้น มีนักวิจัยหลายท่านได้ศึกษา 
การก ากับเกรซฟูลของกราฟ G  เช่น Cattell [3] ศึกษาการก ากับเกรซฟูลบนกราฟซึ่งสร้างขึ้นใหม่ และ
หาการก ากับเกรซฟูลในรูปแบบทั่วไปส าหรับกราฟวิถี 

nP  Kaneria และ คณะ [6] ได้ศึกษาการก ากับ 
เกรซฟูลบนกราฟใหม่ที่ได้จากการด าเนินการบนกราฟวง (cycle graph) และการด าเนินการบนกราฟสอง
ส่วนบริบูรณ์ (complete bipartite graph) Boxwala และ Vashishta [2] ศึกษาการก ากับเกรซฟูลบนก
ราฟใหม่โดยกราฟใหม่สร้างจากการด าเนินการบนกราฟวง Koh และคณะ [7] ศึกษาการก ากับเกรซฟูล 
บนกราฟใหม่ที่ได้จากการเชื่อมกราฟแบบบริบูรณ์ กราฟว่าง และกราฟวง ศิวพร และคณะ [1] ได้ศึกษา
การก ากับเกรซฟูลในบริบทการท าซ ้าสมาชิกของกราฟวิถี และใน ค.ศ. 2009 Solairaju และ Chithra 
[12] ได้น าเสนอแนวคิดการก ากับกราฟแบบใหม่เรียกว่า การก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล (edge-odd 
graceful labeling) ดังนี้ 

บทนิยาม 1.1 ก าหนดให้กราฟ G  มีเส้นเชื่อม 0q   เส้น ถ้ามีฟังก์ชันก ากับเส้นเชื่อมซ่ึงเป็นฟังก์ชัน 
หนึ่งต่อหนึ่งทั่วถึง : ( ) {1, 3, 5, , 2 1}f E G q    และฟังก์ชันก ากับจุดยอด  

: ( ) {0, 1, 2, , 2 1}f V G q     ซ่ึงก าหนดโดย 

 
( )

( ) ( ) mod 2
uv E G

f v f uv q



 
 

ส าหรับจุดยอด u  ทุกจุดซึ่งประชิดกับจุดยอด v  ในกราฟ G  และผลลัพธ์ของการก ากับจุดยอดต้อง
แตกต่างกัน แล้วเรียก f  ว่าการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลของกราฟ G  และเรียกกราฟ G  พร้อม
ด้วยการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล f  ว่ากราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล (edge-odd graceful graph) 

Solairaju และ Chithra [12] ได้แสดงว่ากราฟต้นไม้ฮอฟแมน (hoffman tree) หรือกราฟโคมบ์ 

1nP K  กราฟไบสตาร์ (bistar) 
,n nB  กราฟ n  ไบสตาร์ ( n  bistar) 1, : 2nK  มีการก ากับเอดจ์-

ออดเกรซฟูล มีนักวิจัยทางทฤษฎีกราฟหลายท่านได้ศึกษาการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลของกราฟ เช่น 
Singhun [10] ได้แสดงว่ากราฟวงล้อ 

1nW 
 เมื่อ n  เป็นจ านวนคู่ มีการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล 

Tirasuwanwasee [14] ได้แสดงว่ากราฟคล้ายปริซึมมีการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล Seoud และ 
Salim [9] ได้แสดงว่ากราฟวงล้อ nW  เมื่อ 1, 2, 3 (mod 4)n   มีการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล 
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Daoud [4] ได้แสดงว่ากราฟเฟรนด์ชิป (friendship graph) กราฟเฮล์ม (helm graph) กราฟเว็บ 
(web graph) กราฟดับเบิลแฟน (double fan) มีการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล Solairaju และคณะ 
[11] ได้แสดงว่ากราฟ 

m nP P  เมื่อ 2,3,4,5,6m   มีการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล Tamilarasan 
และคณะ [13] ได้แสดงว่ากราฟดัตช์วินด์มิลล์ (dutch windmill) 

5

mD  และ 
4

mD  และกราฟเซอคิว
ลาร์แลดเดอร์ (circular ladder) 

nCL  มีการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล  
ส าหรับในงานวิจัยนี้จะสร้างกราฟใหม่ด้วยการด าเนินการทางทฤษฎีกราฟด้วยการลบจุดยอด 

เพนแดนต์ออก จ านวน 1 จุด บนกราฟโคมบ์ 
1nP K  ซึ่งกราฟใหม่ประกอบด้วย 1) การลบจุดยอด 

เพนแดนต์ 
1u  บนกราฟโคมบ์ 

1nP K  จะได้กราฟใหม่ 
1 1nG P K u   2) การลบจุดยอด 

เพนแดนต์ 
2u  บนกราฟโคมบ์ 

1nP K  จะได ้กราฟใหม่ 
1 2nG P K u   หล ังจากนั ้นหา 

การก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลในรูปแบบทั่วไปของกราฟใหม่ พร้อมพิสูจน์ว่าการก ากับที ่ได้เป็น  
การก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลของกราฟใหม่ 

2. การก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล 
จากการศึกษาวิธีด าเนินการทางทฤษฎีกราฟเพ่ือสร้างกราฟใหม่ โดยการลบจุดยอดเพนแดนต์ออก 

จ านวน 1 จุด บนกราฟโคมบ์ 
1nP K  และหาการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลส าหรับกราฟใหม่ ท าให้

ได้ทฤษฎีบทใหม ่2 ทฤษฎีบท  
ทฤษฎีบทแรกจะแสดงว่ากราฟใหม่ 

1 1nG P K u   ที่สร้างจากการลบจุดยอดเพนแดนต์ 
1u  

บนกราฟโคมบ์ 
1nP K  เป็นกราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล ตัวอย่างกราฟ 

9 1 1G P K u   แสดงดัง 
รูปที ่2.1  

 
รูปที่ 2.1 กราฟ 9 1 1G P K u   

ทฤษฎีบท 2.1 กราฟ 
1 1nG P K u   เป็นกราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล 

บทพิสูจน์ ให้ 1 2 3, , , , nv v v v  เป็นจุดยอดที่เรียงล าดับกันของกราฟวิถี nP  และ 2 3 4, , , , nu u u u  
เป็นจุดยอดเพนแดนตท์ี่เชื่อมกับจุดยอด 2 3 4, , , , nv v v v  ตามล าดับ  
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จะได้ว่าจ านวนจุดยอดของกราฟ 
1 1nG P K u   คือ   2 1V G n   และจ านวนเส้นเชื่อมของ

กราฟ G  คือ   2 2E G nq     

ก าหนดการก ากับ : ( ) {1, 3, 5, , 2 1 4 5}f E G q n      ดังนี้  
( ) 2 3 i if u v i      ส าหรับ 2, 3, 4, ,i n   

1( ) 4 2 3i if v v n i      ส าหรับ 1, 2, 3, , 1i n    

ต่อไปจะแสดงว่า f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 
กรณ ี1 สมมติให้ ( ) ( )i i j jf u v f u v  เมื่อ 2, 3, 4, ,i n   และ 2, 3, 4, ,j n    
จะได้ว่า 2 3 2 3i j    ดังนั้น i j  นั่นคือ 

i i j ju v u v  
กรณ ี2 สมมติให้ 

1 1( ) ( )i i j jf v v f v v   เมื่อ 1, 2, 3, , 1i n    และ 1, 2, 3, , 1j n    
จะได้ว่า 4 2 3 4 2 3n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ 

1 1i i j jv v v v    
กรณี 3 สมมติให้ 

1( ) ( )i i j jf u v f v v   เมื่อ 2, 3, 4, ,i n   และ 1, 2, 3, , 1j n    
จะได้ว่า 2 3 4 2 3i n j     ดังนั้น 2i j n    
แตเ่นื่องจาก i n  และ 1j n   ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
นั่นคือ 

1( ) ( )i i j jf u v f v v   หรือการก ากับ f  ทั้งหมดบน  2, 3, 4, ,i iu v i n   แตกต่างกับ

การก ากับ f  ทั้งหมดบน  1 1, 2, 3, , 1j jv v j n     

จากทั้ง 3 กรณี จะได้ว่า f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง  
เนื่องจากกราฟ G  มีจ านวนเส้นเชื่อม 2 2n  เส้น และจ านวนเต็มบวกท่ีก ากับให้กับเส้นเชื่อมมี 

2 2n  จ านวน และจาก f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ดังนั้นจะได้ว่า f  เป็นฟังก์ชันทั่วถึง 
จากการก าหนดการก ากับ f  จะได้การก ากับ : ( ) {0, 1, 2, , 2 1 4 5}f V G q n       

ดังนี้ 

    ( ) ( ) mod 4 4 2 3 mod 4 4 2 3i i if u f u v n i n i         ส าหรับ 2, 3, 4, ,i n   

 1 1 2( ) ( ) mod 4 4f v f v v n     4 2(1) 3 mod 4 4 4 5n n n       
  

  

1 1( ) ( ) ( ) ( ) mod 4 4

(4 2( 1) 3) (4 2 3) (2 3) mod 4 4

i i i i i i if v f v v f v v f u v n

n i n i i n



    

         
  

4 2 3n i     ส าหรับ 2,3, , 1i n    
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  

  

1( ) ( ) ( ) mod 4 4

(2 3) (4 2( 1) 3) mod 4 4

0

n n n n nf v f u v f v v n

n n n n



  

      



 

นั่นคือ 

     ( ) 2, 3, 4, , 2 3 2, 3, 4, , 1, 3, 5, ..., 2 3if u i n i i n n          

   

 

( ) 1, 2, 3, , 1 4 2 3 1, 2, 3, , 1

4 5, 4 7, 4 9, ..., 2 3, 2 1, 2 1

if v i n n i i n

n n n n n n

         

      
  

ต่อไปจะแสดงว่าการก ากับ f   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ดังนี้ 
กรณ ี1 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f u   เมื่อ 2, 3, 4, ,i n   และ 2, 3, 4, ,j n    
จะได้ว่า 2 3 2 3i j    ดังนั้น i j  นั่นคือ i ju u  
กรณ ี2 สมมติให้ ( ) ( )i jf v f v   เมื่อ 2, 3, 4, , 1i n    และ 2, 3, 4, , 1j n     
จะได้ว่า 4 2 3 4 2 3n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ i jv v  
กรณี 3 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f v   เมื่อ 2, 3, 4, ,i n   และ 2, 3, 4, , 1j n    
จะได้ว่า 2 3 4 2 3i n j     ดังนั้น 2i j n    
แต่เนื่องจาก i n  และ 1j n   ท าให้ไดว้่า 2 2 1n i j n     ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น ( ) ( )i jf u f v   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน  2, 3, 4, ,iu i n   แตกต่างกับ

การก ากับ f   ทั้งหมดบน  2, 3, 4, , 1jv j n    

กรณี 4 สมมติให้ ( ) ( )nif u f v   เมื่อ 2, 3, 4, ,i n    

จะได้ว่า 2 3 0i    ดังนั้น 3

2
i   เกิดข้อขัดแย้งกับการก าหนด 2, 3, 4, ,i n    

ดังนั้น ( ) ( )i nf u f v   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน  2, 3, 4, ,iu i n   แตกต่างกับ

การก ากับ f   บน { }nv  
กรณี 5 สมมติให้ ( ) ( )nif v f v   เมื่อ 2, 3, 4, , 1i n     

จะได้ว่า 4 2 3 0n i    ดังนั้น 3
2

2
n i   เกิดข้อขัดแย้งเนื่องจาก 2, 3, 4, , 1i n     

ดังนั้น ( ) ( )i nf v f v   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน  2, 3, 4, , 1iv i n    แตกต่าง

กับการก ากับ f   บน { }nv  
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ในท านองเดียวกับกรณี 4 และ กรณี 5 สามารถแสดงได้ว่าการก ากับ f   บน 
1{ }v  แตกต่างกับ

การก ากับ f   ทั้งหมดบน  2, 3, 4, , 1iv i n    และการก ากับ f   บน 
1{ }v  แตกต่างกับ

การก ากับ f   ทั้งหมดบน  2, 3, 4, ,iu i n    

เพราะฉะนั้นการก ากับจุดยอด f   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ท าให้ได้ว่าการก ากับจุดยอดแตกต่าง
กัน ดังนั้นการก ากับ f  เป็นการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลของกราฟ 

1 1nG P K u   นั่นคือ กราฟ 

1 1nG P K u   เป็นกราฟก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล           

ตัวอย่าง 2.1 การก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลของกราฟ 
9 1 1G P K u   โดยใช้การก ากับเอดจ์- 

ออดเกรซฟูล ตามทฤษฎีบท 2.1 แสดงดังรูปที ่2.2 

 
รูปที่ 2.2 กราฟ 

9 1 1G P K u   พร้อมการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล 

ทฤษฎีบทถัดไปจะแสดงว่ากราฟใหม่ 
1 2nG P K u   ซึ่งสร้างจากการลบจุดยอดเพนแดนต์ 

2u  บนกราฟโคมบ์ 
1nP K  เป็นกราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล ตัวอย่างกราฟซึ่งสร้างจากการลบจุดยอด

เพนแดนต ์
2u  บนกราฟโคมบ์ 

9 1P K  แสดงดังรูปที่ 2.3  

 
รูปที่ 2.3 กราฟ 

9 1 2P K u   

พบว่าการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลในทฤษฎีบทที่ 2.1 ไม่สามารถใช้กับกราฟ 1 2nG P K u   ได้ 
ดังนั้นเราต้องหาการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลส าหรับ 

1 2nG P K u   ใหม่ซึ่งเป็นดังทฤษฎีบท
ต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบท 2.2 กราฟ 
1 2nG P K u   เป็นกราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล 

บทพิสูจน์ ให้ 
1 2 3, , , , nv v v v  เป็นจุดยอดที ่เร ียงล าดับกันของกราฟวิถี 

nP  และ 

1 3 4 5, , , , , nu u u u u  เป็นจุดยอดเพนแดนตท์ี่ประชิดกับ 1 3 4 5, , , , , nv v v v v  ตามล าดับ  
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จะได้จ านวนจุดยอดของกราฟ 
1 2nG P K u   คือ | ( ) | 2 1V G n   และจ านวนเส้นเชื่อม คือ 

( ) 2 2q E G n    
ก าหนดการก ากับ : ( ) {1, 3, 5, , 2 1 4 5}f E G q n      ดังนี้ 

1 2( ) 1f v v   

1 1( ) 2 1f u v n   
กรณี n  เป็นจ านวนคู่ 

( ) 4 5n nf u v n   
( ) 2 2 3i if u v n i     ส าหรับ 4, 6, 8, , 2i n    
( ) 2 2 7i if u v n i     ส าหรับ 3, 5, 7, , 1i n    

1( ) 2 2 1i if v v n i      ส าหรับ 2, 3, 4, , 1i n    
กรณี n  เป็นจ านวนคี่  

( ) 4 7n nf u v n   
( ) 2 2 3i if u v n i     ส าหรับ 4, 6, 8, , 1i n    
( ) 2 2 7i if u v n i     ส าหรับ 3, 5, 7, , 2i n    

1( ) 2 2 1i if v v n i      ส าหรับ 2, 3, 4, , 1i n    

ต่อไปจะแสดงว่า f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ดังนี้ 
กรณี 1 สมมติให้

1 1( ) ( )i i j jf v v f v v   เมื่อ 2, 3, 4, , 1i n    และ 2, 3, 4, , 1j n     
จะได้ว่า 2 2 1 2 2 1n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ 

1 1i i j jv v v v   
กรณี 2 สมมติให้ ( ) ( )i i j jf u v f u v  เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n   และ j  เป็นจ านวนคู่ 
ซ่ึง 3 1j n     
จะได้ว่า 2 2 3 2 2 3n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ 

i i j ju v u v  
กรณี 3 สมมติให้ ( ) ( )i i j jf u v f u v  เมื่อ i  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ 
ซ่ึง 3 1j n     
จะได้ว่า 2 2 7 2 2 7n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ 

i i j ju v u v  
กรณี 4 สมมติให้ ( ) ( )i i j jf u v f u v  เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ 
ซ่ึง 3 1j n    
จะได้ว่า 2 2 3 2 2 7n i n j      ดังนั้น 2j i    
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เนื่องจาก i  เป็นจ านวนคู่ และ j  เป็นจ านวนคี่ จึงเป็นไปไม่ได้ว่า 2j i    
นั ่นคือ ( ) ( )i i j jf u v f u v  หรือการก ากับ f  ทั ้งหมดบน  3 1i i nu v i    แตกต่างกัน

ส าหรับ i  เป็นจ านวนคู่ และ i  เป็นจ านวนคี่ 
กรณี 5 สมมติให้ 

1( ) ( )i i j jf v v f u v   เมื่อ 2, 3, 4, , 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 
3 1j n     
ดังนั้น 2 2 1 2 2 7n i n j      ท าให้ได้ว่า 4j i   แต่เนื่องจาก 2, 3, 4, , 1i n    และ 

3, 5, 7, , 2j n    ท าให้ได้ว่า 4j i   เกิดข้อขัดแย้ง  
นั่นคือ 

1( ) ( )i i j jf v v f u v   หรือการก ากับ f  ทั้งหมดบน  1 2, 3, 4, ..., 1i i iv nv     แตกต่าง 

กับการก ากับ f  ทั้งหมดบน { |j ju v j  เป็นจ านวนคี่ ซ่ึง 3 1}j n     
กรณี  6 สมมต ิ ให้  

1( ) ( )i i j jf v v f u v   เม ื ่อ 2,3,4, , 1i n    และ j  เป ็นจ  านวนค ู ่  ซึ่ ง
3 2j n     
จะได้ว ่า 2 2 1 2 2 3n i n j      ดังนั ้น 2j i   แต่เนื ่องจาก 2, 3, 4, , 1i n    และ 

4, 6, 8, , 2j n    จะได้ว่า 2j i   เกิดข้อขัดแย้ง  
นั่นคือ 

1( ) ( )i i j jf v v f u v   หรือการก ากับ f  ทั้งหมดบน  1 2, 3, 4, ..., 1i i iv nv     แตกต่าง 

กับการก ากับ f  ทั้งหมดบน { |j ju v j  เป็นจ านวนคู่ ซ่ึง 3 1}j n    
กรณ ี7 สมมติให้ 

21 1( ) ( )i if v v f v v   เมื่อ 2, 3, 4, , 1i n    
จะได้ว่า 1 2 2 1n i    ดังนั้น 0 2 2n i   หรือ 2 2n i   
แต่เนื่องจาก 2, 3, 4, , 1i n    ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
นั่นคือ 

1 2 1( ) ( )i if v v f v v   เมื่อ 2, 3, 4, , 1i n    หรือการก ากับ f  บน 
1 2{ }v v  แตกต่างกับ

การก ากับ f  ทั้งหมดบน  1 2, 3, 4, ..., 1i i iv nv      

ในท านองเดียวกับกรณี 7 สามารถแสดงได้ว่า การก ากับ f  บน 
1 1{ }u v  แตกต่างกับการก ากับ f  

ท ั ้งหมดบน  1 2, 3, 4, , 1iivv i n     การก าก ับ f  บน { }n nu v  เม ื ่อ n  เป ็นจ  านวนคู่  

แตกต่างกับการก าก ับ f  ทั ้งหมดบน  1 2, 3, 4, , 1iivv i n     และการก ากับ f  บน 

{ }n nu v  เมื่อ n  เป็นจ านวนคี่ แตกต่างกับการก ากับ f  ทั้งหมดบน  1 2, 3, 4, , 1iivv i n     

กรณ ี8 สมมติให้ 
21( ) ( )iif v v f u v  เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n     

จะได้ว่า 1 2 2 3n i    ดังนั้น 2 n i   แต่เนื่องจาก 3 1i n    ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
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นั่นคือ 
1 2( ) ( )iif v v f u v  เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ ่ง 3 1i n    หรือการก ากับ f  บน 

1 2{ }v v  
แตกต่างกับการก ากับ f  ทั้งหมดบน { |i iu v i  เป็นจ านวนคู่ ซ่ึง 3 }1i n    

ในท านองเดียวกับกรณี 8 สามารถแสดงได้ว่า การก ากับ f  บน 
1 1{ }u v  แตกต่างกับการก ากับ f  

ท ั ้งหมดบน  4, 6, 8, , 2ii nu iv     การก าก ับ f  บน { }n nu v  เม ื ่อ n  เป ็นจ  านวนคู่  

แตกต่างกับการก ากับ f  ทั ้งหมดบน  4, 6, 8, , 2ii nu iv     และ การก ากับ f  บน 

{ }n nu v  เมื่อ n  เป็นจ านวนคี่ แตกต่างกับการก ากับ f  ทั้งหมดบน  4, 6, 8, , 2ii nu iv     

จ า ก  
1 2( ) 1f v v   

1 1( ) 2 1f u v n   ( ) 4 5n nf u v n   เ ม ื ่ อ  n  เ ป ็ น จ  า น ว น คู่  แ ล ะ
( ) 4 7n nf u v n   เมื่อ n  เมื่อเป็นจ านวนคี่ จะเห็นว่าการก ากับ f  แตกต่างกันทั้งหมดบนเซต 

 1 2 1 1, , n nv v u v u v  
เพราะฉะนั้นการก ากับ f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง  
เนื่องจากกราฟ G  มีเส้นเชื่อมจ านวน 2 2n  เส้น และจ านวนเต็มบวกที่ก ากับให้กับเส้นเชื่อมมี 

2 2n  จ านวน และจาก f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ดังนั้น f  เป็นฟังก์ชันทั่วถึง 
จากการก าหนดการก ากับ f  จะได้การก ากับ  : ( ) 0, 1, 2, , 2 1 4 5f V G q n       

ดังนี้ 
 1 1 1( ) ( ) mod 4 4 2 1f u f u v n n      

     1 1 1 1 2( ) ( ) ( ) mod 4 4 (2 1) 1 mod 4 4 2 2f v f u v f v v n n n n           

     2 1 2 2 3( ) ( ) ( ) mod 4 4 1 (2 3) mod 4 4 2 2f v f v v f v v n n n n           
ส าหรับ n  เป็นจ านวนคี่ จะได้ 

 ( ) ( ) mod 4 4 4 7n n nf u f u v n n      

     1( ) ( ) ( ) mod 4 4 3 (4 7) mod 4 4 0n n n n nf v f v v f u v n n n

         
ส าหรับ n  เป็นจ านวนคู่ จะได้ 

 ( ) ( ) mod 4 4 4 5n n nf u f u v n n      
     1( ) ( ) ( ) mod 4 4 3 (4 5) mod 4 4 2n n n n nf v f v v f u v n n n

          
ส าหรับ 3 1i n    จะได้ 

เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ 
 ( ) mod 4( ) 2 24 3i i if u v nf u n i      



 วารสารคณิตศาสตร์ ปริมา 66 เล่มที่ 704 พฤษภาคม – สิงหาคม 2564 

57 

  

  

1 1( ) ( ) ( ) mod 4 4

(2 2( 1) 1) (2 2 1) (2 2 3) mod 4 4

( )

2 2 5

i i i i i ii f v v f v v f u v n

n i n i n

f v

i

n

n

i



   

     





    



 

เมื่อ i  เป็นจ านวนคี่ 
 ( ) mod 4( ) 2 24 7i i if u v nf u n i       

  

  

1 1( ) ( ) ( ) mod 4 4

(2 2( 1) 1) (2 2 1) (2 2 7) mod 4 4

( )

2 2 1

i i i i n ni f v v f v v f u v n

n i n i n

f v

i

n

n

i



   

     





    



 

จากการก ากับจุดยอด f   จะได้ว่า 
เมื่อ n  เป็นจ านวนคี่ 

   ( ) 4, 6, 8, ...., 1 2 5, 2 9, 2 13, , 4 9, 4 5if u i n n n n n n           
   ( ) 4, 6, 8, ..., 1 2 3, 2 7, 2 11, , 11, 7if v i n n n n         
   ( ) 3, 5, 7, ..., 2 2 1, 2 3, 2 7, , 4 15, 4 11if u i n n n n n n           
   ( ) 3, 5, 7, ..., 2 2 5, 2 9, 2 13, , 9, 5if v i n n n n         

เมื่อ n  เป็นจ านวนคู่ 

   ( ) 4, 6, 8, ...., 2 2 5, 2 9, 2 13, , 4 11, 4 7if u i n n n n n n           
   ( ) 4, 6, 8, ..., 2 2 3, 2 7, 2 11, , 13, 9if v i n n n n         
   ( ) 3, 5, 7, ..., 1 2 1, 2 3, 2 7, , 4 13, 4 9if u i n n n n n n           

     ( ) 3, 5, 7, ..., 1 2 5, 2 9, 2 13, , 7, 3if v i n n n n         

ต่อไปจะแสดงว่าการก ากับ f   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง  
กรณี 1 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f u   เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 
3 1j n     
จะได้ว่า 2 2 3 2 2 3n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ i ju u  
กรณี 2 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f u   เมื่อ i  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 
3 1j n     
จะได้ว่า 2 2 7 2 2 7n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ i ju u  
กรณี 3 สมมติให้ ( ) ( )i jf v f v   เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 
3 1j n    
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จะได้ว่า 2 2 5 2 2 5n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ i jv v  
กรณี 4 สมมติให้ ( ) ( )i jf v f v   เมื่อ i  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 
3 1j n     
จะได้ว่า 2 2 1 2 2 1n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ i jv v   
กรณี 5 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f u   เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 
3 1j n     
จะได้ว่า 2 2 3 2 2 7n i n j      ดังนั้น 2j i    
แต่เนื่องจาก i  เป็นจ านวนคู่ และ j  เป็นจ านวนคี่ ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น ( ) ( )i jf u f u   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |iu i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1}i n    

แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |  ju j  เป็นจ านวนคี่ ซ่ึง 3 1}j n    
กรณี 6 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f v   เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 
3 1j n     
จะได้ว่า 2 2 3 2 2 5n i n j      ดังนั้น 4i j    
แต่เนื่องจาก 4 i  และ 4 j  ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น ( ) ( )i jf u f v   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |iu i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1}i n    
แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |jv j  เป็นจ านวนคู่ซึ่ง 3 1}j n     
กรณี 7 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f v   เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 
3 1j n     
จะได้ว่า 2 2 3 2 2 1n i n j      ดังนั้น 2i j    
แต่เนื่องจาก i  เป็นจ านวนคู่ และ j  เป็นจ านวนคี่ ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น ( ) ( )i jf u f v   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |iu i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1}i n    
แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |jv j  เป็นจ านวนคี่ ซ่ึง 3 1}j n    
กรณี 8 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f v   เมื่อ i  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 
3 1j n    
จะได้ว่า 2 2 7 2 2 5n i n j      ดังนั้น 6i j    
เนื่องจาก i  เป็นจ านวนคู่ และ j  เป็นจ านวนคี่ ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น ( ) ( )i jf u f v   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |iu i  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 3 1}i n    
แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |jv j  เป็นจ านวนคู่ซึ่ง 3 1}j n    
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กรณี 9 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f v   เมื่อ i  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 
3 1j n    
จะได้ว่า 2 2 7 2 2 1n i n j      ดังนั้น 4i j   
แต่เนื่องจาก 3i   และ 3j   ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง 
ดังนั้น ( ) ( )i jf u f v   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |iu i  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 3 1}i n    
แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |jv j  เป็นจ านวนคี่ ซ่ึง 3 1}j n    
กรณี 10 สมมติให้ ( ) ( )i jf v f v   เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ 
ซ่ึง 3 1j n    
จะได้ว่า 2 2 5 2 2 1n i n j      ดังนั้น 2i j    
แต่เนื่องจาก i  เป็นจ านวนคู่ และ j  เป็นจ านวนคี่ ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น ( ) ( )i jf v f v   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |iv i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1}i n    
แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |jv j  เป็นจ านวนคี่ ซ่ึง 3 1}j n    
กรณี 11 สมมติให้ 1( ) ( )if u f v   เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n     
จะได้ว่า 2 1 2 2 5n n i     ดังนั้น 1 5 2i    
เนื่องจาก 3 1i n    ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น 1( ) ( )if u f v   นั่นคือการก ากับ f   บน 

1{ }v  แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน 
{ |iv i  เป็นจ านวนคู่ ซ่ึง 3 1}i n    

ในท านองเดียวกับกรณี 11 สามารถแสดงได้ว่า การก ากับ f   ทั้งหมดบน { |iv i  เป็นจ านวนคู่
ซึ่ง 3 1}i n    แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน 

2 1 2{ , , , , }n nu v v u v  และการก ากับ f   
ท ั ้งหมดบน { |iv i  เป ็นจ  านวนคี่  ซ ึ ่ง  3 1}i n    แตกต่างกับการก าก ับ f   ท ั ้งหมดบน 

1 2 1 2{ , , , , , }n nu u v v u v  
กรณ ี12 สมมติให้ 1( ) ( )if u f u   เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n     
จะได้ว่า 2 1 2 2 3n n i     ดังนั้น 4 2i   
แต่เนื่องจาก 3 1i n    ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น 1( ) ( )if u f u   นั่นคือการก ากับ f   บน 

1{ }u  แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน 
{ |iu i  เป็นจ านวนคู่ ซ่ึง 3 1}i n    



การก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลของกราฟที่เกิดจากการลบจุดยอดบนกราฟโคมบ์ 

60 

ในท านองเดียวกับกรณี 12 สามารถแสดงได้ว่า การก ากับ f   ทั้งหมดบน { |iu i  เป็นจ านวนคู่
ซึ่ง 3 1}i n    แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน 

2 1 2{ , , , , }n nu v v u v  และการก ากับ f   
ท ั ้งหมดบน { |iu i  เป ็นจ  านวนคี่  ซ ึ ่ง  3 1}i n    แตกต่างกับการก าก ับ f   ท ั ้งหมดบน 

1 2 1 2{ , , , , , }n nu u v v u v  
เนื่องจาก เมื่อ n  เป็นจ านวนคี่  

1( ) 2 1f u n     
1( ) 2 2f v n     

2( ) 2 2f v n    
( ) 4 7nf u n     ( ) 0nf v   และเมื่อ n  เป็นจ านวนคู่ ( ) 4 5nf u n     ( ) 2nf v    

จะเห็นว่าการก ากับ f   แตกต่างกันทั้งหมดบนเซต 
1 2 1 2{ , , , , , }n nu u v v u v  

จากการแสดงข้างต้น จะได้ว่า f   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง หรือการก ากับจุดยอดแตกต่างกัน 
ดังนั้น f  เป็นการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลของกราฟ 

1 2nG P K u    
นั่นคือ กราฟ 

1 2nG P K u   เป็นกราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล         

ตัวอย่าง 2.2 การก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลของกราฟ 
9 1 2G P K u   โดยใช้การก ากับเอดจ์-ออด

เกรซฟูลตามทฤษฎีบท 2.2 แสดงดังรูปที่ 2.4  

 
รูปที่ 2.4 กราฟ 

9 1 2P K u พร้อมด้วยการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล 

3. สรุป  
ในงานวิจัยนี้ได้สร้างทฤษฎีบทใหม่จ านวน 2 ทฤษฎีบท ซึ่งบทกล่าวถึงการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล

ในรูปแบบทั่วไปของกราฟใหม่ซึ่งสร้างจากการลบจุดยอดเพนแดนต์ออก จ านวน 1 จุด บนกราฟโคมบ์ 
พบว่าการลบจุดยอดเพนแดนต์ 

1u  และการลบจุดยอดเพนแดนต์ 
2u  บนกราฟโคมบ์ 

1nP K ท าให้
กราฟ 1 1nP K u  และกราฟ 1 2nP K u  มีการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล โดยการก ากับเอดจ์-
ออดเกรซฟูลของทั้งสองกราฟแตกต่างกนั 
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