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 Inverted pendulum system is a system that consists of a mass, a rod, a cart, and a direct-
current motor, for controlling the position of the cart and the other parts. Balancing the inverted 
pendulum is a difficult problem because the inverted pendulum has non-linear model, is 
unstable, and has fewer number of input signals than its degrees of freedom. 
 
 This research presents controller design of a two-stage inverted pendulum by using the 
linear quadratic regulator (LQR) technique. To design the controller, a mathematical model of 
the pendulum is created. The model is used in finding suitable gains via computer programming. 
Then, the resulting gains are validated by computer simulation and real hardware 
implementation. 
 
 The results show that the performance of the control system depends on the selection of 
weighted variables. The experimental results confirm that the performance of the control system 
is acceptable. The two-stage inverted pendulum can actually be balanced. Adding an integral to 
the system improves the ability in controlling the cart position. However, there are some 
limitations on the actual experimental equipments. As a result, the system cannot tolerate much 
disturbances because they exceed the limitation of the equipments. 

     /  /  
Student’s signature  Thesis Advisor’s signature   



กติติกรรมประกาศ 
 
 ขา้พเจา้ขอขอบพระคุณ อ.ดร. วทิิต ฉตัรรัตนกุลชยั อาจารยท่ี์ปรึกษาวทิยานิพนธ์หลกั ท่ีได้
ใหค้  าแนะน าและความช่วยเหลือในการท าวจิยัน้ีใหส้ามารถส าเร็จไปไดด้ว้ยดี ขอขอบพระคุณ ผศ.
ดร.ทวเีดช ศิริธนาพิพฒัน์ อาจารยท่ี์ปรึกษาวทิยานิพนธ์ร่วม  ส าหรับค าแนะน าต่างๆเพื่อน าไป
ปรับปรุงวทิยานิพนธ์ใหดี้ยิง่ข้ึน ขอขอบพระคุณ ผศ.ดร.วชิยั ศิวะโกศิษฐ ดร.กฤษฎา วรรณทอง 
ส าหรับค าแนะน าต่างๆเพิ่มเติมเพื่อการปรับปรุงวทิยานิพนธ์ใหดี้ยิง่ข้ึน ขอขอบพระคุณคณาจารย์
ภาควชิาวศิวกรรมเคร่ืองกล มหาวทิยาลยัเกษตรศาสตร์ ตลอดจนอาจารยแ์ละคุณครูทุกท่านท่ีไดส้ั่ง
สอน อมรม และถ่ายทอดความรู้จนไดเ้ป็นผลงานช้ินน้ี ขอขอบคุณสถาบนัคน้ควา้และพฒันา
เทคโนโลยกีารผลิตทางอุตสาหกรรมท่ีเอ้ือเฟ้ือสถานท่ีในการท างานวจิยั ขอขอบคุณเพื่อนๆ พี่ๆ 
นอ้งๆ ส าหรับก าลงัใจและค าแนะน าต่าง  และขอขอบพระคุณคุณพอ่ คุณแม่ ท่ีเป็นก าลงัใจ
และสนนัสนุนเป็น อยา่งดีเสมอมา 
 

ฐกดั  เบญจเลิศยานนท์ 
เมษายน  2553 

 



 
(1) 

สารบัญ 
 

     หน้า 
 
สารบญั (1) 
สารบญัตาราง (2) 
สารบญัภาพ (3) 
ค าอธิบายสัญลกัษณ์และค ายอ่ (7) 
ค าน า  1 
วตัถุประสงค ์ 3 
การตรวจเอกสาร 4 
อุปกรณ์และวธีิการ 14 
 อุปกรณ์ 14 
 วธีิการ 20 
ผลและวจิารณ์ 59 
 ผล 59 
 วจิารณ์ 77 
สรุปและขอ้เสนอแนะ 78 
 สรุป 78 
 ขอ้เสนอแนะ 79 
เอกสารและส่ิงอา้งอิง 80 
ภาคผนวก 82 
ประวติัการศึกษาและการท างาน 90 
 
 
 
 



 
(2) 

สารบัญตาราง 
 

ตารางที ่ หน้า 
  

1 พารามิเตอร์ของระบบ 22 
2 ค่าพารามิเตอร์ท่ีไดจ้ากการแกวง่อยา่งอิสระของกา้นลูกตุม้กา้นท่ีหน่ึง 25 
3 ค่าพารามิเตอร์ท่ีไดจ้ากการแกวง่อยา่งอิสระของกา้นลูกตุม้กา้นท่ีสอง 27 
4 ค่าน ้าหนกัและอตัราขยายท่ีใชใ้นการออกแบบ 38 
5 เปรียบเทียบตวัแปรระหวา่งตวัสังเกตอนัดบัเตม็และตวัสังเกตลดอนัดบั 48 
6 ค่าน ้าหนกัและอตัราขยายท่ีใชใ้นการทดสอบการควบคุม 65 
   

 



 
(3) 

สารบัญภาพ 
 

ภาพที ่ หน้า 
  

1 ระบบลูกตุม้หวักลบัอยา่งง่าย (simple inverted pendulum) 1 
2 3D inverted pendulum 5 
3 แบบจ าลองการยนืของหุ่นยนต ์PTIP 5 
4 PillCam® capsule robot ท่ีมีการใชจ้ริงในทางการแพทยใ์นปัจจุบนั 6 
5 ระบบลูกตุม้หวักลบัถูกใชใ้นการจ าลองการควบคุมทิศทางของจรวดหรือ

ขีปนาวธุ 7 
6 Segway 8 
7 U3-X 8 
8 เส้นทางเดินของราก (root locus) ของลูกตุม้หวักลบั ของระบบวงเปิด (open-

loop) 9 
9 เส้นทางเดินของราก (root locus) ของระบบวงปิด (closed-loop) โดยใช ้PID 10 

10 บล็อกไดอะแกรมการควบคุมระบบลูกตุม้หวักลบัดว้ยตวัควบคุม PID 2 ตวั 10 
11 บล็อกไดอะแกรมของระบบป้อนกลบั 12 
12 ลูกตุม้ช้ินท่ี 1 14 
13 ลูกตุม้ช้ินท่ี 2 14 
14 monocarrier ท่ีถูกน ามาใชเ้ป็นอุปกรณ์เปล่ียนการหมุนเป็นการเคล่ือนท่ีของรถ 15 
15 รายละเอียดของอุปกรณ์ท่ีใชง้าน (MCM06040H20K00) 15 
16 rotary encoder 16 
17 มอเตอร์กระแสตรง 16 
18 NI DAQ PCI-6221 17 
19 วงจรขยายสัญญาณ Sabertooth 2X20 18 
20 DC power supply 18 
21 ชุดการทดลองระบบลูกตุม้หวักลบัสองแกนภายในหอ้งปฏิบติัการ 19 
22 ระบบลูกตุม้หวักลบัสองแกน 21 
23 free body diagram ของกา้นลูกตุม้ท่ีหน่ึง 23 
24 การทดลองทดสอบหาค่าพารามิเตอร์ 1 1,c J  24 
25 ผลตอบสนองจากปล่อยกา้นลูกตุม้กา้นท่ี 1 อยา่งอิสระ ท่ีจุดเร่ิมตน้ 15 องศา 24 



 
(4) 

สารบัญภาพ (ต่อ) 
 

ภาพที ่ หน้า 
  

26 free body diagram ของกา้นลูกตุม้ท่ีสอง 27 
27 การทดลองทดสอบหาค่าพารามิเตอร์ 26 
28 ผลตอบสนองจากปล่อยกา้นลูกตุม้กา้นท่ี2 อยา่งอิสระ ท่ีจุดเร่ิมตน้ 15 องศา 28 
29 free body diagram ของตวัรถ 29 
30 การต่ออุปกรณ์การทดลองหาค่าพารามิเตอร์ท่ีจ  าเป็นของตวัขยายสัญญาณ 

มอเตอร์ และ monocarrier (open-loop) 31 
31 แสดงสัญญาณไฟฟ้าป้อนเขา้มอเตอร์กระแสตรง(บน) และผลตอบสนองของตวั

รถ(ล่าง) 30 
32 การทดลองการหาค่าพารามิเตอร์ของ DC servo motor และ monocarier 31 
33 เปรียบเทียบผลตอบสนองของระบบท่ีไดจ้ากการจ าลองและผลตอบสนองจริง 32 
34 แผนภาพแสดงการควบคุมป้อนกลบัรักษาเสถียรภาพ (stabilization feedback 

control) 35 
35 ผลการจ าลองระบบดว้ย MATLAB ท่ีค่าน ้าหนกั Q, R ต่างๆ ตามตารางท่ี 1 39 
36 บล็อกไดอะแกรมของระบบท่ีมีตวัสังเกตสถานะอนัดบัเตม็ 40 
37 การจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุมก าลงัสองเชิงเส้นท่ีมีตวัสังเกต

อนัดบัเตม็ 46 
38 บล็อกไดอะแกรมของระบบท่ีมีตวัสังเกตสถานะลดอนัดบั 50 
39 ระบบป้อนกลบัท่ีมีตวัสังเกตสถานะลดอนัดบั 54 
40 การจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุมก าลงัสองเชิงเส้นท่ีมีตวัสังเกต 

ลดอนัดบั 58 
41 บล็อกไดอะแกรมของระบบท่ีมีตวัสังเกตสถานะลดอนัดบัและมีตวัอินทิกรัล 54 
42 การจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุมก าลงัสองเชิงเส้นท่ีมีตวัสังเกต 

ลดอนัดบัท่ีมีตวัอินทิกรัล 56 
43 ขอบเขตการท างานของอุปกรณ์ขยายสัญญาณ (amplifier) 61 
44 การรบกวนลูกตุม้ท่ีต าแหน่งต่างๆ 62 

   



 
(5) 

สารบัญภาพ (ต่อ) 
 

ภาพที ่ หน้า 
 

45 ผลตอบสนองของระบบเม่ือไม่มีสัญญาณควบคุม โดยมีค่าเร่ิมตน้ x5 = 0.1 
เรเดียน 63 

46 ผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุมโดยใชต้วัควบคุม LQR ค่า
ต าแหน่ง เร่ิมตน้ท่ี x3 = 0.1 เรเดียน) 61 

47 ผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุมโดยใชต้วัควบคุม LQR ค่า
ต าแหน่ง  เร่ิมตน้ท่ี x5 = 0.1 เรเดียน) 62 

48 ผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุมโดยใชต้วัควบคุม LQR ค่า
ต าแหน่ง เร่ิมตน้ท่ี x3 = 0.1 เรเดียน, x5 = -0.1 เรเดียน) 63 

49 ระบบเม่ือไม่มีการควบคุม 64 
50 ผลตอบสนองต่อค่าเร่ิมตน้เม่ือระบบผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบ

ควบคุม โดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q1 และ R1 66 
51 ผลตอบสนองต่อค่าเร่ิมตน้เม่ือระบบผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบ

ควบคุม โดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q1 และ R1 และมีตวัอินทิกรัล K1 = 
0.5 67 

52 ผลตอบสนองต่อค่าเร่ิมตน้เม่ือระบบผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบ
ควบคุม โดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q2 และ R2 68 

53 ผลตอบสนองต่อค่าเร่ิมตน้เม่ือระบบผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบ
ควบคุม โดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q2 และ R2 และมีตวัอินทิกรัล K1 = 
0.5 69 

54 การรบกวนระบบท่ีวนิาทีท่ี 30 (theta1) และ วนิาทีท่ี 40 (theta2) เม่ือระบบ
ควบคุมโดยใช ้ตวัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q2 และ R2 และมีตวัอินทิกรัล K1 = 
0.5 70 

55 ผลตอบสนองต่อค่าเร่ิมตน้เม่ือระบบผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบ
ควบคุม โดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q3 และ R3 71 

56 ผลตอบสนองต่อค่าเร่ิมตน้เม่ือระบบผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบ
ควบคุม โดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q3 และ R3 และมีตวัอินทิกรัล K1 = 
0.5 72 



 
(6) 

สารบัญภาพ (ต่อ) 
 

ภาพที ่ หน้า 
 

57 การรบกวนระบบท่ีวนิาทีท่ี 30 (theta1) และ วนิาทีท่ี 40 (theta2) เม่ือระบบ
ควบคุมโดยใช ้ตวัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q3 และ R3 และมีตวัอินทิกรัล K1 = 
0.5 73 

58 ผลตอบสนองต่อค่าเร่ิมตน้เม่ือระบบผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบ
ควบคุม โดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q4 และ R 74 

59 ผลตอบสนองต่อค่าเร่ิมตน้เม่ือระบบผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบ
ควบคุม โดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q4 และ R4 และมีตวัอินทิกรัล K1 = 
0.5 75 

60 การรบกวนระบบท่ีวนิาทีท่ี 30 (theta1) และ วนิาทีท่ี 40 (theta2) เม่ือระบบ
ควบคุมโดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q4 และ R4 และมีตวัอินทิกรัล K1 = 
0.5 76 

   
ภาพผนวกที ่  
 

1 free body diagram ของระบบลูกตุม้หวักลบัสองแกน 83 
 
 
 



 
(7) 

ค าอธิบายสัญลกัษณ์และค าย่อ 
 

c = ค่าคงท่ีความเสียดทาน 
DAQ = data acquisition 
FBD = free body diagram 
LTI = linear time invariant 
LQR = linear quadratic regulator 
MIMO = multi input multi output 
PID = proportional integral derivative 
SISO = single input single output 
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การควบคุมลูกตุ้มนาฬิกาหัวกลบัสองแกนด้วยวธีิการควบคุมแบบเหมาะสมทีสุ่ด 
 

Balancing of Two-Stage Inverted Pendulum by Optimal Control Method  
 

ค าน า 
 
 ระบบลูกตุม้หวักลบั (inverted pendulum) เป็นระบบท่ีส าคญัในการศึกษาทางดา้น
วศิวกรรมควบคุม และเป็นตวัอยา่งท่ีดีในการศึกษาทฤษฎีระบบควบคุมสมยัใหม่ท่ีมีความซบัซอ้น
และยากยิง่ข้ึน เน่ืองจากการควบคุมระบบลูกตุม้หวักลบัจดัเป็นระบบท่ีแสดงใหเ้ห็นถึงการควบคุม
ระบบท่ีไม่มีเสถียรภาพในตวัเอง ใหส้ามารถท าใหมี้เสถียรภาพได ้นอกจากน้ีระบบยงัตอ้งการการ
ควบคุมเอาทพ์ุทท่ีมากกวา่หน่ึงตวั ซ่ึงเป็นไปไดย้ากท่ีจะอาศยัทฤษฎีการควบคุมดั้งเดิมแบบทัว่ไป 
อยา่งเช่น P, PI หรือ PID ได ้ 
 
 ระบบลูกตุม้หวักลบัจดัเป็นตวัอยา่งท่ีดีในการศึกษาลกัษณะการเคล่ือนท่ีและการควบคุม 
ของระบบอ่ืนๆ เช่น ระบบขบัเคล่ือนของจรวด หรือดาวเทียม ระบบลงจอดอตัโนมติัในอากาศยาน 
การควบคุมการทรงตวัของอากาศยานในสภาพการไหลของอากาศแบบป่ันป่วน การทรงตวัของเรือ
หรือระบบขนาดเล็กอยา่งเช่นหุ่นยนตแ์คปซูลเพื่อใชใ้นทางการแพทย ์เป็นตน้ 
 
 ส่ิงส าคญัอยา่งหน่ึงท่ีระบบลูกตุม้หวักลบัถูกน ามาใชใ้นการจ าลองระบบต่างๆ เน่ืองจาก
ลูกตุม้หวักลบัเป็นระบบท่ีมีความไม่เป็นเชิงเส้นสูง ท าใหย้ากท่ีจะใชเ้ทคนิคการควบคุมเชิงเส้นกบั 
ระบบท่ีไม่เป็นเชิงเส้นได ้จึงจ าเป็นตอ้งท าใหเ้ป็นเชิงเส้น (linearization) ก่อนท่ีจะใชเ้ทคนิคการ
ควบคุมแบบเชิงเส้นได ้ในท่ีน้ีไดท้  าการน าทฤษฎีการควบคุมเหมาะสมท่ีสุด (optimal control 
theory) มาใชใ้นการควบคุม โดยน าการควบคุมแบบก าลงัสองเชิงเส้น (LQR) มาใชใ้นการออกแบบ
เน่ืองจากมีความเหมาะสมต่อการใชง้าน และเน่ืองจากการควบคุม LQR เป็นทฤษฎีการควบคุมเชิง
เส้น ท่ีตอ้งอาศยัสมการทางคณิตศาสตร์ จึงนบัเป็นความทา้ทายอยา่งหน่ึงในการหาค่าพารามิเตอร์
ต่างๆ เพื่อใหส้มการทางคณิตศาสตร์ท่ีไดมี้ความแม่นย  าเพื่อใหส้ามารถควบคุมระบบได้ 
 
 ในงานวจิยัน้ีจะท าการศึกษาการควบคุมระบบลูกตุม้หวักลบัสองแกน ซ่ึงเป็นระบบท่ีมี
ความซบัซอ้นมากข้ึนจากระบบลูกตุม้หวักลบัอยา่งง่าย เน่ืองจากเป็นระบบท่ีมีจ านวนตวัแปรท่ี
จ าเป็นตอ้งควบคุมมากข้ึน ซ่ึงตอ้งอาศยัตวัควบคุมท่ีเหมาะสม รวมถึงอุปกรณ์ต่างๆท่ีสามารถ
รองรับขอ้จ ากดัท่ีเกิดข้ึนได้ 
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 สืบเน่ืองจากการพฒันาทางดา้นเทคโนโลย ีมีการพฒันาทั้งทางดา้นฮาร์ดแวร์และ
ซอฟทแ์วร์ ท าใหใ้นปัจจุบนัคอมพิวเตอร์เขา้มีบทบาทอยา่งมากในงานทางดา้นการควบคุม งานวจิยั
น้ีจึงไดอ้าศยัซอฟทแ์วร์ต่างๆท่ีช่วยในการออกแบบ จ าลอง การควบคุม เช่น Mathworks MATLAB, 
National Instruments LabVIEW เป็นตน้ ซ่ึงจะช่วยอ านวยความสะดวกในการทดลองและแสดงผล
การทดลองมากข้ึน 
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วตัถุประสงค์ 
 
 วตัถุประสงคใ์นการท างานวจิยัน้ี เพื่อศึกษาพฤติกรรมของลูกตุม้หวักลบั และออกแบบ
ระบบควบคุมลูกตุม้หวักลบัชนิดสองแกน โดยสร้างสมการแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของระบบ
ลูกตุม้หวักลบัสองแกน ออกแบบตวัควบคุมดว้ยวธีิก าลงัสองเชิงเส้น ศึกษาผลจากการปรับปรุง
ระบบดว้ยการเพิ่มตวัตวัอินทิกรัล สร้างชุดทดลองระบบลูกตุม้หวักลบัสองแกน และน าตวัควบคุมท่ี
ไดจ้ากการออกแบบไปท าการควบคุมกบัชุดทดลองระบบลูกตุม้หวักลบัสองแกน  
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การตรวจเอกสาร 
 
 ระบบลูกตุม้หวักลบั (inverted pendulum) จดัเป็นระบบหน่ึงท่ีมีความทา้ทายในการศึกษา
การควบคุมระบบทางดา้นวศิวกรรมควบคุม เน่ืองจากความเป็นระบบท่ีไม่มีเสถียรภาพ จึงตอ้ง
อาศยัตวัควบคุมท่ีเหมาะสมในการควบคุม  
 

m



x  
 
ภาพที ่1  ระบบลูกตุม้หวักลบัอยา่งง่าย (simple inverted pendulum) 
 
 ภาพท่ี 1 แสดงระบบลูกตุม้หวักลบัอยา่งง่าย เป็นระบบท่ีถือเป็นตวัอยา่งของระบบลูกตุม้
หวักลบั ซ่ึงถูกใชเ้ป็นตวัอยา่งการเรียนการสอนและตวัอยา่งในหนงัสือวชิาการควบคุมอยา่ง
กวา้งขวาง เน่ืองจากเป็นตวัอยา่งของระบบท่ีแสดงใหเ้ห็นถึงระบบท่ีมีความไม่มีเสถียรภาพ และไม่
เป็นเชิงเส้นไดเ้ป็นอยา่งดี จากภาพลูกตุม้หวักลบัอยา่งง่ายประกอบดว้ยส่วนส าคญัคือ ตวัรถ (cart) 
หรือบางคร้ังจะถูกเรียกวา่ ฐานเคล่ือนท่ี (moving base) เช่ือมต่อกบั กา้นลูกตุม้ (rod) ท่ีสามารถหมุน
ไดโ้ดยอิสระ และมีมวล (mass) ท่ีปลายของกา้นลูกตุม้ ลกัษณะคลา้ยคลึงกบัการเล้ียงไมใ้นแนวด่ิง 
(broom balancing) โดยพยายามใหแ้กนไมต้ั้งตรง โดยใหมื้อและแกนไมเ้คล่ือนท่ีนอ้ยท่ีสุด 
 
 ระบบแขนกลหุ่นยนตท่ี์มีจุดศูนยก์ลางแรงดนัต ่ากวา่จุดศูนยก์ลางมวล ท าใหเ้ป็นระบบไม่มี
เสถียรภาพ เช่นในการควบคุมการทรงตวัหรือการเดินของหุ่นยนตส์องขา ซ่ึงเม่ือเราเขา้ใจใน
ลกัษณะทางพลศาสตร์และสามารถควบคุมไดมี้ประสิทธิภาพมากยิง่ข้ึน ก็จะท าใหเ้ราสามารถ
ควบคุมลกัษณะการเคล่ือนไหวท่ีใกลเ้คียงมนุษยม์ากยิง่ข้ึนตามไปดว้ย โดยแนวโนม้ในอนาคต
จ าเป็นท่ีจะตอ้งสามารถควบคุมระบบหลายองศาอิสระมากยิง่ข้ึน 
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 Kajita et al. (2001) ไดท้  าการวเิคราะห์และจ าลองการเคล่ือนท่ีของหุ่นยนตส์องขา ชนิด 12 
องศาอิสระ ในพื้นท่ี 3 มิติ โดยใชแ้บบจ าลองลูกตุม้หวักลบั 3 มิติ (three-dimensional inverted 
pendulum model)  
 

 
ภาพที ่2  3D inverted pendulum 
 
 ชิต และคณะ (2545) ไดเ้สนอการวเิคราะห์โครงสร้างของหุ่นยนตส์องขา (humanoid 
robot) โดยผูว้จิยัไดท้  าการวเิคราะห์ลกัษณะท่าทางการเดินในแต่ละช่วงของหุ่นยนตส์องขา และ
วเิคราะห์เสถียรภาพในแต่ละช่วงของการกา้วขา และไดท้  าการสร้างแบบจ าลองของการทรงตวับน
หน่ึงขาบนระนาบ PTIP (a planar two degree of freedom inverted pendulum) ในการจ าลองและ
การทดลองพบวา่สามารถรักษาเสถียรภาพและทนต่อส่ิงรบกวนไดดี้ 
  

 
 
ภาพที ่3  แบบจ าลองการยนืของหุ่นยนต ์PTIP 
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 Wane et al. (2007) ไดท้  าการศึกษาการเคล่ือนท่ีของ capsule robot ภายในระบบทางเดิน
อาหารซ่ึงเป็นเคร่ืองมืออยา่งหน่ึงท่ีมีการใชง้านในทางการแพทย ์โดย capsule robot จะอาศยัการ
เปล่ียนแปลงของโมเมนตมัภายในตวั capsule เพื่อท าให ้capsule สามารถเคล่ือนท่ีไปเก็บภาพถ่าย
ภายในเส้นทางเดินอาหาร ซ่ึงท าใหแ้พทยส์ามารถวนิิจฉยัโรคไดง่้ายมากข้ึน 
 

 
 
ภาพที ่4  PillCam® capsule robot ท่ีมีการใชจ้ริงในทางการแพทยใ์นปัจจุบนั 
 
 ระบบน าทางของอากาศยานภายใตส้ภาวะการไหลของอากาศแบบป่ันป่วน ก็เป็นอีกระบบ
หน่ึงท่ีมีการน ามาจ าลองระบบดว้ยลูกตุม้หวักลบั เช่นการเคล่ือนท่ีของจรวดหรือขีปนาวธุขณะ
ปล่อยจากแท่นยงิท่ีตอ้งท าการควบคุมเคร่ืองยนตห์ลายเคร่ืองใหส้ามารถรักษาทิศทางได ้  
 



 
7 

 
 
ภาพที ่5  ระบบลูกตุม้หวักลบัถูกใชใ้นการจ าลองการควบคุมทิศทางของจรวดหรือขีปนาวธุ  
 
 การพฒันาการควบคุมลูกตุม้หวักลบัยงัน าไปสู่การน าเสนอผลิตภณัฑใ์หม่ๆใหก้บัผูบ้ริโภค
มากยิง่ข้ึนดงัเช่น ยานพาหนะเอนกประสงคส์องลอ้ ซ่ึงไดมี้ Segway เขา้มาท าตลาดเชิงพาณิชยเ์ป็น
รายตน้ๆ และมีหลายภาคส่วนเร่ิมมาสนใจในผลิตภณัฑป์ระเภทน้ีมากข้ึน ซ่ึงในปัจจุบนัไดก้า้วหนา้
ไปมากยิง่ข้ึนดงัท่ีเห็นไดจ้ากการเปิดตวัยานพาหนะลอ้เดียว (Unicycle) U3-X ในปี 2552 โดย 
Honda R&D Center ประเทศญ่ีปุ่น โดยการออกแบบลอ้ดว้ยระบบ Honda Omni Traction (HOT) 
ท าใหย้านพาหนะสามารถทรงตวัไดใ้นทุกทิศทาง (Honda Motor Co., Ltd., 2009) 
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ภาพที ่6  Segway 
 

 

 
 

ภาพที ่7  U3-X 
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งานวจัิยในอดีต 
 
 Sultan (2003) ไดท้  าการศึกษาระบบลูกตุม้หวักลบัอยา่งง่าย โดยการศึกษาไดท้  าการสร้าง
สมการแบบจ าลองทางคณิคศาสตร์ ท าการวเิคราะห์ผลตอบสนองของระบบดว้ยโปรแกรม Matlab 
และ Simulink โดยการแสดงเส้นทางเดินของรากแสดงใหเ้ห็นวา่ระบบท่ียงัไม่ท าการควบคุม จะ
ประกอบดว้ยโพลบน RHP ซ่ึงเป็นท าใหร้ะบบไม่มีเสถียรภาพ หลงัจากท่ีไดท้  าการชดเชยโดยการ
เพิ่มตวัควบคุม PID สามารถท าใหลู้กตุม้สามารถรักษาเสถียรภาพได ้
 

 
 

ภาพที ่8  เส้นทางเดินของราก (root locus) ของลูกตุม้หวักลบั ของระบบวงเปิด (open-loop) 
 
 อยา่งไรก็ตามการควบคุมระบบดว้ยตวัควบคุม PID สามารถรักษาเสถียรภาพของลูกตุม้ไว้
ท่ีต  าแหน่งสมดุลบนไดก้็จริง แต่ก็ไม่สามารถท่ีจะรักษาต าแหน่งของตวัรถได ้เน่ืองจาก PID 
เหมาะสมกบัระบบท่ีเป็น SISO ไม่สามารถควบคุมระบบท่ีตอ้งการหลายเอาทพ์ุทไดง่้าย ท าให ้PID 
ไม่สามารถควบคุมต าแหน่งตวัรถและมุมของลูกตุม้ไดใ้นเวลาเดียวกนั 
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ภาพที ่9  เส้นทางเดินของราก (root locus) ของระบบวงปิด (closed-loop) โดยใช ้PID  
 
 Armad (2005) ไดป้รับปรุงตวัควบคุม PID โดยไดใ้ช ้PID มากกวา่หน่ึงตวัในการควบคุม
ระบบลูกตุม้หวักลบัอยา่งง่ายตามภาพท่ี 10 อยา่งไรก็ตามการใช ้PID หลายตวัก็ท าใหเ้กิดความ
ยุง่ยากในการปรับค่า โดยเฉพาะในกรณีท่ีระบบซบัซอ้นมากยิง่ข้ึน 
 

PID

CONTROLLER

(CART’S POSITION)

PLANT

zero

PID

CONTROLLER 1

(PENDULUM’S ANGLE)

+

r(s)

x(s)

Ø(s)

+

+

-

-

 
 
ภาพที ่10  บล็อกไดอะแกรมการควบคุมระบบลูกตุม้หวักลบัดว้ยตวัควบคุม PID 2 ตวั 
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ทฤษฎทีีเ่กีย่วข้อง 
 
 ในการออกแบบระบบควบคุมลูกตุม้หวักลบัจ าเป็นท่ีจะตอ้งมีความรู้ความเขา้ใจในหลาย
แขนง ท่ีส าคญัไดแ้ก่หลกัการทางดา้นกลศาสตร์ และทางดา้นการควบคุม  
 
 การสร้างสมการแบบจ าลองทางคณิตศาตร์เพื่อจ าลองระบบโดยทั่วไป จะน ากฎของนิวตนั
มาใชซ่ึ้งเป็นวธีิท่ีสามารถท าความเขา้ใจไดง่้าย อยา่งไรก็ตามกฎของนิวตนัไม่เหมาะท่ีจะใชส้ าหรับ
ระบบท่ีมีหลายๆตวัแปรดงัเช่นระบบลูกตุม้หวักลบัสองแกน ในท่ีน้ีจึงน าวธีิการสร้างสมการการ
เคล่ือนท่ีโดยใช ้สมการของลากรางจ ์ซ่ึงสมการท่ีไดจ้ะมีความซบัซ้อนนอ้ยกวา่การใชก้ฎของนิวตนั 
ซ่ึงรายละเอียดการค านวณจะไดก้ล่าวไวใ้นภาคผนวกท่ี ก 
 
 ในงานวจิยัน้ีจะกล่าวถึงการออกแบบระบบควบคุมเบ้ืองตน้อยา่งคร่าวๆ ซ่ึงรายละเอียด
สามารถศึกษาเพิ่มเติมไดจ้ากหนงัสือเก่ียวกบัระบบควบคุมทัว่ไปทั้งแบบภาษาไทยและ
ภาษาต่างประเทศ 
 
 การออกแบบระบบควบคุมถูกแบ่งออกเป็นสองประเภท ได้แก่แบบดั้งเดิม บนโดเมน
ความถ่ี และแบบยคุใหม่ บนโดเมนเวลา ขอ้เสียเปรียบของแบบดั้งเดิมก็คือ สามารถออกแบบไดดี้
ส าหรับระบบ SISO และ LTI การออกแบบระบบ MIMO จะท าใหส้ิ้นเปลืองเวลาและซบัซอ้น ซ่ึง
การออกแบบยคุใหม่ จะอาศยัตวัแปรสถานะ โดยท่ีอนุพนัธ์อนัดบัสูงๆสามารถถูกเขียนใหอ้ยูใ่นรูป
ของอนุพนัธ์อนัดบัหน่ึง ท าให้สามารถแกไ้ขปัญหาน้ีได ้
 
1. พืน้ฐานระบบควบคุม 
 
 ระบบควบคุมป้อนกลบั (feedback control) หรือระบบควบคุมวงปิด (closed-loop control) 
แสดงไดด้งับล็อกไดอะแกรมดงัภาพท่ี 11 โดยประกอบดว้ยส่วนส าคญัคือ พลานท ์(plant) หรือ
ระบบท่ีเราตอ้งการควบคุม (ซ่ึงในท่ีน้ีก็คือระบบลูกตุม้หวักลบั), ตวัควบคุม (controller) คือ ตวั
ควบคุมท่ีออกแบบในการควบคุมระบบ เช่น P, PI, PID เป็นตน้ และอุปกรณ์วดัค่า (measurement) 
หรือตวัตรวจรู้ (sensor) ในการวดัค่าต่างๆของระบบ เพื่อน าไปค านวณในการสร้างสัญญาณควบคุม 
โดยมีเป้าหมายของการออกแบบ เช่น 

- เป็นระบบท่ีมีเสถียรภาพ 
- แนววถีิลู่เขา้สู่สถานะเป้าหมายไดร้วดเร็ว 
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- ใชพ้ลงังานในการควบคุมนอ้ย 
- อ่ืนๆ 

 

CONTROLLER PLANT

MEASUREMENTS

INPUT OUTPUT

 
ภาพที ่11  บล็อกไดอะแกรมของระบบป้อนกลบั 
 
2. ระบบควบคุมปริภูมิสถานะ 
 
 สมการปริภูมิสถานะเขียนไดใ้นรูปของเซตของสมการอนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงท่ีมี n ตวัแปร
สถานะ ส าหรับระบบ LTI 

 x Ax Bu   

 y Cx Du   

เม่ือ 
 
 x  = เวกเตอร์สถานะ  
 y  = เวกเตอร์เอาทพ์ุท 
 u  = เวกเตอร์อินพุท 

A  = เมทริกซ์ระบบ 
B  = เมทริกซ์ควบคุม 
C  = เมทริกซ์เอาทพ์ุท 
D  = transmission matrix 

 x  = เวกเตอร์ตวัแปรสถานะ 
 



 
13 

โดยท่ี 

 u r Kx    

เม่ือ r
 
เป็นสัญญาขาเขา้อา้งอิง จะไดร้ะบบวงปิดท่ีมีปริภูมิสถานะคือ 

  x A BK x Br     

ในส่วนของปัญหาการคุมค่า (regulator problem) หรือ 0r  วตัถุประสงคข์องการออกแบบ
ควบคุมคือการหาค่าอตัราขยาย 

 u Kx    

เพื่อใหส้ัญญาณขาออก (output) ลู่เขา้สู่ศูนย ์โดยปริภูมิสถานะเขียนไดเ้ป็น 

  x A BK x    

นัน่คือการออกแบบค่าอตัราขยาย K  เพื่อใหค้่าลกัษณะเฉพาะ (eigenvalue) ทุกตวัของเมทริกซ์ 
A BK  มีเสถียรภาพ 
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อปุกรณ์และวธีิการ 
 

อุปกรณ์ 
 
 ในส่วนของอุปกรณ์การทดลองจะแบ่งออกเป็น 3 ส่วนหลกัๆ คือ ชุดการทดลองระบบ
ลูกตุม้หวักลบัสองแกน อุปกรณ์ควบคุม และส่วนของซอฟทแ์วร์คอมพิวเตอร์ 

 
 1. ชุดการทดลองระบบลูกตุม้หวักลบัสองแกน  เป็นชุดการทดลองท่ีไดอ้อกแบบและ
จดัท าข้ึนภายในหอ้งปฏิบติัการ โดยมีโครงสร้างอยา่งคร่าวๆตามภาพท่ี ประกอบดว้ย ส่วนส าคญัๆ
ดงัน้ี 
 
  1.1 แท่งอลูมิเนียมหนา 1.5 มิลลิเมตร ซ่ึงถูกออกแบบใหเ้ป็นกา้นลูกตุม้โดยมีความยาว 
30 เซนติเมตร และ 52 เซนติเมตร ตามล าดบั  
 

 
 

ภาพที ่12  ลูกตุม้ช้ินท่ี 1 
 

 
 

ภาพที ่13  ลูกตุม้ช้ินท่ี 2 
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  1.2 monocarrier ของ NSK รุ่น MCM06040H20K ส าหรับเปล่ียนการเคล่ือนท่ีเชิงมุม
ของการหมุนของมอเตอร์กระแสตรงใหเ้ป็นการเคล่ือนท่ีเชิงเส้นของตวัรถ มีรายละเอียดดงัภาพ 

 

 
 
ภาพที ่14  monocarrier ท่ีถูกน ามาใชเ้ป็นอุปกรณ์เปล่ียนการหมุนเป็นการเคล่ือนท่ีของรถ  
 

 
 
ภาพที ่15  รายละเอียดของอุปกรณ์ท่ีใชง้าน (MCM06040H20K00) 
 
  1.3 ตวัตรวจรู้ เป็นอุปกรณ์ในการเปล่ียนการเคล่ือนท่ีเชิงกลเป็นรูปแบบของสัญญาณ
ทางไฟฟ้าเพื่อใหค้อมพิวเตอร์สามารถอ่านค่าได ้ในชุดการทดลองไดท้  าการติดตั้งตวัตรวจรู้ จ  านวน 
3 ตวั คือ rotary encoder ของ Omron รุ่น E6B2-CWZ6C ความละเอียดขนาด 2000 คร้ังต่อรอบ 
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จ านวน 2 ตวั ในการวดัการหมุนของกา้นลูกตุม้ทั้งสองกา้น และ rotary encoder ภายในตวัมอเตอร์
กระแสตรงขนาด 500 คร้ังต่อรอบ 1 ตวั ส าหรับวดัการหมุนของมอเตอร์ 
 

 
 

ภาพที ่16  rotary encoder 
 
  1.4 DC servo motor 1 ตวั ส าหรับขบัไปยงั monocarrier เพื่อควบคุมระบบในการ
รักษาเสถียรภาพของลูกตุม้ ในท่ีน้ีใชอุ้ปกรณ์ของ Sanyodenki ขนาด 12V 55W 200 rpm โดยมีตวั
ตรวจรู้ rotary encoder ภายในตวัมอเตอร์ 
 

 
 

ภาพที ่17  มอเตอร์กระแสตรง 
 
 2. อุปกรณ์ควบคุม ในการควบคุมจะใชค้อมพิวเตอร์โดยอาศยัโปรแกรม LabVIEW ใน
การควบคุม  

 
  2.1 คอมพิวเตอร์จ านวน 2 เคร่ือง ประกอบดว้ย host computer ส าหรับการติดตั้ง
โปรแกรม ท่ีจ  าเป็นในการออกแบบระบบควบคุม เช่น Matlab, LabVIEW และเป็นส่วนต่อประสาน
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กบัผูใ้ช ้และ target computer เป็นหน่วยควบคุมโดยตรงไปยงัระบบ โดยท าการรับค าสั่งท่ีไดรั้บการ
ออกแบบมาจาก host computer ผา่นทาง TCP/IP และภายในติดตั้งระบบปฏิบติัการ LabVIEW 
Real-time 
 
  2.2 data acquisition (DAQ) ของ National Instrument รุ่น PCI-6221 จ านวน 2 ชุด ท า
หนา้ท่ีรับ-ส่งสัญญาณระหวา่ง target computer และอุปกรณ์ต่างๆ ซ่ึงตวัการ์ดจะถูกติดตั้งบน target 
computer การใชง้านจะใชง้านในส่วนของ counter input  3 ช่องสัญญาณ และ analog output 
จ านวน 1 ช่องสัญญาณ รายละเอียดเพิ่มเติมไดท่ี้ www.ni.com 
 

 
 

ภาพที ่18  NI DAQ PCI-6221 
 
  2.3 วงจรขยายสัญญาณ (power amplifier) ส าหรับขยายสัญญาณในการขบัมอเตอร์
กระแสตรง ท าหนา้ท่ีขยายสัญญาณจากตวัควบคุมท่ีมีแรงดนัต ่าใหมี้แรงดนัท่ีสูงข้ึนโดยมีแหล่ง
ไฟฟ้าจากภายนอกและควบคุมทิศทางของมอเตอร์กระแสตรง ในงานวจิยัน้ีไดใ้ชอุ้ปกรณ์รุ่น 
Sabertooth 2X20 เป็นอุปกรณ์ขยายสัญญาณซ่ึงสามารถดูรายละเอียดเพิ่มเติมไดท่ี้ 
www.dimensionengineering.com 
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ภาพที ่19  วงจรขยายสัญญาณ Sabertooth 2X20 
 
  2.4 DC power supply ส าหรับเป็นแหล่งพลงังานของอุปกรณ์ต่างๆ 
 

 
 

ภาพที ่20  DC power supply 
 
 3. ซอฟทแ์วร์ 
 
  3.1 Microsoft Windows XP  เป็นระบบปฏิบติัการส าหรับเคร่ือง host computer เป็น
ระบบปฏิบติัการท่ีไดรั้บความนิยมอยา่งแพร่หลาย 
 
  3.2 Mathwork Matlab ซอฟทแ์วร์ท่ีใชใ้นการออกแบบตวัควบคุมและจ าลองระบบเพื่อ
การวเิคราะห์ผลการทดลอง 
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  3.3 National Instrument LabVIEW  ซอฟทแ์วร์ส าหรับออกแบบกระบวนการท างาน
ของโปรแกรมเชิงภาพ และพฒันาการทดลองระบบควบคุมกบัอุปกรณ์จริง 
 
  3.4 National Instrument LabVIEW Real-Time OS ระบบปฏิบติัการส าหรับการแบบ 
real-time ท่ีถูกติดตั้งลงบน target computer 
 

 
 

 
 

ภาพที ่21  ชุดการทดลองระบบลูกตุม้หวักลบัสองแกนภายในหอ้งปฏิบติัการ 
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วธีิการ 
 

 วธีิการในงานวจิยัน้ีแบ่งออกเป็นขั้นตอนท่ีส าคญั คือ การสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ 
(mathematical modeling), การออกแบบตวัควบคุม (controller design), การจ าลองระบบ 
(simulation) และ การท าตวัควบคุมไปทดสอบกบัระบบจริง (implementation) 
 
1.  การสร้างแบบจ าลองทางคณติศาสตร์ของลูกตุ้มหัวกลบั 
 
 การออกแบบตวัควบคุมท่ีตอ้งใชแ้บบจ าลอง (model-based control) จ  าเป็นท่ีจะตอ้งมี
แบบจ าลองของระบบ โดยการหาแบบจ าลองของระบบสามารถท าไดห้ลายวธีิ เช่น การใชก้ฎของ
นิวตนั หรือการใชส้มการของลากรานจ ์เป็นตน้ ในท่ีน้ีจะน าสมการของลากรานจม์าใชใ้นการหา
แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ โดยสมการลากรานจส์ าหรับระบบพลศาสตร์สามารถเขียนไดด้งัน้ี 

 1,2,...,i

i i i

d T T U
Q i n

dt q q q

   
     

   
  

โดยท่ี 
 T แทนพลงังานจลน์รวมของระบบ 
 U แทนพลงังานศกัยร์วมของระบบ 
 iq  แทน generalized coordinate 
 iQ  แทน generalized force 
 i  แทน อนัดบัของพิกดั 
 
 ส าหรับงานวจิยัน้ีไดท้  าการออกแบบและจดัท าระบบลูกตุม้หวักลบัเพื่อใชใ้นการทดลอง
ข้ึน โดยระบบประกอบดว้ย มอเตอร์กระแสตรงซ่ึงท าการขบัเคล่ือนตวัรถ ผา่นทาง monocarrier 
โดยมีลูกตุม้ทั้งสองติดบนตวัรถ  
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ภาพที ่22  ระบบลูกตุม้หวักลบัสองแกน 
 
 ระบบลูกตุม้หวักลบัมีโครงสร้างดงัแสดงในภาพท่ี 22 โดยใหต้วัหอ้ย 0 แทนตวัรถ ตวัหอ้ย 1 
แทนลูกตุม้ท่ี1 และ ตวัหอ้ย 2 แทนลูกตุม้ท่ี 2 สมการการเคล่ือนท่ีท่ีไดคื้อ (รายละเอียดการค านวณดู
ไดจ้ากภาคผนวก ก) 
 
       

     

       

     

0 1 2 0 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2

2 2

1 1 2 1 1 1 2 2 2 2

0 0

2 2

1 1 2 1 1 0 1 1 2 1 1 1 2 1 2 1 2 2

1 1 2 1 1 0 1 2 1 2 1 2 2 1 2

1 1

cos cos

sin sin

cos cos

sin sin ( )

sin

m m m x m l m L m l

m l m L m l

F c x

m l m L x m l m L J m L l

m l m L x m L l

m l

   

   

    

      



    

  

 

     

    

        
 

     

     
 

 

1 0 1 2 1 1 0 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 1 1

1 1

2

2 2 2 2 2 2 2 0 2 2 2 0 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2

2 1 2 1 2 1 2

2 2 2

2 2

sin cos

( ) sin

cos sin

cos sin

sin

sin

x m L x m L l

m l m L g

c

m l J m l x m l x

m L l m L l

m L l

m gl

c

      





   

       

   





  

  

 

  

    

 



   
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เม่ือ 

 l แทน ระยะจากจุดหมุนถึงจุดศูนยก์ลางมวล  
 L แทนความยาวของลูกตุม้, 
 m แทนมวลของลูกตุม้, 
 c แทนค่าคงท่ีความเสียดทาน  
 
พารามิเตอร์ต่างๆของระบบดงัตารางท่ี 1   
 
ตารางที ่1  พารามิเตอร์ของระบบ 

 

พารามิเตอร์ ปริมาณ หน่วย 

0m  1 Kg 

1m  0.3 Kg 

2m  0.3 Kg 

1L  0.3 m 

2L  0.6 m 

1l  0.15 m 

2l  0.3 m 

0c  0.1 N·s/m 

1c  0.0011* N·s/m 

2c  0.0004* N·s/m 

1J  0.0034* kg·m2 

2J  0.0117* kg·m2 
 
หมายเหตุ  * ค่าท่ีไดจ้ากการทดลอง 
 
 เพื่อใหส้มการการเคล่ือนท่ีสามารถน าไปใชใ้นการออกแบบดว้ยวธีิการเชิงเส้นจึงตอ้งท า
ใหเ้ป็นสมการเชิงเส้น (linearization) โดยพิจารณารอบจุดสมดุลบน  1 2, 0    โดยให ้

 sin( ) , cos 1, 0      จากสมการทั้ง 3 เขียนไดใ้หม่คือ 
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   

   

 

0 1 2 0 1 1 2 1 1 2 2 2 0 0

2 2

1 1 2 1 0 1 1 2 1 1 1 2 1 2 2 1 1 1 1 2 1 1

2

2 2 0 2 1 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( )

m m m x m l m L m l F c x

m l m L x m l m L J m L l c m l m L g

m l x m L l m l J c m gl

 

   

   

      

        

     

 

 
 1.1 การหาพารามิเตอร์ 1 1,c J  
 
 

m1g

1 1c 

1

1l

1 1 1m l 

1 1J 

 
 
ภาพที ่23  free body diagram ของกา้นลูกตุม้ท่ีหน่ึง 
 
 จาก FBD และกฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนัเชิงมุม จะไดส้มการการเคล่ือนท่ีคือ 

  2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0J m l c m gl       

 1 1 1
1 1 12 2

1 1 1 1 1 1

0
c m gl

J m l J m l
    

 
 (1) 

 การหาขนาดของค่าคงท่ีความเสียดทาน ดว้ยการหาอตัราการลดลงของ amplitude ของ
การแกวง่อิสระ ซ่ึงอยูใ่นรูปของสมการ logarithmic decrement (Thomson, 1998) โดยสมการ 
logarithmic decrement คือ ( ) ntx t Xe


  
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ภาพที ่24  การทดลองทดสอบหาค่าพารามิเตอร์ 1 1,c J  
 

โดยกา้นลูกตุม้ถูกปล่อยท่ีต าแหน่งสถานะเร่ิมตน้  15 , 0    ผลท่ีไดด้งัภาพท่ี 25 
 

 
 
ภาพที ่25  ผลตอบสนองจากปล่อยกา้นลูกตุม้กา้นท่ี 1 อยา่งอิสระ ท่ีจุดเร่ิมตน้ 15 องศา 
 
จากสถานะเร่ิมตน้ 15X  สามารถสรุปไดด้งัตารางท่ี 2 
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ตารางที ่2  ค่าพารามิเตอร์ท่ีไดจ้ากการแกวง่อยา่งอิสระของกา้นลูกตุม้กา้นท่ีหน่ึง 
 

พารามิเตอร์ ค่าท่ีได ้ หน่วย 

d  0.9559 sec 

d  6.5735 rad/sec 

  0.008 - 
 
โดยจากภาพท่ี 25 เส้นประแสดงสมการของ logarithmic decrement คือ 

 (0.008)6.5735( ) 0.2618 tx t e   

จากสมการ (1) แทนค่าตวัแปรได ้

 1 1 10.1052 43.2110 0      

เปรียบเทียบกบัรูปทัว่ไปของระบบ mass-spring-damper คือ 

 22 0n n         

ท าการเทียบสัมประสิทธ์ิได ้ 1 0.0011c   และ 1 0.0034J   
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 1.2  การหาพารามิเตอร์ 2 2,c J  
 

2 2 2m l 

2 2J 

2 2c 

2

2l

2mg

2 2pJ 

 
 

ภาพที ่26  free body diagram ของกา้นลูกตุม้ท่ีสอง 
 
 เช่นเดียวกบัการหา 1 1,c J  จาก FBD และกฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนัเชิงมุม จะได้
สมการการเคล่ือนท่ีคือ 

  2

2 2 2 2 2 2 0J m l c m gl        

 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

0
c m gl

J m l J m l
    

 
 (2) 
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ภาพที ่27  การทดลองทดสอบหาค่าพารามิเตอร์ 2 2,c J  
 
โดยกา้นลูกตุม้ถูกปล่อยท่ีต าแหน่งสถานะเร่ิมตน้ 15 , 0     ผลท่ีไดด้งัภาพท่ี 28 
 
 เช่นเดียวกนั สมการ logarithmic decrement คือ ( ) ntx t Xe


  ซ่ึงจากสถานะเร่ิมตน้ 

15X  สามารถสรุปไดด้งัตารางท่ี 2 
 
ตารางที ่3  ค่าพารามิเตอร์ท่ีไดจ้ากการแกวง่อยา่งอิสระของกา้นลูกตุม้กา้นท่ีสอง 

 

พารามิเตอร์ ค่าท่ีได ้ หน่วย 

d  1.3158 sec 

d  4.7752 rad/sec 

  0.0012 - 
 
โดยจากภาพท่ี 28 เส้นประแสดงสมการของ logarithmic decrement คือ 

 
(0.0012)4.7752( ) 0.2618 tx t e  
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ภาพที ่28  ผลตอบสนองจากปล่อยกา้นลูกตุม้กา้นท่ี 2 อยา่งอิสระ ท่ีจุดเร่ิมตน้ 15 องศา 
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จากสมการ (2)  แทนค่าตวัแปรได้ 

 0.0115 22.8025 0      

เปรียบเทียบกบัรูปทัว่ไปของระบบ mass-spring-damper 

 22 0n n         

ท าการเทียบสัมประสิทธ์ิได ้ 2 0.0004c   และ 2 0.0117J   
 
 จากการค านวณค่าโมเมนตค์วามเฉ่ีอยของกา้นลูกตุม้สามารถหาไดจ้ากสูตร 

2

1 1 11/12J m L  ได ้ 2

1 0.0023J kg m   มีความคลาดเคล่ือนอยูป่ระมาณ 48% ในท านอง
เดียวกนั 2

2 2 21/12J m L  ได ้ 2

2 0.009J kg m  ซ่ึงมีความคลาดเคล่ือนประมาณ 89% แต่
เน่ืองจากค่าโมเมนตค์วามเฉ่ีอยมีค่านอ้ยซ่ึงส่งผลต่อสมการระบบไม่มากนกั จึงเลือกใชค้่าท่ีไดจ้าก
การทดลอง ซ่ึงความคาดเคล่ือนท่ีเกิดข้ึนเกิดจากลกัษณะของกา้นลูกตุม้บางต าแหน่งท่ียากท่ีจะ
ค านวณอยา่งละเอียด เช่น ต าแหน่งของ rotary encoder หรือ สายสัญญาณต่างๆ 
 
 1.3 การหาพารามิเตอร์ 2, 0 1 3k c k k  
 
 

F 0 0c x 0 0m x

0x
 

ภาพที ่29  free body diagram ของตวัรถ 
 
 จากภาพและกฎขอ้ท่ี 2 ของนิวตนั สมการการเคล่ือนท่ีของรถ คือ 

 0 0 0m x cx F   (3) 

สมการความสัมพนัธ์ของ monocarrier คือ ( m  คือการหมุนท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากมอเตอร์) 

 1 0m k x   (4) 
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ความสัมพนัธ์ของมอเตอร์กระแสตรง คือ 

 
2 3 mF k v k    (5) 

 

Amplifier Motor Monocarrier

v x0kAv M

 
 

ภาพที ่30  การต่ออุปกรณ์การทดลองหาค่าพารามิเตอร์ท่ีจ  าเป็นของตวัขยายสัญญาณ มอเตอร์ และ 
monocarrier (open-loop) 

 
เม่ือแทน (4), (5) ใน (3) ดงันั้นสมการการเคล่ือนท่ีรวมจะไดเ้ป็น 

  0 0 0 1 3 0 2m x c k k x k v    (6) 

  0 1 30

0 0

2 2

c k km
x x v

k k


   (7) 

ท าการประมาณค่าของสัมประสิทธ์ิ  0 1 3 2/c k k k และ 0 2/m k จากสมการ (7) ดว้ยวธีิ linear 
lease square โดยท าการป้อนค่าสัญญาณฟังกช์นั  sin 2 ( )v f t t  โดยปรับความถ่ีของสัญญาณ
เปล่ียนแปลงจาก 0.1 ถึง 1 เฮิร์ท ในช่วงเวลา 15 วนิาที เพื่อใหค้รอบคลุมช่วงการท างานของมอเตอร์ 
โดยมีสัญญาณ v  ผลตอบสนองท่ีไดด้งัภาพท่ี 31 ท าการหาค่าพารามิเตอร์ดว้ยค าสั่ง lsqlin จาก
โปรแกรม Matlab ไดค้่าพารามิเตอร์ต่างๆคือ 

 0 0 1 3

2 2

0.0352, 6.5227
m c k k

k k


   

เม่ือท าการแทนค่า พารามิเตอร์ท่ีไดจ้ากการทดลอง คือ  

 1 157.0796k    2 / 0.04  

 2 28.3873k   
 0 1 3 185.1620c k k   
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ภาพที ่31  แสดงสัญญาณไฟฟ้าป้อนเขา้มอเตอร์กระแสตรง(บน) และผลตอบสนองของตวัรถ(ล่าง) 
 
 

 
 

ภาพที ่32  การทดลองการหาค่าพารามิเตอร์ของ DC servo motor และ monocarier 
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ภาพที ่33  เปรียบเทียบผลตอบสนองของระบบท่ีไดจ้ากการจ าลองและผลตอบสนองจริง 
 
โดยสมมติใหต้วัรถมีมวลเทียบเท่า 1 Kg และมีสัมประสิทธ์ความเสียดทาน 0.1 Nm 
 

0 1 2 1 1 2 1 2 2 0 2 0 1 3 0

2 2

1 1 2 1 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1

2

2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( )

( )

m m m m l m L m l x k v c k k x

m l m L m l m L J m L l c m l m L g

m l m L l m l J c m l g

  

  

         
    

          
           

 

 
เขียนในรูปเมทริกซ์ คือ 
 

0 0

1 1 1

2 2 2

1.6 0.135 0.09 28.3873 185.1620

0.135 0.0372 0.027 0.0011 1.3244

0.09 0.027 0.0387 0.0004 0.8829

x v x

  

  

     
    

      
             

 
เขียนในรูปปริภูมิสเตต เม่ือ  1 2 3 4 5 6

T
x x x x x x x  โดยท่ี  

1 0 2 1 3 1 4 3 5 2 6 5, , , , ,x x x x x x x x x x       ไดคื้อ 
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1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

6 6

0 1 0 0 0 0 0

0 167.42 4.72 0 0.34 0 25.67

0 0 0 1 0 0 0

0 660.16 90.94 0.07 34.98 0.02 101.21

0 0 0 0 0 1 0

0 71.22 52.46 0.04 46.43 0.02

x x

x x

x x

x x

x x

x x

    
    

 
    
       

     
      

    
    

          10.92

v

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
โดยสมการเอาทพ์ุทระบบคือ 

 y Cx   

เม่ือ 

 
1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0

C

 
 


 
  

  

ระบบมีค่าลกัษณะเฉพาะท่ี 0, -167.55, -10.12, -4, 10, 4 ซ่ึงมีค่าลกัษณะเฉพาะบางค่ามากกวา่ศูนย์
หรืออยูบ่น RHP ซ่ึงท าใหเ้ป็นระบบไม่มีเสถียรภาพ 
 
2.  การออกแบบตัวควบคุมส าหรับลูกตุ้มหัวกลบั 
 
 ในส่วนของการออกแบบการควบคุมจะท าการออกแบบการควบคุมดว้ยการควบคุม
เหมาะสมท่ีสุด (optimal control) (เดวดิ, 2551; วบิูลย,์ 2548; Ogata, 1997) จากวธีิการออกแบบการ
คุมค่าก าลงัสองเชิงเส้น (linear quadratic regulator, LQR) เพื่อใหเ้ป็นไปตามหลกัการควบคุม 
จ าเป็นท่ีระบบจะตอ้งมีคุณสมบติัการควบคุมได ้และการสังเกตได ้(controllability and 
observability)  
 
 2.1 คุณสมบติัการควบคุมได ้(controllability) 
 
 ส าหรับระบบท่ีควบคุมได ้(controllable) หมายถึง ระบบมีสัญญาณควบคุมท่ีสามารถ
เคล่ือนสถานะของระบบจากต าแหน่งเร่ิมตน้ไปยงัต าแหน่งใดๆท่ีตอ้งการไดใ้นช่วงเวลาหน่ึง โดย
สามารถหาความควบคุมไดข้องระบบไดจ้าก 
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 2 1nrank B AB A B A B n      

 ซ่ึงสามารถหาไดโ้ดยใชค้  าสั่ง rank(ctrb(A,B)) บนโปรแกรม Matlab ซ่ึงในท่ีน้ีระบบ
ลูกตุม้หวักลบัสองแกนมี 

 2 3 4 5 6rank B AB A B A B A B A B     (8) 

 2.2 คุณสมบติัการสังเกตได ้(observability) 
 
 ส าหรับระบบท่ีสังเกตได ้(observable) หมายถึง ระบบท่ีเวลาใดๆ สามารถทราบค่า
สถานะได ้จากการพิจารณาสัญญาณเอาทพ์ุท ณ ช่วงเวลาหน่ึง โดยสามารถหาความสังเกตไดข้อง
ระบบไดจ้าก  

  12 n TT T T T T Trank C A C A C A C n
  

 
  

 ซ่ึงสามารถหาไดโ้ดยใชค้  าสั่ง rank(obsv(A,C)) บนโปรแกรม Matlab ซ่ึงในท่ีน้ีระบบ
ลูกตุม้หวักลบัสองแกนมี 

 2 5 6T T T T T T Trank C A C A C A C     (9) 

ดงันั้นจาก (8) และ (9) ระบบดงักล่าวจึงมีคุณสมบติั การควบคุมได ้และ การสังเกตได ้
 

 2.3 ตวัควบคุมก าลงัสองเชิงเส้น (linear quadratic regulator, LQR) 
 

 ในส่วนน้ีจะกล่าวถึงการควบคุมดว้ยวธีิ LQR (Naidu, 2003; Ogata, 1997) ซ่ึงเป็น
วธีิการควบคุมท่ีไดใ้ชง้านวจิยัน้ี เป็นวธีิการหน่ึงของการควบคุมแบบเหมาะสมท่ีสุด (optimal 
control) ขอ้ไดเ้ปรียบของวธีิการควบคุมก าลงัสองเหมาะสมท่ีสุดท่ีแตกต่างจากวธีิการวางโพลก็คือ
ผูอ้อกแบบสามารถก าหนดลกัษณะทิศทางของระบบก่อนไดต้ามการปรับค่าน ้าหนัก (weight) และ
มีลกัษณะการหาอตัราการขยายท่ีเป็นแบบแผนมากกวา่ 
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จากสมการระบบ 

 x Ax Bu   (10) 

เป็นระบบท่ีมีคุณสมบติัการควบคุมได้และสังเกตได ้จะตอ้งท าการหาเมทริกอตัราขยาย K  จาก 

 ( ) ( )u t Kx t   (11) 

ค่าดชันีสมรรถนะไดจ้าก 

  
0

1

2

T TJ x Qx u Ru dt



   (12) 

โดยท่ี , 0Q R   และเป็นเมทริกซ์สมมาตร เมทริกซ์ Q  และ R จะเป็นตวัก าหนดความสัมพนัธ์
ระหวา่งความรวดเร็วในการเขา้ถึงจุดท่ีตอ้งการ ค่าความผดิพลาด (error) และ การใชพ้ลงังานใน
การควบคุม (energy of control signals) ของระบบท่ีท าการควบคุม 
 

u
B yò C

A

-K

x
x’

+

+

 
ภาพที ่34  แผนภาพแสดงการควบคุมป้อนกลบัรักษาเสถียรภาพ (stabilization feedback control) 
 
เม่ือแทนค่าสมการ (11) ลงใน (10) จะได ้

  x Ax BKx A BK x     (13) 
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ระบบจะมีเสถียรภาพเม่ือเมทริกซ์ A BK เป็นเมทริกซ์ท่ีมีค่าลกัษณะเฉพาะนอ้ยกวา่ศูนยห์รือมี
เคร่ืองหมายเป็นลบ  
 
แทนค่าสมการ (11) ลงในสมการ (12) จะได ้

  
0

T T TJ x Qx x K RKx dt



    

  
0

T TJ x Q K RK xdt



   (14) 

ก าหนดให ้    T T Td
x Q K RK x x Px

dt
    

      
TT T T T Tx Q K RK x x Px x Px x A BK P P A BK x         

 
  

      
T TA BK P P A BK Q K RK       (15) 

เม่ือ A BK  เป็นเมทริกซ์ท่ีมีเสถียรภาพ จะมี P >0 และเป็นเมทริกซ์สมมาตร ท่ีสอดคลอ้งกบั
สมการ (15)  และในกรณีท่ีระบบมีเสถียรภาพแลว้สามารถหาค่า P  ไดเ้พียงค่าเดียว ดงันั้นค่า P  
อ่ืนๆท่ีไดจ้ากการแกส้มการ(15) จะไม่เป็นเมทริกซ์สมมาตรท่ีเป็นบวกแน่นอน 
 
 จากดรรชนีสมรรถนะจะได้ 

          
0

0 0T T T T TJ x Q K RK xdt x Px x Px x Px



          (16) 

ดงันั้นจะได ้

    0 0TJ x Px   

แสดงวา่ดรรชนีสมรรถนะเป็นฟังกช์ัน่ของค่าเร่ิมตน้  0x  และเมทริกซ์ P เพื่อหาค าตอบ 
ก าหนดให้ 
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 TR T T  

เม่ือ R  เป็นเมทริกซ์สมมาตรท่ีเป็นบวกแน่นอน และ T  ไม่เป็นเมทริกซ์หน่ึง จากสมการ (15) 
สามารถเขียนไดเ้ป็น 

     0T T T T TA K B P P A BK Q K T TK        

    
1 1

1 0
T

T T T T T TA P PA TK T B P TK T B P PBR B P Q
 

         
      

 (17) 

โดยพยายามท าใหค้่า J  ต  ่าสุดโดยการปรับค่า K  หรือตอ้งการค่าต ่าสุดของ 

    
1 1

T
T T T T Tx TK T B P TK T B P x

     
      

  

ซ่ึงเป็นพจน์ท่ีมีค่าเป็นก่ึงบวกแน่นอนจึงมีค่าต ่าสุดคือศูนย ์ซ่ึงจะเป็นเช่นนั้นเม่ือ  

  
1

T TTK T B P


  

ดงันั้น 

  
1

1 1T T TK T T B P R B P


    (18) 

สมการ (18) เป็นสมการท่ีใหค้่า K  ท่ีเหมาะสมท่ีสุดส าหรับระบบดงักล่าว ดงันั้นเราสามารถ
ค านวนหาสัญญาณควบคุมท่ีเหมาะสมท่ีสุด คือ 

  1( ) ( ) Tu t Kx t R B Px t     (19) 

ซ่ึงเมทริกซ์ P  ในสมการ (19) ตอ้งสอดคลอ้งกบัสมการ (17) หรือท่ีลดรูปลงดงัสมการ (20) 
เรียกวา่ Reduced-matrix Riccati Equation คือ 

 1 0T TA P PA PBR B P Q     (20) 
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 สรุปการออกแบบตวัควบคุมดว้ยเทคนิคดงักล่าว คือ แกค้  าตอบของสมการ Reduced-
matrix Riccati Equation (20) เพื่อหาค่าเมทริกซ์ P  เม่ือปรากฏค่า P  ท่ีเป็นเมทริกซ์สมมาตรท่ีเป็น
บวกแน่นอนแสดงไดว้า่ ระบบมีเสถียรภาพหรือเมทริกซ์ A BK  มีเสถียรภาพ และแทนค่าเมท
ริกซ์ P  ในสมการ (18) เพื่อค านวนหาค่า K  ท่ีเหมาะสมท่ีสุด 
 
 การออกแบบตวัควบคุม LQR โดยการใชโ้ปรแกรม Matlab ช่วยในการค านวณ โดย
การออกแบบตวัควบคุม LQR นั้นสามารถหาไดจ้ากการใชค้  าสั่ง   

    , , , ,K S E lqr sys Q R   

โดยจะท าการจ าลองผลตอบสนองจากการใชค้่าน ้าหนกั Q และ R ต่างๆกนั โดยใหส้ถานะเร่ิมตน้ท่ี  

 [0 0 0 0 0.1 0]Tx    

และเปรียบเทียบผลตอบสนองท่ีไดจ้ากค่าน ้าหนกัต่างๆ 
 
ตารางที ่4  ค่าน ้าหนกัและอตัราขยายท่ีใชใ้นการออกแบบ 
 

 ค่าน ้าหนกั (Q, R) อตัราขยาย 

1 Q1 = diag([1,1,1,1,1,1]) 
R 1= 1 

K = [1 0.79 -45.92 1.35 94.14 15.87] 

2 Q2 = diag([1000,100,70000,500,100000,10]) 
R2 = 100 

K = [3.16 3.14 -66.36 1.88 143.23 23.18] 

3 Q3 = diag([1000,100,70000,100,50000,10]) 
R 3= 100 

K = [3.16 2.93,-55.13,2.36,125.76,20.71] 
 

4 Q4 = diag([1000,100,70000,500,100000,10]) 
R4 = 1000 

K = [1.0 0.72 -42.44 1.51 89.93 15.16] 
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ภาพที ่35  ผลการจ าลองระบบดว้ย MATLAB ท่ีค่าน ้าหนกั Q, R ต่างๆ ตามตารางท่ี 1 
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 2.4 การออกแบบตวัสังเกตสถานะ  
 
 ในการออกแบบระบบควบคุมโดยอาศยัการป้อนสถานะนั้น บางคร้ังเราไม่สามารถท่ี
จะวดัค่าสถานะท่ีจ าเป็นไดท้ั้งหมด เน่ืองจากค่าสถานะบางอยา่งไม่สามารถวดัไดโ้ดยง่ายหรือตอ้ง
ใชอุ้ปกรณ์ท่ีมีความซบัซอ้น มีราคาแพง มาใชใ้นการวดัค่าสัญญาณ จึงจ าเป็นตอ้งใชก้ารประมาณ
ค่าสถานะ(observation) มาช่วยในการออกแบบ โดยอาศยัอุปกรณ์ เช่น โปรแกรมคอมพิวเตอร์ มา
ช่วยในการค านวณเรียกวา่ ตวัสังเกตสถานะ (state observer) หรือบางคร้ังเรียกวา่ ตวัประมาณ
สถานะ (state estimator)ในกรณีท่ีสถานะทุกสถานะท่ีมี ถูกประมาณโดยตวัสังเกตสถานะจะเรียกวา่ 
ตวัสังเกตสถานะอนัดบัเตม็ (full-order state observer) อยา่งไรก็ตามในกรณีท่ีบางสถานะสามารถ
วดัไดจึ้งไม่จ  าเป็นตอ้งท าการประมาณค่าทุกสถานะเรียกวา่ตวัสังเกตสถานะลดอนัดบั (reduce-order 
observer) ในกรณีท่ีสถานะท่ีถูกประมาณโดยตวัสังเกตสถานะนอ้ยท่ีสุดจะเรียกวา่ ตวัสังเกตุสถานะ
อนัดบัต ่าสุด (minimum-order observer) 
 
 2.5 ตวัควบคุมค่าก าลงัสองเชิงเส้นและตวัสังเกตแบบอนัดบัเตม็ 
 

∫

B

A

C

∫
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C
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ภาพที ่36  บล็อกไดอะแกรมของระบบท่ีมีตวัสังเกตสถานะอนัดบัเตม็ 
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 ระบบถูกก าหนดดว้ยสมการสถานะ คือ 

 x Ax Bu   (21) 

 y Cx  (22) 

 ตวัประมาณค่าสถานะระบบจะถูกจ าลองระบบจริงโดย แบบจ าลองคณิตศาสตร์ของตวั
สังเกตจะเหมือนกบัแบบจ าลองคณิตศาสตร์ของระบบ จะแตกต่างกันในส่วนของค่าความผดิพลาด
โดยตวัสังเกตจะประมาณค่าจากเอาทพ์ุตจริงลบดว้ยค่าประมาณเอาทพ์ุต ค่าประมาณท่ีไดจ้ากตวั
สังเกตคือ 

  ex Ax Bu K y Cx      

  e ex A K C x Bu K y     (23) 

สมการความผดิพลาดของการสังเกต (observer error equation) ไดจ้ากสมการ (21)-(23) คือ 

 
e ex x Ax Ax K Cx Bu K y        

   ex x A K C x x     (24) 

แทนค่า x x  ดว้ยเวกเตอร์ความผดิพลาด e จาก (24) เขียนใหม่ไดเ้ป็น 

  ee A K C e   (25) 

ซ่ึงถา้เมทริกซ์  eA K C มีเสถียรภาพซ่ึงไดจ้ากการหาค่าลกัษณะเฉพาะ หมายความวา่เวกเตอร์
ความผดิพลาดจะลู่เขา้สู่ค่าศูนยเ์ม่ือเวลาผา่นไป ค่าลกัษณะเฉพาะน้ียงัเป็นตวัก าหนดความเร็วในการ
ลู่เขา้ของเวกเตอร์ความผดิพลาด ซ่ึงค่าลกัษณะเฉพาะน้ีสามารถก าหนดไดโ้ดยอตัราขยาย eK  
 
 จากสมการสถานะ (21) เม่ือระบบถูกควบคุมโดยอินพุทไดจ้ากการสังเกต คือ 

 u Kx   (26) 
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สมการสถานะของระบบ (21) เม่ือมีอินพุต (26) จะเขียนไดเ้ป็น  

 x Ax BKx    

    x A BK x BK x x      

หรือ 

  x A BK x BKe    (27) 

จาก (27) และ (25) จึงเขียนเป็นเมทริกซ์รวมไดเ้ป็น 

 ( ) ( )

0( ) ( )e

A BK BKx t x t

A K Ce t e t

    
         

 (28) 

 สมการ (28) อธิบายถึงลกัษษณะทางพลศาสตร์ของระบบป้อนกลบัท่ีมีตวัสังเกต
สถานะ โดยมีสมการลกัษณะเฉพาะคือ 

 0
0 e

sI A BK BK

sI A K C

 


 
  

หรือ 

 0esI A BK sI A K C       

 ดงันั้นระบบป้อนกลบัท่ีมีตวัสังเกตสามารถแยกปัญหาการออกแบบอตัราขยายของ
ระบบออกจากการออกแบบอตัราขยายตวัสังเกตไดโ้ดยไม่ข้ึนต่อกนั และระบบท่ีมีตวัสังเกตแบบ
อนัดบัเตม็ส าหรับระบบท่ีมีอนัดบัเท่ากบั n ก็จะมีตวัสังเกตท่ีมีอนัดบัเท่ากบั n เช่นกนั นั้นคือสมการ
สถานะ (28) จะมีอนัดบัเท่ากบั 2n 
 

 แบบจ าลองคณิตศาสตร์ของตวัสังเกตจะเหมือนกบัแบบจ าลองคณิตศาสตร์ของระบบ 
จะแตกต่างกนัในส่วนของค่าความผดิพลาดโดยตวัสังเกตจะประมาณค่าจากเอาทพ์ุตจริงลบดว้ย
ค่าประมาณเอาทพ์ุต ค่าประมาณท่ีไดจ้ากตวัสังเกตคือ 
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    e e ex Ax Bu K y Cx A K C x Bu K y         (29) 

โดยท่ี x  คือค่าประมาณเสตต, Cx คือค่าประมาณเอาทพ์ุต โดยท่ีมีเอาทพ์ุทของระบบ y  และ 
สัญญาณควบคุม u เป็นอินพุตของตวัสังเกต และมี 

eK เป็นอตัราขยายของตวัสังเกตซ่ึงเป็นค่า
น ้าหนกัส าหรับการปรับปรุงค่าความผดิพลาดระหวา่งค่าเอาทพ์ุตจริงและค่าเอาทพ์ุตจากการ
ประมาณ 
 
 คุณสมบติัทวภิาค (duality) 
 
 ก าหนดให้ 

 T Tz A z C v    

และ 

 Tn B z   

ระบบดงักล่าวเรียกวา่ dual system และก าหนดใหมี้คุณสมบติัการสามารถควบคุมไดด้งันั้น
อตัราขยาย K สามารถหาไดจ้ากวธีิการวางโพล T TA C K ใหมี้ค่าลู่เขา้ ค่าลกัษณะเฉพาะของ  

T TA C K และ T TA K C จะมีค่าเท่ากนั 

    T T T TSI A C K SI A K C      (30) 

จากสมการ (30) และ (29) จะไดค้วามสัมพนัธ์คือ 

 T

eK K   

ดงันั้นจากความมีคุณสมบติั duality สามารถหาอตัราขยายตวัสังเกต eK  ไดจ้ากการหาอตัราขยาย 
K  ซ่ึงสามารถหาไดจ้ากวธีิการวางโพล ซ่ึงการออกแบบตวัสังเกตอนัดบัเตม็จากสมการ  

  T T T

ez A C K z   (31) 

ดงันั้นจะได ้
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   0T T T

esI A C K     

 จากการออกแบบโดยใหค้่าอตัราขยาย 
 1 0.79 45.92 1.35 94.14 15.87K    ไดค้่าลกัษณะเฉพาะคือ -197.83, -9.39+2.3i, -

9.39-2.3i, -3.8+6.3i, -3.8-6.3i, -0.15  
 
 ท าการเลือกค่าโพลของตวัสังเกตท่ี –10, -11, -12, -13, -14 และ -15 อตัราขยายท่ีไดจ้าก
การค านวณคือ  

  90 17960 7980 195370 24730 191000
T

eK      
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ภาพที ่37  การจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุมก าลงัสองเชิงเส้นท่ีมีตวัสังเกตอนัดบั
เตม็ 
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 2.6 ตวัควบคุมค่าก าลงัสองเชิงเส้นและตวัสังเกตแบบลดอนัดบั 
 
 เน่ืองจากสถานะบางสถานะสามารถวดัไดด้ว้ยอุปกรณ์ตรวจรู้ คือ มุมของกา้นลูกตุม้ทั้ง
สอง ซ่ึงมีความแม่นย  าสูงจึงไม่มีความจ าเป็นตอ้งท าการประมาณค่า ส่วนสถานะอ่ืนๆท่ียงัไม่มีความ
แม่นย  าสามารถหาค่าไดจ้ากการประมาณดว้ยตวัสังเกต 
 

∫

B

A

C
+

+u x y

Minimum-order

observer
Transformation-K

Plant

~

X

 
 
ภาพที ่38  บล็อกไดอะแกรมของระบบท่ีมีตวัสังเกตสถานะลดอนัดบั 
 
 อยา่งไรก็ตามการใชส้ัญญาณท่ีไดจ้ากการวดัมาใชใ้นการค านวณสัญญาณควบคุม
อาจจะไม่ไดผ้ลตอบสนองท่ีดีเสมอไป เน่ืองจากในบางคร้ังสัญญาณท่ีวดัไดอ้าจจะมีสัญญาณ
รบกวนต่างๆ (noise) ท าใหเ้กิดความผดิพลาดได ้จึงอาจจะตอ้งพิจารณาระหวา่งสัญญาณรบกวน
และความแม่นย  าของสัญญาณเอาทพ์ุทในการออกแบบ 
 
 เช่นเดียวกบัในกรณีของตวัสังเกตอนัดบัเตม็ การประมาณค่าสถานะท่ีไดม้าจากค่า
อินพุทและค่าเอาทพ์ุท ระบบจ าเป็นตอ้งมีคุณสมบติัการควบคุมไดแ้ละคุณสมบติัการสังเกตได ้ โดย
ระบบคือ 

 x Ax Bu   (32) 

และ 
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 y Cx  (33) 

เม่ือสถนะของระบบแบ่งไดเ้ป็นสองส่วน คือ ส่วนท่ีวดัไดแ้ทนดว้ย ax ซ่ึงจะมีค่าเท่ากบัสัญญาณขา
ออก y  และ สวนท่ีวดัไม่ไดแ้ทนดว้ย bx  สมการสถานะและสมการเอาทพ์ุตสามารถเขียนรวมกนั
ไดคื้อ 

 
a aa ab a a

b ba bb b b

x A A x B

u

x A A x B

       
       

 
       
              

 (34) 

  1 0

a

b

x

y

x

 
 


 
  

  

ในท่ีน้ี คือ  

  0ax x   

 0 1 1 2 2, , , ,
T

bx x          

จากสมการ (34) ได ้

 a aa a ab b ax A x A x B u    (35) 

 a aa a ab b ax A x A x B u    (36) 

ซ่ึง จากสมการ (36) จะเห็นวา่ฝ่ังซา้ยจะเป็นปริมาณท่ีสามารถวดัค่าไดจ้ากเอาทพ์ุต ซ่ึงสามารถทราบ
ค่าได ้ส่วนฝ่ังขวาจะเป็นปริมาณท่ีไม่ทราบค่า 
 
 และจาก (34) จะไดค้วามสัมพนัธ์อีกสมการหน่ึงคือ  

 b ba a bb b bx A x A x B u    (37) 

จะเห็นวา่ ba aA x และ bB u คือส่วนท่ีวดัค่าได ้ดงันั้นสมการสถานะส าหรับตวัสังเกตอนัดบัต ่าสุดคือ 
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 b bb b ba a bx A x A x B u     

และสมการเอาทพ์ุตส าหรับตวัสังเกตอนัดบัต ่าสุดคือ 

 a aa a a ab bx A x B u A x     

เปรียบเทียบค่าในลกัษณะเดียวกบัการออกแบบตวัสังเกตอนัดบัเตม็ ไดค้่าต่างๆตามตารางท่ี 4 จาก
สมการ (23) เขียนในรูปของตวัสังเกตอนัดบัต ่าสุดไดเ้ป็น 

    b bb b e ab b ba a b e a aa a ax A x K A x A x B u K x A x B u        (38) 

 
ตารางที ่5  เปรียบเทียบตวัแปรระหวา่งตวัสังเกตอนัดบัเตม็และตวัสังเกตลดอนัดบั 
 

ตวัสังเกตอนัดบัเตม็ ตวัสังเกตลดอนัดบั 

x  bx  

A  bbA  

Bu  ba a bA x B u  
y  a aa a ax A x B u   

C  abA  

eK  eK  
 
 
เม่ือ eK  คืออตัราขยายส าหรับตวัสังเกต จากสมการ (38) ท าการจดัเรียงใหม่ไดเ้ป็น 

 

     

  

   

b e a bb b e ab b ba a e aa a b e a

bb b e ab b e a

bb e ab e ba e aa a b e a

x K x A x K A x A x K A x B K B u

A x K A x K x

A K A K A K A x B K B u

      

  

       

  

ax y  ดงันั้น 
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  

   

b e a bb b e ab b e a

bb e ab e ba e aa b e a

x K x A x K A x K x

A K A K A K A y B K B u

   

       

 (39) 

แทนค่า b e b e ax K y x K x     และ b e b e ax K y x K x      สมการ (39) เขียนใหม่ได้
เป็น 

      bb b e ab bb e ab e ba e aa b e aA x K A A K A K A K A y B K B u            (40) 

ก าหนดให้ 

 

ˆ

ˆˆ

ˆ

bb e ab

e ba e aa

b e a

A A K A

B AK A K A

F B K B

 

  

 

  

สมการ (40) จะเขียนไดเ้ป็น 

 ˆ ˆ ˆA By Fu     (41) 

จาก 

  1 0

a

b

x

y

x

 
 


 
  

  

  

0a m

b e

b b n m e

x y I

x x K y y

x x I K

       
       

    
       
              

 (42) 

เม่ือ  0m  คือเวกเตอร์แถวมีค่าเป็นศูนย ์ถา้ก าหนดให้ 



 
50 

 
0

ˆ ˆ,

m

n m e

I

C D

I K

   
   

 
   
      

  

สามารถเขียน x  ในรูปของ   และ y  ไดเ้ป็น 

 ˆ ˆx C Dy   (43) 

ซ่ึงเป็นสมการแสดงความสัมพนัธ์ระหวา่ตวัแปร  x  และ   
 
 สมการ (32), (33), (41), (43) และ u Kx   สามารถอธิบายไดด้ว้ยบล็อกไดอะแกรม
ดงั ภาพท่ี 39 
 

B

A

C

+

+u x y

-K

Plant

~

X

Bb-KeBa

Aba-KeAaa

Ke

Abb-KeAab

∫

∫
0

I

 
 
 

e

I

K

 
 
 

+

+

+

+
+

+

+

Minimum-order observer

Transformation

 
ภาพที ่39  ระบบป้อนกลบัท่ีมีตวัสังเกตสถานะลดอนัดบั 
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 สมการความผดิพลาดจากการสังเกต โดยจากสมการ (36) และ (38) เขียนไดเ้ป็น 

  b bb e ab b ba a b e ab bx A K A x A x B u K A x      (44) 

(37) - (44) 

   b b bb e ab b bx x A K A x x     (45) 

ให ้ b be x x   จาก (45) เขียนไดเ้ป็น 

  bb e abe A K A e   (46) 

จากการแทนค่า  u Kx   ในสมการสถานะ ได ้

 

0

a

b

a

b

x
x Ax BKx Ax BK

x

x
Ax BK

x e

Ax BK x
e

 
     

 

 
   

 

  
    

  

  

  
0

a bx Ax B K K
e

 
   

 
 (47) 

เม่ือรวม (47) และ (46) จึงเขียนเป็นเมทริกซ์ใหม่ไดเ้ป็น 

 
0

b

bb e ab

A BK BKx x

A K Ae e

    
         

 (48) 
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จาก  

 

0 1 0 0 0 0

0 167.4207 4.7217 0.0039 0.3396 0.0002

0 0 0 1 0 0

0 660.1577 90.9399 0.0755 34.9756 0.0158

0 0 0 0 0 1

0 71.2247 52.4634 0.0436 46.4257 0.0210

A

 
 

  
 
 

  
  

 
 

   

  

 

0

25.6674

0

101.2092

0

10.9195

B

 
 
 
 

  
 
 
 
 

,  
1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0

C

 
 


 
  

  

 

1

2

3

4

5

6

a

b

x

x
x

x
x

x
x

x

x

 
 
  
  

    
     
 
  

  

 จากการออกแบบโดยใหค้่าอตัราขยาย  
 3.16 2.50 50 47.27 1.97 105.34 17.70K      เลือกค่าโพลของตวัสังเกตท่ี

ต าแหน่ง -10, -11, -12, -13 และ -14 ไดอ้ตัราขยายตวัสังเกตคือ 

  107.5 255.2 4154.8 1123.5 7875.5
T

eK      
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ภาพที ่40  การจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุมก าลงัสองเชิงเส้นท่ีมีตวัสังเกต ลด

อนัดบั 
 

 2.7 ตวัควบคุมค่าก าลงัสองเชิงเส้นและตวัสังเกตลดอนัดบัท่ีมีตวัอินทิกรัล 
 
 การออกแบบระบบท่ีแพลนทไ์ม่มีตวัอินทิกรัล (type 0 plant) มกัจะท าการเพิ่มตวั
อินทิกรัลในวงรอบเปิดระหวา่งค่าผดิพลาดและพลานต ์การเพิ่มตวัอินทิกรัลเขา้ไปในสามารถท าให้
ค่าผดิพลาด ในสถานะอยูต่วัมีค่าเป็นศูนยเ์ขา้สู่ค่าอา้งอิง ในส่วนน้ีน าตวัควบคุมท่ีมีตวัอินทิกรัลมา
ใชก้บัการป้อนกลบัสถานะของระบบลูกตุม้หวักลบั ดงัแสดงในภาพท่ี 41  
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B

A

C

+

+u x y

-K2

Plant

x 

Bb-KeBa

Aba-KeAaa

Ke

Abb-KeAab

∫

∫
0

I

 
 
 

e

I

K

 
 
 

+

+

+

+
+

+

+

Minimum-order observer

Transformation

K1∫

-1

r
   

 +

+

+

+

 
 
ภาพที ่41  บล็อกไดอะแกรมของระบบท่ีมีตวัสังเกตสถานะลดอนัดบัและมีตวัอินทิกรัล 
 
เม่ือระบบคือ 

 x Ax Bu    

และสมการเอาทพ์ุท 

 y Cx   

จากภาพท่ี 41 ได ้

 ar y r x      (49) 

ส าหรับระบบรักษาเสถียรภาพ 0r   ดงันั้น 



 
55 

 ax    (50) 

ให ้

 2 1u K x K     (51) 

ดงันั้น 

 2 1x Ax BK x BK     (52) 

    2 2 1x A BK x BK x x BK       (53) 

จาก 

 
0 0 0a a

b b b b

x x

x x e Fe

x x x x e I

         
         

      
         
                  

 (54) 

จากสมการ (54) สมการ (53) จะเขียนไดใ้หม่เป็น 

  2 2 1x A BK x BK Fe BK      (55) 

เม่ือ 
0

F

I

 
 


 
  

จาก (46) คือ 

  bb e abe A K A e   (56) 

(55), (56) และ (49) เขียนรวมไดเ้ป็น 

 
 

2 2 1

0 0

1 0 0 0

bb e ab

x A BK BK F BK x

e A K A e

 

    
    

     
        

 (57) 
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จากสมการ (57) ไดเ้มทริกซ์สถานะท่ีมีขนาด 12x12 ในการจ าลองระบบต่อสถานะเร่ิมตน้จะเลือก
ค่า 1 0, 0.5, 1, 2K   

 
 
ภาพที ่42  การจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุมก าลงัสองเชิงเส้นท่ีมีตวัสังเกต ลด

อนัดบัท่ีมีตวัอินทิกรัล 
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3.  การจ าลองระบบ 
 
 การจ าลองระบบ (simulation) จะกระท าบนซอฟทแ์วร์ MATLAB โดยอาศยัสมการทาง
คณิตศาสตร์และค่าตวัแปรต่างๆจากท่ีไดห้าไวข้า้งตน้ โดยท าการหาผลตอบสนองต่อฟังกช์ัน่ต่างๆ 
 
4.  การท าตัวควบคุมไปทดสอบกบัระบบจริง 
 

ในการทดสอบระบบจริงจะท าการเขียนโปรแกรมการควบคุมดว้ยโปรแกรม LabVIEW ท า
การควบคุมดว้ยระบบ real time ผา่นระบบปฏิบติัการ LabVIEW Real-time โดยท าการรับค่าอินพุท
จาก rotary encoder เขา้มาค านวณและส่งสัญญาณเอาทพ์ุทออกไปควบคุม โดยอาศยัอุปกรณ์ DAQ 
เป็นตวัรับ-ส่งค่าระหวา่ง rotary encoder และ target computer 
 

เน่ืองจากในส่วนอุปกรณ์ DAQ สามารถสร้างสัญญาณอนาล็อกเอาทพ์ุท ไดท่ี้ขอบเขต 0 ถึง 
5 โวลท ์รวมถึงในส่วนของอุปกรณ์ขยายสัญญาณเพื่อใชใ้นการขบัมอเตอร์รองรับสัญญาณ 0 ถึง 2.5 
โวลทส์ าหรับการหมุนทวนเขม็นาฬิกา และ 2.5 ถึง 5 โวลท ์ส าหรับการหมุนตามเขม็นาฬิกา ท าให้
สัญญาณท่ีเกิดจากการออกแบบจ าเป็นท่ีจะตอ้งอยูใ่นขอบเขตจ ากดันั้น ซ่ึงหากมีการสร้างสัญญาณ
เกินขอบเขตจะท าใหก้ารควบคุมผดิพลาดได้ 

 
ในท่ีน้ีค่าสถานะการเคล่ือนท่ีของรถและกา้นลูกตุม้ไดจ้ากการวดัดว้ย rotary encoder ส่วน

ความเร็วของรถและความเร็วเชิงมุมของลูกตุม้ไดจ้ากกระบวนการ finite different จากสัญญาณการ
เคล่ือนท่ี ดงันั้นสัญญาณป้อนกลบัในท่ีน้ีจึงเป็นแบบ full-state feedback 
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ภาพที ่43  ขอบเขตการท างานของอุปกรณ์ขยายสัญญาณ (amplifier) 
 
การทดลองจะท าการควบคุมระบบท่ีระยะเวลาหน่ึง โดยจะท าการบกวนระบบดว้ยการเคาะ

ท่ีต าแหน่งต่างๆของลูกตุม้ เพื่อแสดงวา่ลูกตุม้หวักลบัสามารถทนต่อการรบกวนภายนอกได ้โดยยงั
สามารถรักษาต าแหน่งอา้งอิงเอาไวไ้ด ้
 

 
 

ภาพที ่44 การรบกวนลูกตุม้ท่ีต าแหน่งต่างๆ
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ผลและวจิารณ์ 
 

ผล 
 

 ผลการทดลองประกอบดว้ยสองส่วนคือ ผลท่ีไดจ้ากการจ าลองดว้ยโปรแกรม MATLAB 
และ ผลการทดลองจากระบบจริงท่ีไดจ้ดัท าข้ึน 
  
ผลการจ าลองด้วยโปรแกรม Matlab 
 
 ในกรณีท่ีระบบลูกตุม้หวักลบัไม่ไดรั้บการควบบคุม สถานะต่างๆของระบบจะลู่ออกตาม
ลกัษณะของระบบท่ีไม่มีเสถียรภาพ ซ่ึงมีลกัษณะผลตอบสนองดงัภาพท่ี 45  

 
ภาพที ่45  ผลตอบสนองของระบบเม่ือไม่มีสัญญาณควบคุม โดยมีค่าเร่ิมตน้ x5 = 0.1 เรเดียน 
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 จากการออกแบบระบบดว้ยวธีิการควบคุมแบบก าลงัสองเชิงเส้น จากสมการสมรรถนะโดย
ก าหนดค่าน ้าหนกั Q=diag[(1000,100,70000,500,100000,10])], R=100 ซ่ึงสามารถหาค่าอตัราขยาย
ไดคื้อ 

  3.16 3.14 66.36 1.88 143.23 23.18K     

เม่ือน าค่าอตัราขยายดงักล่าวน าไปใชใ้นการควบคุมระบบลูกตุม้หวักลบัสองแกน โดยผลตอบสนอง
จากค่าสถานะเร่ิมตน้ต่างคือ  0 0 0.1 0 0 0x   ไดผ้ลดงัภาพท่ี 46 

 0 0 0 0 0.1 0x  ไดผ้ลดงัภาพท่ี 47 และ  0 0 0.1 0 0.1 0x    ไดผ้ลดงั
ภาพท่ี 48 พบวา่จากการรักษาเสถียรภาพของระบบ สถานะต่างๆของระบบสามารถลู่เขา้สู่ต าแหน่ง
ศูนย ์หรือจุดสมดุลได ้ทั้ง 3 ผลตอบสนอง โดย 0x  มีการการเคล่ือนท่ีเขา้สู่ต าแหน่งอา้งอิงอยา่งชา้ๆ 
ส่วนต าแหน่งของลูกตุม้เขา้สู่จุดสมดุลไดร้วดเร็วท่ีเวลาประมาณ 2 วนิาที 
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ภาพที ่46  ผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุมโดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าต าแหน่ง 

เร่ิมตน้ท่ี x3 = 0.1 เรเดียน) 
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ภาพที ่47  ผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุมโดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าต าแหน่ง  

เร่ิมตน้ท่ี x5 = 0.1 เรเดียน) 
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ภาพที ่48  ผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุมโดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าต าแหน่ง 

เร่ิมตน้ท่ี x3 = 0.1 เรเดียน, x5 = -0.1 เรเดียน) 
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ผลการทดลองจากระบบจริง 
 
 ระบบลูกตุม้หวักลบัสองแกนเป็นระบบท่ีไม่มีเสถียรภาพท่ีจุดสมดุลบนดงัแสดงไดด้งัภาพ
ท่ี 49 เม่ือระบบไม่มีสัญญาณกา้นลูกตุม้จะแกวง่ไปยงัจุดสมดุลล่าง 

 
 

ภาพที ่49  ระบบเม่ือไม่มีการควบคุม 
 
 ภาพท่ี 50 เป็นการทดสอบการรักษาเสถียรภาพของระบบลูกตุม้หวักลบัสองแกนโดยการ
ใชต้วัควบคุมท่ีไดจ้ากการออกแบบดว้ยวธีิการคุมค่าก าลงัสองเชิงเส้นเม่ือค่าน ้าหนกัท่ีเลือก คือ Q1 
และ R1 พบวา่ระบบสามารถรักษาต าแหน่งของลูกตุม้ไดท่ี้ระยะเวลาหน่ึง อยา่งไรก็ตามต าแหน่ง
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ของรถยงัไม่สามารถควบคุมไดดี้นกัเน่ืองจากต าแหน่งของรถเคล่ือนท่ีเกินขอบเขตท่ี monocarier 
จะสามารถรองรับได ้ท าใหไ้ม่สามารถรักษาต าแหน่งของลูกตุม้ต่อไปได ้(ช่วงท่ี monocarier 
สามารถท างานไดป้ระมาณ ±25 เซนติเมตร) 
  
 ภาพท่ี 51 เป็นระบบท่ีใชค้่าหน ้าหนกั Q1 และ R1 เช่นเดียวกนั และท าการเพิ่มตวัอินทิกรัล
เขา้ไปในระบบ ซ่ึงจากภาพแสดงใหเ้ห็นวา่ ต าแหน่งของรถสามารถเคล่ือนท่ีเขา้สู้ต าแหน่งอา้งอิงได ้
แมว้า่จะมีช่วงการแกวง่อยูบ่า้ง แต่ก็ยงัอยูใ่นช่วงการท างานท่ีระบบยงัควบคุมได้ ภาพท่ี 52 เป็นการ
ควบคุมเม่ือตวัควบคุมถูกออกแบบโดยใชค้่าน ้าหนกั Q2 และ R2 โดย ภาพท่ี 53 แสดงระบบท่ีไดท้  า
การเพิ่มตวัอินทิกรัลและภาพท่ี 54 แสดงการรบกวนระบบดว้ยการเคาะ ภาพท่ี 55 เป็นการควบคุม
เม่ือตวัควบคุมถูกออกแบบโดยใชค้่าน ้าหนกั Q3 และ R3 โดย ภาพท่ี 56 แสดงระบบท่ีไดท้  าการเพิ่ม
ตวัอินทิกรัลและภาพท่ี 57 แสดงการรบกวนระบบดว้ยการเคาะ และภาพท่ี 58 เป็นการควบคุมเม่ือ
ตวัควบคุมถูกออกแบบโดยใชค้่าน ้าหนกั Q4 และ R4 โดย ภาพท่ี 59 ไดท้  าการเพิ่มตวัอินทิกรัล และ
ภาพท่ี 60 แสดงการรบกวนระบบดว้ยการเคาะ โดยการใช ้Q2 และ R2 กบั Q3 และ R3 มีผลค่อนขา้ง
ใกลเ้คียงกนั ส่วน Q4 และ R4 ใหก้ารควบคุมท่ีใชส้ัญญญาณควบคุมลดลง 
 
ตารางที ่6  ค่าน ้าหนกัและอตัราขยายท่ีใชใ้นการทดสอบการควบคุม 

 ค่าน ้าหนกั (Q, R) อตัราขยาย 

1 Q1 = diag([1,1,1,1,1,1]) 
R1 = 1 

K = [1 0.79 -45.92 1.35 94.14 15.87] 

2 Q2 = diag([1000,100,70000,500,100000,10]) 
R2 = 100 

K = [3.16 3.14 -66.36 1.88 143.23 23.18] 

3 Q3 = diag([1000,100,70000,100,50000,10]) 
R3 = 100 

K = [3.16 2.93,-55.13,2.36,125.76,20.71] 

4 Q4 = diag([1000,100,70000,100,50000,10]) 
R4 = 1000 

K = [1.0 0.72 -42.44 1.51 89.93 15.16] 
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ภาพที ่50  ผลตอบสนองต่อค่าเร่ิมตน้เม่ือระบบผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุม 

โดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q1 และ R1   
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ภาพที ่51  ผลตอบสนองต่อค่าเร่ิมตน้เม่ือระบบผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุม 

โดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q1 และ R1 และมีตวัอินทิกรัล K1 = 0.5 
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ภาพที ่52  ผลตอบสนองต่อค่าเร่ิมตน้เม่ือระบบผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุม 

โดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q2 และ R2 
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ภาพที ่53  ผลตอบสนองต่อค่าเร่ิมตน้เม่ือระบบผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุม 

โดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q2 และ R2 และมีตวัอินทิกรัล K1 = 0.5 
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ภาพที ่54  การรบกวนระบบท่ีวนิาทีท่ี 30 (theta1) และ วนิาทีท่ี 40 (theta2) เม่ือระบบควบคุมโดย

ใช ้ตวัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q2 และ R2 และมีตวัอินทิกรัล K1 = 0.5  
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ภาพที ่55  ผลตอบสนองต่อค่าเร่ิมตน้เม่ือระบบผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุม 

โดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q3 และ R3 
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ภาพที ่56  ผลตอบสนองต่อค่าเร่ิมตน้เม่ือระบบผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุม 

โดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q3 และ R3 และมีตวัอินทิกรัล K1 = 0.5 
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ภาพที ่57  การรบกวนระบบท่ีวนิาทีท่ี 30 (theta1) และ วนิาทีท่ี 40 (theta2) เม่ือระบบควบคุมโดย

ใช ้ตวัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q3 และ R3 และมีตวัอินทิกรัล K1 = 0.5 
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ภาพที ่58  ผลตอบสนองต่อค่าเร่ิมตน้เม่ือระบบผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุม 

โดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q4 และ R4 



 
75 

 

 
ภาพที ่59  ผลตอบสนองต่อค่าเร่ิมตน้เม่ือระบบผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุม 

โดยใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q4 และ R4 และมีตวัอินทิกรัล K1 = 0.5 
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ภาพที ่60  การรบกวนระบบท่ีวนิาทีท่ี 30 (theta1) และ วนิาทีท่ี 40 (theta2) เม่ือระบบควบคุมโดย

ใชต้วัควบคุม LQR ค่าน ้าหนกั Q4 และ R4 และมีตวัอินทิกรัล K1 = 0.5 
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วจิารณ์ 
 

 1. สายไฟและสายสัญญาณต่างๆมีผลต่อระบบ ดงัท่ีไดจ้ากการทดสอบหาค่าคงท่ีความ
เสียดทานของจุดหมุนทั้งสองของลูกตุม้ แมว้า่จะใชแ้บร์ร่ิงจุดหมุนประเภทเดียวกนัก็ตาม ค่าคงท่ี
ความเสียดทานท่ีทดลองไดมี้ค่าต่างกนัค่อนขา้งสูง 
 
 2. การท่ีจะรักษาสมดุลของระบบลูกตุม้ไดห้รือไม่นั้น ส่วนหน่ึงเกิดจากการออกแบบท่ี
ตวัอุปกรณ์การทดลองและขอ้จ ากดัต่างๆของอุปกรณ์ เช่นความฝืดในตวัมอเตอร์และราง ซ่ึงท่ี
แรงดนัสัญญาณควบคุมต ่าๆจะไม่สามารถควบคุมมอเตอร์ไดถู้กตอ้งเน่ืองจากแรงท่ีเกิดไม่สามารถ
ชนะค่าความเสียดทานได ้
 
 3. การตั้งกา้นลูกตุม้ใหอ้ยูใ่นต าแหน่งจุดสมดุลท าไดย้าก มุมท่ีเปล่ียนไปเพียงเล็กนอ้ยมี
ผลท าใหก้า้นลูกตุม้ไม่สมดุล  
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สรุปและข้อเสนอแนะ 
 

สรุป 
  
 การควบคุมระบบลูกตุม้หวักลบัสองแกนเป็นปัญหาการควบคุมท่ีมี 3 องศาอิสระ การ
ควบคุมเอาทพ์ุตท่ีเก่ียวเน่ืองกนัจึงตอ้งอาศยัตวัควบคุมท่ีแม่นย  า การเลือกสถานะของระบบ ความ
แม่นย  าของตวัแปรต่างๆ มีผลอยา่งมากต่อความส าเร็จในการรักษาเสถียรภาพของระบบซ่ึงเป็น
ระบบท่ีไม่มีเสถียรภาพ 
 
 การออกแบบดว้ยวธีิคุมค่าก าลงัสองเชิงเส้น (LQR) เป็นการออกแบบในโดเมนเวลา โดยท า
การออกแบบเพื่อใหด้ชันีสมรรถนะนอ้ยท่ีสุด ซ่ึงดชันีสมรรถนะอยูใ่นรูปสมการของสถานะและ
อินพุทโดยมีค่าน ้าหนกั Q และ R เป็นตวัก าหนดลกัษณะเป็นไปของระบบ กรณีเมทริกซ์ Q มีค่า
มากๆ คือการใหค้วามส าคญัค่าผดิพลาดของสถานะอา้งอิงและสถานะเอาทพ์ุท ซ่ึงผลคือจะท าให้
ระบบตอบสนองไดดี้และรวดเร็ว  ส่วนในกรณีเมทริกซ์ R มีค่ามากคือการใหค้วามส าคญัในส่วน
ของพลงังานท่ีใชใ้นการควบคุม จากการทดลองค่า Q4 และ R4  ใหผ้ลการทดลองเป็นท่ีน่าพอใจ
เน่ืองจากใชพ้ลงังานของสัญญาณควบคุมต ่า และสามารถทนต่อส่ิงรบกวนได ้ซ่ึงกรณีท่ีใชส้ัญญาณ
ควบคุมมากๆ แมว้า่จะทนต่อส่ิงรบกวนไดดี้กวา่ แต่ก็จะมีโอกาสสูงท่ีสัญญาณควบคุมจะเกินค่า
ขอบเขตท่ีอุปกรณ์จะรับได ้ท าใหก้ารควบคุมผดิพลาดจนไม่สามารถรักษาต าแหน่งได ้ส่วนการเพิ่ม
ตวัอินทิกรัลท่ีเหมาะสมเขา้ไประบบช่วยใหก้ารควบคุมต าแหน่งสามารถลู่เขา้สู่ต าแหน่งท่ีตอ้งการ
ไดร้วดเร็วมากยิง่ข้ึนดงัแสดงไดช้ดัเจนในส่วนการทดลองเม่ือใหค้่าน ้าหนกัคือ Q1 และ R1  แต่หาก
อินทิกรัลมีค่ามากเกินไปก็จะส่งผลใหร้ะบบไม่มีเสถียรภาพได ้
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ข้อเสนอแนะ 
 

 1. ระบบลูกตุม้หวักลบัสองแกนเป็นระบบท่ีมีองศาอิสระมากกวา่หน่ึง ท าใหเ้ป็นระบบท่ี
ควบคุมไดย้าก และมีขอ้จ ากดัสูงการจะควบคุมระบบใหมี้ประสิทธิภาพนั้นจ าเป็นตอ้งอาศยัอุปกรณ์
ตวัควบคุมท่ีมีก าลงัสูง เช่นการใชแ้บตเตอร่ีท่ีมีความสามารถในการจ่ายกระแสไฟฟ้าแทน หรือ การ
เลือกใชม้อเตอร์หรืออุปกรณ์ส่งก าลงัท่ีมีก าลงัมากข้ึน 
 
 2. ระบบลูกตุม้หวักลบัท่ีท าการทดลองน้ีพบวา่ความเสียดทานต่างๆมีผลกระทบต่อการ
ควบคุมค่อนขา้งสูง การออกแบบตวัควบคุมท่ีสามารถแกไ้ขขอ้จ ากดัเร่ืองแรงเสียดทานน่าจะท าให้
ระบบสามารถควบคุมไดอ้ยา่งมีประสิทธิภาพข้ึนได ้
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การหาสมการการเคลือ่นทีข่องระบบลูกตุ้มหัวกลบัสองแกน 
 

จากสมการ Lagrange Equation 
 

1,2,...,i

i i i

d T T U
Q i n

dt q q q

   
     

   
 

 
เม่ือ 

T แทนพลงังานจลน์ของระบบ 
U แทนพลงังานศกัยข์องระบบ 
Q แทนแรงภายนอกท่ีกระท าต่อระบบ 

iq แทน generalize coordinate 
 
 

xc

1


y
2



 
 

ภาพผนวกที ่1  free body diagram ของระบบลูกตุม้หวักลบัสองแกน 
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 พิกดัต่างๆก าหนดไดด้งัน้ี 
 
พิกดัต าแหน่งของรถ คือ  

 0 0,x y  
 

พิกดัของลูกตุม้ล่าง คือ 
      

      
1 1 0 1 1 1 1

1 1 0 1 1 1 1 1 1

, sin , cos

, cos , sin

x y x l l

x y x l l

 

   

 

  

 

 
พิกดัของลูกตุม้บน คือ 

          

          
2 2 0 1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 0 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

, sin sin , cos cos

, cos cos , sin sin

x y x L l L l

x y x L l L l

   

       

   

    

 

 

     

         

    

2 2
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0 0 1 0 1 1 1 1 1 1

2 2

2 0 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

2 2

1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1

2 0

1 1
cos sin

2 2

1
cos cos sin sin

2

1 1

2 2

1 1
cos ( ) 2 cos sin

2 2

1
(

2

T m x m x l l

m x L l L l

J J

m x m x l l x l

m x

   

       

 

     

     
  

      
  

 

    

      

       

   

  

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 0 1 2 2 0 2

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

2 2

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2 2 2

0 0 1 0 1 1 1 1 0 1

2

cos ( ) cos 2 cos 2 cos

2 cos cos sin sin

1 1
2 sin sin )

2 2

1 1
2 cos

2 2

1
(

2

L l L x l x

L l L l

L l J J

m x m x l l x

m

       

       

     

  
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  
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2 cos 2 cos

2 cos cos 2 sin sin )

1 1

2 2

x L l L x l x
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J J

     
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 

   
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     

     

 

2 2 2 2 2 2

0 1 2 0 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 0 1 2 1 1 0 1 2 2 2 0 2

2 1 2 1 2 1 2

1 1 1

2 2 2

cos cos cos

cos

T m m m x m l m L J m l J

m l x m L x m l x

m L l

 
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   

       

  

 

 

 
      1 1 1 2 1 1 2 2( cos ) cos cosU m g l m g L l      

 

 1 01,i q x   (พิกดัรถ) 
 

1

0 0 0

d T T U
Q

dt x x x

   
   

   
 

       

       

     
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2 2
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0

1 0 0
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sin cos sin

0

0
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m m m x m l m L m l

x

d T
m m m x m l m l m L

dt x

m L m l m l

T

x

U

x

Q F c x
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     

     


     



 
      

 

  











 
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 1 12,i q   (พิกดัลูกตุม้ล่าง) 
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       
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 3 23,i q   (พิกดัลูกตุม้บน) 
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sin sin
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sin
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F c x

m l m L x m l m L J m L l

m l m L x m L l

m l

   

   

    

      



    

  

 

     

    

        
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     

     
 
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2
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sin cos

( ) sin
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c
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c
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


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


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  
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ส าหรับ 1 2,  มีค่านอ้ยๆ จะได ้ 
 

1 2

1 2

2 2

1 2 0 1 0 2 1 2 1 2

sin , sin ,

cos ,cos 1,

, , , , , 0x x

  

 

       





 

 

 
ดงันั้นสมการการเคล่ือนท่ีเชิงเส้นท่ีไดคื้อ 
 

   

   

 

0 1 2 0 1 1 2 1 1 2 2 2 0 0

2 2
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2

2 2 0 2 1 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( )

m m m x m l m L m l F c x

m l m L x m l m L J m L l c m l m L g

m l x m L l m l J c m gl

 

   

   

      

        

     

 

 
จดัใหอ้ยูใ่นรูปของเมทริกซ์  
 

0 1 2 1 1 2 1 2 2 0 0 0

2 2

1 1 2 1 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1

2

2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
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m m m m l m L m l x F c x

m l m L m l m L J m L l c m l m L g

m l m L l m l J c m gl

  

  

        
    

          
             

 
แทนค่าตวัแปร F  
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2 2
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2
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m l m L l m l J c m gl

  

  

         
    

          
           

 

 
แทนค่าพารามิเตอร์ต่างๆจากตารางท่ี 1 
 

1 1 1

2 2 2

1.6 0.1350 0.0900 28.3873 185.1620

0.1350 0.0372 0.0270 0.0011 1.3244

0.0900 0.0270 0.0387 0.0004 0.8829

x v x

  

  

     
    

      
          

 

 
เขียนในรูปปริภูมิสถานะโดยก าหนดตวัแปรสถานะดงัน้ี 
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1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

6 6

0 1 0 0 0 0

0 167.4207 4.7217 0.0039 0.3396 0.0002

0 0 0 1 0 0

0 660.1577 90.9395 0.0755 34.9756 0.0158

0 0 0 0 0 1

0 71.2247 52.4634 0.0436 46.4257 0.0210

x x

x x

x x

x x

x x

x x

   
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  
   
    
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   

      

0
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0
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0
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