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รูปที่ 4.1.1 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดไม่มีความเร็วเร่ิมตน้ ( ( ) 0)x   



 

รูปที่ 4.1.2 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) 1x   
รูปที่ 4.1.3 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( )x x   
 
รูปที่ 4.1.4 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) cos x x  
เร่ิมตน้ ( ) sin x x  

รูปที่ 4.1.6 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) 0 x  
รูปที่ 4.1.7 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) 1 x  
รูปที่ 4.1.8 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( )x x   
รูปที่ 4.1.9 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) cos x x  
รูปที่ 4.1.10 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) sin x x  
 

รูปที่ 4.2.1 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดให้เส้นลวดไม่มีความเร็วเร่ิมตน้ ( ( ) 0)x   เม่ือ = 
0.5, 2.5, 3 ตามล าดบั 
 
รูปที่ 4.2.2 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) 1 x   
เม่ือ = 0.5, 2.5, 3 ตามล าดบั 
 
รูปที่ 4.2.3 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) x x   
เม่ือ = 0.5, 2.5, 3 ตามล าดบั 



 

รูปที่ 4.2.4 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) cos x x  
เม่ือ  = 0.5, 2.5, 3 ตามล าดบั 
รูปที่ 4.2.5 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) sin x x   
เม่ือ = 0.5, 2.5, 3 ตามล าดบั 
รูปที่ 4.2.6 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไมเ่ชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดไม่มีความเร็วเร่ิมตน้ ( ( ) 0)x    
เม่ือ = 3.1, 3.2, 3.5 ตามล าดบั 
รูปที่ 4.2.7 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) 1 x  
เม่ือ = 3.1, 3.2, 3.5 ตามล าดบั 
รูปที่ 4.2.8 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) x x  
เม่ือ = 3.1, 3.2, 3.5 ตามล าดบั 
รูปที่ 4.2.9 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) cosx x   
เม่ือ = 3.1, 3.2, 3.5 ตามล าดบั 
รูปที่ 4.2.10 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) sinx x   
เม่ือ = 3.1, 3.2, 3.5 ตามล าดบั 
รูปที่ 4.2.11 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดงรูปทางซ้ายมือ) และมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง (เส้นสีแดงรูปทางขวา
มือ)  เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) 3 x  
 
รูปที่ 4.2.12 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดงรูปทางซ้ายมือ) และมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง (เส้นสีแดงรูปทางขวา
มือ)  เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ 2( ) 5x x    



 

รูปที่ 4.2.13 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดงรูปทางซ้ายมือ) และมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง (เส้นสีแดงรูปทางขวา
มือ)  เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ 3( ) 10x x    
รูปที่ 4.2.14 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดงรูปทางซ้ายมือ) และมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง (เส้นสีแดงรูปทางขวา
มือ)  เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) 5sin7x x   

 
รูปที่ 4.2.15 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดงรูปทางซ้ายมือ) และมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง (เส้นสีแดงรูปทางขวา
มือ)  เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) 3cos5x x   
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บทคดัย่อ 
 
        งานวิจยัน้ีน าเสนอวิธีการใชร้ะเบียบวิธีผลต่างอนัตะเพื่อหาผลเฉลยประมาณค่าเชิงตวัเลขของปัญหาค่า
เร่ิมตน้และค่าขอบเขตของสมการการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีความหน่วงเชิงเส้นและไม่เชิงเส้น
ก าลงัสอง และน าผลท่ีไดม้าเปรียบเทียบกบัการสั่นแบบไม่มีความหน่วงภายใตรู้ปร่างเร่ิมตน้และความเร็ว
เร่ิมตน้เดียวกนั ผลท่ีไดแ้สดงให้เห็นวา่การสั่นแบบมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสองมีผลท าให้เส้นลวดสั่น
ลดลง และมีลักษณะการสั่นท่ีแตกต่างจากรูปร่างเร่ิมต้นของเส้นลวดอย่างมาก ในขณะท่ีการสั่นแบบมี
ความหน่วงเชิงเส้น เส้นลวดสั่นลดลงเช่นกนัแต่ยงัคงรักษารูปร่างการสั่นเร่ิมตน้ไว ้นอกจากน้ี งานวิจยัน้ียงั
ไดศึ้กษาเพิ่มเติมวา่ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสามมีผลต่อการสั่นในแนวด่ิงเช่นเดียวกบักรณีของความหน่วง
ไม่เชิงเส้นก าลงัสองหรือไม่ ผลจากการเปรียบเทียบทั้งหมดถูกแสดงไวใ้นรูปของกราฟและตารางสรุปผล 
และจากผลการวจิยัยงัพบวา่ค่าสัมประสิทธ์ของความหน่วงมีผลต่อการหาแอมพลิจูดของการสั่น  
 
ค าส าคัญ :  สมการการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิง, การสั่นแบบมีความหน่วง, ระเบียบวิธีผลต่างอนัตะ, ผลเฉลยเชิงตวัเลข, 
การจ าลองเชิงตวัเลข              
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ABSTRACT 

 
        This paper presents the use of finite difference schemes to find the approximated numerical solutions 
of the initial-boundary-value problem of the suspended string vibrating equation with the linear damping 
term and the second power nonlinear damping terms. The results are compared with the suspended string 
without damping term provided that the initial shape and velocities are all the same. The results show that 
the vibration amplitude decreases and the vibration pattern demonstrates quite different from the initial 
pattern in the nonlinear damping case. The vibration amplitude also decreases in the linear damping case 
but the initial vibration pattern is still maintained.  In addition, this work studies in detail the third power 
nonlinear damping term how it affect the vibration characteristic as the same result as the second power 
nonlinear damping term.   The results are compared graphically and also summarized in tables. From the 
result, we also find that the coefficient of the damping term plays a role in determining the vibration 
amplitude. 

Keywords :  Suspended String Equation, Damped Vibration, Finite-Difference Method, Numerical Solution, Numerical 
Simulation. 
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บทที ่1 
บทน า 

 
              ในบทน้ี จะขอกล่าวถึงความเป็นมาและความส าคญัของปัญหา วตัถุประสงคข์องการวิจยั  ขอบเขต
ของการวจิยั วธีิการด าเนินการวจิยั และประโยชน์ท่ีคาดวา่จะไดรั้บจากงานวจิยั 
 
        1.1 ความเป็นมาและความส าคัญ 
              ในปัจจุบนั มีงานวจิยัจ  านวนมากท่ีท าการศึกษาผลเฉลยเชิงตวัเลขของสมการคล่ืน (Wave Equation) 
ทั้งมิติเดียวและหลายมิติ ตวัอย่างของสมการคล่ืนท่ีถูกน ามาใช้ในปัญหาทางวิทยาศาสตร์ท่ีส าคญั ได้แก่ 
สมการคล่ืนยาว (The Long Wave Equation) ท่ีใช้เป็นส่วนหน่ึงในการอธิบายปรากฎการณ์เรือนกระจก 
รวมทั้งใชศึ้กษาลกัษณะของคล่ืนในทะเลเพื่อใชอ้ธิบายปรากฎการณ์น ้ าข้ึนน ้ าลง และใชศึ้กษาคล่ืนซูนามิซ่ึง
เป นคล่ืนยาวท่ีเกิดจากแผน่ดินสั่นสะเทือนอย างรุนแรง    
    สมการการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิง (The Suspended String Oscillation Equation) [2] เป็นสมการ
คล่ืนอีกรูปแบบหน่ึงซ่ึงมีความส าคญัอยา่งมาก เน่ืองจากสมการดงักล่าวถูกน ามาใชอ้ธิบายปรากฏการณ์ต่างๆ 
ท่ีส าคญั เช่น การสั่นของตึกและการสั่นของเส้นลวดท่ีแขวนลิฟทเ์ม่ือเกิดแผน่ดินไหว หรือแมแ้ต่การสั่นของ
อุปกรณ์อิเล็กทรอนิกส์ขนาดเล็ก เช่น การสั่นของหวัอ่านฮาร์ดดิสก์ไดรฟ์ท่ีเกิดจากการหมุนของแผน่บนัทึก
ขอ้มูล เป็นตน้   
    ท่ีผ่านมางานวิจยัส่วนใหญ่ [5]-[12] ท่ีศึกษาลักษณะการสั่นในแนวด่ิงเป็นงานวิจยัเชิงทฤษฎีทาง
คณิตศาสตร์ซ่ึงพิสูจน์การมีอยูจ่ริงของผลเฉลยประเภทต่างๆ  ของปัญหาการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงทั้งท่ีมี
ความหน่วงและไม่มีความหน่วง ขั้นตอนของการพิสูจน์ในงานวิจยัเหล่าน้ีท าให้ทราบว่าควรจะก าหนด
เง่ือนไขค่าเร่ิมตน้และขอ้ก าหนดของแรงภายนอกอยา่งไรเพื่อป้องกนัการก าทอน (Resonance) และเน่ืองจาก
ผลเฉลยเชิงวเิคราะห์ (Analytic Solution) อยูใ่นรูปแบบของผลรวมเชิงเส้นของฟังก์ชนัเบสเซลชนิดท่ีหน่ึงซ่ึง
ท าใหเ้กิดความยากในการสร้างกราฟ ผูว้จิยัจึงมีความสนใจท่ีจะศึกษาถึงผลเฉลยเชิงตวัเลขของปัญหาการสั่น
ในแนวด่ิงดงักล่าวเพื่อให้ง่ายต่อการวิเคราะห์กราฟการสั่น งานวิจยั [14] ไดท้  าการศึกษาการจ าลองของการ
สั่นแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง โดยแสดงกราฟการสั่นท่ีไดจ้ากผลเฉลยประมาณค่าโดยใชร้ะเบียบวิธีผลต่าง
อนัตะ (Finite Difference Method) แอมพิจูดของการสั่นเม่ือไม่มีความเร็วเร่ิมตน้ถูกน ามาเปรียบเทียบกบั
แอมพิจูดของการสั่นเม่ือความเร็วเร่ิมตน้เป็นฟังก์ชนัค่าคงท่ี ฟังก์ชนัพหุนามและฟังก์ชนัตรีโกณมิติ ภายใต้
เง่ือนไขว่าเส้นลวดมีรูปร่างเร่ิมตน้เหมือนกนั และไดข้อ้สรุปว่าแอมพิจูดของการสั่นจะเพิ่มข้ึนหรือลดลง
ไม่ไดข้ึ้นกบัความเร็วเร่ิมตน้ของเส้นลวดเท่านั้น แต่ข้ึนอยูก่บัรูปร่างเร่ิมตน้ของเส้นลวดดว้ย 



 

         อยา่งไรก็ตาม โดยทัว่ไปแลว้การสั่นตามสภาพความเป็นจริงนั้นจะเป็นการสั่นแบบมีความหน่วงแทบ

ทั้งส้ิน (Damped Vibration) การสั่นจะเกิดการสูญเสียพลงังานในระหวา่งเกิดการเคล่ือนท่ีของระบบไม่วา่จะ

มาจากสาเหตุใดก็ตาม เป็นผลท าใหพ้ลงังานรวมของระบบมีค่าลดลง [6] งานวจิยัน้ีจะท าการศึกษาการจ าลอง

ของการสั่นแนวด่ิงแบบมีความหน่วง การจ าลองจะถูกพฒันาจากการจ าลองของการสั่นแนวด่ิงท่ีถูกเสนอใน

งานวิจยัท่ี [14] สมการการสั่นจะมีพจน์ของความหน่วงเพิ่มข้ึน (Damping Term) ท าให้ตอ้งมีการพฒันาสูตร

ของระเบียบวิธีเชิงตวัเลข (Numerical Method) ท่ีเหมาะสม เพื่อหาผลเฉลยประมาณค่าของสมการการสั่น

ดังกล่าว และแสดงกราฟการสั่นของผลเฉลยเชิงตัวเลขด้วยโปรแกรม MATLAB เพื่อแสดงให้เห็นว่า

ความหน่วงมีผลท าให้แอมพิจูดของการสั่นลดลงจริงหรือไม่ นอกจากน้ี แอมพิจูดของกราฟการสั่นแบบมี

ความหน่วงท่ีมีความเร็วเร่ิมตน้เป็นฟังก์ชันต่างๆ กัน (เช่น ฟังก์ชันค่าคงท่ี ฟังก์ชันพหุนามและฟังก์ชัน

ตรีโกณมิติ เป็นตน้) จะถูกน ามาวิเคราะห์เปรียบเทียบกบัแอมพิจูดของกราฟการสั่นแบบมีความหน่วงท่ีไม่มี

ความเร็วเร่ิมตน้ ภายใตเ้ง่ือนไขวา่เส้นลวดมีรูปร่างเร่ิมตน้เหมือนกนั การเพิ่มข้ึนหรือลดลงของแอมพิจูดการ

สั่นแบบมีความหน่วงจะถูกน ามาวิเคราะห์ว่าข้ึนอยู่กับความเร็วเร่ิมต้นและรูปร่างเร่ิมต้นของเส้นลวด

เช่นเดียวกบัในงานวิจยัท่ี [14] หรือไม่ พร้อมทั้งวิเคราะห์และทดสอบวา่เง่ือนไขใดท่ีท าให้ผลเฉลยประมาณ

ค่าของการสั่นลู่เขา้ เพื่อเป็นแนวทางในการพฒันาโปรแกรมต่อไป 

        1.2 วตัถุประสงค์ของงานวจัิย 
               1.2.1 สร้างการจ าลองการสั่นของเส้นลวดแนวด่ิงแบบมีความหน่วงเชิงเส้นและไม่เชิงเส้น   
               1.2.2 พฒันาและปรับปรุงระเบียบวิธีเชิงตวัเลขให้เหมาะสมกับปัญหาการสั่นในแนวด่ิงแบบมี
ความหน่วงเชิงเส้นและไม่ชิงเส้น 
         1.2.3 หาเง่ือนไขท่ีท าให้ผลเฉลยประมาณค่าของการสั่นลู่เข้า เพื่อเป็นแนวทางในการพฒันา
โปรแกรมต่อไป 
         1.2.4 พฒันาและปรับปรุงโปรแกรมท่ีช่วยในการสร้างกราฟการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิง โดย
สามารถก าหนดฟังก์ชนัพื้นฐานท่ีใช้แทนรูปร่างเร่ิมตน้และความเร็วเร่ิมตน้ของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมี
ความหน่วงได ้
               1.2.5 วิเคราะห์และเปรียบเทียบ แอมพิจูดของเส้นลวดแนวด่ิงแบบมีความหน่วง ท่ีมีรูปร่างเร่ิมตน้
และความเร็วเร่ิมตน้ท่ีแตกต่างกนั และหาขอ้สรุปวา่เง่ือนไขใดบา้ง ท่ีมีผลต่อการเพิ่มข้ึนหรือลดลงของแอมพิ
จูดการสั่นได ้



 

              1.2.6 วเิคราะห์และเปรียบเทียบ ความแตกต่างของการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีความหน่วง
และไม่มีความหน่วง ท่ีมีรูปร่างเร่ิมตน้และความเร็วเร่ิมตน้เดียวกนั เพื่อเป็นแนวทางในการศึกษาวิธีหาผล
เฉลยเชิงตวัเลขของปัญหาการสั่นของเส้นลวดภายใตเ้ง่ือนไขอ่ืนๆ ต่อไป 
 

         1.3 ขอบเขตของงานวจัิย 
              1.3.1 งานวจิยัน้ีเป็นการวเิคราะห์การสั่นของเส้นลวดแบบมีความหน่วงเชิงเส้นและไม่เชิงเส้น 
            1.3.2 ต าแหน่งเร่ิมตน้และความเร็วเร่ิมตน้ของเส้นลวดจะถูกก าหนดดว้ยฟังก์ชนัพื้นฐาน เช่น ฟังก์ชนั
ค่าคงท่ี ฟังกช์นัตรีโกณมิติ ฟังกช์นัพหุนาม เป็นตน้ 
       1.3.3 แสดงผลเฉลยเชิงตวัเลขของการสั่นของเส้นลวดแบบมีความหน่วงในรูปของกราฟ พร้อมทั้ง
วเิคราะห์ผลกระทบของความหน่วงวา่มีผลต่อการสั่นของเส้นลวดอยา่งไร 
 
         1.4 วธีิการด าเนินการวจัิย 
        1.4.1 ศึกษา คน้ควา้ งานวจิยัท่ีเก่ียวขอ้ง และท าความเขา้ใจในรายละเอียดของระเบียบวธีิเชิงตวัเลขวา่
มีส่วนใดในงานวจิยัท่ีสามารถน ามาประยกุตใ์ชก้บังานวจิยัน้ีได ้
        1.4.2 พฒันาและปรับปรุงสูตรของระเบียบวิธีเชิงตวัเลขให้เหมาะสมในการหาผลเฉลยประมาณค่า
เชิงตวัเลขของปัญหาท่ีท าการศึกษา พร้อมทั้งหาเง่ือนไขการลู่เขา้ 
             1.4.3 พฒันาและปรับปรุงโปรแกรมแสดงลกัษณะกราฟของผลเฉลยลกัษณะต่างๆ ท่ีมีรูปร่างเร่ิมตน้
และความเร็วเร่ิมตน้ท่ีแตกต่างกนั 
       1.4.4 วเิคราะห์เปรียบเทียบ ลกัษณะการเพิ่มข้ึนหรือลดลงของแอมพิจูดกราฟการสั่นของเส้นลวดใน
แนวด่ิงแบบมีความหน่วง ภายใตรู้ปร่างเร่ิมตน้และความเร็วเร่ิมตน้ท่ีแตกต่างกนั พร้อมทั้งน าไปเปรียบเทียบ
กบัการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงท่ีไม่มีความหน่วง 
       1.4.5 เขียนรายงานเสนอความกา้วหนา้                
       1.4.6 แกไ้ข เพิ่มเติมรายละเอียดของผลการวจิยั 
       1.4.7 รวบรวม เรียบเรียงเน้ือหา เพื่อเขียนรายงานฉบบัสมบูรณ์ 
 

         1.5 ประโยชน์ทีค่าดว่าจะได้รับ 
              1.5.1 ไดก้ารจ าลองการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีความหน่วงเชิงเส้นและไม่เชิงเส้น   
       1.5.2 ไดสู้ตรและเง่ือนไขการลู่เขา้ของระเบียบวธีิเชิงตวัเลขท่ีสามารถน ามาใชห้าผลเฉลยประมาณค่า
เชิงตวัเลขของปัญหาการสั่นในแนวด่ิงแบบมีความหน่วงเชิงเส้นและไม่เชิงเส้น 



 

       1.5.3 ไดโ้ปรแกรมท่ีช่วยในการสร้างกราฟการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีความหน่วงเชิงเส้น
และไม่เชิงเส้น โดยสามารถก าหนดฟังก์ชนัพื้นฐานท่ีใชแ้ทนรูปร่างเร่ิมตน้และความเร็วเร่ิมตน้ของเส้นลวด
ได ้
       1.5.4 ท าใหส้ามารถวเิคราะห์ความแตกต่างของกราฟและเง่ือนไขการเพิ่มข้ึนและลดลงของแอมพิจูด
การสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีความหน่วงเชิงเส้นและไม่เชิงเส้น พร้อมทั้งเปรียบเทียบกบัการสั่นของ
เส้นลวดในแนวด่ิงท่ีไม่มีความหน่วง 



 

บทที ่2 
ทฤษฏแีละงานวจิัยทีเ่กีย่วข้อง 

  
 ส าหรับการศึกษาปัญหาการสั่นในแนวด่ิงแบบมีความหน่วงนั้น มีทฤษฎีและงานวิจยัท่ีเก่ียวขอ้ง 
ดงัน้ี 

2.1 แนวคิด ทฤษฎหีลกัตามประเด็นให้ครอบคลุมเร่ืองทีว่จัิย 
     2.1.1 การแบ่งลกัษณะการส่ัน [1] 

การแบ่งประเภทของการสั่นสามารถท่ีจะแบ่งออกไดห้ลายประเภท ส าหรับในหัวขอ้น้ีจะเป็นการ
อธิบายถึงการแบ่งการสั่นประเภทต่างๆ ท่ีส าคญัและพบเห็นในการศึกษาขั้นพื้นฐานน้ี [1] 
 

2.1.1.1 การส่ันแบบอสิระหรือการส่ันแบบบังคับ 
การส่ันแบบอสิระ (Free Vibration) คือ การสั่นของระบบในลกัษณะท่ีหลงัจากมีการรบกวนระบบท่ี

หยดุน่ิงอยูท่ี่จุดสมดุลคร้ังแรกเพื่อให้เกิดการสั่นข้ึนแลว้ การสั่นนั้นด าเนินต่อไปโดยไม่มีแรงจากภายนอกมา
กระท ากบัระบบอีกเลย การรบกวนระบบอาจจะเป็นการท าให้เกิดการกจดัเบ้ืองตน้หรือท าให้เกิดความเร็ว
เร่ิมตน้หรือทั้งสองแบบรวมกนัก็ได ้

การส่ันแบบบังคับ (Force Vibration) คือ การสั่นของระบบภายใตแ้รงกระท าจากภายนอก ซ่ึงแรง
กระท าจากภายนอกน้ีอาจจะเป็นแรงในลกัษณะซ ้ าตวัเองหรือไม่ซ ้ าตวัเองก็ได ้การสั่นในลกัษณะน้ีก็เช่นการ
สั่นเน่ืองจากความไม่สมดุลของเคร่ืองจกัรท่ีเกิดการหมุน ส่ิงหน่ึงท่ีเราจะพบกบัการสั่นแบบบงัคบัก็คือหากวา่
ความถ่ีของแรงท่ีกระท ากับระบบนั้นไปพอ้งกับความถ่ีธรรมชาติของระบบพอดี การสั่นท่ีเกิดข้ึนจะมี
ลกัษณะท่ีมีช่วงกวา้งการสั่นท่ีสูงมาก เราเรียกการสั่นในลกัษณะน้ีวา่ การส่ันพ้อง (Resonance) ซ่ึงผลของการ
สั่นพอ้งน้ีมกัจะท าให้เกิดความเสียหายกบัโครงสร้างท่ีก าลงัเกิดการสั่นอยู่ ดงันั้นในการออกแบบวิศวกร
มกัจะหลีกเล่ียงการเกิดการสั่นพอ้งของระบบ ยกเวน้ในระบบท่ีตอ้งการให้เกิดการสั่นมากๆ เช่น ในล าโพง
ขนาดใหญ่ เป็นตน้ 

 

2.1.1.2 การส่ันแบบมีความหน่วงและไม่มีความหน่วง 
การส่ันแบบไม่มีความหน่วง (Undamped Vibration) หมายถึง การสั่นท่ีไม่มีการสูญเสียพลงังาน

ใหก้บัส่ิงแวดลอ้มของระบบ ไม่วา่จะอยูใ่นรูปแรงเสียดทานหรือแรงตา้นอ่ืนใด ซ่ึงเม่ือระบบเคล่ือนท่ีแบบไม่
มีความหน่วงจะท าให้พลงังานรวมของระบบในระหว่างการเคล่ือนท่ีน้ีมีค่าคงท่ี การสั่นท่ีไม่มีความหน่วง
ของระบบในความเป็นจริงจะเกิดข้ึนไดใ้นอวกาศเท่านั้น เพราะวตัถุท่ีเกิดการเคล่ือนท่ีโดยทัว่ไปแลว้จะเกิด
การสูญเสียพลงังานบา้งอยา่งนอ้ยท่ีสุดก็จะสูญเสียพลงังานเน่ืองจากแรงเสียดทานกบัอากาศรอบขา้ง ส าหรับ



 

ระบบท่ีเกิดการสั่นแบบไม่มีความหน่วงและเป็นการสั่นแบบอิสระความถ่ีของการสั่นของระบบจะเรียกว่า 
ความถ่ีธรรมชาติ (Natural Frequency) ซ่ึงความถ่ีธรรมชาติน้ีถือว่าเป็นปริมาณท่ีมีความส าคญัมากในการ
ออกแบบเพื่อป้องกนัการสั่นของอุปกรณ์หรือโครงสร้าง 

การส่ันแบบมีความหน่วง (Damped Vibration) คือการสั่นท่ีเกิดการสูญเสียพลงังานในระหวา่งเกิด
การเคล่ือนท่ีของระบบไม่ว่าจะมาจากสาเหตุใดก็ตาม ซ่ึงเป็นผลท าให้พลงังานรวมของระบบมีค่าลดลง 
โดยทัว่ไปแลว้การสั่นตามสภาพความเป็นจริงนั้นจะเป็นการสั่นแบบมีความหน่วงแทบทั้งส้ิน 

 
2.1.1.3 การส่ันแบบเชิงเส้นและไม่เป็นเชิงเส้น 

ถา้ระบบของการสั่นซ่ึงจะประกอบดว้ย มวล สปริง และตวัหน่วง มีพฤติกรรมเปล่ียนแปลงค่าของ
แรงกระท าไปอยา่งเชิงเส้นกบัระยะทางหรือความเร็วของพิกดัท่ีใช ้เราจะเรียกการสั่นนั้นวา่ การส่ันเชิงเส้น 
(Linear Vibration) แต่ถา้หากไม่เป็นเช่นนั้น คือ มีปริมาณใดปริมาณหน่ึงเปล่ียนแปลงไม่เป็นเชิงเส้นกบั
ระยะทางหรือความเร็ว เราจะเรียกการสั่นนั้นวา่ การส่ันไม่เชิงเส้น (Nonlinear Vibration) ซ่ึงความแตกต่าง
ของการสั่นทั้งสองแบบน้ีก็คือ สมการการเคล่ือนท่ีจะได้เป็นสมการอนุพนัธ์แบบเชิงเส้นและไม่เชิงเส้น 
(Linear และ Nonlinear Differential Equation) ตามล าดบั ซ่ึงผลท่ีตามมาก็คือการแกส้มการอนุพนัธ์ท่ีไม่เป็น
เชิงเส้นนั้นจะมีความยุง่ยากมากกวา่แบบท่ีเป็นเชิงเส้นมาก 

นอกเหนือจากนั้นแลว้ หากการสั่นเป็นการสั่นเชิงเส้นจะท าให้เราสามารถใช ้หลกัการของการรวม
ต าแหน่ง (Principle of Superposition) ซ่ึงเป็นการแยกพิจารณาการสั่นเน่ืองจากภาระกรรมแต่ละภาระกรรม
แลว้น าผลท่ีไดท้ั้งหมดมารวมกนัเป็นค าตอบสุดทา้ย ซ่ึงในหลายๆกรณีจะช่วยลดความยุง่ยากในการค านวณ
ลงไปไดม้าก แต่ส าหรับการสั่นไม่เชิงเส้นนั้นเราจะใชห้ลกัการดงักล่าวน้ีไม่ได ้
           
             2.1.1.4 การส่ันแบบก าหนดได้และการส่ันแบบสุ่ม 

เม่ือระบบเกิดการสั่นอยูภ่ายใตแ้รงกระท าจากภายนอกลกัษณะใดก็ตาม ถา้หากว่าตลอดเวลาท่ีแรง
กระท าอยูน่ั้นเราสามารถก าหนดขนาดของแรงไดห้รือทราบค่าความสัมพนัธ์ของแรงซ่ึงเป็นฟังก์ชนัของเวลา
ท่ีแรงนั้นกระท า เราจะเรียกแรงกระท านั้นวา่ แรงท่ีก าหนดค่าได้ (Deterministic Force) ซ่ึงผลของแรงน้ีจะท า
ใหเ้กิด การสั่นแบบก าหนดได ้(Deterministic Vibration) 

ส าหรับกรณีท่ีแรงท่ีกระท าต่อระบบไม่สามารถก าหนดขนาดท่ีเวลาใดๆ ไดอ้ยา่งแน่นอน เราจะเรียก
แรงแบบนั้นว่า แรงแบบสุ่ม (Undeterministic หรือ Random Force) และการสั่นท่ีเกิดจากแรงดงักล่าวจะ
เรียกวา่ การส่ันแบบสุ่ม (Random Vibration) ซ่ึงการแกปั้ญหาของการสั่นแบบสุ่มนั้นจะตอ้งใช้วิธีการทาง
สถิติเขา้มาช่วยแกปั้ญหา 



 

       
 การแบ่งลกัษณะการส่ัน [1] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

2.2 งานวจัิยทีเ่กีย่วข้อง 
  ลกัษณะการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิง (The Suspended String Oscillation Equation) ถูกศึกษาโดยนกั
คณิตศาสตร์ชาวรัสเซีย [2] ตามท่ีไดอ้ธิบายรายละเอียดท่ีมาของสมการไวใ้น [3] การสั่นของเส้นลวดใน
แนวด่ิงจะถูกเขียนในรูปของปัญหาค่าเร่ิมตน้และค่าขอบเขตของสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ย ดงัน้ี 
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เม่ือ L  เป็นตวัด าเนินการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยอนัดบัท่ีสอง ก าหนดโดย
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ซ่ึงผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ (analytical solution) อยูใ่นรูปของอนุกรมอนนัตข์องฟังก์ชนัเบสเซิลชนิดท่ี 1 ตามท่ี
ไดอ้ธิบายรายละเอียดไวใ้น [4] ดงัน้ี 
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  ท่ีผ่านมางานวิจยัส่วนใหญ่ [5]-[12] ท่ีไดศึ้กษาลกัษณะการสั่นในแนวด่ิงนั้น เป็นงานวิจยัเชิงทฤษฎี
ทางคณิตศาสตร์ โดยพิสูจน์การมีอยูจ่ริงของผลเฉลยประเภทต่างๆ ของปัญหาการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิง
ทั้งแบบมีความหน่วงและไม่มีความหน่วง ขั้นตอนของการพิสูจน์ในงานวิจยัเหล่าน้ีท าให้ทราบว่าควรจะ
ก าหนดเง่ือนไขค่าเร่ิมตน้และขอ้ก าหนดของแรงภายนอกอยา่งไรเพื่อป้องกนัการก าทอน (Resonance) ดงัท่ี
อธิบายรายละเอียดไวใ้นบทความวชิาการ [13] 

  เน่ืองจากผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ (Analytic Solution) อยูใ่นรูปแบบของผลรวมเชิงเส้นของฟังก์ชนัเบส
เซลชนิดท่ีหน่ึงท าให้เกิดความยากในการสร้างกราฟ  งานวิจยั [14] และ [15] ไดศึ้กษาถึงผลเฉลยเชิงตวัเลข
ของปัญหาการสั่นในแนวด่ิงดงักล่าวเพื่อให้ง่ายต่อการวิเคราะห์กราฟการสั่น โดยงานวิจยั [15] ใชว้ิธีแครงค์
นิโคลสัน (Crank-Nicolson Method) ซ่ึงมีสูตรดงัน้ี 
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โดยท่ี m = 1,…, M  และ n = 1,…, N  และ 
2k

p
h


 
 เม่ือ  h  และ k  เป็นขนาดของช่วงท่ีถูกแบ่งของต าแหน่ง 

x  และเวลา t  ตามล าดบั   
ผลเฉลยท่ีได้ถูกน ามาใช้เปรียบเทียบกบัผลท่ีไดจ้ากงานวิจยั [14] ซ่ึงใช้ระเบียบวิธีผลต่างอนัตะ 

(Finite Difference Method) ตามสูตร ต่อไปน้ี 
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และจาก [15] ได้ขอ้สรุปว่าผลเฉลยเชิงตวัเลขจากทั้งสองวิธีมีค่าใกล้เคียงกนั ภายใตต้  าแหน่งเร่ิมตน้และ
ความเร็วตน้ของเส้นลวดแบบเดียวกนั โดยวธีิแครงคนิ์โคลสันดีกวา่ระเบียบวิธีผลต่างอนัตะ เน่ืองจากค่าแอม
พลิจูดท่ีไดมี้ค่านอ้ยกวา่ โดยสังเกตจากกราฟจะเห็นลกัษณะการสั่นท่ีราบเรียบและต่อเน่ืองกวา่ อีกทั้งวิธีแค
รงคนิ์โคลสันยงัสามารถแบ่งความละเอียดของโดเมนเท่าใดก็ได ้
          เน่ืองจาก โดยทัว่ไปแล้วการสั่นตามสภาพความเป็นจริงนั้น จะเป็นการสั่นแบบมีความหน่วงแทบ
ทั้งส้ิน (Damped Vibration) การสั่นจะเกิดการสูญเสียพลงังานในระหวา่งเกิดการเคล่ือนท่ีของระบบไม่วา่จะ
มาจากสาเหตุใดก็ตาม เป็นผลท าให้พลงังานรวมของระบบมีค่าลดลงตามท่ีไดศึ้กษาไวใ้น [7] ดงัสมการและ
ทฤษฎีบท ต่อไปน้ี 
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               (2.1) 

ทฤษฎีบท ปัญหาค่าเร่ิมตน้และค่าขอบเขตตามสมการ (2.1) มีผลเฉลยอย่างอ่อน 1 0

0( ; ) u H x  โดย 
( , ) u t W  ส าหรับทุกๆ ค่าของ (0, )t T  และสอดคล้องกบัการประมาณค่าการลดลงของพลงังาน ดงั

สมการ  

ถา้ 1p
 
แลว้     1( ( ), ( ))  kt

tE u t u t c e      บน [0, )  
และถา้ 1p  แลว้  2/( 1)

2( ( ), ( )) (1 )   p

tE u t u t c t    บน [0, )  

โดยท่ี ,k 1c
 
และ 2c  เป็นค่าคงท่ีท่ีเป็นบวก และข้ึนอยูก่บัค่าเร่ิมตน้ 



 

บทที ่3 
วธิีด าเนินการวจิัย 

 
 ในบทน้ี จะกล่าวถึงท่ีมาสมการการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีความหน่วง และการหาสูตร
ระเบียบวธีิผลต่างอนัตะเพื่อหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของปัญหาดงักล่าว รวมถึงขั้นตอนของการใชโ้ปรแกรมเพื่อ
แสดงผลการค านวณในรูปของกราฟและตารางขอ้มูลของผลเฉลยเชิงตวัเลข 
 

3.1 สมการการส่ันของเส้นลวดในแนวดิ่งแบบมีความหน่วง 
งานวิจยัน้ีไดท้  าการศึกษาการจ าลองเชิงตวัเลขของการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีความหน่วง

เชิงเส้นและไม่เชิงเส้น โดยก าหนดให้เส้นลวดยาว a  หน่วย มีความหยืดหยุน่ (Flexible) มีน ้ าหนกั (Heavy) 
และมีความหน่าแน่นแบบเอกรูป (Uniform Density) เส้นลวดถูกแขวนในแนวด่ิงโดยปลายดา้นบน  0x   
ถูกตรึงใหอ้ยูก่บัท่ี ส่วนปลายดา้นล่าง  x a  มีความชนัเป็นศูนย ์รูปร่างเร่ิมตน้และความเร็วเร่ิมตน้ของเส้น
ลวดข้ึนอยูก่บัต าแหน่ง x  กล่าวคือ ( )x  และ ( )x  ตามล าดบั ถา้ก าหนดให้ ( , )u x t  แทนต าแหน่งการสั่น 
(Displacement) ของเส้นลวดท่ีจุด x  ณ เวลา t  สมการการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีความหน่วงจะถูก
แสดงในรูปของปัญหาค่าเร่ิมตน้และค่าขอบเขต (Initial Boundary Value Problem) ของสมการเชิงอนุพนัธ์
ยอ่ย ดงัน้ี  
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เม่ือ   เป็นสัมประสิทธ์ิของความหน่วงและมีค่าเป็นบวก และ 1c  
 
               จากสมการ (3.1) จะเห็นวา่มีการเพิ่มพจน์ของความหน่วง 1


c

t tu u  ซ่ึงอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปลงใน
สมการการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วงท าให้สมการกลายเป็นสมการการสั่นแบบมี
ความหน่วง ส าหรับท่ีมาของสมการการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง สามารถดู
รายละเอียดตามเอกสารอา้งอิงท่ีกล่าวไวใ้นหวัขอ้  2.2   

เน่ืองจากสมการ (3.1) เป็นสมการแบบไม่เชิงเส้น ท าใหย้ากต่อการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ (Analytic 
Solution) ในงานวจิยัน้ีจึงท าการศึกษาผลเฉลยประมาณค่าเชิงตวัเลขโดยใชร้ะเบียบวธีิผลต่างอนัตะ เพื่อน ามา
สร้างเป็นการจ าลองเชิงตวัเลขของการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีความหน่วง  



 

3.2 การหาผลเฉลยด้วยระเบียบวธีิผลต่างอนัตะ (Finite Difference Method) 
 เพื่อประมาณค่าเชิงอนุพนัธ์ดว้ยผลต่างอนัตะ สมการท่ี (3.1) จะถูกเขียนอยูใ่นรูปของ  
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โดยท่ี  m = 1,…, M  เม่ือ 0
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1n

mu = u(x, t+k), n

mu = u(x, t), 1n

mu = u(x, t-k), 
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, h x   และ k t   เป็นขนาดของช่วงท่ีถูกแบ่งของต าแหน่ง x และเวลา t  ตามล าดบั   

 
จากพจน์สุดทา้ยทางซา้ยมือของสมการ (3.3) เราสามารถพิจารณาไดเ้ป็น 2 กรณี คือ 
กรณีที ่1  1 1 0  n n

m mu u   จะไดว้า่                 

        
 

1 1 11 1 1 1 1 1

2 2 2 2
  

           
  

 

cc c n nn n n n n n
m mm m m m m m

c

u uu u u u u u

k k k k
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ก่อนอ่ืน จะพิจารณาสูตรระเบียบวิธีผลต่างอนัตะท่ีใช้หาผลเฉลยเชิงตวัเลขส าหรับกรณีท่ีหน่ึงก่อน 
ส่วนกรณีท่ีสองจะค านวณในลกัษณะเดียวกนั(ต่างกนัแค่เพียงเคร่ืองหมาย) ดงัน้ี 
เม่ือแทนค่าสมการท่ีไดจ้ากกรณีท่ีหน่ึงลงในสมการท่ี (3.3) จะไดว้า่ 
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น า 22k  คูณตลอดในสมการ (3.4) จะไดว้า่ 
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                                     (3.5) 

ซ่ึง 
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m mu u  ในสมการ (3.5) โดยใช้ทฤษฎีบททวินาม (Binomial Theorem) ดงัสมการ
ต่อไปน้ี 
จะไดสู้ตรรูปทัว่ไปคือ 
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ในงานวจิยัน้ี เราจะแบ่งการพิจารณาเป็น 3 หวัขอ้ คือ 
3.2.1 สูตรระเบียบวธีิผลต่างอนัตะ ส าหรับความหน่วงแบบเชิงเส้น (c = 1)  
3.2.2 สูตรระเบียบวธีิผลต่างอนัตะ ส าหรับความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง (c = 2) 
3.2.3 สูตรระเบียบวธีิผลต่างอนัตะ ส าหรับความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสาม (c = 3) 
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รูปที ่3.2.1 กราฟแสดงการแบ่งช่วงและขอบเขตของโดเมน [0, ] [0, ]a T  
           

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.2.2 กราฟแสดงการระบุต าแหน่งของแต่ละช่วงยอ่ยๆ ท่ีถูกแบ่ง 
         และการระบุต าแหน่งของผลเฉลย u 
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3.2.1 สูตรระเบียบวธีิผลต่างอนัตะ ส าหรับความหน่วงแบบเชิงเส้น (c = 1)  
เม่ือแทน c = 1 ลงในสมการ (3.5) จะไดว้า่  
       1 1 1 1

1 1 1 12 4 2 2 2 0n n n n n n n n n n

m m m m m m m m m mu u u mp u u u p u u k u u   

   
          
 

  (3.6) 

 
จากสมการท่ี (3.6) จดัรูปสมการใหอ้ยูใ่นรูปชดัแจง้ (Explicit Form) ไดด้งัน้ี 
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ซ่ึง 
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รูปที ่3.2.1.1 การระบุต าแหน่งของผลเฉลย u ในสมการ (3.7) 
 

จากสมการ (3.7)  เราจะไดสู้ตรระเบียบวธีิผลต่างอนัตะทั้งหมด 4 สูตรจาก 4 กรณี ดงัน้ี  
กรณีท่ี 1 เม่ือ 0n   และ 1,2,3..., 1 m M   
กรณีท่ี 2 เม่ือ 0n  และ 1,2,3..., 1 m M  
กรณีท่ี 3 เม่ือ 0n   และ m M  
กรณีท่ี 4 เม่ือ 0n  และ m M  
 
กรณีที ่1 แทน 0n   ในสมการท่ี (3.7) เม่ือ 1,2,3..., 1 m M  จะไดว้า่ 
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ทราบคา่ 
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เน่ืองจาก 1

mu  ในสมการ (3.8) อยูน่อกโดเมน [0, ] [0, ]a T  ดงันั้น 1

mu  จะถูกประมาณค่าโดยการ
แทนค่าสูตรผลต่างอนัตะตรงกลาง (Central Difference) ลงในเง่ือนไขเร่ิมตน้ จะไดว้า่ 
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 หรือ 1 0 ( )  m mu u k x                    (3.9) 

 
แทนสมการท่ี (3.9) ในสมการท่ี (3.8) จะไดว้า่ 
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     (3.10) 

โดยท่ี 1,2,3..., 1 m M   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.2.1.2 ต าแหน่งของผลเฉลย u  ในกรณีท่ี 1 และตอ้งใชสู้ตร (3.10) 
 
กรณีที ่2 แทน 0n  ในสมการท่ี (3.7) เม่ือ 1,2,3..., 1 m M  จะไดว้า่ 
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                       (3.11) 
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รูปที ่3.2.1.3 ต าแหน่งของผลเฉลย u  ในกรณีท่ี 2 และตอ้งใชสู้ตร (3.11) 
 
กรณีที ่3 แทน 0n  และ m M ในสมการท่ี (3.10) จะไดว้า่ 

     1 0 0 0 2
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  (3.12)   

 
เน่ืองจาก 0

1Mu   ในสมการ (3.12) อยูน่อกโดเมน [0, ] [0, ]a T  ดงันั้น 1

mu  จะถูกประมาณค่าโดยการ
แทนค่าสูตรผลต่างอนัตะตรงกลาง (Central Difference) ลงในเง่ือนไขขอบเขต จะไดว้า่ 

 
0 0

1 1 0
2

 
M Mu u

h
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1 1 M Mu u                   (3.13) 
 

แทนสมการท่ี (3.13) ในสมการท่ี (3.12) จะไดว้า่ 
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รูปที ่3.2.1.4 ต าแหน่งของผลเฉลย u  ในกรณีท่ี 3 และตอ้งใชสู้ตร (3.14) 
 
กรณีที ่4 แทน 0n และ m M  ในสมการท่ี (3.11) จะไดว้า่ 
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                 (3.15) 

 
เน่ืองจาก 1

n

Mu   ในสมการ (3.15) อยู่นอกโดเมน [0, ] [0, ]a T  ดงันั้น 1

n

Mu   จะถูกประมาณค่าโดย
การแทนค่าสูตรผลต่างอนัตะตรงกลาง (Central Difference) ลงในเง่ือนไขขอบเขต จะไดว้า่ 
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M Mu u                   (3.16) 

แทนสมการท่ี (3.16) ในสมการท่ี (3.15) จะไดว้า่ 
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รูปที ่3.2.1.5 ต าแหน่งของผลเฉลย u  ในกรณีท่ี 4 และตอ้งใชสู้ตร (3.17) 
 

จากสมการ (3.10) (3.11) (3.14) และ (3.17) จะไดสู้ตรระเบียบวธีิผลต่างอนัตะ ส าหรับหาผลเฉลย
เชิงตวัเลขของสมการการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีความหน่วงเชิงเส้น ดงัน้ี 
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 เพื่อใหง่้ายต่อความเขา้ใจการใชสู้ตรจะขอแสดงต าแหน่งต่างๆ ส าหรับสูตรแต่ละสูตรดงัน้ี 
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3.2.2 สูตรระเบียบวธีิผลต่างอนัตะ ส าหรับความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง (c = 2) 
เม่ือแทน c = 2 ลงในสมการ (3.5) จะไดว้า่  
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จดัรูปสมการให้อยูใ่นรูปชดัแจง้ (Explicit Form) ไดด้งัน้ี  
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รูปที ่3.2.2.1 การระบุต าแหน่งของผลเฉลย u ในสมการ (3.19) 
 
         จากสมการ (3.19)  เราจะไดสู้ตรระเบียบวิธีผลต่างอนัตะทั้งหมด 4 สูตรจาก 4 กรณี เช่นเดียวกบัหวัขอ้ 
3.2.1 ดงัน้ี 
กรณีที ่1 แทน 0n   ในสมการท่ี (3.19) เม่ือ 1,2,3..., 1 m M  จะไดว้า่ 
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ทราบคา่ 

ทราบคา่ 

ไมท่ราบคา่ 

1n

mu

1

n

mun

mu

1n

mu

1

n

mu



 

เน่ืองจาก 1

mu  ในสมการ (3.20) อยูน่อกโดเมน [0, ] [0, ]a T  ดงันั้น 1

mu  จะถูกประมาณค่าโดยการ
แทนค่าสูตรผลต่างอนัตะตรงกลาง (Central Difference) ลงในเง่ือนไขเร่ิมตน้ จะไดว้า่ 
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  หรือ   1 0 ( )m mu u k x                    (3.21) 

แทนสมการท่ี (3.21) ในสมการท่ี (3.20) จะไดว้า่ 
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โดยท่ี 1,2,3..., 1 m M   
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.2.2.2 ต าแหน่งของผลเฉลย u ในกรณีท่ี 1 และตอ้งใชสู้ตร (3.22) 
      
กรณีที ่2 แทน 0n  ในสมการท่ี (3.7) เม่ือ 1,2,3..., 1 m M  จะไดว้า่ 
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 (3.23)         

โดยท่ี 1,2,3..., 1 m M   
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รูปที ่3.2.2.3 ต าแหน่งของผลเฉลย u  ในกรณีท่ี 2 และตอ้งใชสู้ตร (3.23) 
 
กรณีที ่3 แทน 0n  และ m M ในสมการท่ี (3.22) จะไดว้า่ 
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                   (3.24)   
เน่ืองจาก 0

1Mu   ในสมการ (3.24) อยูน่อกโดเมน [0, ] [0, ]a T  ดงันั้น 1

mu  จะถูกประมาณค่าโดยการ
แทนค่าสูตรผลต่างอนัตะตรงกลาง (Central Difference) ลงในเง่ือนไขขอบเขต จะไดว้า่ 
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h
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1 1 M Mu u                   (3.25) 
 

แทนสมการท่ี (3.25) ในสมการท่ี (3.24) จะไดว้า่ 
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รูปที ่3.2.2.4 ต าแหน่งของผลเฉลย u  ในกรณีท่ี 3 และตอ้งใชสู้ตร (3.26) 
 
กรณีที ่4 แทน 0n และ m M  ในสมการท่ี (3.23) จะไดว้า่ 
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                 (3.27) 

 
เน่ืองจาก 1

n

Mu   ในสมการ (3.27) อยู่นอกโดเมน [0, ] [0, ]a T  ดงันั้น 1

n

Mu   จะถูกประมาณค่าโดย
การแทนค่าสูตรผลต่างอนัตะตรงกลาง (Central Difference) ลงในเง่ือนไขขอบเขต จะไดว้า่ 
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M Mu u                   (3.28) 

แทนสมการท่ี (3.28) ในสมการท่ี (3.27) จะไดว้า่ 
  

 
 

 
     

2
1 1 1 1

1 11 1

1
2 4 4 2 ( 2)

2 2 2




 

   

  
          

 

n n n n n n n

M M M M M M Mn n

M M

u u Mp p u Mp u Mp p u u u
u u

(3.29) 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.2.2.5 ต าแหน่งของผลเฉลย u  ในกรณีท่ี 4 และตอ้งใชสู้ตร (3.29) 
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จากสมการ (3.22) (3.23) (3.26) และ (3.29) จะไดสู้ตรระเบียบวิธีผลต่างอนัตะ ส าหรับหาผลเฉลย
เชิงตวัเลขของสมการการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง ดงัน้ี 
สูตรที ่1              
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               เม่ือ 1,..., 1m M   

สูตรที ่3 
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สูตรที ่4 
 

 
 

 
2

1 1 1 1

11 1

1
4 4 4 ( 2)

2 2 2




 

   

 
       

 

n n n n n n

M M M M M Mn n

M M

u u Mpu Mp u u u
u u

                         

              โดยท่ี  
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p
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      

จากสูตรท่ี 1-4 ก าหนดให้  0

Mu   เป็นรูปร่างเร่ิมตน้ของเส้นลวด ส่วน  x  เป็นความเร็วตน้ของ
เส้นลวด หลงัจากแทนค่าพจน์ท่ีทราบค่าลงไปในสูตรทางด้านขวามือแล้ว จะติดเทอมท่ีไม่ทราบค่าคือ 

 
2

1n
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mu  ซ่ึงจะอยูใ่นรูปของสมการก าลงัสอง กล่าวคือ  
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  เม่ือ 1 n

mx u  เป็นผลเฉลยของสมการ และจะพิจารณา

เฉพาะกรณีท่ีผลเฉลยเป็นจ านวนจริงเท่านั้น กรณีท่ีผลเฉลยเป็นจ านวนเชิงซอ้นเราจะไม่ใช ้
  

3.2.3 สูตรระเบียบวธีิผลต่างอนัตะ ส าหรับความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสาม (c = 3) 
เม่ือแทน c = 3 ลงในสมการ (3.5) จะไดว้า่  
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แทน        
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จดัรูปสมการให้อยูใ่นรูปชดัแจง้ (Explicit Form) ไดด้งัน้ี  
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โดย 
2k

p
h

  

         
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.2.3.1 การระบุต าแหน่งของผลเฉลย u ในสมการ (3.31) 
 
 จากสมการ (3.31)  เราจะไดสู้ตรระเบียบวิธีผลต่างอนัตะทั้งหมด 4 สูตรจาก 4 กรณี เช่นเดียวกบัหวัขอ้ 3.2.1 
และ 3.2.2 ดงัน้ี 
 
กรณีที ่1 แทน 0n   ในสมการท่ี (3.31) เม่ือ 1,2,3..., 1 m M  จะไดว้า่ 
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             (3.32) 

 
เน่ืองจาก 1

mu  ในสมการ (3.20) อยูน่อกโดเมน [0, ] [0, ]a T  ดงันั้น 1

mu  จะถูกประมาณค่าโดยการ
แทนค่าสูตรผลต่างอนัตะตรงกลาง (Central Difference) ลงในเง่ือนไขเร่ิมตน้ จะไดว้า่ 
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แทนสมการท่ี (3.33) ในสมการท่ี (3.32) จะไดว้า่ 
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                       (3.34) 

โดยท่ี 1,2,3..., 1 m M   
      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.2.3.2 ต าแหน่งของผลเฉลย u ในกรณีท่ี 1 และตอ้งใชสู้ตร (3.34) 
 
 
กรณีที ่2 แทน 0n  ในสมการท่ี (3.31) เม่ือ 1,2,3..., 1 m M  จะไดว้า่ 
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              (3.35)         

โดยท่ี 1,2,3..., 1 m M   
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รูปที ่3.2.3.3 ต าแหน่งของผลเฉลย u  ในกรณีท่ี 2 และตอ้งใชสู้ตร (3.35) 
 
กรณีที ่3 แทน 0n  และ m M ในสมการท่ี (3.34) จะไดว้า่ 
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                   (3.36)   
เน่ืองจาก 0

1Mu   ในสมการ (3.24) อยูน่อกโดเมน [0, ] [0, ]a T  ดงันั้น 1

mu  จะถูกประมาณค่าโดยการ
แทนค่าสูตรผลต่างอนัตะตรงกลาง (Central Difference) ลงในเง่ือนไขขอบเขต จะไดว้า่ 

  
0 0

1 1 0
2

 
M Mu u

h
 หรือ  0 0

1 1 M Mu u                   (3.37) 
 

แทนสมการท่ี (3.37) ในสมการท่ี (3.36) จะไดว้า่ 

        
            

             

3 2 2 21 0 1 0 0 1

2 2 2

2 20 0 0 0 0

1 2 2 2

4
3 3 2

2 2 4
4 4 4 2



  


              

 
        

 

M M M M M M

M M M M M

u u kf x u u u kf x kf x u

Mp u Mp u u u kf x kf x u kf x

               (3.38) 
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รูปที ่3.2.3.4 ต าแหน่งของผลเฉลย u  ในกรณีท่ี 3 และตอ้งใชสู้ตร (3.38) 
 
กรณีที ่4 แทน 0n และ m M  ในสมการท่ี (3.35) จะไดว้า่ 
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              (3.39) 

 
เน่ืองจาก 1

n

Mu   ในสมการ (3.27) อยู่นอกโดเมน [0, ] [0, ]a T  ดงันั้น 1

n

Mu   จะถูกประมาณค่าโดย
การแทนค่าสูตรผลต่างอนัตะตรงกลาง (Central Difference) ลงในเง่ือนไขขอบเขต จะไดว้า่ 
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M Mu u                   (3.40) 

 
แทนสมการท่ี (3.40) ในสมการท่ี (3.39) จะไดว้า่ 
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รูปที ่3.2.3.5 ต าแหน่งของผลเฉลย u  ในกรณีท่ี 4 และตอ้งใชสู้ตร (3.41) 

 
จากสมการ (3.34) (3.35) (3.38) และ (3.41) จะไดสู้ตรระเบียบวิธีผลต่างอนัตะ ส าหรับหาผลเฉลย

เชิงตวัเลขของสมการการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสาม ดงัน้ี 
 
สูตรที ่1 

            

               

3 2 2 21 0 1 0 0 1

2 2 2

2 20 0 0 0 0 0

1 1 2 2 2

4
3 3 2

2 2 2 4
2 4 4 2 2



   
 

              

 
           

 

m m m m m m

m m m m m m

u u kf x u u u kf x kf x u

mp p u mp u mp p u u u kf x kf x u kf x
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สูตรที ่4 
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นอกจากน้ี ในสูตรท่ี 1-4 เราจะแทน 0
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ตน้ของเส้นลวด หลงัจากแทนค่าพจน์ท่ีทราบค่าลงไปในสูตรทางดา้นขวามือแลว้ จะติดเทอมท่ีไม่ทราบค่าคือ  
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ดงันั้น เราจะสามารถหาผลเฉลยไดจ้าก 
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 เม่ือใช ้
2x  จะไดก้ราฟแบบท่ี 2 

เม่ือใช ้
3x  จะไดก้ราฟแบบท่ี 3 

 
 



 

3.3 ขั้นตอนการใช้โปรแกรมส าเร็จรูปเพือ่แสดงกราฟของผลเฉลยเชิงตัวเลข 
สูตรระเบียบวิธีผลต่างอนัตะจากหวัขอ้ 3.2.1, 3.2.2 และ 3.2.3 จะถูกน ามาพฒันาโดยโปรแกรม 

MATLAB เพื่อสร้างหนา้ต่างแบบกราฟิกส์ (Graphic User Interface: GUI) ส าหรับการรับขอ้มูลและแสดงผล
ในรูปของตารางและกราฟของผลเฉลยประมาณค่าเชิงตวัเลขของปัญหาค่าเร่ิมตน้และค่าขอบเขตของสมการ
การสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีความหน่วงเชิงเส้นและไม่เชิงเส้น โดยมีขั้นตอนดงัต่อไปน้ี 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่3.3.1 หนา้ต่าง GUI แบบไม่มีการเปรียบเทียบ 

จากรูป 3.3.1 จะเห็นวา่หนา้ต่างถูกแบ่งเป็น 2 ส่วน คือส่วน u1 และ u2 โดยส่วน u1 จะใชรั้บค่าขอ้มูล
เม่ือตอ้งการแสดงผลกราฟการสั่นแบบไม่มีการเปรียบเทียบ และส่วน u2 จะใช้รับค่าขอ้มูลเม่ือตอ้งการ
แสดงผลกราฟการสั่นแบบมีการเปรียบเทียบ 



 

3.3.1 ขั้นตอนการใช้โปรแกรมแสดงผลกราฟการส่ันแบบไม่มีการเปรียบเทยีบ  
ขั้นที ่1 ในส่วน u1 รับค่าขอ้มูลเร่ิมตน้ทั้งหมด เพื่อใชส้ าหรับการค านวณ ดงัน้ี 

 -  คียข์อ้มูลความยาวของเส้นลวด ซ่ึงโดยทัว่ไปในการค านวณดว้ยวธีิเชิงตวัเลขจะก าหนดใหเ้ส้น  
     ลวดยาว 1 หน่วย  
- คียข์อ้มูลเวลาเร่ิมตน้ โดยปกติจะก าหนดใหเ้วลาเร่ิมตน้เป็นศูนย ์
- คียข์้อมูลขนาดของช่วงย่อยๆ ของต าแหน่ง (h) และเวลา (k) ตามล าดบั โดยในงานวิจยัน้ีจะ
ก าหนดให ้h = 0.01 และ k = 0.0025   

- คียข์้อมูลรูปร่างเร่ิมตน้ของเส้นลวด ซ่ึงในงานวิจยัน้ีจะใช้ฟังก์ชัน ( ) sin2x x   แทนรูปร่าง
เร่ิมตน้ของเส้นลวด เน่ืองจากเป็นฟังก์ชนัท่ีสอดคลอ้งกบัเง่ือนไขเร่ิมตน้และเง่ือนไขขอบเขตของ
ปัญหา 

- คียข์อ้มูลความเร็วเร่ิมตน้ของเส้นลวด ซ่ึงในงานวิจยัน้ีจะใชฟั้งก์ชนัค่าคงท่ี, ฟังก์ชนัพหุนามและ
ฟังกช์นัตรีโกณมิติ ตามล าดบั ดงัน้ี ( ) 0, ( ) 1, ( ) , ( ) sinx x x x x x        และ ( ) cosx x    
แทนความเร็วเร่ิมตน้ของเส้นลวด 

- คียข์อ้มูลจ านวนของเส้นท่ีตอ้งการค านวณ ซ่ึงในงานวิจยัน้ีจะก าหนดให้จ  านวนของเส้นท่ีตอ้งการ
ให้โปรแกรมค านวณเป็น 100 และก าหนดให้  k = 0.0025  แลว้ โปรแกรมจะค านวณเส้นกราฟ
ทั้งหมด 100 เส้น แต่ละเส้นมีเวลาห่างกนั 0.0025   

- คียข์อ้มูลจ านวนของเส้นท่ีตอ้งการแสดง ซ่ึงในงานวจิยัน้ีจะก าหนดใหจ้ านวนของเส้นท่ีตอ้งการให้
โปรแกรมแสดงเป็น 10 และก าหนดให้จ  านวนเส้นท่ีตอ้งการค านวณเป็น 100 โปรแกรมจะแสดง
เส้นกราฟเพียง 10 เส้น จากเส้นกราฟท่ีค านวณไดท้ั้งหมด 100 เส้น คือเลือกแสดงผลทุกๆ 10 เส้น   

 
ขั้นที ่2 ในส่วนของ Dumper ใหเ้ลือกขอ้มูลของความหน่วง ดงัน้ี 

- เลือก No เม่ือตอ้งการแสดงผลการสั่นแบบไม่มีความหน่วง 
หรือเลือก Yes เม่ือตอ้งการแสดงผลการสั่นแบบมีความหน่วง โดยแบ่งเป็น 

- เลือก Linear  ส าหรับความหน่วงแบบเชิงเส้น หรือ 
- เลือก Non-Linear และคียเ์ลข 2 ส าหรับความหน่วงแบบไม่เชิงเส้นก าลงัสอง หรือ 
- เลือก Non-Linear และคียเ์ลข 3 ส าหรับความหน่วงแบบไม่เชิงเส้นก าลงัสาม 

- คียข์อ้มูลค่าสัมประสิทธ์ของความหน่วง Alpha  
ในงานวจิยัน้ีค่า Alpha จะถูกพิจารณาเป็น 3 กรณี คือ 

- กรณีของความหน่วงแบบเชิงเส้น จะก าหนดใหค้่า Alpha อยูร่ะหวา่ง 0.1 ถึง 10,000 



 

- กรณีของความหน่วงแบบไม่เชิงเส้นก าลงัสอง จะก าหนดใหค้่า Alpha อยูร่ะหวา่ง ถึง 
- กรณีของความหน่วงแบบไม่เชิงเส้นก าลงัสาม จะก าหนดใหค้่า Alpha อยูร่ะหวา่ง ถึง 

 
ขั้นที ่3 ในส่วนของ Config จะทดสอบผลกราฟท่ีไดจ้ากการค านวณ 

- คียข์อ้มูลค่า Min และค่า Max เพื่อก าหนดสเกลของแกน x โดยโปรแกรมจะเซทค่าไวท่ี้ -1 และ 1  
ตามล าดบั 

- กดปุ่ม Test เพื่อทดสอบวา่ไดผ้ลกราฟตามท่ีตอ้งการแลว้หรือไม่ ถา้ผลยงัไม่เป็นท่ีพอใจ สามารถ
แกไ้ขโดยคียข์อ้มูลในขั้นท่ี 1 ใหม่อีกคร้ัง  

 
ขั้นที ่4 ในส่วนของ Display Graph จะแสดงผลกราฟโดยข้ึนหนา้ต่างใหม่ 

- คล๊ิกท่ีช่อง Animation และคียข์อ้มูลเวลาท่ีตอ้งการดีเลยใ์นช่อง Pause (โปรแกรมจะเซทค่าไวท่ี้ 0.5 
Sec.) เม่ือตอ้งการให้แสดงผลกราฟแบบ animation โดยจะมีหน้าต่างใหม่แสดงผลกราฟแบบ 
animation พร้อมทั้งตารางแสดงผลเฉลยเชิงตวัเลข เม่ือกดปุ่ม XLS ในหนา้ต่างใหม่น้ี และ save 
ไฟลเ์ป็น .xls จะไดไ้ฟล ์excel เก็บขอ้มูลตารางของผลเฉลยเชิงตวัเลข หรือ 

- หากตอ้งการแสดงผลกราฟท่ีสามารถแกไ้ข ปรับเปล่ียนรายละเอียดของกราฟได ้ให้คล๊ิกช่อง New 
Figure หรือ 

- หากตอ้งการแสดงผลกราฟทั้งสองหนา้ต่าง คล๊ิกท่ีช่อง Animation และช่อง New Figure พร้อมกนั 
จะมีหนา้ต่างใหมข้ึ่นมา 2 หนา้ต่าง โดยหนา้ต่างแรกแสดงผลกราฟแบบ animation พร้อมทั้งตาราง
แสดงผลเฉลยเชิงตวัเลข ส่วนหนา้ต่างท่ีสองแสดงผลกราฟเป็นภาพสี 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่3.3.1.1 หนา้ต่าง Animation แสดงการจ าลองการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบไม่มีการเปรียบเทียบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที ่3.3.1.2 หนา้ต่าง New Figure แสดงการจ าลองการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบไม่มีการเปรียบเทียบ 



 

3.3.2 ขั้นตอนการใช้โปรแกรมแสดงผลกราฟการส่ันแบบมีการเปรียบเทยีบ  
ขั้นที่ 1 - คล๊ิกท่ีช่อง Compare จะเห็นว่าค่าขอ้มูลเร่ิมตน้ในส่วนของ u2 จะถูกเซทให้เหมือนกบั u1 โดย

สามารถแก้ไขขอ้มูลได้ตามต้องการ แต่ในงานวิจยั เราจะใช้ข้อมูลเร่ิมต้นในส่วน u2 และ u1 
เหมือนกนั เพื่อท าการเปรียบเทียบความแตกต่างในส่วนของความหน่วง ดงัรูป 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      

รูปที ่3.3.2.1 หนา้ต่าง GUI แบบมีการเปรียบเทียบ 

ขั้นที ่2 ในส่วนของ Dumper ใหเ้ลือกขอ้มูลของความหน่วง ดงัน้ี 
- เลือก No เม่ือตอ้งการแสดงผลการสั่นแบบไม่มีความหน่วง 
หรือเลือก Yes เม่ือตอ้งการแสดงผลการสั่นแบบมีความหน่วง โดยแบ่งเป็น 

- เลือก Linear  ส าหรับความหน่วงแบบเชิงเส้น หรือ 
- เลือก Non-Linear และคียเ์ลข 2 ส าหรับความหน่วงแบบไม่เชิงเส้นก าลงัสอง หรือ 



 

- เลือก Non-Linear และคียเ์ลข 3 ส าหรับความหน่วงแบบไม่เชิงเส้นก าลงัสาม 
- คียข์อ้มูลค่าสัมประสิทธ์ของความหน่วง Alpha  
ในงานวจิยัน้ีค่า Alpha จะถูกพิจารณาเป็น 3 กรณี คือ 

- กรณีของความหน่วงแบบเชิงเส้น จะก าหนดใหค้่า Alpha อยูร่ะหวา่ง 0.1 ถึง 10,000 
- กรณีของความหน่วงแบบไม่เชิงเส้นก าลงัสอง จะก าหนดใหค้่า Alpha อยูร่ะหวา่ง ถึง 
- กรณีของความหน่วงแบบไม่เชิงเส้นก าลงัสาม จะก าหนดใหค้่า Alpha อยูร่ะหวา่ง ถึง 

 
ขั้นที ่3 ในส่วนของ Display Graph จะแสดงผลกราฟโดยข้ึนหนา้ต่างใหม่ 

- คล๊ิกท่ีช่อง Compare เม่ือตอ้งการให้แสดงผลกราฟแบบเปรียบเทียบระหว่างผลเฉลยในส่วนของ 
u1 (กราฟสีน ้าเงิน) และ u2 (กราฟสีแดง) โดยในงานวิจยัจะก าหนดให้ผลเฉลยในส่วนของ u1 เป็น
การสั่นแบบไม่มีความหน่วงแลว้น ามาเปรียบเทียบกบัผลเฉลยในส่วนของ u2 ซ่ึงถูกก าหนดให้เป็น
การสั่นแบบมีความหน่วง หรือ 

- หากตอ้งการแสดงผลกราฟเปรียบเทียบแบบ animation คล๊ิกท่ีช่อง Animation และช่อง Compare
พร้อมกนั จะมีหนา้ต่างใหม่แสดงผลกราฟเปรียบแบบ animation พร้อมทั้งตารางแสดงผลเฉลยเชิง
ตวัเลขทั้งสองแบบ หรือ 

- หากตอ้งการแสดงผลกราฟท่ีสามารถแกไ้ข ปรับเปล่ียนรายละเอียดของกราฟได ้ให้คล๊ิกช่อง  New 
Figure และช่อง Compare พร้อมกนั จะมีหนา้ต่างใหม่ข้ึนมา 2 หนา้ต่าง โดยหนา้ต่างแรกแสดงผล
กราฟแบบเปรียบเทียบพร้อมทั้งตารางแสดงผลเฉลยเชิงตวัเลข ส่วนหนา้ต่างท่ีสองแสดงผลกราฟท่ี
สามารถแกไ้ข ปรับเปล่ียนรายละเอียดต่างๆ ของกราฟได ้หรือ 

- คล๊ิกช่อง  New Figure, ช่อง Animation และช่อง Compare พร้อมกนั จะมีหน้าต่างใหม่ข้ึนมา 2 
หน้าต่าง โดยหน้าต่างแรกแสดงผลกราฟแบบเปรียบเทียบแบบ Animation พร้อมทั้ งตาราง
แสดงผลเฉลยเชิงตวัเลข ส่วนหนา้ต่างท่ีสองแสดงผลกราฟท่ีสามารถแกไ้ข ปรับเปล่ียนรายละเอียด
ต่างๆ ของกราฟได ้หรือ 

- ถา้ตอ้งการแสดงผลกราฟจากส่วน u1 เท่านั้น ใหค้ล๊ิกท่ีช่อง Only One(u1) 
 

 
 

 
 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.3.2.2 หนา้ต่าง Animation แสดงการจ าลองการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีการเปรียบเทียบ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.3.2.3 หนา้ต่าง New Figure แสดงการจ าลองการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีการเปรียบเทียบ



 

แผนภาพแสดงการท างานของโปรแกรม MATLAB 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                       ไม่ใช่                        มี                    ใช่                มีความ                ใช่ 
                                                                ความหน่วง                           หน่วงเชิงเส้น 

 
                                                      ไม่ใช่ 

 
                                                                    มีความ 

                                                                    หน่วงไม่เชิงเส้น 
 

 
 
 
 
 
 

 

เร่ิมตน้ 

- ความยาวของเส้นลวด  
- เวลาเร่ิมตน้  
- ขนาดของช่วงยอ่ยๆ ของต าแหน่ง 
(h) และเวลา (k)  

- รูปร่างเร่ิมตน้ 

- ความเร็วเร่ิมตน้ 

- จ านวนของเส้นท่ีตอ้งการค านวณ  
- จ านวนของเส้นท่ีตอ้งการแสดง  
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แสดงผล                               
 
  
 

ค านวณหาผลเฉลย 
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บทที ่4 
ผลวจิัยและอภปิรายผล 

 
 ในบทน้ีจะแสดงการจ าลองของกราฟเปรียบเทียบระหว่างการสั่นแบบไม่มีความหน่วงและมี
ความหน่วงเชิงเส้น, ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง และความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสาม โดยในการสั่นทั้ง 
3 แบบจะก าหนดให้รูปร่างเร่ิมตน้ของเส้นลวดคือ ( ) sin2x x   เพื่อให้สอดคลอ้งกบัเง่ือนไขขอบเขตทั้ง
สองกล่าวคือ (0, ) 0u t  และ ( , ) 0xu a t  และความเร็วเร่ิมต้นก าหนดโดยฟังก์ชันพื้นฐานต่างๆ  ดังน้ี 

( ) 0,1, ,cos x x xและ sin x  กราฟแสดงการเปรียบเทียบทั้ งหมดในบทน้ีได้จากการใช้โปรแกรม 
MATLAB ค านวณหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของการสั่นทั้ง 3 แบบ โดยใชสู้ตรระเบียบวธีิผลต่างอนัตะ และน าผล
เฉลยเชิงตวัเลขแต่ละแบบดงักล่าวมาแสดงในรูปการแบบจ าลองของกราฟเปรียบเทียบ พร้อมทั้งวิเคราะห์
และอภิปรายผลการเปรียบเทียบท่ีได ้ดงัรายละเอียดต่อไปน้ี 
 

4.1 ผลเฉลยเชิงตัวเลขแบบเปรียบเทียบระหว่างการส่ันของเส้นลวดในแนวดิ่งแบบไม่มีความหน่วง
และมีความหน่วงเชิงเส้น 

ผลเฉลยเชิงตวัเลขของเส้นลวดแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วงถูกน ามาเปรียบเทียบกบัผลเฉลยแบบมี
ความหน่วงเชิงเส้น เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีรูปร่างเร่ิมตน้เดียวกนัคือ ( ) sin2x x   ภายใตค้วามเร็วเร่ิมตน้
ท่ีแตกต่างกนั โดยก าหนดให้ค่าสัมประสิทธ์ิของความหน่วงคือ   = 1, 10, 30 ตามล าดบั ดงัแสดงในรูปท่ี 
4.1.1- 4.1.5 และจากผลการเปรียบเทียบ เราจะเห็นวา่เม่ือเพิ่มค่าสัมประสิทธ์ิของความหน่วง   แอมพลิจูด
ของการสั่นจะลดลง ซ่ึงจะไดผ้ลลกัษณะน้ีเสมอ ถึงแมจ้ะมีการเปล่ียนความเร็วเร่ิมตน้เป็นค่าต่างๆ ก็ตาม  
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 4.1.1 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดไม่มีความเร็วเร่ิมตน้ ( ( ) 0)x   

1  10  30 

10t 

0t 

10t 

0t 

10t 

0t 



 

 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 4.1.2 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) 1x   
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 4.1.3 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( )x x   
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 4.1.4 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) cos x x  

1  10  30 

10t  10t 

0t 

10t 

0t 0t 

0t  0t 0t 

1  10  30 

10t  10t  10t 

0t  0t 0t 

1  10  30 

10t  10t  10t 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 4.1.5 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) sin x x  

 
นอกจากน้ี เม่ือก าหนดให้ค่าสัมประสิทธ์ิของความหน่วงตั้งแต่ 100 ถึง 10,000 เราจะพบวา่ค่าแอม

พลิจูดการสั่นจะค่อยๆ ลดลง จนกลายเป็นรูปร่างเร่ิมตน้ของเส้นลวด ( ) sin2x x   เม่ือก าหนดให้เส้นลวด
มีความเร็วเร่ิมตน้ท่ีแตกต่างกนั ดงัรูปท่ี 4.1.6 - 4.1.10   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 4.1.6 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) 0 x  
 
 

100  1,000  10,00 

10t  10t  10t 

0t  0t  0t 

0t  0t 0t 

1  10  30 

10t  10t  10t 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 4.1.7 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) 1 x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 4.1.8 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( )x x   
 
 
 
 
 
 

100  1,000  10,00 

10t  10t  10t 

0t  0t  0t 

100  1,000  10,00 

10t  10t  10t 

0t  0t  0t 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 4.1.9 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) cos x x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 4.1.10 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) sin x x  
 

100  1,000  10,00 

10t  10t  10t 

0t  0t  0t 

100  1,000  10,00 

10t  10t  10t 

0t  0t  0t 



 

4.2 ผลเฉลยเชิงตัวเลขแบบเปรียบเทียบระหว่างการส่ันของเส้นลวดในแนวดิ่งแบบไม่มีความหน่วง
และมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง 

ผลเฉลยเชิงตวัเลขของเส้นลวดแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วงถูกน ามาเปรียบเทียบกบัผลเฉลยแบบมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลังสอง เม่ือก าหนดให้เส้นลวดมีรูปร่างเร่ิมตน้เดียวกนัคือ ( ) sin2x x   โดย
ก าหนดให้ค่าสัมประสิทธ์ิของความหน่วงคือ  = 0.5, 2.5, 3 ตามล าดบั ดงัแสดงในรูปท่ี 4.2.1- 4.2.5 และ
จากผลการเปรีบเทียบ เราจะเห็นวา่เม่ือเพิ่มค่าสัมประสิทธ์ิของความหน่วง   ในช่วง 0.5 ถึง 3 แอมพลิจูด
ของการสั่นจะเพิ่มข้ึนเพียงเล็กนอ้ย แมจ้ะก าหนดใหค้วามเร็วเร่ิมตน้มีค่าแตกต่างกนัก็ตาม  

นอกจากน้ี จากรูปท่ี 4.2.1- 4.2.5 จะเห็นว่าเม่ือเส้นลวดสั่นมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง เส้น
ลวดจะสั่นเกือบจะเหมือนกนัแมจ้ะมีความเร็วเร่ิมตน้ท่ีแตกต่างกนั ในขณะท่ีเส้นลวดสั่นท่ีไม่มีความหน่วง 
เส้นลวดจะมีลกัษณะการสั่นท่ีแตกต่างกนัเม่ือมีความเร็วเร่ิมตน้แตกต่างกนั 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 4.2.1 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดให้เส้นลวดไม่มีความเร็วเร่ิมตน้ ( ( ) 0)x   เม่ือ = 
0.5, 2.5, 3 ตามล าดบั 
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รูปที่ 4.2.2 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) 1 x   
เม่ือ = 0.5, 2.5, 3 ตามล าดบั 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 4.2.3 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) x x   
เม่ือ = 0.5, 2.5, 3 ตามล าดบั 
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รูปที่ 4.2.4 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) cos x x  
เม่ือ  = 0.5, 2.5, 3 ตามล าดบั 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 4.2.5 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) sin x x   
เม่ือ = 0.5, 2.5, 3 ตามล าดบั 
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เม่ือค่อยๆ เพิ่มค่าสัมประสิทธ์ิของความหน่วง   ในช่วง 3.1 ถึง 3.5 เส้นลวดจะสั่นเพิ่มข้ึนจนกระทัง่
ลู่ออกดงัรูปท่ี 4.2.6- 4.2.10 เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ท่ีแตกต่างกนั 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 4.2.6 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไมเ่ชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดไม่มีความเร็วเร่ิมตน้ ( ( ) 0)x    
เม่ือ = 3.1, 3.2, 3.5 ตามล าดบั 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.2.7 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) 1 x  
เม่ือ = 3.1, 3.2, 3.5 ตามล าดบั 
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รูปที่ 4.2.8 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) x x  
เม่ือ = 3.1, 3.2, 3.5 ตามล าดบั 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 4.2.9 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) cosx x   
เม่ือ = 3.1, 3.2, 3.5 ตามล าดบั 
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รูปที่ 4.2.10 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) sinx x   
เม่ือ = 3.1, 3.2, 3.5 ตามล าดบั 

 

จากผลการเปรียบเทียบตามท่ีแสดงไวใ้นรูปท่ี 4.2.1-4.2.5 เราจะเห็นวา่การสั่นแบบมีความหน่วงไม่
เชิงเส้นก าลงัสองมีผลท าให้เส้นลวดสั่นลดลงมากกว่าการสั่นแบบมีความหน่วงเชิงส้น โดยการสั่นแบบมี
ความหน่วงเชิงเส้นนั้น แอมพลิจูดของการสั่นจะแปรผกผนักบัค่าสัมประสิทธ์ิของความหน่วง    กล่าวคือ
แอมพลิจูดของการสั่นจะลดลงเม่ือ   มีค่าเพิ่มข้ึน ในขณะท่ีการสั่นแบบมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง
นั้น แอมพลิจูดของการสั่นจะแปรผนัตรงกบัค่าสัมประสิทธ์ิของความหน่วง    กล่าวคือแอมพลิจูดของการ
สั่นจะลดลงเม่ือ   มีค่าลดลง  

นอกจากน้ี เรายงัพบว่าส าหรับการสั่นแบบมีความหน่วงเชิงเส้น ลกัษณะของการสั่นยงัคงรักษา
รูปร่างเร่ิมตน้ของเส้นลวดไว ้ในงานวิจยัน้ีเราก าหนดให้รูปร่างเร่ิมตน้ของเส้นลวดคือ ( ) sin2x x   จาก
รูปท่ี 4.1.1- 4.1.5 จะเห็นวา่เม่ือมีความหน่วงแบบเชิงเส้น เส้นลวดจะค่อยๆ สั่นลดลงแบบข้ึนอยู่กบัรูปร่าง
เร่ิมตน้และความเร็วเร่ิมตน้ของเส้นลวดเม่ือเวลาผา่นไป ในขณะท่ีการสั่นแบบมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงั
สอง ลกัษณะของการสั่นไม่ข้ึนอยูก่บัรูปร่างเร่ิมตน้และความเร็วเร่ิมตน้ของเส้นลวด จากรูปท่ี 4.2.1- 4.2.5 ผล
ท่ีไดแ้สดงให้เห็นวา่การสั่นแบบมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสองมีผลท าให้เส้นลวดสั่นลดลงอยา่งรวดเร็ว 
และมีลกัษณะการสั่นท่ีแตกต่างจากรูปร่างเร่ิมตน้ของเส้นลวดอยา่งมากเม่ือเวลาผา่นไป  

ยิง่ไปกวา่นั้น ส าหรับกรณีของความหน่วงแบบเชิงเส้น จากรูปท่ี 4.1.1- 4.1.10 จะเห็นวา่ขอบเขตของ
ค่าสัมประสิทธ์ิของความหน่วง    จะเร่ิมจาก 1 ถึง 10,000 ยิ่ง   มีค่ามากข้ึนๆ เส้นลวดจะสั่นลดลงจะ
กระทัง่ไม่สั่นเลย ส่วนกรณีของความหน่วงแบบไม่เชิงเส้นก าลงัสอง จากรูปท่ี 4.2.1- 4.2.5  จะเห็นว่า
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ขอบเขตของค่าสัมประสิทธ์ิของความหน่วง    จะเร่ิมจาก 0.5 ถึง 3 ซ่ึงจะเห็นว่าการเพิ่มค่า   ในช่วง
ดงักล่าว มีผลต่อการลดลงของการสั่นอยา่งรวดเร็วพอๆ กนั โดยไม่ข้ึนอยูก่บัความเร็วเร่ิมตน้ แต่เม่ือ  มีค่า
มากกวา่ 3 การสั่นจะลู่ออกดงัรูปท่ี 4.2.6- 4.2.10   

 
 
 
 
 

 
  
 
 
 
 
รูปที่ 4.2.11 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดงรูปทางซ้ายมือ) และมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง (เส้นสีแดงรูปทางขวา
มือ)  เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) 3 x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 4.2.12 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดงรูปทางซ้ายมือ) และมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง (เส้นสีแดงรูปทางขวา
มือ)  เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ 2( ) 5x x    
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รูปที่ 4.2.13 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดงรูปทางซ้ายมือ) และมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง (เส้นสีแดงรูปทางขวา
มือ)  เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ 3( ) 10x x    

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
รูปที่ 4.2.14 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดงรูปทางซ้ายมือ) และมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง (เส้นสีแดงรูปทางขวา
มือ)  เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) 5sin7x x   
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รูปที่ 4.2.15 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงเชิงเส้น(เส้นสีแดงรูปทางซ้ายมือ) และมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง (เส้นสีแดงรูปทางขวา
มือ)  เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) 3cos5x x   

 
จ า ก รู ป ท่ี  4.2.11-4.2.15 จ ะ เ ห็ น ว่ า เ ม่ื อ ก า หน ด ใ ห้ ค ว า ม เ ร็ ว ต้ น คื อ  ( ) 3,x   

2 5,x  3 10,x  5sin7 ,x 3cos5xตามล าดับ จะท าให้เกิดการสั่นแบบลู่ออก(เส้นสีฟ้า) และเม่ือเพิ่ม
ความหน่วงแบบเชิงเส้นใหก้บัเส้นลวด เส้นลวดจะสั่นลดลงเล็กนอ้ยเม่ือเปรียบเทียบกบัลกัษณะการสั่นแบบ
ไม่มีความหน่วง ซ่ึงยงัคงลู่ออกดงัเส้นกราฟสีแดงในรูปทางซ้ายมือ แต่เม่ือเพิ่มความหน่วงแบบไม่เชิงเส้น
ก าลงัสองให้กบัเส้นลวด เส้นลวดจะสั่นลดลงทนัทีหลงัจากเวลาเร่ิมตน้ ซ่ึงท าให้การก าทอนไม่เกิดข้ึนดงั
เส้นกราฟสีแดงในรูปทางขวามือ ดงันั้นการสั่นแบบมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง สามารถช่วยป้องกนั
การเกิดการก าทอนได ้
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4.3 ผลเฉลยเชิงตัวเลขแบบเปรียบเทียบระหว่างการส่ันของเส้นลวดในแนวดิ่งแบบไม่มีความหน่วง
และมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสาม 
 ในหวัขอ้ท่ี 4.2 เราไดท้  าการศึกษาถึงการจ าลองการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีความหน่วงไม่
เชิงเส้นก าลงัสอง(c = 2) เราจะเห็นวา่แอมพลิจูดของการสั่นลดลงอยา่งรวดเร็ว โดยไม่ข้ึนกบัความเร็วเร่ิมตน้
ของเส้นลวด ในหวัขอ้น้ี เราจะท าการศึกษาถึงลกัษณะการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีความหน่วงไม่เชิง
เส้นก าลงัสาม(c = 3)  และน าผลของกราฟมาเปรียบเทียบกบัการสั่นแบบมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง
จากผลท่ีไดใ้นหัวขอ้ 4.2 ภายใตรู้ปร่างเร่ิมตน้และความเร็วตน้เดียวกนั ผลการเปรียบเทียบแสดงให้เห็นว่า
ส าหรับการสั่นแบบมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสาม แอมพลิจูดของการสั่นแปรผกผนักบัค่าสัมประสิทธ์
ความหน่วง ซ่ึงแตกต่างจากการสั่นแบบมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสองท่ีแอมพลิจูดของการสั่นมีค่าแปร
ผนัตรงกบัค่าสัมประสิทธ์ิความหน่วง  
  

  The numerical simulation of the vibrating suspended string equation accounting for the 

second and third power nonlinear damping cases under the same initial shape; i.e. sin(7x), and 

the various values of  ; i.e.  = 0.5, 1.3, 2 are illustrated in Figs. 1 and 2, respectively. We 

have found that the amplitude of vibration decreases rapidly in case of the second power 

nonlinear damping accounted for especially when alpha is less than 1.2. It can be seen from 

Fig. 1 that the frequency of the vibration is the same as the frequency of the initial shape. In 

addition, the amplitude of vibration is greater than an interval of -1 to 1 when alpha is larger 

than 1.3. 

   The solution of the vibration equation is quite different if the third power nonlinear damping 

is considered as shown in Fig. 2. That is, the amplitude of vibration increases gradually with 

time for every value of alpha, while the frequency of oscillation demonstrates both decrease 

and increase when compared with the frequency of an initial shape. Moreover, the amplitude 

of vibration decreases when alpha increase as shown in Fig. 2. To investigate how initial 

velocity affects the solution, the initial velocity has been varied and assigned to equal to its 

position; i.e. ( )x  = 0, 1 and x. The numerical solution shows that the vibration shape of the 

suspended string with the third power nonlinear damping barely change as illustrated in Figs. 

2-5.   
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รูปที่ 4.3.1 กราฟเปรียบเทียบระหว่างต าแหน่งการสั่นในแนวด่ิงแบบไม่มีความหน่วง(เส้นสีฟ้า) และมี
ความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสาม(เส้นสีแดง) เม่ือก าหนดใหเ้ส้นลวดมีความเร็วเร่ิมตน้ ( ) 0 x  
เม่ือ = 3.1, 3.2, 3.5 ตามล าดบั 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.2 Graphical comparison of the vibration displacements with the third power nonlinear 

damping term for different values of  and time (without the initial velocity; ( )x = 0  m/s). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.3 Graphical comparison of the vibration displacements with the third power nonlinear 

damping term for different values of  and time (with the initial velocity ( )x = 1 m/s). 
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Fig.4 Graphical comparison of the vibration displacements with the third power nonlinear 

damping term for different values of  and time (with the initial velocity ( )x = x m/s). 

 

  รูปท่ี 4.3. แสดงการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิงแบบมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสาม เม่ือ  = 18, 1,000 

and 10,000 จากรูป จะเห็นวา่การสั่นจะมีความถ่ีลดลงเม่ือ  เพิ่มข้ึน โดยเราไดท้ดลองเปล่ียนค่า  ในช่วง 
18 ถึง 10,000 เราพบวา่แอมพลิจูดของการสั่นจะอยูใ่นช่วง -4 ถึง 4 เสมอ นอกจากน้ี เรายงัพบวา่ค่า  ในช่วง 
1,000 ถึง 10,000 ไม่มีผลต่อลกัษณะการสั่น นัน่คือการสั่นคงมีลกัษณะเหมือนเดิม  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.5 Graphical comparison of the vibration displacements with the third power nonlinear 

damping term for different values of   (without the initial velocity; ( )x = 0 m/s). 

 

   Unlike the second power nonlinear damping term, the third power results in a increase in the 

amplitude of vibration. As a consequence, the resonance can not be minimized by adding the 

third power nonlinear damping force while  the second power nonlinear damping term 

prevents resonance from occurring under the defined coefficient of the damping term. 

   The stability condition of the finite difference scheme is given by 2mp <1 where p = k
2
/h, h 

= 0.1 and k = 0.05. The study can be further carried out by investigating various nonlinear 

damping cases i.e. c > 3 and the external forces are added to the string equation. 
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บทที ่5 
สรุปผลการวจิัย และข้อเสนอแนะ 

 
5.1  สรุปผลการวจัิย 
ในงานวิจยัน้ี ระเบียบวิธีผลต่างอนัตะถูกน ามาใชเ้พื่อหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของสมการการสั่นของเส้น

ลวดในแนวด่ิงแบบมีความหน่วงเชิงเส้นและไม่เชิงเส้นก าลงัสองและก าลงัสาม ผลการเปรียบเทียบแสดงให้
เห็นวา่ค่าสัมประสิทธ์ิของความหน่วงและก าลงัของพจน์ความหน่วงมีบทบาทส าคญัต่อการเพิ่มข้ึนหรือลดลง
ของแอมพลิจูดของการสั่น ส่งผลให้ลกัษณะการสั่นทั้งสามแบบมีความแตกต่างกนัอยา่งมาก เม่ือก าหนดให้
ความเร็วเร่ิมตน้และรูปร่างเร่ิมตน้เหมือนกนั โดยการสั่นแบบมีความหน่วงเชิงเส้น เส้นลวดจะค่อยๆ สั่น
ลดลงแบบข้ึนอยูก่บัรูปร่างเร่ิมตน้และความเร็วเร่ิมตน้ของเส้นลวด เม่ือเพิ่มค่าสัมประสิทธ์ิของความหน่วงให้
อยูร่ะหว่าง 1 ถึง 10,000 ในขณะท่ีการสั่นแบบมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสอง เส้นลวดจะสั่นลดลงอยา่ง
รวดเร็วแบบไม่ข้ึนอยู่กับรูปร่างเร่ิมต้นและความเร็วเร่ิมต้นของเส้นลวด เม่ือลดค่าสัมประสิทธ์ิของ
ความหน่วงใหอ้ยูร่ะหวา่ง 1 ถึง 3 ส่วนการสั่นแบบมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสามนั้น เส้นลวดจะสั่นลดลง 
แต่ลกัษณะการสั่นจะลู่ออก เม่ือเพิ่มค่าสัมประสิทธ์ิของความหน่วงระหวา่ง ถึง  

นอกจากน้ี จากผลการเปรียบเทียบลกัษณะการสั่นทั้งสามแบบ ยงัพบวา่การสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิง
แบบมีความหน่วงไม่เชิงเส้นก าลงัสองนั้น สามารถช่วยป้องกนัการเกิดการก าทอน หรือการลู่ออกของการสั่น
ได ้  

จากตวัอย่างทั้งหมดในบทท่ี 4 ก าหนด  0.1h    และ  0.05k   เพื่อท าให้เห็นความแตกต่างของ
เส้นกราฟผลเฉลยท่ีเวลา  t  ต่างๆ กนัและช่วยให้วิเคราะห์กราฟไดง่้ายข้ึน แต่ถา้ก าหนดให้ค่าของ k  มีความ
ละเอียดมากข้ึนกวา่น้ี เช่น ก าหนด 0.02k   จะท าใหเ้ส้นกราฟของผลเฉลยท่ีเวลา  t  ต่างๆ มีความใกลเ้คียง
กนัมากข้ึน ท าให้วิเคราะห์กราฟไดย้ากข้ึน แต่อย่างไรก็ตามในความเป็นจริงแลว้ ควรจะก าหนดค่าของ h  
และ k  ให้มีความละเอียดพอสมควรเพื่อให้เห็นลกัษณะของกราฟการสั่นท่ีใกลเ้คียงกบัความจริง และเพิ่ม
ขอบเขตของเวลาดว้ย 

ในงานวิจยัน้ี เราใชช่้วงยอ่ยของต าแหน่งและเวลาคือ h = 0. 0.01 และ k = 0.0025 ตามล าดบั ซ่ึงเป็นไป

ตามเง่ือนไขของความเสถียรของระเบียบวธีิผลต่างอนัตะ 2 1mp  โดย 
2


k

p
h

   

 
 
 



 

5.2  ข้อเสนอแนะ 
เราสามารถศึกษาเพิ่มเติมเก่ียบการจ าลองการสั่นของเส้นลวดในแนวด่ิง ในกรณีของความหน่วงไม่เชิง

เส้นแบบอ่ืนๆ เช่น 3c  และก าหนดใหค้วามเร็วเร่ิมตน้แทนดว้ยฟังกช์นัท่ีซบัซอ้นข้ึน นอกจากน้ียงัสามารถ
น าแรงภายนอกมาพิจารณาร่วมกบัความหน่วงแบบเชิงเส้นและไม่เชิงเส้นกรณีต่างๆ วา่มีผลต่อลกัษณะการ
สั่นของเส้นลวดอยา่งไร  
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ภาคผนวก  ก. 
 



 

วธีิการเปิดไฟล์โปรแกรม MATLAB 
ขั้นที ่1  ส าเนาไฟล ์directory “project_SSS_GUI _v1.2.1” จากแผน่ CD ลงใน directory ของ MATLAB  
             ในเคร่ือง 
ขั้นที ่2  คล๊ิกท่ีปุ่ม strat มุมล่างซา้ยมือท่ีหนา้จอ window 
ขั้นที ่3  เลือกเขา้โปรแกรม MATLAB  
ขั้นที ่4  คล๊ิกปุ่มเปิดไฟล ์  แลว้เขา้ directory ของ MATLAB แลว้เปิดไฟล ์project_SSS_GUI _v1.2.1  
              ดงัรูป 
 
 
 
 
 

 
  

 

ภาคผนวก  ข. 
 
 

รูปที ่1 รูปแสดงหนา้จอการเปิดไฟลใ์นโปรแกรม MATLAB 
 
ขั้นที ่5  ดบัเบิ้ลคล๊ิกท่ีไฟล ์“project_SSS_GUI _v1.2.1” 
 
 
 
 
 
 
 



 

ขั้นที ่6  ดบัเบิ้ลคล๊ิกท่ีไฟล ์“Main.m” จะปรากฎหนา้จอของ source code ดงัน้ี 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่2 รูปแสดงหนา้จอของ Source Code 
 
 
 
 



 

ขั้นที ่7 คล๊ิกปุ่ม  บนแถบเคร่ืองมือเพื่อ run program จะปรากฏหนา้จอ GUI ดงัน้ี  
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3 รูปแสดงหนา้จอของ GUI 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก 
 

เป็นส่วนท่ีช่วยให้ผูอ่้านเขา้ใจเน้ือหาของงานวิจยัไดล้ะเอียดชดัเจนยิ่งข้ึน หรือไดรั้บความรู้เพิ่มข้ึน
จากตวัเน้ือเร่ือง  ซ่ึงไดแ้ก่  แบบสัมภาษณ์  แบบสอบถาม  เวลาท่ีใชใ้นการวิจยั  งบประมาณเพื่อการ
วจิยั   ผลงานวจิยัท่ีเก่ียวขอ้งกบัการท าโครงการวิจยัและไดรั้บการตีพิมพ์เผยแพร่หรือขอ้มูลเอกสารท่ี
เก่ียวขอ้ง ภาคผนวกอาจจะมีมากกว่า  1 ภาคก็ได ้โดยก าหนดเป็น ภาคผนวก ก  ภาคผนวก ข  หรือ 
ภาคผนวก  ค  เป็นตน้ 
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