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บทคัดย่อ 
บทความฉบับนี้สร้างการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมของกราฟดัมเบลและกราฟไม้พายตามล าดับ 

ซึ่งกราฟดัมเบลสร้างจากกราฟวง 𝐶𝑛  สองกราฟเชื่อมต่อกันด้วยเส้นเชื่อมหนึ่งเส้น เมื่อ 𝑛 ≥ 3 และ
กราฟไม้พายสร้างจากกราฟพัด 𝐹𝑛 สองกราฟเชื่อมต่อกันด้วยเส้นเชื่อมหนึ่งเส้น เมื่อ 𝑛 ≥ 2 แล้ว
พิสูจน์ว่า ส าหรับจ านวนเต็ม 𝑛 ที ่ 𝑛 ≥ 3 การก ากับบนเส้นเชื ่อมของกราฟดัมเบลที่สร้างเป็น 
การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงาม และส าหรับจ านวนเต็มคี่ 𝑛 ที่ 𝑛 ≥ 3 การก ากับบนเส้น
เชื่อมของกราฟไม้พายที่สร้างเป็นการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงาม 
ค าส าคัญ:  กราฟวง กราฟพัด การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงาม 
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ABSTRACT 
This article construct edge-odd labelings for dumbbell graph and paddle graph, 

respectively. The dumbbell graph is constructed by connecting two cycle graphs 𝐶𝑛 
by an edge, for 𝑛 ≥ 3 and the paddle graph is constructed by connecting two fan 
graphs 𝐹𝑛 by an edge, for 𝑛 ≥ 2.  We then proof that the constructed labelings are an 
edge-odd graceful labeling of the dumbbell graph for 𝑛 ≥ 3 and an edge-odd graceful 
labeling of the paddle graph for odd integers 𝑛 such that 𝑛 ≥ 3. 
Keywords:  Cycle graph, Fan graph, Edge-odd graceful labeling 

1. บทน า 
ให้ 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) เป็นกราฟเชิงเดียวที ่มี 𝑉(𝐺) เป็นเซตของจุดยอด และ 𝐸(𝐺) เป็น 

เซตของเส้นเชื ่อมที ่มีจ  านวน 𝑞 เส้น ในปี ค.ศ.1967 Rosa [5] ได้ให้บทนิยามของการก ากับ 
อย่างสวยงามของ 𝐺 ซึ่งเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก 𝑉(𝐺) ไปยัง {0, 1, 2, … , 𝑞} ที่ท าให้การก ากับบน
เส้นเชื ่อม 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺) แต่ละเส้นที ่ก าหนดโดย |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| แตกต่างกันทั ้งหมด ต่อมาในปี  
ค.ศ.1991 Gnanajothi [4] ได้ให้บทนิยามของการก ากับจ านวนคี่อย่างสวยงามของ 𝐺 ซึ่งเป็นฟังก์ชัน
หนึ ่งต่อหนึ ่งจาก 𝑉(𝐺) ไปยัง {0, 1, 2, … , 2𝑞 − 1} ที ่ท าให้การก ากับบนเส้นเชื ่อม 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺)  
แต่ละเส้นที่ก าหนดโดย |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| เป็นตัวเลขใน {1, 3, 5, … , 2𝑞 − 1} ที่แตกต่างกันทั้งหมด 
และในปี ค.ศ.2009 Solairaju และ Chithra [7] ได้ให้บทนิยามของการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อม 
ที่คล้ายเป็นปัญหาผกผันของการก ากับจ านวนคี่อย่างสวยงามของ 𝐺 ที่นิยามโดย Gnanajothi [4]  
ดังบทนิยามต่อไปนี้ 

บทนิยาม 1.1 [7] การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟ 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) เป็น
ฟังก์ชันสมนัยหนึ่งต่อหนึ่ง 𝑓: 𝐸(𝐺) → {1, 3, 5, … , 2𝑞 − 1} ที่เหนี่ยวน าให้ฟังก์ชัน 

𝑓+(𝑣) = ∑ 𝑓(𝑢𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 (mod 2𝑞) 

ส าหรับจุดยอด 𝑣 ใด ๆ ใน 𝑉(𝐺) เป็นจ านวนใน {0, 1, 2, … , 2𝑞 − 1} ที่แตกต่างกันทั้งหมด 
Solairaju และ Chithra [7] ได ้สร ้างการก าก ับจ  านวนคี ่บนเส ้นเช ื ่อมอย่างสวยงามของ 

กราฟต้นไม้ฮอฟแมน 𝑃𝑛Θ𝑃2 เมื่อ 𝑛 ≥ 2 กราฟไบสตาร์ 𝐵𝑛,𝑛 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที ่ 𝑛 ≥ 3 
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กราฟ < 𝐾1,𝑛: 2 > เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 3 กราฟดับเบิลสตาร์ 𝐾1,𝑛,𝑛 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวน
เต็มคู่ที่ 𝑛 ≥ 2 ซึ่งทั้งหมดเป็นกราฟที่เกี่ยวข้องกับกราฟวิถี ต่อมาในปี ค.ศ.2013 Singhun [6] ได้
สร้างการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟ 𝑆𝐹(𝑛, 𝑚) เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนนับและ 
𝑚 = 1 หรือ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 3 และ 𝑚 เป็นจ านวนเต็มคู่ที่ 𝑛|𝑚 และการก ากับจ านวนคี่
บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟล้อ 𝑊𝑛 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคู่ ซึ่งเป็นกราฟที่เก่ียวข้องกับกราฟ
วิถีและกราฟวง และในปีเดียวกันนี้ Wongpradit และ คณะ [8] ได้สร้างการก ากับจ านวนคี่บนเส้น
เชื่อมอย่างสวยงามของกราฟปริซึมของวง 𝐶𝑛 เมื่อ 𝑛 ≥ 3 และกราฟเพลา Shaft(𝑛, 1) เมื่อ  𝑛 เป็น
จ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 3 ต่อมาในปี ค.ศ.2015 Boonklurb และ คณะ [3] ได้สร้างการก ากับจ านวนคี่
บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟปริซึมของสตาร์ 𝑆𝑛 เมื่อ 𝑛 ≥ 3 กราฟ Prism3(𝑆𝑛) เมื่อ 𝑛 ≥ 3 
และ 𝑛 ≡ 2 (mod 6) และกราฟ Prism(𝑊𝑛) เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคู่ที่ 𝑛 ≥ 4 ซึ่งกราฟที่พิจารณา
ใน Boonklurb และ คณะ [3] และ Wongpradit และ คณะ [8] สร้างจากการคัดลอกกราฟเดิมสอง
หรือสามรูป แล้วเชื่อมจุดยอดที่สมนัยกันของกราฟที่คัดลอกเหล่านั้นไว้ด้วยเส้นเชื่อม และในปี
เด ียวกัน ศ ิร ิร ัตน ์ ส ิงห ันต ์ [1] ได ้สร ้างการก าก ับจ  านวนคี ่บนเส้นเช ื ่อมอย่างสวยงามของ 
กราฟว่าว (𝑛, 𝑚) − kite เมื่อ 𝑛 ≥ 3 และ 𝑚 = 1 หรือ 2 และกราฟพัด 𝐹𝑛 เมื่อ 𝑛 = 2, 3 และ 
𝑛 ≡ 1 (mod 4)  

บทความฉบับนี ้ได้แรงบันดาลใจจาก ศิริรัตน์ สิงหันต์ [1] Boonklurb และ คณะ [3] และ 
Wongpradit และ คณะ [8] โดยพิจารณากราฟที่เกิดจากการคัดลอกกราฟวง และกราฟที่เกิดจาก
การคัดลอกกราฟพัด แล้วเชื่อมทั้งสองกราฟนี้ด้วยเส้นเชื่อมหนึ่งเส้น โดยนิยามกราฟทั้งสองนี้ว่า
กราฟดัมเบล และกราฟไม้พายตามล าดับ ในที่นี่จึงขอให้บทนิยามส าหรับกราฟวง กราฟวิถี กราฟพัด 
กราฟดัมเบล และกราฟไม้พายดังต่อไปนี้ 

บทนิยาม 1.2  
(i) [2] ให้ 𝑛 ≥ 3 กราฟวง 𝐶𝑛 เป็นกราฟที่มีจุดยอด 𝑛 จุด และมีเส้นเชื่อม 𝑛 เส้น โดยจุดยอด

สามารถวางเรียงตัวเป็นเส้นรอบวงของวงกลม และจุดยอดสองจุดมีเส้นเชื่อมหากันก็ต่อเมื่อทั้งสองจุด
นั้นวางอยู่ถัดกันบนเส้นรอบวง  

(ii) [2] ให้ 𝑛 เป็นจ านวนนับ กราฟวิถ ี𝑃𝑛 เป็นกราฟที่มีจุดยอด 𝑛 จุด โดยจุดเหล่านั้นสามารถวาง
เรียงต่อกันเป็นเส้น และจุดยอดสองจุดมีเส้นเชื่อมหากันก็ต่อเมื่อทั้งสองจุดนั้นวางอยู่ถัดกันบนเส้น 
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(iii) [2] ให้ 𝑛 ≥ 2 กราฟพัด 𝐹𝑛 เป็นกราฟที่ประกอบด้วยกราฟวิถี 𝑃𝑛 และจุดยอดอีกหนึ่งจุด  
โดยจุดยอดจุดนี้มีเส้นเชื่อมไปหาจุดยอดทุกจุดบน 𝑃𝑛  

(iv) ให้ 𝑛 ≥ 3 กราฟดัมเบล Dumbbell(𝑛) เป็นกราฟประกอบด้วยกราฟวง 𝐶𝑛 สองกราฟ  
โดยจุดยอดบน 𝐶𝑛 รูปหนึ่งชื่อ 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛 เรียงตัวในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา จุดยอดบน 𝐶𝑛 อีก
รูปหนึ่งชื่อ 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢𝑛 เรียงตัวในทิศทางตามเข็มนาฬิกา และมีเส้นเชื่อมระหว่าง 𝑣1 และ 𝑢1  

(v) ให้ 𝑛 ≥ 3 กราฟไม้พาย Paddle(𝑛) เป็นกราฟประกอบด้วยกราฟพัด 𝐹𝑛 สองกราฟ โดย 
จุดยอดบน 𝐹𝑛 รูปหนึ่งชื่อ 𝑣, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛 เรียงตัวในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา และ 𝑣 มีเส้นเชื่อม
ไปหา 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛 จุดยอดบน 𝐹𝑛 อีกรูปหนึ่งชื ่อ 𝑢, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢𝑛 เรียงตัวในทิศทางตาม 
เข็มนาฬิกา และ 𝑢 มีเส้นเชื่อมไปหา 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢𝑛 และมีเส้นเชื่อมระหว่าง 𝑣 และ 𝑢  

 
 
 
 
 

รูปที่ 1.1 กราฟวง 𝐶4 กราฟวิถี 𝑃4 และกราฟพัด 𝐹5 

 
 
  
 
 

รูปที่ 1.2 กราฟดัมเบล Dumbbell(5) 

 

 

 
   
 

รูปที่ 1.3 กราฟไม้พาย Paddle(5) 
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สังเกตว่า |𝐸(Dumbbell(𝑛))| = 2𝑛 + 1 และ |𝐸(Paddle(𝑛))| = 4𝑛 − 1 

2. การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟดัมเบล 𝐃𝐮𝐦𝐛𝐛𝐞𝐥𝐥(𝒏) 
ส าหรับ 𝑛 ≥ 3 สร้างการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื ่อมของกราฟดัมเบล Dumbell(𝑛) ซึ ่งคือ 

ฟังก์ชัน 𝑓: 𝐸(Dumbbell(𝑛)) → {1, 3, 5, … , 4𝑛 + 1} โดยขั้นตอนวิธีต่อไปนี้ 

ขั้นตอนวิธี 2.1  
(i) 𝑓(𝑣1𝑢1) = 1  
(ii) 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) = 2𝑖 + 1 เมื่อ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 
(iii) 𝑓(𝑣1𝑣𝑛) = 2𝑛 + 1  
(iv) 𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖+1) = 2𝑛 + 2𝑖 + 1 เมื่อ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 

(v) 𝑓(𝑢1𝑢𝑛) = 4𝑛 + 1  

 
   
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.1 การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมของกราฟดัมเบล Dumbell(3), 
Dumbell(4) และ Dumbell(5) โดยขั้นตอนวิธี 2.1 

ทฤษฎีบท 2.1 ส าหรับ 𝑛 ≥ 3 การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมของกราฟดัมเบล Dumbbell(𝑛)  
ที ่สร้างโดยขั้นตอนวิธี 2.1 เป็นการก ากับจ านวนคี ่บนเส้นเชื ่อมอย่างสวยงามของกราฟดัมเบล 
Dumbbell(𝑛)  
บทพิสูจน์ เห็นได้ชัดจากข้ันตอนวิธี 2.1 ว่า  

 𝑓 (𝐸(Dumbbell(𝑛))) = {𝑓(𝑣1𝑢1)} ∪ {𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1)|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑓(𝑣1𝑣𝑛)} 

                ∪ {𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖+1) | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑓(𝑢1𝑢𝑛)} 
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         = {1} ∪ {3, 5, 7, … , 2𝑛 − 1} ∪ {2𝑛 + 1} 
                ∪ {2𝑛 + 3, 2𝑛 + 5, 2𝑛 + 7, … , 4𝑛 − 1} ∪ {4𝑛 + 1} 
         = {1, 3, 5, … , 4𝑛 + 1}      
ดังนั้น 𝑓 เป็นฟังก์ชันจาก 𝐸(Dumbbell(𝑛)) ไปทั่วถึง {1, 3, 5, … , 4𝑛 + 1}  
เนื ่องจาก |𝐸(Dumbbell(𝑛))| = |{1, 3, 5, … , 4𝑛 + 1}| = 2𝑛 + 1 ท าให้ 𝑓 เป็นฟังก์ช ันสมนัย 
หนึ่งต่อหนึ่งจาก 𝐸(Dumbbell(𝑛)) ไปทั่วถึง {1, 3, 5, … , 4𝑛 + 1}  
ต่อมาให้ 𝑤 ∈ 𝑉(Dumbbell(𝑛))  

กรณ ี𝑤 = 𝑣1 โดยขั้นตอนวิธี 2.1 (i), (ii) และ (iii) จะได้ว่า  
 𝐴1  = {𝑓+(𝑣1)} 
         = {(𝑓(𝑣1𝑢1) + 𝑓(𝑣1𝑣2) + 𝑓(𝑣1𝑣𝑛)) (mod 4𝑛 + 2)}  
         = {(1 + 3 + 2𝑛 + 1) (mod 4𝑛 + 2)} 
         = {2𝑛 + 5} 

กรณ ี𝑤 = 𝑣𝑖 เมื่อ 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 โดยขั้นตอนวิธี 2.1 (ii) จะได้ว่า  
 𝐴2 = {𝑓+(𝑣𝑖) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {(𝑓(𝑣𝑖−1𝑣𝑖) + 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1))(mod 4𝑛 + 2)| 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {(2(𝑖 − 1) + 1 + 2𝑖 + 1) (mod 4𝑛 + 2) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {4𝑖 | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 

กรณ ี𝑤 = 𝑣𝑛 โดยขั้นตอนวิธี 2.1 (ii) และ (iii) จะได้ว่า  
 𝐴3 = {𝑓+(𝑣𝑛)} 
        = {(𝑓(𝑣𝑛−1𝑣𝑛) + 𝑓(𝑣1𝑣𝑛)) (mod 4𝑛 + 2)} 
        = {(2(𝑛 − 1) + 1 + 2𝑛 + 1) (mod 4𝑛 + 2)}  
        = {4𝑛} 

กรณ ี𝑤 = 𝑢1 โดยขั้นตอนวิธี 2.1 (i), (iv) และ (v) จะได้ว่า  
 𝐴4 = {𝑓+(𝑢1)}  
        = {(𝑓(𝑣1𝑢1) + 𝑓(𝑢1𝑢2) + 𝑓(𝑢1𝑢𝑛)) (mod 4𝑛 + 2)} 
        = {(1 + 2𝑛 + 3 + 4𝑛 + 1) (mod 4𝑛 + 2)}  
        = {2𝑛 + 3} 

กรณ ี𝑤 = 𝑢𝑖 เมื่อ 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1  โดยขั้นตอนวิธี 2.1 (iv) จะได้ว่า  
 𝐴5 = {𝑓+(𝑢𝑖)|2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {(𝑓(𝑢𝑖−1𝑢𝑖) + 𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖+1))(mod 4𝑛 + 2)| 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {(2𝑛 + 2(𝑖 − 1) + 1 + 2𝑛 + 2𝑖 + 1) (mod 4𝑛 + 2) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1}  
        = {4𝑖 − 2 | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 

กรณ ี𝑤 = 𝑢𝑛 โดยขั้นตอนวิธี 2.1 (iv) และ (v) จะได้ว่า  
 𝐴6 = {𝑓+(𝑢𝑛)}  
        = {(𝑓(𝑢𝑛−1𝑢𝑛) + 𝑓(𝑢1𝑢𝑛)) (mod 4𝑛 + 2)} 
        = {(2𝑛 + 2(𝑛 − 1) + 1 + 4𝑛 + 1) (mod 4𝑛 + 2)}  
        = {4𝑛 − 2} 
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เห็นได้ชัดว่า 𝐴1 ∩ 𝐴3 = ∅, 𝐴1 ∩ 𝐴4 = ∅, 𝐴1 ∩ 𝐴6 = ∅, 𝐴3 ∩ 𝐴4 = ∅, 𝐴3 ∩ 𝐴6 = ∅ และ 
𝐴4 ∩ 𝐴6 = ∅ 
ต่อมาสังเกตว่าสมาชิกใน 𝐴1 และ 𝐴4 เป็นจ านวนเต็มคี่ แต่สมาชิกใน 𝐴2 และ 𝐴5 เป็นจ านวนเต็มคู่ 
ดังนั้น 𝐴1 ∩ 𝐴2 = ∅, 𝐴1 ∩ 𝐴5 = ∅, 𝐴2 ∩ 𝐴4 = ∅ และ 𝐴4 ∩ 𝐴5 = ∅ และสังเกตว่า 

max
2≤𝑖≤𝑛−1

𝐴2 = 4𝑛 − 4 < 4𝑛 − 2 < 4𝑛 และ max
2≤𝑖≤𝑛−1

𝐴5 = 4𝑛 − 6 < 4𝑛 − 2 < 4𝑛 

ดังนั้น 𝐴2 ∩ 𝐴3 = ∅, 𝐴2 ∩ 𝐴6 = ∅, 𝐴3 ∩ 𝐴5 = ∅ และ 𝐴5 ∩ 𝐴6 = ∅  
สุดท้ายสังเกตว่าสมาชิกทุกตัวใน 𝐴2 หารด้วย 4 ลงตัว แต่สมาชิกทุกตัวใน 𝐴5 หารด้วย 4 แล้วเหลือ
เศษ 2 ดังนั ้น 𝐴2 ∩ 𝐴5 = ∅ ท าให้ได้ว ่าการก ากับ 𝑓+ บนจุดยอดเป็นจ านวนใน {0, 1, 2, … , 

4𝑛 + 2} ที ่แตกต่างกันทั ้งหมด จึงได้ว ่าการก ากับจ านวนคี ่บนเส ้นเช ื ่อมของกราฟดัมเบล 
Dumbbell(𝑛) ที่สร้างโดยขั้นตอนวิธี 2.1 เป็นการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของ
กราฟดัมเบล Dumbbell(𝑛)                

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.2 การก ากับการก ากับ 𝑓+ บนจุดยอดของกราฟดัมเบล Dumbell(3), Dumbell(4) และ 
Dumbell(5) โดยขั้นตอนวิธี 2.1 

3. การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟไม้พาย 𝐏𝐚𝐝𝐝𝐥𝐞(𝒏) 
ส าหรับ 𝑛 = 3 สร้างการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อม 𝑓: 𝐸(Paddle(3)) → {1, 3, 5, … , 21} ของ

กราฟไม้พาย Paddle(3) ดังรูปที่ 3.1 
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รูปที่ 3.1 การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมของกราฟไม้พาย Paddle(3) 

ให้ 𝑣 ∈ 𝑉(Paddle(3))  
ตรวจสอบการก ากับบนจุดยอด 𝑓+(𝑣) = ∑ 𝑓(𝑢𝑣)𝑢𝑣∈𝐸(Paddle(3))  (mod 22) จะได้การก ากับ 
บนจุดยอดของกราฟไม้พาย Paddle(3) ดังรูปที่ 3.2 

 
รูปที่ 3.2 การก ากับบนจุดยอดของกราฟไม้พาย Paddle(3) 

จะเห็นว่าที่แต่ละจุดยอดของ Paddle(3) การก ากับบนจุดยอดของกราฟไม้พาย Paddle(3)  
ดังรูปที่ 3.2 เป็นจ านวนเต็มใน {0, 1, 2, … , 21} ที่แตกต่างกันทั้งหมด ดังนั้น การก ากับจ านวนคี่  
บนเส้นเชื่อม 𝑓 ดังรูปที่ 3.1 เป็นการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟไม้พาย 
Paddle(3) 

ส าหรับ 𝑛 ≥ 4 สร้างการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมของกราฟไม้พาย Paddle(𝑛) ซึ่งคือ ฟังก์ชัน 
𝑓: 𝐸(Paddle(𝑛)) → {1, 3, 5, … , 8𝑛 − 3} โดยขั้นตอนวิธีต่อไปนี้ 

ขั้นตอนวิธี 3.1  
(i) 𝑓(𝑣𝑢) = 1  
(ii) 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) = 2𝑖 + 1 เมื่อ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 
(iii) 𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖+1) = 2𝑛 + 2𝑖 − 1 เมื่อ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1  
(iv) 𝑓(𝑣𝑣𝑖) = 6𝑛 − 2𝑖 − 1 เมื่อ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 
(v) 𝑓(𝑢𝑢𝑖) = 8𝑛 − 2𝑖 − 1 เมื่อ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 
 

17

19

215

3
1

11

9

7

13

15

0

15

2

614

4

20

5



 วารสารคณิตศาสตร์ ปริมา 65 เล่มที่ 702 กันยายน – ธันวาคม 2563 

65 

 
รูปที่ 3.3 การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมของกราฟไม้พาย Paddle(5) โดยขั้นตอนวิธี 3.1 

ทฤษฎีบท 3.1 ส าหรับจ านวนเต็มคี่ 𝑛 ที่ 𝑛 ≥ 3 การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมของกราฟไม้พาย 
Paddle(𝑛) ที่สร้างโดยขั้นตอนวิธี 3.1 เป็นการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟ 
ไม้พาย Paddle(𝑛) 
บทพิสูจน์ จากรูปที่ 3.2 เราทราบแล้วว่าการก ากับบนเส้นเชื่อมของกราฟไม้พาย Paddle(3) เป็น
การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟไม้พาย Paddle(3)  
ให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ท่ี 𝑛 ≥ 5 เห็นได้ชัดจากข้ันตอนวิธี 3.1 ว่า  

 𝑓 (𝐸(Paddle(𝑛))) = {𝑓(𝑣𝑢)} ∪ {𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 

                         ∪ {𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖+1) | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑓(𝑣𝑣𝑖) | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} 
             ∪ {𝑓(𝑢𝑢𝑖) | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} 
         = {1} ∪ {3, 5, 7, … , 2𝑛 − 1} ∪ {2𝑛 + 1, 2𝑛 + 3, 2𝑛 + 5, … , 4𝑛 − 3} 
             ∪ {6𝑛 − 3, 6𝑛 − 5, 6𝑛 − 7, … , 4𝑛 + 1} 
               ∪ {8𝑛 − 3, 8𝑛 − 5, 8𝑛 − 7, … , 6𝑛 − 1} 
      = {1, 3, 5, … , 8𝑛 − 3} 
ดังนั้น 𝑓 เป็นฟังก์ชันจาก 𝐸(Paddle(𝑛)) ไปทั่วถึง {1, 3, 5, … , 8𝑛 − 3} 
เนื่องจาก |𝐸(Paddle(𝑛))| = |{1, 3, 5, … , 8𝑛 − 3}| = 4𝑛 − 1  
ท าให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชันสมนัยหนึ่งต่อหนึ่งจาก 𝐸(Paddle(𝑛)) ไปทั่วถึง {1, 3, 5, … , 8𝑛 − 3}  
ให้ 𝑤 ∈ 𝑉(Paddle(𝑛))  

กรณ ี𝑤 = 𝑣 โดยขั้นตอนวิธี 3.1 (i) และ (iv) จะได้ว่า  
 𝐴1  = {𝑓+(𝑣)}  
         = {(𝑓(𝑣𝑢) + ∑ 𝑓(𝑣𝑣𝑖)𝑛

𝑖=1 ) (mod 8𝑛 − 2)} 
           = {(1 + ∑ (6𝑛 − 2𝑖 − 1)𝑛

𝑖=1 ) (mod 8𝑛 − 2)} 
           = {(5𝑛2 − 2𝑛 + 1) (mod 8𝑛 − 2)} 

กรณ ี𝑤 = 𝑣1 โดยขั้นตอนวิธี 3.1 (ii) และ (iv) จะได้ว่า  
 𝐴2 = {𝑓+(𝑣1)}  
        = {(𝑓(𝑣1𝑣2) + 𝑓(𝑣𝑣1)) (mod 8𝑛 − 2)} 
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        = {(3 + 6𝑛 − 3) (mod 8𝑛 − 2)}  
        = {6𝑛} 

กรณ ี𝑤 = 𝑣𝑖 เมื่อ 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 โดยขั้นตอนวิธี 3.1 (ii) และ (iv) จะได้ว่า  
 𝐴3 = {𝑓+(𝑣𝑖) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {(𝑓(𝑣𝑖−1𝑣𝑖) + 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) + 𝑓(𝑣𝑣𝑖)) (mod 8𝑛 − 2) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {(2(𝑖 − 1) + 1 + 2𝑖 + 1 + 6𝑛 − 2𝑖 − 1) (mod 8𝑛 − 2) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
         = {6𝑛 + 2𝑖 − 1 | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 

กรณ ี𝑤 = 𝑣𝑛 โดยขั้นตอนวิธี 3.1 (ii) และ (iv) จะได้ว่า  
 𝐴4 = {𝑓+(𝑣𝑛)}  
        = {(𝑓(𝑣𝑛−1𝑣𝑛) + 𝑓(𝑣𝑣𝑛) )(mod 8𝑛 − 2)} 
        = {(2𝑛 − 1 + 4𝑛 − 1) (mod 8𝑛 − 2)}  
        = {6𝑛 − 2} 

กรณ ี𝑤 = 𝑢 โดยขั้นตอนวิธี 3.1 (i) และ (v) จะได้ว่า  
 𝐴5 = {𝑓+(𝑢)}  
        = {(𝑓(𝑣𝑢) + ∑ 𝑓(𝑢𝑢𝑖)𝑛

𝑖=1 ) (mod 8𝑛 − 2)} 
        = {(1 + ∑ (8𝑛 − 2𝑖 − 1)𝑛

𝑖=1 ) (mod 8𝑛 − 2)}  
        = {(7𝑛2 − 2𝑛 + 1) (mod 8𝑛 − 2)} 

กรณ ี𝑤 = 𝑢1 โดยขั้นตอนวิธี 3.1 (iii) และ (v) จะได้ว่า  
 𝐴6 = {𝑓+(𝑢1)}  
        = {(𝑓(𝑢1𝑢2) + 𝑓(𝑢𝑢1)) (mod 8𝑛 − 2)} 
        = {(2𝑛 + 1 + 8𝑛 − 3) (mod 8𝑛 − 2)}  
        = {2𝑛} 

กรณ ี𝑤 = 𝑢𝑖 เมื่อ 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 โดยขั้นตอนวิธี 3.1 (iii) และ (v) จะได้ว่า  
 𝐴7 = {𝑓+(𝑢𝑖) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {(𝑓(𝑢𝑖−1𝑢𝑖) + 𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖+1) + 𝑓(𝑢𝑢𝑖)) (mod 8𝑛 − 2) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {(2𝑛 + 2(𝑖 − 1) − 1 + 2𝑛 + 2𝑖 − 1 + 8𝑛 − 2𝑖 − 1) (mod 8𝑛 − 2) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {4𝑛 + 2𝑖 − 3 | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1  } 

กรณ ี𝑤 = 𝑢𝑛 โดยขั้นตอนวิธี 3.1 (iii) และ (v) จะได้ว่า  
 𝐴8 = {𝑓+(𝑢𝑛)}  
        = {(𝑓(𝑢𝑛−1𝑢𝑛) + 𝑓(𝑢𝑢𝑛)) (mod 8𝑛 − 2)} 
        = {(4𝑛 − 3 + 6𝑛 − 1) (mod 4𝑛 + 2)}  
        = {2𝑛 − 2} 

เห็นได้ชัดว่า 𝐴2 ∩ 𝐴4 = ∅, 𝐴2 ∩ 𝐴6 = ∅, 𝐴2 ∩ 𝐴8 = ∅, 𝐴4 ∩ 𝐴6 = ∅, 𝐴4 ∩ 𝐴8 = ∅ และ 
𝐴6 ∩ 𝐴8 = ∅ 
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ต่อมาสังเกตว่า min
2≤𝑖≤𝑛−1

𝐴3 = 6𝑛 + 3 > 6𝑛 

                                                                   > 6𝑛 − 2 

                                                                   > 6𝑛 − 5 (= max
2≤𝑖≤𝑛−1

𝐴7)                                                                    

                                                                   > 4𝑛 + 1 (= min
2≤𝑖≤𝑛−1

𝐴7) 

                                                                   > 2𝑛 
                                                                   > 2𝑛 − 2  
ดังนั้น 𝐴2 ∩ 𝐴3 = ∅, 𝐴2 ∩ 𝐴7 = ∅, 𝐴3 ∩ 𝐴4 = ∅, 𝐴3 ∩ 𝐴6 = ∅, 𝐴3 ∩ 𝐴7 = ∅, 𝐴3 ∩ 𝐴8 = ∅, 
𝐴4 ∩ 𝐴7 = ∅, 𝐴6 ∩ 𝐴7 = ∅ และ 𝐴7 ∩ 𝐴8 = ∅  

ต่อมาสมมติว่า มี 𝑖 ที่ 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 และ 5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 6𝑛 + 2𝑖 − 1 (mod 8𝑛 − 2) หรือ  
5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 4𝑛 + 2𝑖 − 3 (mod 8𝑛 − 2) หรือ 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 6𝑛 + 2𝑖 − 1 (mod 8𝑛 − 2) 
หรือ 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 4𝑛 + 2𝑖 − 3 (mod 8𝑛 − 2)  

จะได้ว่า 8𝑛 − 2 | 5𝑛2 − 8𝑛 − 2𝑖 + 2 หรือ 8𝑛 − 2 | 5𝑛2 − 6𝑛 − 2𝑖 + 4 หรือ 
8𝑛 − 2 | 7𝑛2 − 8𝑛 − 2𝑖 + 2 หรือ 8𝑛 − 2|7𝑛2 − 6𝑛 − 2𝑖 + 4  

เนื่องจาก 8𝑛 − 2 เป็นจ านวนคู ่ ดังนั้น 5𝑛2 − 8𝑛 − 2𝑖 + 2 หรือ 5𝑛2 − 6𝑛 − 2𝑖 + 4 หรือ 
7𝑛2 − 8𝑛 − 2𝑖 + 2 หรือ 7𝑛2 − 6𝑛 − 2𝑖 + 4 เป็นจ านวนคู่ด้วย ซึ ่งเป็นไปไม่ได้ เพราะ 𝑛 เป็น
จ านวนคี่ เกิดข้อขัดแย้ง ดังนั้น 𝐴1 ∩ 𝐴3 = ∅, 𝐴1 ∩ 𝐴7 = ∅, 𝐴3 ∩ 𝐴5 = ∅ และ 𝐴5 ∩ 𝐴7 = ∅ 
จะพิสูจน์ว่า 𝐴1 ∩ 𝐴2 = ∅  

สมมติว่า 5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 6𝑛 (mod 8𝑛 − 2) นั่นคือ 5𝑛2 − 1 ≡ 0 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 ท าให้ 5𝑛2 − 1 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1)  
เนื่องจาก 5𝑛2 − 1 = (4𝑛 − 1)(4𝑛 + 1) − 11𝑛2 และ ห.ร.ม. (4𝑛 − 1, 𝑛) = 1  

ท าให้ได้ว่า 4𝑛 − 1 | 11  
แตเ่มื่อ 𝑛 เป็นจ านวนนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 5 จะได้ 4𝑛 − 1 > 11 เกิดข้อขัดแย้ง 
ดังนั้น 𝐴1 ∩ 𝐴2 = ∅ 

จะพิสูจน์ว่า 𝐴1 ∩ 𝐴4 = ∅  
สมมติว่า 5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 6𝑛 − 2 (mod 8𝑛 − 2) นั่นคือ 5𝑛2 + 1 ≡ 0 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 ท าให้ 5𝑛2 + 1 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1)  
เนื่องจาก 5𝑛2 + 1 = −(4𝑛 − 1)(4𝑛 + 1) + 21𝑛2 และ ห.ร.ม.(4𝑛 − 1, 𝑛) = 1  

ท าให้ได้ว่า 4𝑛 − 1 | 21  
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แต่เมื่อ 𝑛 = 5 จะได้ 4𝑛 − 1 = 19 ซึ่ง 19 ∤ 21 และเมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 7 จะได้ 
4𝑛 − 1 > 21 เกิดข้อขัดแย้ง  

ดังนั้น 𝐴1 ∩ 𝐴4 = ∅ 

จะพิสูจน์ว่า 𝐴1 ∩ 𝐴5 = ∅  
สมมติว่า 5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 (mod 8𝑛 − 2)  
นั่นคือ 2𝑛2 ≡ 0 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 ท าให้ 2𝑛2 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1)  
เนื่องจาก 2𝑛2 = (4𝑛 − 1)𝑛 − 2𝑛2 + 𝑛 ท าให้ 4𝑛 − 1 | 𝑛(2𝑛 − 1)  
เนื่องจาก ห.ร.ม.(4𝑛 − 1, 𝑛) = 1 ท าให้ได้ว่า 4𝑛 − 1 | 2𝑛 − 1  
แตเ่มื่อ 𝑛 เป็นจ านวนนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 5 จะได้ 4𝑛 − 1 > 2𝑛 − 1 เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น 𝐴1 ∩ 𝐴5 = ∅ 

จะพิสูจน์ว่า 𝐴1 ∩ 𝐴6 = ∅  
สมมติว่า 5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 2𝑛 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 นั่นคือ 5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 2𝑛  (mod 4𝑛 − 1)  
ท าให้ 5𝑛2 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1)  
เนื่องจาก 5𝑛2 = (4𝑛 − 1)𝑛 + 𝑛2 + 𝑛 ท าให้ 4𝑛 − 1 | 𝑛(𝑛 + 1)  
เนื่องจาก ห.ร.ม.(4𝑛 − 1, 𝑛) = 1 ท าให้ได้ว่า 4𝑛 − 1 | 𝑛 + 1  
แตเ่มื่อ 𝑛 เป็นจ านวนนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 5 จะได้ 4𝑛 − 1 > 𝑛 + 1 เกิดข้อขัดแย้ง 
ดังนั้น 𝐴1 ∩ 𝐴6 = ∅ 

จะพิสูจน์ว่า 𝐴1 ∩ 𝐴8 = ∅  
สมมติว่า 5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 2𝑛 − 2 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 นั่นคือ 5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 2𝑛 − 2  (mod 4𝑛 − 1)  
ท าให้ 5𝑛2 + 2 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1)  
เนื่องจาก 5𝑛2 + 2 = (4𝑛 − 1)(𝑛 − 2) + 𝑛2 + 9𝑛 ท าให้ 4𝑛 − 1 | 𝑛(𝑛 + 9)  
เนื่องจาก ห.ร.ม.(4𝑛 − 1, 𝑛) = 1 ท าให้ได้ว่า 4𝑛 − 1 | 𝑛 + 9  
แตเ่มื่อ 𝑛 เป็นจ านวนนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 5 จะได้ 4𝑛 − 1 > 𝑛 + 9 เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น 𝐴1 ∩ 𝐴8 = ∅ 
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จะพิสูจน์ว่า 𝐴2 ∩ 𝐴5 = ∅  
สมมติว่า 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 6𝑛 (mod 8𝑛 − 2)  
นั่นคือ 7𝑛2 − 1 ≡ 0 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 ท าให้ 7𝑛2 − 1 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1)  
เนื่องจาก 7𝑛2 − 1 = (4𝑛 − 1)(4𝑛 + 1) − 9𝑛2 และ ห.ร.ม.(4𝑛 − 1, 𝑛) = 1  

ท าให้ได้ว่า 4𝑛 − 1 | 9 แตเ่มื่อ 𝑛 เป็นจ านวนนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 5 จะได้ 4𝑛 − 1 > 9 เกิดข้อขัดแย้ง 
ดังนั้น 𝐴2 ∩ 𝐴5 = ∅ 

จะพิสูจน์ว่า 𝐴4 ∩ 𝐴5 = ∅  
สมมติว่า 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 6𝑛 − 2 (mod 8𝑛 − 2)  
นั่นคือ 7𝑛2 + 1 ≡ 0 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 ท าให้ 7𝑛2 + 1 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1)  
เนื่องจาก 7𝑛2 + 1 = −(4𝑛 − 1)(4𝑛 + 1) + 23𝑛2 และ ห.ร.ม.(4𝑛 − 1, 𝑛) = 1  

ท าให้ได้ว ่า 4𝑛 − 1 | 23 แต่เมื่อ 𝑛 = 5 จะได้ 4𝑛 − 1 = 19 ซึ่ง 19 ∤ 23 และเมื่อ 𝑛 เป็น
จ านวนเต็มคีท่ี่ 𝑛 ≥ 7 จะได้ 4𝑛 − 1 > 23 เกิดข้อขัดแย้ง  

ดังนั้น 𝐴4 ∩ 𝐴5 = ∅ 

จะพิสูจน์ว่า 𝐴5 ∩ 𝐴6 = ∅  
สมมติว่า 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 2𝑛 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 นั่นคือ 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 2𝑛  (mod 4𝑛 − 1)  
ท าให้ 7𝑛2 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1)   
เนื่องจาก 7𝑛2 = (4𝑛 − 1)𝑛 + 3𝑛2 + 𝑛 ท าให้ 4𝑛 − 1 | 𝑛(3𝑛 + 1)  
เนื่องจาก ห.ร.ม.(4𝑛 − 1, 𝑛) = 1 ท าให้ได้ว่า 4𝑛 − 1 | 3𝑛 + 1 แต่เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนนเต็มคี่ที่ 

𝑛 ≥ 5 จะได้ 4𝑛 − 1 > 3𝑛 + 1 เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น 𝐴5 ∩ 𝐴6 = ∅ 

จะพิสูจน์ว่า 𝐴5 ∩ 𝐴8 = ∅  
สมมติว่า 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 2𝑛 − 2 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 นั่นคือ 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 2𝑛 − 2  (mod 4𝑛 − 1)  
ท าให้ 7𝑛2 + 2 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1) 
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เนื่องจาก 7𝑛2 + 2 = (4𝑛 − 1)(2𝑛 − 2) − 𝑛2 + 10𝑛 ท าให้ 4𝑛 − 1 | 𝑛(𝑛 − 10)  
เนื่องจาก ห.ร.ม.(4𝑛 − 1, 𝑛) = 1 ท าให้ได้ว่า 4𝑛 − 1 | 𝑛 − 10 แต่เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนนเต็มคี่ที่ 

𝑛 ≥ 5 จะได้ 4𝑛 − 1 > 𝑛 − 10 เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น 𝐴5 ∩ 𝐴8 = ∅ 

จากการพิจารณาทั้งหมด ท าให้ได้ว่าการก ากับ 𝑓+ บนจุดยอดเป็นจ านวนใน {0, 1, 2, … , 8𝑛 − 3}  
ที่แตกต่างกันทั้งหมด จึงได้ว่าเมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 5 การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมของ
กราฟไม้พาย Paddle(𝑛) ที่สร้างโดยขั้นตอนวิธี 3.1 เป็นการก ากับจ านวนคี ่บนเส้นเชื ่อมอย่าง
สวยงามของกราฟไม้พาย Paddle(𝑛)        

 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.4 การก ากับการก ากับ 𝑓+ บนจุดยอดของกราฟพาย Paddle(5) โดยขั้นตอนวิธี 3.1 
รปูนี้ไม่ถูกอ้างถึง 

4. สรุปและอภิปรายผล 
บทความฉบับนี้น  าเสนอการก ากับจ านวนคี ่บนเส้นเช ื ่อม 2 แบบ ส าหรับกราฟดัมเบล 

Dumbbell(𝑛) และกราฟพาย Paddle(𝑛) ตามล าดับ แล้วพิสูจน์ว่าการก ากับดังกล่าวเป็นการก ากับ
จ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามส าหรับกราฟดัมเบล Dumbbell(𝑛) เมื่อ 𝑛 ≥ 3 และส าหรับ
กราฟพาย Paddle(𝑛) เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 3 โดยที่บทความฉบับนี้เป็นการต่อยอดจาก
โครงงานคณิตศาสตร์ระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย ประเภททฤษฎี ที่ได้รับค าแนะน าหัวเรื่องจาก 
ผู้ช่วยศาสตราจารย์ ดร.ศิริรัตน์ สิงหันต์ มหาวิทยาลัยรามค าแหง โครงงานนี้ส่งเสริมให้ นักเรียนเกิด
การสังเกตจากกรณีย่อย ๆ สร้างข้อคาดการณ์และวางนัยทั่วไปของฟังก์ชันในการก ากับผ่านการให้
เหตุผลแบบอุปนัย แล้วจึงพยายามพิสูจน์ข้อคาดการณ์โดยการให้เหตุผลแบบนิรนัยอย่างรัดกุม ซึ่ง
น่าจะเป็นตัวอย่างหนึ่งในการท าโครงงานคณิตศาสตร์ ประเภททฤษฎีอย่างครบวงจร ในช่วงแรก
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นักเรียนไม่สามารถพิสูจน์ทฤษฎีบท 3.1 ในกรณีทั่วไปได้ และใช้คอมพิวเตอร์ตรวจสอบจนถึง 𝑛 = 31 
แต่ได้รับค าชี้แนะจาก อาจารย์ธนัชกฤศ แก้วเต็ม และอาจารย์ เดี่ยว ใจบุญ โรงเรียนมหิดลวิทยา
นุสรณ์ จึงท าให้บทพิสูจน์สมบูรณ์ คณะผู้เขียนขอขอบพระคุณอาจารย์ทั้งสองท่านมา ณ ที่นี้ ส าหรับผู้
ที่สนใจอาจพยายามปรับการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมส าหรับกราฟพาย Paddle(𝑛) เพื่อให้เป็น
การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามส าหรับกราฟพาย Paddle(𝑛) เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคู่ 
หรือพิสูจน์ว่าไม่มีทางสร้างการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามส าหรับกราฟดังกล่าวได้ 
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