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Abstract 

The purposes of this research are to create new knowledge of fixed point theorems and  
construct several new iterative methods for  approximating a fixed point and a common fixed point 
of nonlinear mappings in Banach spaces. We establish some convergence theorems of such 
iterative methods for finding a fixed point and a common fixed point of nonlinear mappings. 
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บทคัดยอ 
จุดประสงคของงานวิจัยน้ี คือ การสรางองคความรูใหมของทฤษฏบีทจุดตรึง และการสรางระเบยีบ

วิธีการทําซ้ําชนิดใหมตางๆ เพ่ือใชในการประมาณคาจุดตรึงและจุดตรึงรวมของการสงแบบไมเชิงเสนใน
ปริภูมิบานาค นอกจากนี้ เรายังไดสรางทฤษฏีบทการลูเขาของระเบยีบวธิีการทําซ้ําดังกลาว สาํหรับการหา
จุดตรึงและจุดตรึงรวมของการสงแบบไมเชิงเสนอีกดวย 
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กํากับ / การสงแบบหดเทียมโดยแทเชิงกํากับ  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



หนาสรุปโครงการ (Executive Summary) 
ทุนพัฒนาศกัยภาพในการทํางานวิจยัของอาจารยรุนใหม 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
1. ชื่อโครงการ (ภาษาไทย)   วิธีการทําซ้ําหาจุดตรึงรวมสําหรับการสงแบบไมเชงิเสนในปริภูมิบานาค 
                   (ภาษาอังกฤษ)    Common Fixed Points Iterations for Nonlinear Mappings in Banach    
            Spaces 
2. ชื่อหัวหนาโครงการ หนวยงานที่สงักัด ที่อยู หมายเลขโทรศพัท โทรสาร และ e-mail 

 ชื่อ  นาย กมลรัตน แนมมณี     คุณวุฒิ   วิทยาศาสตรดษุฎีบัณฑิต (วท.ด. คณิตศาสตร) 
 ตําแหนง อาจารย 

 สถานที่ทํางาน สาขาวิชาคณิตศาสตร สํานักวิชาวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยนเรศวร พะเยา 
 จังหวัด    พะเยา         รหัสไปรษณีย  56000 

 โทรศัพท 054-466666 ตอ 1716, 089-6340073    โทรสาร   054-466664 
  E-mail:  kamonratn@nu.ac.th 

3. สาขาวิชาที่ทําการวิจัย การวิเคราะหเชิงฟงกชัน (Functional Analysis) ทาง Fixed point theory 
5. ระยะเวลาดําเนินงาน            2    ป 
6. ไดเสนอโครงการนี้ หรือโครงการที่มีสวนเหมอืนกับเรื่องน้ีบางสวนเพื่อขอทุนตอแหลงทุนอ่ืนที่

ใดบาง 
  ไมไดเสนอตอแหลงทุนอ่ืน 
  เสนอตอ …………………………………………………………………………………………….. 
ชื่อโครงการที่เสนอ ………………………………………………………………………………… 

          ….…………………………………………………………………………………………………… 
กําหนดทราบผล (หรือสถานภาพที่ทราบ) ……………………………………………………….. 

          ….…………………………………………………………………………………………………… 
7. ปญหาที่ทําการวิจัย และความสําคญัของปญหา 

ทฤษฎีจุดตรึงนับวาเปนแขนงหนึ่งที่สามารถประยุกตไดอยางกวางขวาง โดยเฉพาะอยางยิ่งตอ
การศึกษาเกี่ยวกับ การมีคําตอบ (existence of solution) และ การมีเพียงคาํตอบเดียว ของสมการ 
(uniqueness of solution) ตลอดจนการคิดคนหาวิธใีนการประมาณหาคําตอบของสมการตางๆ  

ดังน้ันการศึกษาทฤษฎีตางๆ ที่เกี่ยวของกับการมีจุดตรึงของการสงตางๆ และ การหาระเบยีบวธิี
ตางๆ ที่ใชในการประมาณคาคําตอบนัน้จึงเปนหัวขอที่มีนักคณิตศาสตรกลุมหน่ึงจํานวนมากใหความสนใจ
ศึกษา เม่ือศึกษาการมีคาํตอบของสมการตางๆแลว ปญหาที่นาสนใจตอไปกค็ือ เราจะหาคําตอบของ
สมการตางๆ น้ันไดอยางไร คําถามดังกลาวนี้ก็ทาํใหมีนักคณิตศาสตรจํานวนมากสนใจศกึษา คิดคน
ระเบียบวธิกีารกระทําซ้ําของจุดตรึง(fixed-point iterations) ตางๆ ที่ใชในการหาคําตอบ และ ประมาณ
คําตอบ เพ่ือนําไปประยุกตใชเกี่ยวของกับการแกปญหาในเรื่องของสมการตัวดําเนินการไมเชงิเสน 



(nonlinear operator equations) ในเรื่องของแกปญหาอสมการแปรผัน (variational inequality problem 
(VIP)) และแกสมการหาคําตอบของปญหาดุลภาพ(Equilibrium Problems (EP)) ปญหาที่ดีที่สดุ
(optimizations problems) ปญหานอยที่สุด (minimizations problems) ทั้งในปริภูมิฮิลเบิตรและปริภูมิบา
นาค ซ่ึงปญหาดังกลาวเปนปญหาที่สําคัญที่มีประโยชนมากมายในสาขาวิชาตางๆ เชนสาขาวิชาฟสิกส 
คณิตศาสตรประยุกต วิศวกรรม และสาขาทางเศรษฐศาสตร 

ทฤษฎีบทสําคัญที่สนับสนนุการมีอยูจริงของการสงมีดังตอไปน้ี  Banach Contraction Mapping  
Principle,  Brouwer’s Fixed  Point  Theorem,  Schauder’s  Fixed  Point  Theorem  และ  Kirk’s  
Theorem   โดยผลของทฤษฎบีทเหลานี้ ใหความจริงที่สําคัญคอื การสงมีจุดตรึง   ในป 1965 นัก
คณิตศาสตรทีช่ื่อ Felix Brower ไดพิสูจนวา ถา C  เปนเซตยอยคอนเวกซปดที่มีขอบเขต ของปริภูมิฮิล
แบรต  E   และ T  เปนการสงไมขยายจาก C  ไปยัง C  แลว T  มีจุดตรึงใน C    ยิ่งไปกวานั้น ยังใหผล
ที่เปนจริงน้ีดวยสําหรับปริภูมิบานาคคอนเวกซเอกรูป (uniformly convex Banach space)   และในป
เดียวกัน W.A. Kirk ไดพิสูจนวา สําหรับ X  ที่เปนปริภูมิบานาคสะทอน (reflexive Banach space)  และ 
C  เปนเซตยอยคอนเวกซปดของ X  ซ่ึงมีสมบัติ normal structure   และให T  เปนการสงไมขยายจาก 
C  ไปยัง C  แลว T  มีจุดตรึงใน C  

ดังน้ัน เม่ือมีทฤษฎีบทมาสนับสนุนการมีจริงของจุดตรึงของการสงแลว ปญหาในการประมาณคา
จุดตรึงของการสง จึงเปนปญหาที่นักคณิตศาสตรจํานวนมากใหความสนใจศึกษาคนควาหาวิธีในการ
ประมาณคาจุดตรึงน้ัน  เริ่มในป  1953  W.R. Mann  ไดสรางระเบียบวิธีการทาํซ้ําเพื่อหาจุดตรึงของการ
สงในปริภูมิฮิลแบรต  โดยเรียกระเบยีบวิธีทําซ้ํานีว้า  “Mann Iteration Process”  ตอมาในป  1974  และ
ในป 1976 S. Ishikawa ไดสรางระเบียบวิธีการทาํซ้ําแบบใหมเพ่ือหาจุดตรึงของการสงในปริภูมิบานาค 
โดยเรียกระเบยีบวธิีทําซ้ํานีว้า   “Ishikawa Iteration Process”  ซ่ึงระเบียบวิธกีารทําซ้ําเพื่อหาจุดตรึงทั้ง
สองนี้มีชื่อเสียงอยางมากและไดถูกนําไปศึกษาและประยุกตใชงานกันอยางแพรหลาย      

ในงานวิจัยน้ี  ไดนิยามและศึกษาระเบียบวิธีทําซ้ําแบบใหมเพ่ือหาจุดตรึงรวม และหาเงื่อนไขที่
พอเพียงสําหรับการลูเขาแบบออนและแบบเขมของระเบียบวิธทีําซ้าํแบบใหมที่นิยามขึ้น สําหรับการสง
แบบไมขยายในปริภูมิบานาค อีกทั้งยังไดนิยามและศกึษาระเบียบวธิีทําซ้ําแบบใหมพ่ือหาจุดตรึงรวม และ
หาเง่ือนไขที่พอเพียงสําหรับการลูเขาแบบออนและแบบเขมของระเบียบวิธทีําซ้าํแบบใหมที่นิยามขึ้น 
สําหรับการสงแบบไมขยายเชิงกํากับในปริภูมิบานาค ซ่ึงผลงานที่ไดจากงานวิจัยน้ีเปนการขยายผลงาน
ตางๆ มากมายของการวิจัยในสาขานี ้ รวมไปถึงการนําไปประยกุตใชสําหรบัการหาคําตอบของสมการที่
สําคัญๆ ในสาขาตางๆ ซ่ึงมีประโยชนอยางมากในการพัฒนาความรูเชิงวิชาการ และ มีประโยชนอยางมาก
ในการพัฒนาทางดานวิทยาศาสตรพ้ืนฐาน (Basic Science)  และวทิยาศาสตรเชิงประยุกต  (Apply 
Science)  อันถือเปนพ้ืนฐานที่สําคัญในการพัฒนาประเทศชาติตอไป    
 
 
 
 



 
8. วัตถุประสงค 
1.  นิยามและศึกษาระเบียบวธิีการทําซ้าํใหมเพ่ือหาจุดตรึง   สําหรับการสงแบบไมขยายในปรภูิมิบานาค 
2.  หาเง่ือนไขที่พอเพียง     สําหรับการลูเขาแบบออนและแบบเขมของระเบียบวิธีการทําซ้ําใหมไปยังจุด
ตรึงสําหรับการสงแบบไมขยาย 
3. นิยามและศึกษาระเบยีบวธิีทําซ้ําใหมเพ่ือหาจุดตรึงรวม สําหรับการสงแบบไมขยายเชิงกํากับในปริภูมิ
บานาค 
4. หาเง่ือนไขที่พอเพียง สําหรับการลูเขาแบบออนและแบบเขมของระเบียบวิธกีารทําซ้ําใหมไปยังจุดตรึง
รวมสําหรับการสงแบบไมขยายเชิงกํากับ 
5. ประยุกตระเบียบวิธทีําซ้าํที่สรางขึ้นขางตนสําหรับการแกปญหาสมการที่สําคัญๆ ตางๆ 
9. ระเบียบวธีิวิจัย 
ขั้นที่ 1. คนควารวบรวมตํารา เอกสาร  และบทความทางวชิาการของงานวิจัยที่เกี่ยวของจากเอกสาร 
อางอิง  โดยการสืบคนขอมูลทาง Internet  และหองสมุด 
ขั้นที่ 2. หาขอมูลเพ่ิมเตมิดวยการเขารวมฟงสัมมนาและประชุมทางวิชาการ ในเรื่องที่เกีย่วของกับงาน 
วิจัย 
ขั้นที่ 3.  ดําเนินการพิสูจนทฤษฎีบททีเ่กีย่วของตามวัตถุประสงคทีต่ัง้ไว    โดยการนิยามระเบียบวิธีการ
ทําซ้ําแบบใหมเพ่ือหาจุดตรึง และจุดตรึงรวม 
ขั้นที่ 4.  ทําการวิเคราะห และศึกษาระเบียบวธิีการทําซ้ําแบบใหมที่นิยามขึ้นเพ่ือหาเงื่อนไขที่พอเพียง  
สําหรับการลูเขาแบบออนและแบบเขมของระเบียบวิธกีารทําซ้ําแบบใหม       สําหรับการสงทีไ่มขยายและ
การสงที่ไมขยายแบบเชิงเสนกํากับในปรภูิมิบานาค  และประยุกตระเบียบวิธทีาํซ้ําที่สรางขึ้นสําหรับการ
แกปญหาสมการที่สําคัญๆ  ตาง ๆ 
ขั้นที่ 5.  รวบรวมขอมูล เพ่ือสรุปผล  เตรียมเอกสารสําหรับการตีพิมพ และ เขียนรายงานการวิจัย 
ขั้นที่ 6.  สรุปผล  จัดพิมพเอกสาร  เขียนรายงานวิจัย  และเผยแพรงานวิจัย 
10. จํานวนโครงการที่ผูสมัครกําลังดําเนินการอยู โดยขอใหระบุระยะเวลาเริม่ตนและสิ้นสุดของแต
ละ โครงการ แหลงทนุ และงบประมาณสนับสนุนที่ไดรับ เวลาที่ใชทําโครงการวิจัยในแตละ
โครงการเปนก่ีชั่วโมงตอสัปดาห ทั้งในฐานะหัวหนาโครงการ ผูรวมโครงการของแตละโครงการที่
กําลังดําเนินการอยู 
  -   
                   _______________________________________________________ 



บทที่ 1 
บทนํา (Introduction) 

 
ทฤษฎีจุดตรึง (fixed point theory) นับเปนแขนงที่สาํคัญแขนงหนึ่งในสาขาของการวิเคราะหเชิง

ฟงกชัน (functional analysis) ในปจจุบันนักคณิตศาสตรไดศึกษาและวิจัยในแขนงดังกลาวกันอยาง
ตอเน่ือง ในการคิดคนทฤษฎีเพ่ือหาองคความรูใหม ๆ น้ันนับวามีประโยชนเปนอยางมากตอทางวิชาการ 
และ การพัฒนาประเทศ เปนที่ยอมรับวาทฤษฎีและองคความรูใหม ๆที่เกิดจากการวิจัยน้ัน นอกจากจะมี
ประโยชนอยางมากในการพัฒนาความรูเชิงวิชาการในสาขาและแขนงตางๆนั้นแลว บางครัง้ยังสามารถ
นําไปประยุกตในสาขาอื่นๆ และเปนพ้ืนฐานสําคัญในการพัฒนาทางวิทยาศาสตรพ้ืนฐาน (basic science) 
ซ่ึงเปนการวิจัยพ้ืนฐาน (basic research) เพ่ือสรางองคความรูใหม อันถือเปนพ้ืนฐานในการพัฒนา
ประเทศชาตติอไป  

ทฤษฎีจุดตรึงนับวาเปนแขนงหนึ่งที่สามารถประยุกตไดอยางกวางขวาง โดยเฉพาะอยางยิ่งตอ
การศึกษาเกี่ยวกับ การมีคําตอบ (existence of solution) และ การมีเพียงคําตอบเดียว ของสมการ 
(uniqueness of solution) ตลอดจนการคิดคนหาวิธีในการประมาณหาคําตอบของสมการตางๆ ดังน้ัน
การศึกษาทฤษฎตีางๆ ที่เกี่ยวของกับการมีจุดตรึงของการสงตางๆ และ การหาระเบียบวธิีตางๆที่ใชใน
การประมาณคาคําตอบนั้นจึงเปนหัวขอที่มีนักคณิตศาสตรกลุมหน่ึงจํานวนมากใหความสนใจศึกษา เม่ือ
ศึกษาการมีคาํตอบของสมการตางๆแลว ปญหาที่นาสนใจตอไปก็คอื เราจะหาคําตอบของสมการตางๆนั้น
ไดอยางไร คาํถามดังกลาวนี้ก็ทําใหมีนักคณิตศาสตรจํานวนมากสนใจศึกษา คิดคนระเบียบวธิกีารกระทํา
ซํ้าของจุดตรึง(fixed-point iterations) ตางๆทีใ่ชในการหาคําตอบ และ ประมาณคําตอบ เพ่ือนําไป
ประยุกตใชเกีย่วของกับการแกปญหาในเรื่องของสมการตัวดําเนินการไมเชิงเสน (nonlinear operator 
equations) ในเร่ืองของแกปญหาอสมการแปรผัน (variational inequality problem (VIP)) และแกสมการ
หาคําตอบของปญหาดุลภาพ(equilibrium problems (EP)) ปญหาที่ดีที่สุด(optimizations problems) 
ปญหานอยที่สุด (minimizations problems) ทั้งในปริภูมิฮิลเบิตรและปริภูมิบานาค ซ่ึงปญหาดังกลาวเปน
ปญหาที่สําคญัที่มีประโยชนมากมายในสาขาวิชาตางๆ เชนสาขาวิชาฟสกิส คณิตศาสตรประยุกต 
วิศวกรรม และสาขาทางเศรษฐศาสตร  

จากความสําคญัขางตนเปนผลใหนักคณติศาสตรจึงไดศึกษาและวิจัยในแขนงดังกลาวกันอยาง
ตอเน่ือง ซ่ึงการวิจัยเกี่ยวกับการกระทําซ้ําของจุดตรึงและการประมาณคาจุดตรึงที่สําคัญน้ันสามารถนํามา
แกสมการหาคําตอบของปญหาดุลภาพ เชน ใน ป 1997 Combettes และ Hirstoaga ไดเริ่มตนศึกษาและ
ใชวธิีการทําซ้าํในการหาการประมาณคาที่ดีที่สุดเพื่อแกปญหาดุลภาพ และไดพิสจูนทฤษฎีบทการลูเขา
แบบเขม (strong convergence theorems) และมีนักคณิตศาสตรอีกมากมาย นําทฤษฎบีทการทําซ้ํา
ดังกลาวมาประยุกตใชในการแกอสมการแปรผัน  

ระเบียบวธิีการทําซ้ําเพื่อหาจุดตรึงสําหรับการสงแบบไมขยายในปริภูมิบานาค ที่มีชื่อเสียงและได
ถูกนํามาศึกษาโดยนักคณิตศาสตรหลายทาน[20, 29, 39, 41, 43] และประยุกตใชงานกันอยางแพรหลาย
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ประกอบดวย “Mann iteration process”   ซ่ึงสรางขึ้นในป 1953 โดยนักคณิตศาสตรชื่อ W. R. Mann [24]  
และ “Ishikawa iteration process”  ซ่ึงสรางขึ้นในป  1974 โดย  S. Ishikawa [13]  

ในป 1965  F.E. Browder [2]  ไดพิสูจนวา  ถา C  เปนเซตยอยปด คอนเวกซ ทีมี่ขอบเขต ของ
ปริภูมิ ฮิลแบรต X  และ :T C C→  เปนการสงไมขยาย แลว  T   จะมีจุดตรึงใน C   ยิ่งไปกวานัน้ยัง
แสดงผลที่ไดน้ีเปนจริงดวยเม่ือ X  เปนปริภูมิบานาคคอนเวกซเอกรูป  (uniformly convex Banach 
space)   ในปเดียวกัน W. A. Kirk  ไดแสดงวา  ถา  X  เปนปริภูมิบานาคสะทอน  และ C  เปนเซตยอย
ปด คอนเวกซ ที่มีขอบเขต ของ X   ซ่ึงมีสมบัติ  normal structure   และให  :T C C→   เปนการสงไม
ขยาย แลว   T    มีจุดตรึงใน C    

ในป 1953  W.R. Mann [24] ไดสรางระเบียบวิธทีาํซ้ําเพื่อหาจุดตรึงของการสง T    
โดยนิยามดังน้ี สําหรับ 1n ≥   ให 1 1,       (1 )n n n n nx C x Tx xα α+∈ = + −   เม่ือลําดับ { } [ ]0,1nα ⊂   ซ่ึง
เรียกระเบยีบวิธีทําซ้ํานีว้า   Mann iteration process   ตอมา  S.Ishikawa   พิสูจนวา  ถา C  เปนเซต
ยอยคอนเวกซกระชับของปริภูมิบานาค X  และ :T C C→  เปนการสงไมขยาย และ { }nx  นิยามโดย  

1 1,       (1 )n n n n nx C x Tx xα α+∈ = + −  เม่ือลําดับ { } [ ]0,1nα ⊂  ซ่ึงสอดคลองเง่ือนไข 

1
,     lim  1n nxn

subα α
∞

→∞
=

= ∞ <∑   แลว ลําดับ  { }nx  ลูเขาแบบเขมไปยังจุดตรึงของการสง  T   ยิ่งไปกวา

น้ัน S.Ishikawa   ไดสรางระเบียบวิธทีาํซ้ําเพื่อหาจุดตรึงของการสง T   โดยนิยามดังน้ี  สําหรับ  1n ≥    

ให   1x C∈ ,   n

1

y (1 )
(1 )

n n n n

n n n n n

Tx x
x Ty x

β β
α α+

= + −
= + −

  ,  1n ≥    เม่ือลําดับ   { } { } [ ], 0,1n nα β ⊂   ซ่ึงเรียกระเบียบ

วิธีทําซ้ํานีว้า  Ishikawa iteration process  ในป 1979  S. Reich [33]  ไดพิสูจนวา ถาC เปนเซตยอยคอน
เวกซปดที่ไมใชเซตวางของปริภูมบานาคคอนเวกซเอกรูป X  ภายใตนอรมที่เปน Fre’chet differentiable  
และ :T C C→   เปนการสงแบบไมขยาย  แลว  ลาํดับ  { }nx   นิยามโดย  Mann iteration process  จะลู

เขาแบบออนไปยังจุดตรึงของการสง  T   เม่ือ  
1

(1 )n n
n
α α

∞

=

− = ∞∑     ในป  1993   K.K. Tan  และ  H. K. 

Xu  [39]  พิสูจนวา  ถา C  เปนเซตยอยคอนเวกซปดที่ไมใชเซตวางของปริภูมบานาคคอนเวกซเอกรูป 
X  ซ่ึงสอดคลองเง่ือนไขของ Opial (Opial's condition)[29] หรือภายใตนอรมที่เปน Fre’chet 
differentiable  และ :T C C→  เปนการสงไมขยาย   แลว  ลําดบั  { }nx   นิยามโดย  Ishikawa iteration 
process   จะลูเขาแบบออนไปยังจุดตรึงของการสง  T   เม่ือ  ลําดับ { }nα  และ  { }nβ  สอดคลอง

เง่ือนไข  
1

(1 ) ,n n
n
α α

∞

=

− = ∞∑   
1

(1 )n n
n

β β
∞

=

− < ∞∑   และ lim sup 1nn
β

→∞
<   ตอมาในป  1998   W. 

Takahashi และ G.E. Kim [41]   พิสูจนวา  ถา  X  ปริภูมบานาคคอนเวกซเอกรูปซ่ึงสอดคลองเง่ือนไข
ของ Opial  หรือภายใตนอรมที่เปน  Fre’chet differentiable  และ  C  เปน เซตยอยคอนเวกซปดที่ไมใช
เซตวางของ X   และ :T C C→   เปนการสงแบบไมขยาย ที่มีจุดตรึง  แลว  ลําดับ  { }nx   นิยามโดย 
Ishikawa iteration process  จะลูเขาแบบออนไปยังจุดตรึงของการสง  T   เม่ือ   ลําดับ { }nα  และ  

{ }nβ    สอดคลองเง่ือนไข [ ] [ ], , 0,n na b bα β∈ ∈  หรือ  [ ] [ ],1 , ,n na a bα β∈ ∈   สําหรับบางคา ,a b  
ซ่ึง 0 1a b< ≤ <    
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 การสงแบบไมขยายเชิงกํากบัเปนการสงทีเ่ปนการวางนยัทั่วไปของการสงแบบไมขยาย ซ่ึงนิยาม
ไดดังตอไปน้ี   ให  X   เปนปริภูมินอรม  และ  C   เปนเซตยอยทีไ่มเปนเซตวางของ X    การสง  

:T C C→  จะถูกเรียกวา การสงแบบไมขยายเชิงกาํกับ  ถา  มี ลําดับ  { } [ )1, , 1n nk k⊂ ∞ →  เม่ือ 
n →∞  ซ่ึงทําให   n n

nT x T y k x y− ≤ −   สําหรับทุกๆ ,x y  ที่เปนสมาชิกของ  C    และทุก ๆ  

1n ≥     เราพบวาถา  1nk =   แลว  T  คือการสงที่ไมขยาย     และการสง  T   จะถูกเรียกวาเปน  
uniformly L -Lipschitzian ถา มีคาคงตัวทีเ่ปนบวก  L  ซ่ึงทําให  n nT x T y L x y− ≤ −   สําหรับทุกๆ 

,x y  ที่เปนสมาชกิของ  C    และทุก ๆ  1n ≥     เราพบความจริงวา  ถาการสง  T  เปนการสงแบบไม
ขยายเชิงกํากบั แลวการสง T   จะเปน  uniformly L -Lipschitzian  เม่ือ { }sup : 1nL k n= ≥  ซ่ึงมีนัก
คณิตศาสตรหลายทานทีศ่ึกษาการสงน้ีกับระเบยีบวิธีการทําซ้ําตางๆ [1. 5, 6, 34, 38, 40, 45]  ในป  
1972  K. Goebel  และ W.A. Kirk [10] ไดพิสูจนทฤษฎีบทที่สําคัญคือ  ถา C  เปน เซตยอยคอนเวกซปด
ที่มีขอบเขตและไมใชเซตวางของ ปริภูมิบานาคคอนเวกซเอกรูป X  และ T  เปนการสงแบบไมขยายเชิง
กํากับจาก C   ไปยัง C   แลว T  จะมีจุดตรึงใน C      ตอมาในป 1991  J. Schu [35] ไดสรางระเบียบวธิี
ทําซ้ําที่เรียกวา “The Modified Mann Iteration Method”  และ  “The Modified Ishikawa Iteration 
Method”  เม่ือ C  เปนเซตยอยคอนเวกซที่ไมใชเซตวางของปริภูมิบานาค X    :T C C→   และ  ลําดับ 
{ } { },n nbα  เปนสมาชิกของ [ ]0,1  ซ่ึงระเบียบวธิีการทําซ้าํดังกลาวนิยามไดดังตอน้ี  สําหรับ 1 ,x C∈  
The Modified Mann Iteration Method: 1 (1 ) ,n

n n n n nx T x xα α+ = + −  เม่ือ  1n ≥  
The Modified Ishikawa Iteration Method:     

 
1

(1 ) ,

(1 ) ,

n
n n n n n

n
n n n n n

y b T x b x

x T y xα α+

= + −

= + −
     เม่ือ  1n ≥    

นอกจากนี้ J.Schu ไดพิสูจนวา สําหรับปริภูมิฮิลแบรต H  ถา C  เปนเซตยอยคอนเวกซปดที่มีขอบเขต
และไมใชเซตวางของ H  และให  :T C C→   เปนการสงไมขยายแบบเชิงเสนกํากับและตอเน่ืองแบบ

บริบูรณ  ซ่ึงลาํดับ { }nk  สอดคลองเง่ือนไข  1nk ≥  และ 2

1

( 1)n
n

k
∞

=

− < ∞∑  กําหนดให ลําดับ { }nα  อยูใน 

[ ]0,1  ซ่ึงสอดคลองเง่ือนไข 1nε α ε≤ ≤ −   สําหรับบางคาของ 0ε >   และทุกคาของ  1n ≥   แลว 
ลําดับ { }nx  นิยามโดย  The Modified Mann Iteration Method  ลูเขาแบบเขมไปยังจุดตรึงของการสง  T  
ในป 1994  B.E.Rhoades [32]  ไดแสดงผลที่ไดน้ีเปนจริง สําหรับ  The Modified Ishikawa Iteration 
Method  และสําหรับ X  ที่เปนปริภูมิบานาคคอนเวกซเอกรูป   ตอมาในป  2000  M.O. Osilike  และ  
S.C. Aniagbosor [30]  ไดพิสูจนวา สําหรับ ปริภูมิบานาคคอนเวกซเอกรูป X  ที่สอดคลองเง่ือนไขของ 
Opial   ลําดับ { }nx  นิยามโดย  The Modified Ishikawa Iteration Method  ลูเขาแบบออนไปยังจุดตรึง
ของการสง  T    และในปเดียวกัน  B.L. Xu และ M.Aslam Noor  [45]  ไดพิสูจนวา ลําดับ 
{ } { } { }, ,n n nx y z  นิยามโดย  Noor Iteration Method:   สําหรับ 1 ,x C∈  

                                                   

1

(1 )

(1 ) ,

(1 ) ,

n
n n n n n

n
n n n n n

n
n n n n n

z a T x a x

y b T z b x

x T y xα α+

= + −

= + −

= + −

 เม่ือ  1n ≥  

เม่ือ { },{ },{ }n n na b α  เปนลําดบัที่เหมาะสมใน[0,1]   
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ภายใตเง่ือนไขที่พอเพียงบางอยาง ระเบียบวธิีการทําซ้ํานี้ลูเขาแบบเขมไปยังจุดตรึงของการสง T   
 ในป 2005 ศ.ดร.สุเทพ สวนใต [38]   ไดสรางระเบียบวธิีการทําซ้าํที่เรียกวา The Modified Noor 
Iteration Method    นิยามดังตอไปน้ี สําหรับ 1 ,x C∈  

                                  

1

(1 )

(1 ) ,

(1 ) ,

n
n n n n n

n n
n n n n n n n n

n n
n n n n n n n n

z a T x a x

y b T z c T x b c x

x T y T z xα β α β+

= + −

= + + − −

= + + − −

 เม่ือ  1n ≥    

เม่ือ { },{ },{ },{ },{ }n n n n na b c α β  เปนลําดับที่เหมาะสมใน[0,1]  และไดพิสูจนวาภายใตเง่ือนไขที่พอเพียง
บางอยาง ลําดับ { } { } { }, ,n n nx y z   จะลูเขาแบบเขมไปยังจุดตรึงของการสง T  นอกจากนั้นยังไดพิสูจนวา 
สําหรับปริภูมิบานาคคอนเวกซเอกรูป X  ที่สอดคลองเง่ือนไขของ Opial ลําดับ  { }nx   นิยามโดย  The 
Modified Noor Iteration Method  ลูเขาแบบออนไปยังจุดตรึงของการสง T และในปตอมา K. 
Nammanee, M. A. Noor and S. Suantai [26] และไดขยายงานของ ศ.ดร. สุเทพ สวนใต โดยนิยาม
ระเบียบวธิีการทําซ้ําที่เรียกวา The Modified Noor Iteration Method with Errors ดังน้ี สําหรับ 1 ,x C∈  

       

1

(1 )

(1 ) ,

(1 ) ,

n
n n n n n n n n

n n
n n n n n n n n n n n

n n
n n n n n n n n n n n

z a T x a x u

y b T z c T x b c x v

x T y T z x w

γ γ

μ μ

α β α β λ λ+

= + − − +

= + + − − − +

= + + − − − +

เม่ือ  1n ≥    

เม่ือ { },{ },{ },{ },{ },{ },{ },{ }n n n n n n n na b c α β γ μ λ  เปนลําดับที่เหมาะสมใน[0,1] และ{ },{ },{ }n n nu v w  
เปนลําดับที่มีขอบเขตใน C    และไดทฤษฎีบทการลูเขาทั้งแบบเขมและแบบออนของระเบียบวิธกีารทําซ้ํา
น้ีสําหรับการสงแบบไมขยายเชิงกํากับไปยังจุดตรึงของT  
 นอกจากนี้แลวยังมีนักคณิตศาสตรหลายทานที่ศึกษาทฤษฎีบทการลูเขาสูจุดตรึงรวม(Common 
fixed point theorem) ของระเบียบวธิีการทําซ้ําตางๆ สําหรับการสงแบบไมขยายและแบบไมขยายเชิง
กํากับ อาทิเชน ในป 1986 Das และ Debata [7] ไดนิยามระเบียบวิธีการทาํซ้ําขึ้นมาใหมซ่ึงทั่วไปกวา
ระเบียบวธิีการทําซ้ําของ Mann และ Ishikawa สําหรับสองการสงแบบไมขยาย S  และ T  ดังน้ี สําหรับ 

1 ,x C∈  

        
1

(1 ) ,
(1 ) ,

n n n n n

n n n n n

y b x b Sx
x x Tyα α+

= − +
= − +

เม่ือ  1n ≥    

ในป 2005 Khan และ Fukhar-ud-din [15] ไดขยายระเบียบวิธีการทาํซ้ํานี้โดยนิยามดังน้ี 

         
1

(1 ) ,
(1 ) ,

n n n n n n n n

n n n n n n n n

y a b x a Sx b u
x x Ty vα β α β+

= − − + +
= − − + +

เม่ือ  1n ≥  

เม่ือ { },{ },{ },{ }n n n na b α β  เปนลําดับที่เหมาะสมใน[0,1]  และ { },{ }n nu v  เปนลําดับที่มีขอบเขตใน C  
และไดพิสูจนทฤษฎีการลูเขาแบบออนและแบบเขมของระเบียบวิธกีารทําซ้ํานี้สูจุดตรึงรวมของ S  และ T  
ตอมาในป 2007 Fukhar-ud-din และ Khan [8] ไดขยายระเบียบวิธีการทําซ้ําของตัวเอง โดยนิยามดังน้ี  
สําหรับ 1 ,x C∈  

         
1

2

1 3

(1 ) ,
(1 ) ,

(1 ) ,

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

x a b x a T x b u
y c d x c T x d v
x x T y wα β α β+

= − − + +
= − − + +
= − − + +

เม่ือ  1n ≥  
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เม่ือ { },{ },{ },{ },{ },{ }n n n n n na b c d α β  เปนลําดับที่เหมาะสมใน[0,1]  และ { },{ },{ }n n nu v w  เปนลําดับที่มี
ขอบเขตใน C  และไดพิสูจนทฤษฎีการลูเขาแบบออนและแบบเขมของระเบียบวิธกีารทําซ้ํานี้สูจุดตรึงรวม
ของสามการสงแบบไมขยาย 1 2,T T  และ 3T     และเม่ือป 2006 Jeong และ Kim [14] ไดนิยามระเบียบ
วิธีการทําซ้ําขึน้ใหมและไดพิสูจน ทฤษฎีการลูเขาแบบออนและแบบเขมของระเบียบวิธีการทาํซ้ําสูจุดตรึง
รวมของสองการสงแบบไมขยายเชิงกํากับ 1T  และ 2T  ซ่ึงระเบียบวิธีการทาํซ้ําดังกลาวนยิามดังน้ี สําหรับ 

1 ,x C∈  

    
1

(1 ) ,
(1 ) ,

n n n n n n n n

n n n n n n n n

y a b x a Sx b u
x x Ty vα β α β+

= − − + +
= − − + +

เม่ือ  1n ≥  

เม่ือ { },{ },{ },{ }n n n na b α β  เปนลําดับที่เหมาะสมใน [0,1]  และ 0 , 1 1n n n na bδ α β δ< ≤ + + ≤ − <   
และ { },{ }n nu v  เปนลําดบัที่มีขอบเขตใน C  
 ดังน้ันงานวิจัยน้ี  จะนิยามและศึกษาระเบียบวิธีทําซ้ําแบบใหมเพ่ือหาจุดตรึงรวม และหาเงื่อนไขที่
พอเพียง สําหรับการลูเขาแบบออนและแบบเขมของระเบียบวิธทีําซ้ําแบบใหมที่นิยามขึ้นสาํหรับการสง
แบบไมขยายในปริภูมิบานาค อีกทั้งยังจะนิยามและศกึษาระเบียบวธิีทําซ้ําแบบใหมเพ่ือหาจุดตรึงรวม และ
หาเง่ือนไขที่พอเพียง สําหรับการลูเขาแบบออนและแบบเขมของระเบยีบวธิีทําซ้ําแบบใหมที่นิยามขึ้น
สําหรับการสงแบบไมขยายเชิงกํากับในปริภูมิบานาค ซ่ึงผลงานที่ไดจากงานวิจัยน้ีเปนการขยายผลงาน
ตางๆ มากมายของการวิจัยในสาขานี ้ รวมไปถึงการนําไปประยกุตใชสําหรบัการหาคําตอบของสมการที่
สําคัญๆ ในสาขาตางๆ ซ่ึงมีประโยชนอยางมากในการพัฒนาความรูเชิงวิชาการ และ มีประโยชนอยางมาก
ในการพัฒนาทางดานวิทยาศาสตรพ้ืนฐาน (Basic Science) และวิทยาศาสตรเชิงประยุกต (Apply 
Science) อันถือเปนพ้ืนฐานที่สําคัญในการพัฒนาประเทศชาติตอไป 



CHAPTER 2

PRELIMINARIES

In this chapter, we give some definitions, notations, and some useful results
that will be used in the later chapter.

Throughout this thesis, we let R stand for the set of all real numbers and
N the set of all natural numbers.

2.1 Basic results

Definition 2.1.1. Let X be a linear space over the field K (R or C). A function
‖ · ‖ : E −→ R is said to be a norm on X if it satisfies the following conditions:

(1) ‖x‖ ≥ 0, ∀x ∈ E;

(2) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0;

(3) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖,∀x, y ∈ E;

(4) ‖αx‖ = |α|‖x‖,∀x ∈ E and ∀α ∈ K.

Definition 2.1.2. Let (E, ‖ · ‖) be a normed space.

(1) A sequence {xn} ⊂ E is said to converge strongly in X if there exists
x ∈ E such that lim

n−→∞
‖xn−x‖ = 0. That is, if for any ε > 0 there exists a positive

integer N such that ‖xn−x‖ < ε,∀n ≥ N. We often write lim
n−→∞

xn = x or xn −→ x

to mean that x is the limit of the sequence {xn}.
(2) A sequence {xn} ⊂ E is said to be a Cauchy sequence if for any ε > 0

there exists a positive integer N such that ‖xm − xn‖ < ε, ∀ m,n ≥ N . That is,
{xn} is a Cauchy sequence in B if and only if ‖xm − xn‖ −→ 0 as m, n −→∞.

Definition 2.1.3. A normed space X is called complete if every Cauchy sequence
in X converges to an element in X.

Definition 2.1.4. A complete normed linear space over field K is called a Banach
space over K

Definition 2.1.5. Let C be a nonempty subset of normed space X. A mapping
T : C −→ C is said to be lipschitzian if there exists a constant k ≥ 0 such that
for all x, y ∈ C

‖Tx− Ty‖ ≤ k‖x− y‖. (2.1.1)

The smallest number k for which 2.1.1 holds is called the Lipschitz constant of T .

Definition 2.1.6. A lipschitzian mapping T : C −→ C with Lipschitz constant
k < 1 is said to be a contraction mapping.



7

Definition 2.1.7. An element x ∈ C is said to be a fixed point of a mapping
T : C −→ C iff Tx = x.

Definition 2.1.8. [Banach’s contraction mapping principle] Let (M, d) be
a complete metric spaces and let T : M −→ M be a contraction. Then T has a
unique fixed point x0.

Definition 2.1.9. Let F and E be linear spaces over the field K.

(1) A mapping T : F −→ E is called a linear operator if T (x+y) = Tx+Ty
and T (αx) = αTx, ∀x, y ∈ F, and ∀α ∈ K.

(2) A mapping T : F −→ K is called a linear functional on F if T a is linear
operator.

Definition 2.1.10. A sequence {xn} in a normed spaces is said to converge weakly
to some vector x if limn−→∞ f(xn) = f(x) holds for every continuous linear func-
tional f . We often write xn ⇀ x to mean that {xn} converge weakly to x.

Definition 2.1.11. Let F and E be normed spaces over the field K and T : F −→
E a linear operator. T is said to be bounded on F , if there exists a real number
M > 0 such that ‖T (x)‖ ≤ M‖x‖, ∀x ∈ F .

Definition 2.1.12. Sequence {xn}∞n=1 in a normed linear space X is said to be a
bounded sequence if there exists M > 0; such that ‖xn‖ ≤ M, ∀n ∈ N.

Definition 2.1.13. Let F and E be normed spaces over the field K, T : F −→ E
an operator and c ∈ F . We say that T is continuous at c if for every ε > 0 there
exists δ > 0 such that ‖T (x)− T (c)‖ < ε whenever ‖x− c‖ < δ and x ∈ F . If T is
continuous at each x ∈ F , then T is said to be continuous on F.

Definition 2.1.14. Let X and Y be normed spaces. The mapping T : X −→ Y is
said to be completely continuous if and only if T (C) is a compact subset of Y for
every bounded subset C of X.

Definition 2.1.15. A mapping T : C −→ C is said to be semicompact if, for
any sequence {xn} in C such that ‖xn − Txn‖ −→ 0 as n −→ ∞, there exists
subsequence {xnj

} of {xn} such that {xnj
} converges strongly to x ∈ C.

Definition 2.1.16. A subset C of a normed linear space X is said to be convex
set in X if λx + (1− λ)y ∈ C for each x, y ∈ C and for each scalar λ ∈ [0, 1].

Definition 2.1.17. Let X be a real normed space and C a nonempty subset of X.
A mapping T : C −→ C is said to be

(a) nonexpansive whenever ‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖, ∀x, y ∈ C;

(b) asymptotically nonexpansive on C if there exists a sequence {kn} in
[1,∞), with limn−→∞ kn = 1 such that

‖T nx− T ny‖ ≤ kn‖x− y‖ (2.1.2)
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for all x, y ∈ C and each n ≥ 1;

(c) strict pseudo-contractive mapping [3] if there exists a constant 0 ≤ k < 1
such that

‖Tx− Ty‖2 ≤ ‖x− y‖2 + k‖(I − T )x− (I − T )y‖2, (2.1.3)

for all x, y ∈ C. (If (2.1.3) holds, we also say that T is a k-strict pseudo-
contraction.)

It is know that if T is 0-strict pseudo-contractive mapping, T is nonexpansive
mapping.

(d) asymptotically k-strict pseudo-contractive if there exists a constant 0 ≤
k < 1 satisfying

‖T nx− T ny‖2 ≤ (1 + γn)‖x− y‖2 + k‖(I − T n)x− (I − T n)y‖2, (2.1.4)

for all x, y ∈ C and for all n ∈ N where γn ≥ 0 for all n such that limn→∞ γn = 0.

Definition 2.1.18. [10] A Banach space X is said to be uniformly convex if for
each 0 < ε ≤ 2, there is δ > 0 such that ∀x, y ∈ X, the condition ‖x‖ = ‖y‖ = 1,
and ‖x− y‖ ≥ ε imply ‖x+y

2
‖ ≤ 1− δ.

Definition 2.1.19. [10] Let X be a Banach space. Then the modulus of convexity
of X δ : [0, 2] −→ [0, 1] defined as follows:

δ(ε) = inf{1− ‖x + y‖
2

: ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1, ‖x− y‖ ≥ ε}.

Theorem 2.1.20. [10] Let X be a Banach space. Then X is uniformly convex if
and only if δ(ε) > 0 for all ε > 0.

Theorem 2.1.21. [2] Let C be a nonempty, closed, convex and bounded subset of
uniformly convex Banach space E and let T : C −→ C be nonexpansive mapping.
Then T has a fixed point.

Theorem 2.1.22. [10] Let C be a nonempty, closed, convex and bounded
subset of uniformly convex Banach space E and let T : C −→ C be asymptotically
nonexpansive mapping. Then T has a fixed point.

Definition 2.1.23. [29] A Banach space X is said to satisfy Opial’s condition if
any sequence {xn} in C, xn −→ x weakly as n −→∞ implies that lim supn−→∞ ‖xn−
x‖ < lim supn−→∞ ‖xn − y‖ for all y ∈ C with y 6= x.

Definition 2.1.24. [37] The mapping T : C −→ C with F (T ) 6= ∅ is said to satisfy
condition (A) if there exists a nondecreasing function f : [0,∞) −→ [0,∞) with
f(0) = 0, f(r) > 0 for all r ∈ (0,∞) such that

‖x− Tx‖ ≥ f(d(x, F (T )))

for all x ∈ C where d(x, F (T )) = inf{‖x− x∗‖ : x∗ ∈ F (T )}.
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Definition 2.1.25. [15] Two mappings T1, T2 : C −→ C where C a nonempty
subset of X, is said to satisfy condition (A′) if there exists a nondecreasing function
f : [0,∞) −→ [0,∞) with f(0) = 0, f(r) > 0 for all r ∈ (0,∞) such that

1

2
(‖x− T1x‖+ ‖x− T2x‖) ≥ f(d(x, F ))

for all x ∈ C where F := F (T1) ∩ F (T2) and d(x, F ) = inf{‖x− x∗‖ : x∗ ∈ F}.
Remark 2.1.26. Note that condition (A′) reduces to condition (A) when T1 = T2.

We modify this condition for three mappings T1, T2, T3 : C −→ C as follows:

Definition 2.1.27. Three mappings T1, T2, T3 : C −→ C where C is a subset
of X, is said to satisfy condition (A′′) if there exists a nondecreasing function
f : [0,∞) −→ [0,∞) with f(0) = 0, f(r) > 0 for all r ∈ (0,∞) such that

1

3
(‖x− T1x‖+ ‖x− T2x‖+ ‖x− T3x‖) ≥ f(d(x, F ))

for all x ∈ C where F := F (T1) ∩ F (T2) ∩ F (T3).

Remark 2.1.28. Note that condition (A′′) reduces to condition (A) when T1 = T2 =
T3.

Remark 2.1.29. [37] It is well known that every continuous and demicompact
mapping must satisfy condition (A). Since every completely continuous T : C −→
C is continuous and demicompact so that it satisfies condition (A).

Lemma 2.1.30. [39] Let {an}, {bn} and {δn} be sequences of nonnegative real
numbers satisfying the inequality

an+1 ≤ (1 + δn)an + bn,∀n = 1, 2, ....

If
∑∞

n=1 δn < ∞ and
∑∞

n=1 bn < ∞, then

(i) limn−→∞ an exists;

(ii) limn−→∞ an = 0, whenever lim infn−→∞ an = 0.

Lemma 2.1.31 (Browder, [2]). Let X be a uniformly convex Banach space, C a
nonempty closed convex subset of X, and T : C −→ X be nonexpansive mapping.
Then I−T is demiclosed at 0, i.e., if xn −→ x weakly and xn−Txn −→ 0 strongly,
then x ∈ F (T ).

Lemma 2.1.32. [6] Let X be a uniformly convex Banach space, C a nonempty
closed convex subset of X, and T : C −→ C be an asymptotically nonexpansive
mapping. Then I−T is demiclosed at 0, i.e., if xn −→ x weakly and xn−Txn −→ 0
strongly, then x ∈ F (T ), where F (T ) is the set of fixeds point of T .

Lemma 2.1.33. [38] Let X be a Banach space which satisfies Opial’s condition
and let {xn} be a sequence in X. Let u, v ∈ X be such that limn−→∞ ‖xn − u‖
and limn−→∞ ‖xn − v‖ exist. If {xnk

} and {xmk
} are subsequence of {xn} which

converge weakly to u and v, respectively, then u = v.
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Lemma 2.1.34. [44] Let p > 1, r > 0 be two fixed numbers. Then a Banach space
X is uniformly convex if and only if there exists a continuous, strictly increasing,
and convex function g : [0,∞) −→ [0,∞), g(0) = 0 such that

‖λx + (1− λ)y‖p ≤ λ‖x‖p + (1− λ)‖y‖p − wp(λ)g(‖x− y‖),
for all x, y in Br = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ r}, λ ∈ [0, 1], where

wp(λ) = λ(1− λ)p + λp(1− λ).

Lemma 2.1.35. [6] Let X be a uniformly convex Banach space and Br = {x ∈ X :
‖x‖ ≤ r}, r > 0. Then there exists a continuous, strictly increasing, and convex
function g : [0,∞) −→ [0,∞), g(0) = 0 such that

‖λx + βy + γz‖2 ≤ λ‖x‖2 + β‖y‖2 + γ‖z‖2 − λβg(‖x− y‖),
for all x, y, z ∈ Br, and all λ, β, γ ∈ [0, 1] with λ + β + γ = 1.

Definition 2.1.36. Let H be a real Hilbert space with norm ‖·‖ and inner product
〈·, ·〉 and let C be a closed convex subset of H. For every point x ∈ H, there exists
a unique nearest point in C, denote by PCx, such that

‖x− PCx‖ ≤ ‖x− y‖, for all y ∈ C.

PC is called the metric projection of H onto C. It is well known that PC is a
nonexpansive mapping of H onto C.

Lemma 2.1.37. [25] There holds the identity in a Hilbert space H:

(i) ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2〈x, y〉,∀x, y ∈ H.

(ii) ‖λx + (1 − λ)y‖2 = λ‖x||2 + (1 − λ)‖y‖2 − λ(1 − λ)‖x − y‖2 for all
x, y ∈ H and λ ∈ [0, 1].

Lemma 2.1.38. [19] Let T be an asymptotically k-strict pseudo-contractive map-
ping defined on a bounded closed convex subset C of a Hilbert space H. Assume
that {xn} is a sequence in C with the properties

(i) xn ⇀ z and

(ii) Txn − xn → 0.

Then (I − T )z = 0.

Lemma 2.1.39. [31] Let C be a closed convex subset of a real Hilbert space H.
Given x ∈ H and y ∈ C. Then y = PCx if and only if there holds the inequality

〈x− y, y − z〉 ≥ 0, ∀z ∈ C.

Lemma 2.1.40. [19] Assume that C is a closed convex subset of a Hilbert space
H and let T : C → C be an asymptotically k-strict pseudo-contraction. Then for
each n ≥ 1, T n satisfies the Lipschitz condition:

‖T nx− T y‖ ≤ Ln‖x− y‖

for all x, y ∈ C, where Ln =
k+
√

1+γn(1−k)

1−k
.



CHAPTER 3

MAIN RESULTS

3.1 Approximating common Fixed points of nonexpansive
mappings in a Banach Space

In this section, we introduce a three-step iterative scheme with errors for
three nonexpansive mapping in a uniformly convex Banach space. Moreover, It
is proved that if the mappings satisfied condition (A), then the iterative scheme
converges strongly to a common fixed point of these mappings. And if one of
these mappings is demicompact or completely continuous, then the iterative scheme
converges strongly to a common fixed point of these mappings. It also shown that
if the our space satisfies Opial’ s condition, then we would have weak convergence
theorem of our iterative scheme.

Let C be a nonempty closed convex subset of a Banach space X. Let T1, T2

and T3 be three nonexpansive mappings from C to itself. Let F be the set of
common fixed points of T1, T2 and T3 that is F =

⋂3
i=1 F (Ti) = {x ∈ C : x =

T1x = T2x = T3x}.
ALGORITHM 1.1. For a given x1 ∈ C, compute sequences {zn}, {yn} and

{xn} by the iterative schemes

zn = (1− an − bn)xn + anT1xn + bnun,

yn = (1− cn − dn)zn + cnT2zn + dnvn, (3.1.1)

xn+1 = (1− αn − βn)yn + αnT3yn + βnwn, n ≥ 1,

where {un}, {vn}, {wn} are bounded sequences in C and {an}, {bn}, {cn}, {dn}, {αn},
{βn} are appropriate sequences in [0, 1].

If an = bn = 0, then Algorithm 1.1 reduces to

ALGORITHM 1.2. For a given x1 ∈ C, compute sequences {yn} and {xn}
by the iterative schemes

yn = (1− cn − dn)xn + cnT2xn + dnvn, (3.1.2)

xn+1 = (1− αn − βn)yn + αnT3yn + βnwn, n ≥ 1,

where {vn}, {wn} are bounded sequences in C and {cn}, {dn}, {αn}, {βn} are ap-
propriate sequences in [0, 1].

If an = bn = cn = dn = 0, then Algorithm 1.1 reduces to

ALGORITHM 1.3. For a given x1 ∈ C, compute sequences {xn} by the
iterative schemes

xn+1 = (1− αn − βn)xn + αnT3xn + βnwn, n ≥ 1, (3.1.3)
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where {wn} are bounded sequences in C and {αn}, {βn} are appropriate sequences
in [0, 1]. Algorithm 1.3 is known as a Mann-iterative scheme with error which is
introduced by Xu [44].

In the sequel, the following lemmas are needed to prove our main results.

Lemma 3.1.1. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be a nonempty
closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3 be three nonexpansive self-mappings
of C and {xn} be the sequences defined as in (3.1.1) and

∑∞
n=1 bn < ∞,

∑∞
n=1 dn <

∞,
∑∞

n=1 βn < ∞. If F 6= ∅, then limn−→∞ ‖xn − p‖ exists for all p ∈ F .

Proof. Assume that F 6= ∅. Let p ∈ F and

M1 = sup{‖un − p‖ : n ≥ 1}, M2 = sup{‖vn − p‖ :≥ 1}

M3 = sup{‖wn − p‖ : n ≥ 1}, M = max{M1,M2,M3}.
We have

‖xn+1 − p‖ = ‖(1− αn − βn)yn + αnT3yn + βnwn − p‖
= ‖(1− αn − βn)(yn − p) + αn(T3yn − p) + βn(wn − p)‖
≤ (1− αn − βn)‖yn − p‖+ αn‖T3yn − p‖+ βn‖wn − p‖
≤ ‖yn − p‖+ βn‖wn − p‖

‖yn − p‖ = ‖(1− cn − dn)zn + cnT2zn + dnvn − p‖
= ‖(1− cn − dn)(zn − p) + cn(T2zn − p) + dn(vn − p)‖
≤ (1− cn − dn)‖zn − p‖+ cn‖T2zn − p‖+ dn‖vn − p‖
≤ ‖zn − p‖+ dn‖vn − p‖

‖zn − p‖ = ‖(1− an − bn)xn + bnT1xn + bnun − p‖
= ‖(1− an − bn)(xn − p) + an(T1xn − p) + bn(un − p)‖
≤ (1− an − bn)‖xn − p‖+ bn‖T1xn − p‖+ bn‖un − p‖
≤ ‖xn − p‖+ bn‖un − p‖

It follows that ‖xn+1 − p‖ ≤ ‖xn − p‖+ bn‖un − p‖+ dn‖vn − p‖+ βn‖wn − p‖.
And so ‖xn+1 − p‖ ≤ ‖xn − p‖+ M(bn + dn + βn).

Since
∑∞

n=1 bn < ∞,
∑∞

n=1 dn < ∞,
∑∞

n=1 βn < ∞, by Lemma 2.1.30 implies that
limn−→∞ ‖xn − q‖ exists.

Lemma 3.1.2. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be a nonempty
closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3 be three nonexpansive self-mappings
of C and {an}, {bn}, {cn}, {dn}, {αn} and {βn} be real sequences in [0, 1] such that
an+bn, cn+dn and αn+βn are in [0, 1] for all n ≥ 1 and

∑∞
n=1 bn < ∞,

∑∞
n=1 dn <

∞,
∑∞

n=1 βn < ∞. For a given x1 ∈ C, let {xn}, {yn} and {zn} be the sequences
defined as in (3.1.1) with F 6= ∅.
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(i) If 0 < lim infn−→∞ αn ≤ lim supn−→∞(αn+βn) < 1, then limn−→∞ ‖T3yn−
yn‖ = 0.

(ii) If 0 < lim infn−→∞ cn ≤ lim supn−→∞(cn+dn) < 1, then limn−→∞ ‖T2zn−
zn‖ = 0.

(iii) If 0 < lim infn−→∞ an ≤ lim supn−→∞(an+bn) < 1, then limn−→∞ ‖T1xn−
xn‖ = 0.

(iv) If 0 < lim infn−→∞ αn ≤ lim supn−→∞(αn+βn) < 1, 0 < lim infn−→∞ cn ≤
lim supn−→∞(cn + dn) < 1 and 0 < lim infn−→∞ an ≤ lim supn−→∞(an + bn) < 1,
then limn−→∞ ‖T2xn − xn‖ = 0 = limn−→∞ ‖T3xn − xn‖.

Proof. (i) From Lemma 3.1.1, we have limn−→∞ ‖xn − p‖ exists for any p ∈ F (T ).
It follows that {xn−p}, {T1xn−p}, {zn−q}, {T2zn−p} and {yn−p}, {T3yn−p} are
all bounded. Also, {un−p}, {vn−p} and {wn−p} are bounded by the assumption.
Now we set

r1 = sup{‖xn − p‖ : n ≥ 1},
r2 = sup{‖T1xn − p‖ : n ≥ 1},
r3 = sup{‖zn − p‖ : n ≥ 1},
r4 = sup{‖T2zn − p‖ : n ≥ 1},
r5 = sup{‖yn − p‖ : n ≥ 1},
r6 = sup{‖T3yn − p‖ : n ≥ 1},
r7 = sup{‖un − p‖ : n ≥ 1},
r8 = sup{‖vn − p‖ : n ≥ 1},
r9 = sup{‖wn − p‖ : n ≥ 1},
r = max{r1, r2, r3, r4, r5, r6, r7, r8, r9}.
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By Lemma 2.1.35 we have

‖zn − p‖2 = ‖(1− an − bn)xn + anT1xn + bnun − p‖2

= ‖(1− an − bn)(xn − p) + an(T1xn − p) + bn(un − p)‖2

≤ (1− an − bn)‖xn − p‖2 + an‖T1xn − p‖2 + bn‖un − p‖2

− an(1− an − bn)g(‖T1xn − xn‖)
≤ (1− an − bn)‖xn − p‖2 + an‖xn − p‖2 + bn‖un − p‖2

≤ ‖xn − p‖2 + r2bn − an(1− an − bn)g(‖T1xn − xn‖)
≤ ‖xn − p‖2 + r2bn,

‖yn − p‖2 = ‖(1− cn − dn)zn + cnT2zn + dnvn − p‖2

= ‖(1− cn − dn)(zn − p) + cn(T2zn − p) + dn(vn − p)‖2

≤ (1− cn − dn)‖zn − p‖2 + cn‖T2zn − p‖2 + dn‖vn − p‖2

− cn(1− cn − dn)g(‖T2zn − zn‖)
≤ (1− cn − dn)‖zn − p‖2 + cn‖zn − p‖2 + dn‖vn − p‖2

− cn(1− cn − dn)g(‖T2zn − zn‖)
≤ ‖zn − p‖2 + r2dn − cn(1− cn − dn)g(‖T2zn − zn‖)
≤ ‖zn − p‖2 + r2dn

and

‖xn+1 − p‖2 = ‖(1− αn − βn)yn + αnT3yn + βnwn − p‖2

= ‖(1− αn − βn)(yn − p) + αn(T3yn − p) + βn(wn − p)‖2

≤ (1− αn − dn)‖yn − p‖2 + αn‖T3yn − p‖2 + βn‖wn − p‖2

− αn(1− αn − βn)g(‖T3yn − yn‖)
≤ (1− αn − βn)‖yn − p‖2 + αn‖yn − p‖2 + βn‖wn − p‖2

− αn(1− αn − βn)g(‖T3yn − yn‖)
≤ ‖yn − p‖2 + r2βn − αn(1− αn − βn)g(‖T3yn − yn‖),

which lead to the following:

αn(1− αn − βn)g(‖T3yn − yn‖) ≤ ‖xn − p‖2 − ‖xn+1 − p‖2

+r2(bn + dn + βn), (3.1.4)

and

cn(1− cn − dn)g(‖T2zn − zn‖) ≤ ‖xn − p‖2 − ‖xn+1 − p‖2

+r2(bn + dn + βn), (3.1.5)

and

an(1− an − bn)g(‖T1xn − xn‖) ≤ ‖xn − p‖2 − ‖xn+1 − p‖2

+r2(bn + dn + βn), (3.1.6)
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(i) If 0 < lim infn−→∞ αn ≤ lim supn−→∞(αn + βn) < 1, then there exist a
positive integer n0 and η, η′ ∈ (0, 1) such that

0 < η < αn and αn + βn < η′ < 1 for all n ≥ n0.

This implies by (3.1.4) that

η(1− η′)g(‖T3yn − yn‖) ≤ ‖xn − p‖2 − ‖xn+1 − p‖2

+r2(bn + dn + βn), (3.1.7)

for all n ≥ n0. It follows from (3.1.7) that for m ≥ n0

m∑
n=n0

g(‖T3yn − yn‖) ≤ 1

η(1− η′)

( m∑
n=n0

(‖xn − p‖2 − ‖xn+1 − p‖2)

+ r2

m∑
n=n0

(bn + dn + βn)

)

≤ 1

η(1− η′)

(
‖xn0 − p‖2

+ r2

m∑
n=n0

(bn + dn + βn)

)
. (3.1.8)

By letting m −→ ∞ in inequality (3.1.8) we get that
∑∞

n=n0
g(‖T3yn − yn‖) < ∞,

which implies limn−→∞ g(‖T3yn − yn‖) = 0. Since g is strictly increasing and
continuous at 0 with g(0) = 0, it follows that limn−→∞ ‖T3yn − yn‖ = 0.

(ii) If 0 < lim infn−→∞ cn ≤ lim supn−→∞(cn + dn) < 1, then by using
the same argument as above with the inequality (3.1.5), it can be show that
limn−→∞ ‖T2zn − zn‖ = 0.

(iii) If 0 < lim infn−→∞ an ≤ lim supn−→∞(an +bn) < 1, then by using (3.1.6)
and the same argument as in (i), it can be show that limn−→∞ ‖T1xn − xn‖ = 0.

(iv) If 0 < lim infn−→∞ αn ≤ lim supn−→∞(αn+βn) < 1, 0 < lim infn−→∞ cn ≤
lim supn−→∞(cn + dn) < 1 and 0 < lim infn−→∞ an ≤ lim supn−→∞(an + bn) < 1, by
(i), (ii) and (iii) we have

lim
n−→∞

‖T3yn − yn‖ = lim
n−→∞

‖T2zn − zn‖ = lim
n−→∞

‖T1xn − xn‖ = 0. (3.1.9)

From zn = (1−an−bn)xn +anT1xn +bnun and yn = (1−cn−dn)zn +cnT2zn +dnvn,
we have

‖zn − xn‖ = ‖(1− an − bn)xn + anT1xn + bnun − xn‖
= ‖an(T1xn − xn) + bn(un − xn)‖
≤ an‖T1xn − xn‖+ bn‖un − xn‖
≤ ‖T1xn − xn‖+ 2rbn,
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and ‖yn − xn‖ ≤ ‖T2zn − zn‖+ ‖T1xn − xn‖+ 2rbn + 2rdn. Hence

‖T2xn − xn‖ ≤ ‖xn − T2zn‖+ ‖T2zn − T2xn‖
≤ ‖xn − zn‖+ ‖T2zn − zn‖+ ‖zn − xn‖
≤ ‖T2zn − zn‖+ 2‖zn − xn‖
≤ ‖T2zn − zn‖+ 2‖T1xn − xn‖+ 4rbn,

and

‖T3xn − xn‖ ≤ ‖xn − T3yn‖+ ‖T3yn − T3xn‖
≤ ‖xn − yn‖+ ‖T3yn − yn‖+ ‖yn − xn‖
≤ ‖T3yn − yn‖+ 2‖yn − xn‖
≤ ‖T3yn − yn‖+ 2‖T2zn − zn‖

+ 2‖T1xn − xn‖+ 4rbn + 4rdn.

It follows from (3.1.9) that limn−→∞ ‖T2xn − xn‖ = limn−→∞ ‖T3xn − xn‖ = 0.

Theorem 3.1.3. Let X be a uniformly convex Banach space which satisfies Opial’s
condition, and let C be a nonempty closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3

be three nonexpansive self-mappings of C and let {an}, {bn}, {cn}, {dn}, {αn} and
{βn} be real sequences in [0, 1] such that an + bn, cn + dn and αn + βn are in [0, 1]
for all n ≥ 1 and

∑∞
n=1 bn < ∞,

∑∞
n=1 dn < ∞,

∑∞
n=1 βn < ∞ and

(i) 0 < lim infn−→∞ αn ≤ lim supn−→∞(αn + βn) < 1,

(ii) 0 < lim infn−→∞ cn ≤ lim supn−→∞(cn + dn) < 1, and

(iii) 0 < lim infn−→∞ an ≤ lim supn−→∞(an + bn) < 1.

For a given x1 ∈ C, let {xn} be the sequence defined as in (3.1.1). If F 6= ∅,
then {xn} converges weakly to a common fixed point of T1, T2 and T3.

Proof. Let p ∈ F . By Lemma 3.1.1, limn−→∞ ‖xn − p‖ exists. Now we prove that
{xn} has a unique weak subsequential limit in F . To prove this, let p1 and p2

be weak limits of subsequence {xnk
} and {xnj

} of {xn} respectively. By Lemma
3.1.2(iii), we have limn−→∞ ‖T1xn−xn‖ = 0. By Lemma 2.1.32, we have I−T1, I−T2

and I − T3 are demiclosed with respect to zero, therefore T1pi = pi, T2pi = pi and
T3pi = pi, (i=1, 2) hence p1, p2 ∈ F . By Lemma 3.1.1 limn−→∞ ‖xn − p1‖ and
limn−→∞ ‖xn− p2‖ exist. Using Lemma 2.1.33 we obtain that p1 = p2. Hence {xn}
converges weakly to a common fixed point of T1, T2 and T3.

Our next goal is to prove a strong convergence theorem of iterative scheme
(3.1.1) to a common fixed point of T1, T2 and T3.

Theorem 3.1.4. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be a
nonempty closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3 be three nonexpansive self-
mappings of C satisfying condition (A) and let {an}, {bn}, {cn}, {dn}, {αn} and
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{βn} be real sequences in [0, 1] such that an + bn, cn + dn and αn + βn are in [0, 1]
for all n ≥ 1 and

∑∞
n=1 bn < ∞,

∑∞
n=1 dn < ∞,

∑∞
n=1 βn < ∞ and

(i) 0 < lim infn−→∞ αn ≤ lim supn−→∞(αn + βn) < 1,

(ii) 0 < lim infn−→∞ cn ≤ lim supn−→∞(cn + dn) < 1, and

(iii) 0 < lim infn−→∞ an ≤ lim supn−→∞(an + bn) < 1.

For a given x1 ∈ C, let {xn}, {yn}, {zn} be the sequences defined as in
(3.1.1). If F 6= ∅, then {xn}, {yn}, {zn} converge strongly to a common fixed point
of T1, T2 and T3.

Proof. By Lemma 3.1.2, we have

lim
n−→∞

‖T3xn − xn‖ = lim
n−→∞

‖T2xn − xn‖ = lim
n−→∞

‖T1xn − xn‖ = 0.

By condition (A), we have f(d(xn, F )) ≤ 1
3
(‖xn−T1xn‖+‖xn−T2xn‖+‖xn−T3xn‖).

It follows that limn−→∞ f(d(xn, F )) ≤ 0, hence limn−→∞ f(d(xn, F )) = 0.

Since f is a nondecreasing function and f(0) = 0, we obtain that limn−→∞ d(xn, F ) =
0. Thus we can choose a subsequence {xnk

} of {xn} and a sequence (yk) ⊂ F such
that ‖xnk

− yk‖ < 2−k for all k ≥ 1. Then following the method of proof of Tan
and Xu [39], we get that {yk} is a Cauchy sequence in F and so it converges.
Let yk −→ y. Since F is closed, y ∈ F and then xnk

−→ y. By Lemma (3.1.1)
limn−→∞ ‖xn−p‖ exits, ∀p ∈ F . It implies that limn−→∞ ‖xn−y‖ = 0. Hence {xn}
converses strongly to a common fixed point of T1, T2 and T3.

Since ‖yn−xn‖ ≤ ‖T2zn− zn‖+‖T1xn−xn‖+2rbn +2rdn and ‖zn−xn‖ ≤
‖T1xn−xn‖+2rbn, it follows from Lemma 3.1.2 (ii) and (iii) that ‖yn−xn‖ −→ 0 as
n −→∞ and ‖zn−xn‖ −→ 0 as n −→∞, which imply that limn−→∞ ‖yn− y‖ = 0
and limn−→∞ ‖zn − y‖ = 0.

Theorem 3.1.5. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be a
nonempty closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3 be three nonexpansive
self-mappings of C and let {an}, {bn}, {cn}, {dn}, {αn} and {βn} be real sequences
in [0, 1] such that an + bn, cn + dn and αn + βn are in [0, 1] for all n ≥ 1 and∑∞

n=1 bn < ∞,
∑∞

n=1 dn < ∞,
∑∞

n=1 βn < ∞ and

(i) 0 < lim infn−→∞ αn ≤ lim supn−→∞(αn + βn) < 1,

(ii) 0 < lim infn−→∞ cn ≤ lim supn−→∞(cn + dn) < 1, and

(iii) 0 < lim infn−→∞ an ≤ lim supn−→∞(an + bn) < 1.

For a given x1 ∈ C, let {xn}, {yn}, {zn} be the sequences defined as in
(3.1.1). If F 6= ∅ and one of T1, T2 and T3 is completely continuous, then {xn}, {yn},
{zn} converge strongly to a common fixed point of T1, T2 and T3.
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Proof. By Lemma 3.1.1, {xn} is bounded. In addition, by Lemma 3.1.2, limn−→∞
‖xn − T1xn‖ = 0, limn−→∞‖xn − T2xn‖ = 0 and limn−→∞ ‖xn − T3xn‖ = 0, then
{T1xn}, {T2xn} and {T3xn} are also bounded. If T1 is completely continuous, there
exists subsequence {T1xnj

} of {T1xn} such that T1xnj
−→ p as j −→ ∞. Thus

limj−→∞ ‖xnj
− T1xnj

‖ = limj−→∞ ‖xnj
− T2xnj

‖ = limj−→∞ ‖xnj
− T3xnj

‖ = 0.
It follows that limj−→∞ ‖xnj

− p‖ = 0. This implies by Lemma 2.1.32 that p ∈
F. Furthermore, by Lemma 3.1.1, we get that limn−→∞ ‖xn − p‖ exists. Thus
limn−→∞‖xn − p‖ = 0. The proof is completed.

Theorem 3.1.6. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be a
nonempty closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3 be three nonexpansive
self-mappings of C and let {an}, {bn}, {cn}, {dn}{αn} and {βn} be real sequences
in [0, 1] such that an + bn, cn + dn and αn + βn are in [0, 1] for all n ≥ 1 and∑∞

n=1 bn < ∞,
∑∞

n=1 dn < ∞,
∑∞

n=1 βn < ∞ and

(i) 0 < lim infn−→∞ αn ≤ lim supn−→∞(αn + βn) < 1,

(ii) 0 < lim infn−→∞ cn ≤ lim supn−→∞(cn + dn) < 1, and

(iii) 0 < lim infn−→∞ an ≤ lim supn−→∞(an + bn) < 1.

For a given x1 ∈ C, let {xn}, {yn}, {zn} be the sequences defined as in
(3.1.1). If F 6= ∅ and one of T1, T2 and T3 is demicompact, then {xn}, {yn}, {zn}
converge strongly to a common fixed point of T1, T2 and T3.

Proof. Suppose that T1 is demicompact. By Lemma 3.1.2, limn−→∞ ‖xn−T1xn‖ =
limn−→∞ ‖xn − T2xn‖ = limn−→∞ ‖xn − T3xn‖ = 0. Then there exists subsequence
{xnj

} of {xn} such that {xnj
} converges strongly to p ∈ C. It follows from Lemma

2.1.32 that p ∈ F . Since limn−→∞ ‖xn − p‖ exists by Lemma 3.1.1, it follows that
limn−→∞ ‖xn − p‖ = 0.

3.2 Convergence theorems for asymptotically nonexpan-
sive mappings in a Banach Space

This section is to construct an iterative scheme for approximating common fixed
points of three asymptotically nonexpansive mappings to prove some strong and
weak convergence theorems for such mappings in a uniformly convex Banach space.

Let C be a nonempty closed convex subset of normed linear space X and
T1, T2, T3 : C −→ C be three asymptotically nonexpansive self-mappings. For a
given x1 ∈ C, compute the sequences {xn}, {yn} and {zn} by the iterative scheme

zn = (1− an − bn)xn + anT
n
1 xn + bnun,

yn = (1− cn − dn)zn + cnT
n
2 zn + dnvn, (3.2.1)

xn+1 = (1− αn − βn)yn + αnT
n
3 yn + βnwn, n ≥ 1,
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where {un}, {vn}, {wn} are bounded sequences in C and {an}, {bn}, {cn}, {dn}, {αn},
{βn} are appropriate sequences in [0, 1].

If an = bn = 0, then the scheme (3.2.1) reduces to the iterative schemes

yn = (1− cn − dn)xn + cnT n
2 xn + dnvn, (3.2.2)

xn+1 = (1− αn − βn)yn + αnT
n
3 yn + βnwn, n ≥ 1,

where {vn}, {wn} are bounded sequences in C and {cn}, {dn}, {αn}, {βn} are ap-
propriate sequences in [0, 1].

If an = bn = cn = dn = 0, then scheme (3.2.1) reduces to the modified Mann-
iterative scheme iterative schemes

xn+1 = (1− αn − βn)xn + αnT
n
3 xn + βnwn, n ≥ 1, (3.2.3)

where {wn} are bounded sequences in C and {αn}, {βn} are appropriate sequences
in [0, 1].

In the sequel, the following lemmas are needed to prove our main results.

The next lemma is crucial for proving the main theorems.

Lemma 3.2.1. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be a nonempty
closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3 be three asymptotically nonexpansive
self-mapping of C with {kn}, {ln}, {mn} ⊂ [0,∞), limn−→∞ kn = 1, limn−→∞ ln =
1, limn−→∞mn = 1,

∑∞
n=1(kn − 1) < ∞,

∑∞
n=1(ln − 1) < ∞,

∑∞
n=1(mn − 1) <

∞, respectively and {xn} be the sequence defined as in (3.2.1) and
∑∞

n=1 bn <
∞,

∑∞
n=1 dn < ∞,

∑∞
n=1 βn < ∞. If F 6= ∅, then limn−→∞ ‖xn − p‖ exists for all

p ∈ F .

Proof. Assume that F 6= ∅. Let p ∈ F and

M1 = sup{‖un − p‖ : n ≥ 1}, M2 = sup{‖vn − p‖ :≥ 1}

M3 = sup{‖wn − p‖ : n ≥ 1}, M = max{M1,M2,M3}.
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We have

‖zn − p‖ = ‖(1− an − bn)xn + bnT n
1 xn + bnun − p‖

= ‖(1− an − bn)(xn − p) + an(T n
1 xn − p) + bn(un − p)‖

≤ (1− an − bn)‖xn − p‖+ bn‖T n
1 xn − p‖+ bn‖un − p‖

≤ (1− an − bn)‖xn − p‖+ bnkn‖T n
1 xn − p‖+ bn‖un − p‖

≤ (1 + an(kn − 1))‖xn − p‖bn‖un − p‖
≤ kn‖xn − p‖+ bn‖un − p‖

‖yn − p‖ = ‖(1− cn − dn)zn + cnT
n
2 zn + dnvn − p‖

= ‖(1− cn − dn)(zn − p) + cn(T n
2 zn − p) + dn(vn − p)‖

≤ (1− cn − dn)‖zn − p‖+ cn‖T n
2 zn − p‖+ dn‖vn − p‖

≤ (1− cn − dn)‖zn − p‖+ cnln‖T n
2 zn − p‖+ dn‖vn − p‖

≤ (1 + cn(ln − 1))‖zn − p‖+ dn‖vn − p‖
≤ ln‖zn − p‖+ dn‖vn − p‖

‖xn+1 − p‖ = ‖(1− αn − βn)yn + αnT
n
3 yn + βnwn − p‖

= ‖(1− αn − βn)(yn − p) + αn(T n
3 yn − p) + βn(wn − p)‖

≤ (1− αn − βn)‖yn − p‖+ αn‖T n
3 yn − p‖+ βn‖wn − p‖

≤ (1− αn − βn)‖yn − p‖+ αnmn‖T n
3 yn − p‖+ βn‖wn − p‖

≤ (1 + αn(mn − 1))‖yn − p‖+ βn‖wn − p‖
≤ mn‖yn − p‖+ βn‖wn − p‖
≤ mn[ln[kn‖xn − p‖+ bn‖un − p‖] + dn‖vn − p‖] + βn‖wn − p‖
= mnlnkn‖xn − p‖+ mnlnbn‖un − p‖] + mndn‖vn − p‖] + βn‖wn − p‖
≤ h3

n‖xn − p‖+ M(bn + dn + βn)

= (1 + (h3
n − 1))‖xn − p‖+ M(bn + dn + βn),

where M is some positive constant and hn = max{kn, ln,Mn}.
Notice that

∑∞
n=1(hn−1) < ∞ is equivalent to

∑∞
n=1(h

3
n−1) < ∞. Since

∑∞
n=1 bn <

∞,
∑∞

n=1 dn < ∞,
∑∞

n=1 βn < ∞, by Lemma 2.1.30 implies that limn−→∞ ‖xn− p‖
exists.

Lemma 3.2.2. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be a nonempty
closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3 be three asymptotically nonexpansive
self-mapping of C with {kn}, {ln}, {mn} ⊂ [0,∞), limn−→∞ kn = 1, limn−→∞ ln =
1, limn−→∞mn = 1,

∑∞
n=1(kn − 1) < ∞,

∑∞
n=1(ln − 1) < ∞,

∑∞
n=1(mn − 1) < ∞,

respectively and {an}, {bn}, {cn}, {dn}, {αn} and {βn} be real sequences in [0, 1]
such that an + bn, cn + dn and αn + βn are in [0, 1] for all n ≥ 1 and

∑∞
n=1 bn <

∞,
∑∞

n=1 dn < ∞,
∑∞

n=1 βn < ∞. For a given x1 ∈ C, let {xn}, {yn} and {zn} be
the sequences defined as in (3.2.1) with F 6= ∅.

(i) If 0 < lim infn−→∞ αn ≤ lim supn−→∞(αn+βn) < 1, then limn−→∞ ‖T n
3 yn−

yn‖ = 0.
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(ii) If 0 < lim infn−→∞ cn ≤ lim supn−→∞(cn+dn) < 1, then limn−→∞ ‖T n
2 zn−

zn‖ = 0.

(iii) If 0 < lim infn−→∞ an ≤ lim supn−→∞(an+bn) < 1, then limn−→∞ ‖T n
1 xn−

xn‖ = 0.

(iv) If 0 < lim infn−→∞ αn ≤ lim supn−→∞(αn+βn) < 1, 0 < lim infn−→∞ cn ≤
lim supn−→∞(cn + dn) < 1 and 0 < lim infn−→∞ an ≤ lim supn−→∞(an + bn) < 1,
then limn−→∞ ‖T n

2 xn − xn‖ = 0 = limn−→∞ ‖T n
3 xn − xn‖.

Proof. (i) From Lemma 3.2.1, we know that limn−→∞ ‖xn−p‖ exists for any p ∈ F .
It follow that {xn−p}, {T n

1 xn−p}, {zn−q}, {T n
2 zn−p} and {yn−p}, {T n

3 yn−p} are
all bounded. Also, {un−p}, {vn−p} and {wn−p} are bounded by the assumption.
Now we set

r1 = sup{‖xn − p‖ : n ≥ 1},
r2 = sup{‖T n

1 xn − p‖ : n ≥ 1},
r3 = sup{‖zn − p‖ : n ≥ 1},
r4 = sup{‖T n

2 zn − p‖ : n ≥ 1},
r5 = sup{‖yn − p‖ : n ≥ 1},
r6 = sup{‖T n

3 yn − p‖ : n ≥ 1},
r7 = sup{‖un − p‖ : n ≥ 1},
r8 = sup{‖vn − p‖ : n ≥ 1},
r9 = sup{‖wn − p‖ : n ≥ 1},
r = max{r1, r2, r3, r4, r5, r6, r7, r8, r9}. (3.2.4)
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By using Lemma 2.1.35 we have

‖zn − p‖2 = ‖(1− an − bn)xn + anT n
1 xn + bnun − p‖2

= ‖(1− an − bn)(xn − p) + an(T n
1 xn − p) + bn(un − p)‖2

≤ (1− an − bn)‖xn − p‖2 + an‖T n
1 xn − p‖2 + bn‖un − p‖2

− an(1− an − bn)g(‖T n
1 xn − xn‖)

≤ (1− an − bn)‖xn − p‖2 + ank2
n‖xn − p‖2 + bn‖un − p‖2

≤ (1 + an(k2
n − 1))‖xn − p‖2 + r2bn

≤ k2
n‖xn − p‖2 + r2bn,

‖yn − p‖2 = ‖(1− cn − dn)zn + cnT n
2 zn + dnvn − p‖2

= ‖(1− cn − dn)(zn − p) + cn(T n
2 zn − p) + dn(vn − p)‖2

≤ (1− cn − dn)‖zn − p‖2 + cn‖T n
2 zn − p‖2 + dn‖vn − p‖2

− cn(1− cn − dn)g(‖T n
2 zn − zn‖)

≤ (1− cn − dn)‖zn − p‖2 + cnl
2
n‖zn − p‖2 + dn‖vn − p‖2

− cn(1− cn − dn)g(‖T n
2 zn − zn‖)

≤ (1 + cn(l2n − 1))‖zn − p‖2 + r2dn

≤ l2n‖zn − p‖2 + r2dn

and so

‖xn+1 − p‖2 = ‖(1− αn − βn)yn + αnT
n
3 yn + βnwn − p‖2

= ‖(1− αn − βn)(yn − p) + αn(T n
3 yn − p) + βn(wn − p)‖2

≤ (1− αn − dn)‖yn − p‖2 + αn‖T n
3 yn − p‖2 + βn‖wn − p‖2

− αn(1− αn − βn)g(‖T n
3 yn − yn‖)

≤ (1− αn − βn)‖yn − p‖2 + αnm2
n‖yn − p‖2 + βn‖wn − p‖2

− αn(1− αn − βn)g(‖T n
3 yn − yn‖)
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≤ (1 + αn(m2
n − 1))‖yn − p‖2 + r2βn

− αn(1− αn − βn)g(‖T n
3 yn − yn‖)

≤ m2
n‖yn − p‖2 + r2βn − αn(1− αn − βn)g(‖T n

3 yn − yn‖)
≤ m2

n[l2n‖zn − p‖2 + r2dn] + r2βn

− αn(1− αn − βn)g(‖T n
3 yn − yn‖)

≤ m2
n[l2n[k2

n‖xn − p‖2 + r2bn] + r2dn] + r2βn

− αn(1− αn − βn)g(‖T n
3 yn − yn‖)

= m2
nl2nk2

n‖xn − p‖2 + m2
nl

2
nr

2bn + m2
nr2dn + r2βn

− αn(1− αn − βn)g(‖T n
3 yn − yn‖)

≤ h3
n‖xn − p‖2 + M(bn + dn + βn)

− αn(1− αn − βn)g(‖T n
3 yn − yn‖)

= (1 + (h3
n − 1))‖xn − p‖2 + M(bn + dn + βn)

− αn(1− αn − βn)g(‖T n
3 yn − yn‖),

which leads to the following:

αn(1− αn − βn)g(‖T n
3 yn − yn‖) ≤ ‖xn − p‖2 − ‖xn+1 − p‖2

+M((h3
n − 1) + bn + dn + βn), (3.2.5)

and

m2
ncn(1− cn − dn)g(‖T n

2 zn − zn‖) ≤ ‖xn − p‖2 − ‖xn+1 − p‖2

+M((h3
n − 1) + bn + dn + βn), (3.2.6)

and

m2
nl2nan(1− an − bn)g(‖T n

1 xn − xn‖) ≤ ‖xn − p‖2 − ‖xn+1 − p‖2

+M((h3
n − 1) + bn + dn + βn), (3.2.7)

(i) If 0 < lim infn−→∞ αn ≤ lim supn−→∞(αn + βn) < 1, then there exist a
positive integer n0 and η, η′ ∈ (0, 1) such that

0 < η < αn and αn + βn < η′ < 1 for all n ≥ n0.

This implies by (3.2.5) that

η(1− η′)g(‖T n
3 yn − yn‖) ≤ ‖xn − p‖2 − ‖xn+1 − p‖2

+M((h3
n − 1) + bn + dn + βn), (3.2.8)
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for all n ≥ n0. It follows from (3.2.8) that for m ≥ n0

m∑
n=n0

g(‖T n
3 yn − yn‖) ≤ 1

η(1− η′)

( m∑
n=n0

(‖xn − p‖2 − ‖xn+1 − p‖2)

+ M

m∑
n=n0

((h3
n − 1) + bn + dn + βn)

)

≤ 1

η(1− η′)

(
‖xn0 − p‖2

+ M

m∑
n=n0

((h3
n − 1) + bn + dn + βn)

)
. (3.2.9)

Let m −→ ∞ in inequality (3.2.9) we get that
∑∞

n=n0
g(‖T n

3 yn − yn‖) < ∞, and
therefore limn−→∞ g(‖T n

3 yn−yn‖) = 0. Since g is strictly increasing and continuous
at 0 with g(0) = 0, it follows that limn−→∞ ‖T n

3 yn − yn‖ = 0.

(ii) If 0 < lim infn−→∞ cn ≤ lim supn−→∞(cn + dn) < 1, then by the using
a similar method, together with inequality (3.2.6), it can be show that limn−→∞
‖T n

2 zn − zn‖ = 0.

(iii) If 0 < lim infn−→∞ an ≤ lim supn−→∞(an + bn) < 1, then by the
using a similar method, together with inequality (3.2.7), it can be show that
limn−→∞ ‖T n

1 xn − xn‖ = 0.

(iv) If 0 < lim infn−→∞ αn ≤ lim supn−→∞(αn+βn) < 1, and 0 < lim infn−→∞
cn ≤ lim supn−→∞(cn +dn) < 1 and 0 < lim infn−→∞ an ≤ lim supn−→∞(an +bn) < 1
by (i), (ii) and (iii) we have

lim
n−→∞

‖T n
3 yn − yn‖ = lim

n−→∞
‖T n

2 zn − zn‖ = lim
n−→∞

‖T n
1 xn − xn‖ = 0. (3.2.10)

From zn = (1−an−bn)xn+anT n
1 xn+bnun and yn = (1−cn−dn)zn+cnT n

2 zn+dnvn,
we have

‖zn − xn‖ = ‖(1− an − bn)xn + anT n
1 xn + bnun − xn‖

= ‖an(T n
1 xn − xn) + bn(un − xn)‖

≤ an‖T n
1 xn − xn‖+ bn‖un − xn‖

≤ ‖T n
1 xn − xn‖+ 2rbn,

and ‖yn − xn‖ ≤ ‖T n
2 zn − zn‖+ ‖T n

1 xn − xn‖+ 2rbn + 2rdn. Hence

‖T n
2 xn − xn‖ ≤ ‖xn − T n

2 zn‖+ ‖T n
2 zn − T n

2 xn‖
≤ ‖xn − zn‖+ ‖T n

2 zn − zn‖+ ln‖zn − xn‖
≤ ‖T n

2 zn − zn‖+ (1 + ln)‖zn − xn‖
≤ ‖T n

2 zn − zn‖+ (1 + ln)[‖T n
1 xn − xn‖+ 2rbn],
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and

‖T n
3 xn − xn‖ ≤ ‖xn − T n

3 yn‖+ ‖T n
3 yn − T n

3 xn‖
≤ ‖xn − yn‖+ ‖T n

3 yn − yn‖+ mn‖yn − xn‖
≤ ‖T n

3 yn − yn‖+ (1 + mn)‖yn − xn‖
≤ ‖T n

3 yn − yn‖+ (1 + mn)[‖T n
2 zn − zn‖

+ ‖T n
1 xn − xn‖+ 2rbn + 2rdn]

It follows from (3.2.10) that limn−→∞ ‖T n
2 xn−xn‖ = limn−→∞ ‖T n

3 xn−xn‖ = 0.

Lemma 3.2.3. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be a nonempty
closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3 be three asymptotically nonexpansive
self-mapping of C with {kn}, {ln}, {mn} ⊂ [0,∞), limn−→∞ kn = 1, limn−→∞ ln =
1, limn−→∞mn = 1,

∑∞
n=1(kn − 1) < ∞,

∑∞
n=1(ln − 1) < ∞,

∑∞
n=1(mn − 1) < ∞,

respectively and {an}, {bn}, {cn}, {dn}, {αn} and {βn} be real sequences in [0, 1]
such that an + bn, cn + dn and αn + βn are in [0, 1] for all n ≥ 1 and

∑∞
n=1 bn <

∞,
∑∞

n=1 dn < ∞,
∑∞

n=1 βn < ∞. For a given x1 ∈ C, let {xn}, {yn} and {zn} be
the sequences defined as in (3.2.1)with F 6= ∅.

If 0 < lim infn−→∞ αn ≤ lim supn−→∞(αn + βn) < 1, 0 < lim infn−→∞ cn ≤
lim supn−→∞(cn + dn) < 1 and 0 < lim infn−→∞ an ≤ lim supn−→∞(an + bn) < 1,
then limn−→∞ ‖T1xn − xn‖ = limn−→∞ ‖T2xn − xn‖ = limn−→∞ ‖T3xn − xn‖ = 0.

Proof. By Lemma 3.2.2, we have

lim
n−→∞

‖T n
3 yn − yn‖ = lim

n−→∞
‖T n

2 zn − zn‖ = lim
n−→∞

‖T n
1 xn − xn‖ = 0,

and lim
n−→∞

‖T n
3 xn − xn‖ = lim

n−→∞
‖T n

2 xn − xn‖ = 0. (3.2.11)

Also we obtain that ‖yn − xn‖ −→ 0 as n −→∞ by the proof of lemma 3.2.2.

Since xn+1 − yn = αn(T 3
nyn − yn) + βn(wn − yn), we have

‖xn+1 − xn‖ ≤ ‖xn+1 − yn‖+ ‖yn − xn‖
≤ ‖T 3

nyn − yn‖+ βn‖wn − yn‖+ ‖yn − xn‖

And so

‖xn+1 − T n
1 xn+1‖ ≤ ‖xn+1 − xn‖+ ‖T n

1 xn+1 − T n
1 xn‖+ ‖T n

1 xn − xn‖
≤ ‖xn+1 − xn‖+ kn‖xn+1 − xn‖+ ‖T n

1 xn − xn‖
= (1 + kn)‖xn+1 − xn‖+ ‖T n

1 xn − xn‖
≤ (1 + kn)[‖T 3

nyn − yn‖+ βn‖wn − yn‖+ ‖yn − xn‖]
+ ‖T n

1 xn − xn‖.

This together with (3.2.11) implies that ‖xn+1 − T n
1 xn+1‖ −→ 0 (as n −→∞).
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Thus

‖xn+1 − T1xn+1‖ ≤ ‖xn+1 − T n+1
1 xn+1‖+ ‖T1xn+1 − T n+1

1 xn+1‖
≤ ‖xn+1 − T n+1

1 xn+1‖+ k1‖xn+1 − T n
1 xn+1‖ −→ 0,

which implies that limn−→∞ ‖T1xn − xn‖ = 0.

Similarly, we obtain that limn−→∞ ‖T2xn − xn‖ = limn−→∞ ‖T3xn − xn‖ = 0

Now we give a weak convergence theorem for iteration (3.2.1).

Theorem 3.2.4. Let X be a uniformly convex Banach space which satisfies Opial’s
condition, and let C be a nonempty closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3

be three asymptotically nonexpansive self-mapping of C with {kn}, {ln}, {mn} ⊂
[0,∞), limn−→∞ kn = 1, limn−→∞ ln = 1, limn−→∞mn = 1,

∑∞
n=1(kn−1) < ∞,

∑∞
n=1

(ln −1) < ∞,
∑∞

n=1(mn − 1) < ∞, respectively and let {an}, {bn}, {cn}, {dn}, {αn}
and {βn} be real sequences in [0, 1] such that an + bn, cn + dn and αn + βn are in
[0, 1] for all n ≥ 1 and

∑∞
n=1 bn < ∞,

∑∞
n=1 dn < ∞,

∑∞
n=1 βn < ∞ and

(i) If 0 < lim infn−→∞ αn ≤ lim supn−→∞(αn + βn) < 1,

(ii) If 0 < lim infn−→∞ cn ≤ lim supn−→∞(cn + dn) < 1,

(iii) If 0 < lim infn−→∞ an ≤ lim supn−→∞(an + bn) < 1.

For a given x1 ∈ C, let {xn} be the sequence defined as in (3.2.1). If F 6= ∅,
then {xn} converges weakly to a common fixed point of T1, T2 and T3.

Proof. Let p ∈ F . By Lemma 3.2.1, limn−→∞ ‖xn − p‖ exists. Now we prove that
{xn} has a unique weak subsequential limit in F . To prove this, let p1 and p2

be weak limits of subsequence {xnk
} and {xnj

} of {xn} respectively. By Lemma
3.2.3, we have limn−→∞ ‖T1xn− xn‖ = 0. By Lemma 2.1.32, we have I − T1, I − T2

and I − T3 are demiclosed with respect to zero, therefore T1pi = pi, T2pi = pi and
T3pi = pi, (i=1, 2) hence p1, p2 ∈ F . By Lemma 3.2.1 limn−→∞ ‖xn − p1‖ and
limn−→∞ ‖xn− p2‖ exist. Using Lemma 2.1.33 we obtain that p1 = p2. Hence {xn}
converges weakly to a common fixed point of T1, T2 and T3.

Our next goal is to prove a strong convergence theorem:

Theorem 3.2.5. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be a
nonempty closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3 be three asymptotically
nonexpansive self-mapping of C with {kn}, {ln}, {mn} ⊂ [0,∞), limn−→∞ kn =
1, limn−→∞ ln = 1, limn−→∞mn = 1,

∑∞
n=1(kn − 1) < ∞,

∑∞
n=1(ln −1) < ∞,

∑∞
n=1

(mn − 1) < ∞, respectively and let {an}, {bn}, {cn}, {dn}, {αn} and {βn} be real
sequences in [0, 1] such that an + bn, cn + dn and αn + βn are in [0, 1] for all n ≥ 1
and

∑∞
n=1 bn < ∞,

∑∞
n=1 dn < ∞,

∑∞
n=1 βn < ∞ and

(i) 0 < lim infn−→∞ αn ≤ lim supn−→∞(αn + βn) < 1,
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(ii) 0 < lim infn−→∞ cn ≤ lim supn−→∞(cn + dn) < 1, and

(iii) 0 < lim infn−→∞ an ≤ lim supn−→∞(an + bn) < 1.

For a given x1 ∈ C, let {xn}, {yn}, {zn} be the sequences defined as in
(3.2.1). If F 6= ∅ and one of T1, T2 and T3 is completely continuous, then {xn}, {yn},
{zn} converge strongly to a common fixed point of T1, T2 and T3.

Proof. By Lemma 3.2.1, {xn} is bounded. In addition, by Lemma 3.2.3, limn−→∞
‖xn − T1xn‖ = 0, limn−→∞‖xn − T2xn‖ = 0 and limn−→∞ ‖xn − T3xn‖ = 0, then
{T1xn}, {T2xn} and {T3xn} are also bounded. If T1 is completely continuous, there
exists subsequence {T1xnj

} of {T1xn} such that T1xnj
−→ p as j −→ ∞. Thus

limj−→∞ ‖xnj
− T1xnj

‖ = limj−→∞ ‖xnj
− T2xnj

‖ = limj−→∞ ‖xnj
− T3xnj

‖ = 0.
It follows that limj−→∞ ‖xnj

− p‖ = 0. This implies by Lemma 2.1.32 that p ∈
F. Furthermore, by Lemma 3.2.1, we get that limn−→∞ ‖xn − p‖ exists. Thus
limn−→∞‖xn − p‖ = 0.

Theorem 3.2.6. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be a
nonempty closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3 be three asymptotically
nonexpansive self-mapping of C with {kn}, {ln}, {mn} ⊂ [0,∞), limn−→∞ kn =
1, limn−→∞ ln = 1, limn−→∞mn = 1,

∑∞
n=1(kn − 1) < ∞,

∑∞
n=1(ln −1) < ∞,

∑∞
n=1

(mn − 1) < ∞, respectively and let {an}, {bn}, {cn}, {dn}, {αn} and {βn} be real
sequences in [0, 1] such that an + bn, cn + dn and αn + βn are in [0, 1] for all n ≥ 1
and

∑∞
n=1 bn < ∞,

∑∞
n=1 dn < ∞,

∑∞
n=1 βn < ∞ and

(i) 0 < lim infn−→∞ αn ≤ lim supn−→∞(αn + βn) < 1,

(ii) 0 < lim infn−→∞ cn ≤ lim supn−→∞(cn + dn) < 1, and

(iii) 0 < lim infn−→∞ an ≤ lim supn−→∞(an + bn) < 1.

For a given x1 ∈ C, let {xn}, {yn}, {zn} be the sequences defined as in
(3.2.1). If F 6= ∅ and one of T1, T2 and T3 is demicompact, then {xn}, {yn}, {zn}
converge strongly to a common fixed point of T1, T2 and T3.

Proof. Suppose that T1 is semicompact. By Lemma 3.2.3, limn−→∞ ‖xn− T1xn‖ =
limn−→∞ ‖xn − T2xn‖ = limn−→∞ ‖xn − T3xn‖ = 0. Then there exists subsequence
{xnj

} of {xn} such that {xnj
} converges strongly to p ∈ C. It follows from Lemma

2.1.32 that p ∈ F . Since limn−→∞ ‖xn − p‖ exists by Lemma 3.2.1, it follows that
limn−→∞ ‖xn − p‖ = 0.
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3.3 Strong convergence theorems by hybrid method for
asymptotically k-strict pseudo-contractive mapping in
Hilbert space

This section, we introduce the hybrid method of modified Mann’s iteration for an
asymptotically k-strictly pseudo-contractive mapping to prove some strong conver-
gence theorems for such mappings in a Hilbert space.

Fixed point iteration processes for nonexpansive mappings and asymptoti-
cally nonexpansive mappings in Hilbert spaces and Banach spaces including Mann
and Ishikawa iteration processes have been studied extensively by many authors to
solve nonlinear operator equations as well as variational inequalities: see [3, 21, 24,
42]. However, Mann and Ishikawa iterations processes have only weak convergence
even in Hilbert space: see [10, 42].

Our iteration method for finding a fixed point of an asymptotically k-strict
pseudo-contractive mapping T is the modified Mann’s iteration method studied in
[21, 34, 35, 39] which generates a sequence {xn} via

xn+1 = αnxn + (1− αn)T nxn, n ≥ 0, (3.3.1)

where the initial guess x0 ∈ C is arbitrary and the sequence {αn}∞n=0 line in the
interval (0, 1).

In 2007, Takahashi, Takeuchi and Kubota [42] introduced the modification
Mann iteration method for a family of nonexpansive mappings {Tn}. Let x0 ∈ H.
For C1 = C and u1 = PC1x0, define a sequence {un} of C as follows:





yn = αnun + (1− αn)Tnun,

Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖ ≤ ‖un − z‖},
un+1 = PCn+1x0, n ∈ N,

(3.3.2)

where 0 ≤ αn ≤ a < 1 for all n ∈ N. Then we prove that the sequence {un}
converges strongly to z0 = PF (T )x0.

In 2008, I. Inchan [12], introduce the modified Mann iteration processes
for an asymptotically nonexpansive mapping. Let C be a closed bounded convex
subset of a Hilbert space H, T be an asymptotically nonexpansive mapping of C
into itself and let x0 ∈ C. For C1 = C and x1 = PC1(x0), define {xn} as follows
way:





yn = αnxn + (1− αn)T nxn,

Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + θn},
xn+1 = PCn+1x0, n ∈ N,

(3.3.3)

where θn = (1 − αn)(k2
n − 1)(diamC)2 → 0 as n → ∞ and 0 ≤ αn ≤ a < 1 for all

n ∈ N. Then him prove that {xn} converges strongly to z0 = PF (T )x0.
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Inspired and motivated by these fact, it is the purpose of this paper to
introduce the modified Mann iteration processes for an asymptotically k-strictly
pseudo-contractive mapping by idear in (3.3.3). Let C be a closed convex subset of
a Hilbert space H, T be an asymptotically k-strictly pseudo-contractive mapping
of C into itself and let x0 ∈ C. For C1 = C and x1 = PC1(x0), define {xn} as
follows way:





yn = αnxn + (1− αn)T nxn,

Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2

+[k − αn(1− αn)]‖xn − T nxn‖+ θn},
xn+1 = PCn+1x0, n ∈ N,

(3.3.4)

where θn = (diamC)2(1− αn)γn → 0, (n →∞).

We shall prove that the iteration generated by (3.3.4) converges strongly to
z0 = PF (T )x0.

Theorem 3.3.1. Let H be a Hilbert space and let C be a nonempty closed convex
subset of H. Let T be an asymptotically k-strictly pseudo-contractive mapping of
C into itself such that F (T ) 6= ∅ and let x0 ∈ C. For C1 = C and x1 = PC1x0.
Assume that the control sequence {αn}∞n=1 is chosen so that lim supn→∞ αn < 1−k.
Then {xn} generated by (3.3.4) converges strongly to z0 = PF (T )x0.

Proof. We first show that F (T ) ⊂ Cn for all n ∈ N, by induction. For any
z ∈ F (T ) we have z ∈ C = C1 hence F (T ) ⊂ C1. Let F (T ) ⊂ Cm for each m ∈ N.
Then we have, for u ∈ F (T ) ⊂ Cm

‖ym − u‖2 = ‖αmxm + (1− αm)Tmxm − u‖2

= ‖αm(xm − u) + (1− αm)(Tmxm − u)‖2

= αm‖xm−u‖2 + (1−αm)‖Tmxm−u‖2−αm(1−αm)‖xm−Tmxm‖2

≤ αm‖xm − u‖2 + (1− αm)[(1 + γm)‖xm − u‖2 + k‖xm − Tmxm‖2]

−αm(1− αm)‖xm − Tmxm‖2

= (1 + (1− αm)γm)‖xm − u‖2 + [k − αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2

≤ ‖xm−u‖2 +[k−αm(1−αm)]‖xm−Tmxm‖2 +(1−αm)γm‖xm−u‖2

≤ ‖xm − u‖2 + [k − αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + θm.

It follows that u ∈ Cm+1 and F (T ) ⊂ Cm+1, hence F (T ) ⊂ Cn for all n ∈ N.
Next, we show that Cn is closed and convex for all n ∈ N. It follows obvious that
C1 = C is closed and convex. Suppose that Cm is closed and convex for each
m ∈ N. Let zj ∈ Cm+1 ⊂ Cm with zj → z. Since Cm is closed, z ∈ Cm and
‖ym − zj‖2 ≤ ‖zj − xm‖2 + [k − αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + θm. Then

‖ym − z‖2 = ‖ym − zj + zj − z‖2
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= ‖ym − zj‖2 + ‖zj − z‖2 + 2〈ym − zj, zj − z〉
≤ ‖zj − xm‖2 + [k − αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + θm + ‖zj − z‖2

+2‖ym − zj‖‖zj − z‖.
Taking j →∞,

‖ym − z‖2 ≤ ‖z − xm‖2 + [k − αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + θm.

Hence z ∈ Cm+1. Let x, y ∈ Cm+1 ⊂ Cm with z = αx + (1− α)y where α ∈ [0, 1].
Since Cm is convex, z ∈ Cm and ‖ym − x‖2 ≤ ‖x− xm‖2 + [k − αm(1− αm)]‖xm −
Tmxm‖2 + θm, ‖ym − y‖2 ≤ ‖y − xm‖2 + [k − αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + θm, we
have

‖ym − z‖2 = ‖ym − (αx + (1− α)y)‖2

= ‖α(ym − x) + (1− α)(ym − y)‖2

= α‖ym − x‖2 + (1− α)‖ym − y‖2 − α(1− α)‖(ym − x)− (ym − y)‖2

≤ α(‖x− xm‖2 + [k − αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + θm)

+(1− α)(‖y − xm‖2 + [k − αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + θm)

−α(1− α)‖y − x‖2

= α‖x− xm‖2 + (1− α)‖y − xm‖2 − α(1− α)‖(xm − x)− (xm − y)‖2

+[k − αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + θm

= ‖α(xm−x)+(1−α)(xm−y)‖2+[k−αm(1−αm)]‖xm−Tmxm‖2+θm

= ‖xm − z‖2 + [k − αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + θm.

Then z ∈ Cm+1, it follows that Cm+1 is closed and convex. Hence Cn is closed and
convex for all n ∈ N. This implies that {xn} is well-defined. From xn = PCnx0, we
have

〈x0 − xn, xn − y〉 ≥ 0, for all y ∈ Cn.

Since F (T ) ⊂ Cn, we have

〈x0 − xn, xn − u〉 ≥ 0 for all u ∈ F (T ) and n ∈ N. (3.3.5)

So, for u ∈ F (T ), we have

0 ≤ 〈x0 − xn, xn − u〉 = 〈x0 − xn, xn − x0 + x0 − u〉
= −〈xn − x0, xn − x0〉+ 〈x0 − xn, x0 − u〉
≤ −‖xn − x0‖2 + ‖x0 − xn‖‖x0 − u‖.

This implies that
‖x0 − xn‖2 ≤ ‖x0 − xn‖‖x0 − u‖,
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hence
‖x0 − xn‖ ≤ ‖x0 − u‖ for all u ∈ F (T ) and n ∈ N. (3.3.6)

From xn = PCnx0 and xn+1 = PCn+1x0 ∈ Cn+1 ⊂ Cn, we also have

〈x0 − xn, xn − xn+1〉 ≥ 0 for all n ∈ N. (3.3.7)

So, for xn+1 ∈ Cn, we have, for n ∈ N
0 ≤ 〈x0 − xn, xn − xn+1〉 = 〈x0 − xn, xn − x0 + x0 − xn+1〉

= −〈xn − x0, xn − x0〉+ 〈x0 − xn, x0 − xn+1〉
≤ −‖xn − x0‖2 + ‖x0 − xn‖‖x0 − xn+1‖.

This implies that
‖x0 − xn‖2 ≤ ‖x0 − xn‖‖x0 − xn+1‖,

hence
‖x0 − xn‖ ≤ ‖x0 − xn+1‖ for all n ∈ N. (3.3.8)

From (3.3.6) we have {xn} is bounded, limn→∞ ‖xn − x0‖ exists. Next, we show
that ‖xn − xn+1‖ → 0. In fact, from (3.3.7) we have

‖xn − xn+1‖2 = ‖(xn − x0) + (x0 − xn+1)‖2

= ‖xn − x0‖2 + 2〈xn − x0, x0 − xn+1〉+ ‖x0 − xn+1‖2

= ‖xn − x0‖2 + 2〈xn − x0, x0 − xn + xn − xn+1〉+ ‖x0 − xn+1‖2

= ‖xn−x0‖2−2〈x0−xn, x0−xn〉−2〈x0−xn, xn−xn+1〉+‖x0−xn+1‖2

≤ ‖xn − x0‖2 − 2‖xn − x0‖2 + ‖x0 − xn+1‖2

= −‖xn − x0‖2 + ‖x0 − xn+1‖2.

Since limn→∞ ‖xn − x0‖ exists, we have that

lim
n→∞

‖xn − xn+1‖ = 0. (3.3.9)

On the other hand, xn+1 ∈ Cn+1 ⊂ Cn implies that

‖yn − xn+1‖2 ≤ ‖xn − xn+1‖2 + [k − αn(1− αn)]‖xn − T nxn‖2 + θn, (3.3.10)

By the definition of yn, we have

‖yn − xn‖ = ‖αnxn + (1− αn)T nxn − xn‖
= (1− αn)‖T nxn − xn‖.

From (3.3.10), we have

(1− αn)2‖T nxn − xn‖2 = ‖yn − xn‖2
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= ‖yn − xn+1 + xn+1 − xn‖2

≤ ‖yn − xn+1‖2 + ‖xn+1 − xn‖2 + 2‖yn − xn+1‖‖xn+1 − xn‖
≤ ‖xn − xn+1‖2 + [k − αn(1− αn)]‖xn − T nxn‖2 + θn + ‖xn+1 − xn‖2

+2‖yn − xn+1‖‖xn+1 − xn‖
= [k − αn(1− αn)]‖xn − T nxn‖2 + 2‖xn+1 − xn‖(‖xn+1 − xn‖

+‖yn − xn+1‖) + θn.

It follows that

((1− αn)2 − (k − αn(1− αn)))‖xn − T nxn‖2 ≤ 2‖xn+1 − xn‖(‖xn+1 − xn‖
+‖yn − xn+1‖) + θn.

Hence

(1−k−αn)‖T nxn−xn‖ ≤ 2‖xn+1−xn‖(‖xn+1−xn‖+‖yn−xn+1‖)+θn. (3.3.11)

From lim supn→∞ αn < 1 − k, we can chosen ε > 0 such that αn ≤ 1 − k − ε for
large enough n. From (3.3.9) and (3.3.11), we have

lim
n→∞

‖T nxn − xn‖ = 0. (3.3.12)

Next, we show that limn→∞ ‖Txn − xn‖ = 0. From Lemma 2.1.40, we have

‖Txn−xn‖ ≤ ‖Txn−T n+1xn‖+‖T n+1xn−T n+1xn+1‖+‖T n+1xn+1−xn+1‖
+‖xn+1 − xn‖

≤ L1‖xn − T nxn‖+ ‖T n+1xn+1 − xn+1‖+ (1 + Ln+1)‖xn − xn+1‖. (3.3.13)

From (3.3.9) and (3.3.12), we have

lim
n→∞

‖Txn − xn‖ = 0. (3.3.14)

By (3.3.13), Lemma 2.1.38 and boundedness of {xn} we obtain ∅ 6= ωw(xn) ⊂ F (T ).
By the fact that ‖xn − x0‖ ≤ ‖z0 − x0‖ for all n ≥ 0 where z0 = PF (T )(x0) and the
weak lower semi-continuity of the norm, we have

‖x0 − z0‖ ≤ ‖x0 − w‖ ≤ lim infn→∞ ‖x0 − xn‖
≤ lim supn→∞ ‖x0 − xn‖ ≤ ‖x0 − z0‖,

for all w ∈ ωw(xn). However, since ωw(xn) ⊂ F (T ), we must have w = z0 for all
w ∈ ωw(xn). Thus ωw(xn) = {z0} and then xn ⇀ z0. Hence, xn → z0 = PF (T )(x0)
by

‖xn − z0‖2 = ‖xn − x0‖2 + 2〈xn − x0, x0 − z0〉+ ‖x0 − z0‖2
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≤ 2(‖z0 − x0‖2 + 〈xn − x0, x0 − z0〉) → 0 as n →∞.
This complete the proof. ¤

Using this Theorem 3.3.1, we have the following corollaries.

Corollary 3.3.2. Let H be a Hilbert space and let C be a nonempty closed convex
subset of H. Let T be k-strictly pseudo-contractive mapping of C into itself for
some 0 ≤ k < 1 such that F (T ) 6= ∅ and let x0 ∈ C. For C1 = C and x1 = PC1x0,
defined {xn} as follows;





yn = αnxn + (1− αn)Txn,

Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2},
xn+1 = PCn+1x0,

(3.3.15)

for all n ∈ N, where {αn} ⊂ [α, β] for some α, β ∈ [k, 1). Then {xn} generated by
(3.3.15) converges strongly to z0 = PF (T )x0.

Corollary 3.3.3. [12] Let H be a Hilbert space and let C be a nonempty closed
convex subset of H. Let T be an asymptotically nonexpansive mapping of C into
itself such that F (T ) 6= ∅ and let x0 ∈ C. For C1 = C and x1 = PC1x0, defined
{xn} as follows;





yn = αnxn + (1− αn)T nxn,

Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + θn},
xn+1 = PCn+1x0, n ∈ N,

(3.3.16)

where θn = (1− αn)(k2
n − 1)(diamC)2 → 0 as n →∞ and 0 ≤ αn ≤ a < 1 for all

n ∈ N. Then {xn} generated by (3.3.16) converges strongly to z0 = PF (T )x0.

Corollary 3.3.4. ([42] Theorem 4.1) Let H be a Hilbert space and C be a nonempty
closed convex subset of H. Let T be a nonexpansive mapping of C into H such that
F (T ) 6= ∅ and let x0 ∈ H. For C1 = C and u1 = PC1x0, define a sequence {un} of
C as follows: 




yn = αnun + (1− αn)Tun,

Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖ ≤ ‖un − z‖},
un+1 = PCn+1x0, n ∈ N,

(3.3.17)

where 0 ≤ αn ≤ a < 1 for all n ∈ N. Then {un} converges strongly to z0 = PF (T )x0.
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1 Introduction

In recent years, one-step and two-step iterative schemes (including Mann and
Ishikawa iteration processes as the most important cases) have been studied exten-
sively by many authors to solve the nonlinear operator equations in Hilbert spaces
and Banach spaces; see [6, 9, 13, 14, 15, 18, 19] and the references therein. Noor
[10, 11] introduced and analyzed three-step iterative methods to study the approxi-
mate solutions of variational inclusions (inequalities) in Hilbert spaces by using the
techniques of updating the solution and the auxiliary principle. A similar idea goes
back to the so-called -schemes introduced by Glowinski and Le Tallec [4] to find a
zero of sum of two (or more) maximal monotone operators by using the Lagrangian
multiplier. Glowinski and Le Tallec [4] used three-step iterative schemes to find
the approximate solutions of the elastoviscoplasticity problem, liquid crystal the-
ory, and eigenvalue computation, and they showed that three-step approximations
perform better numerically. Haubruge et al. [5] studied the convergence analysis
of threestep schemes of Glowinski and Le Tallec [4] and applied these schemes to
obtain new splitting-type algorithms for solving variational inequalities, separable
convex programming, and minimization of a sum of convex functions. They also
proved that three-step iterations lead to highly parallelized algorithms under cer-
tain conditions. Inspired and motivated by these facts, we suggest a new class of
three-step iterative schemes for solving the nonlinear equation Tx = x for nonex-
pansive mappings in Banach space in this paper. Our schemes can be viewed as
an extension for Mann-iterative scheme with errors.

Let C be a nonempty closed convex subset of a Banach space X. A mapping
T : C → C is called nonexpansive if ‖Tx−Ty‖ ≤ ‖x− y‖ for all x, y ∈ C. The set
of all fixed points of T is denoted by F (T ), i.e., F (T ) = {x ∈ C : x = Tx}. Let
T1, T2 and T3 be three nonexpansive mappings from C to itself. Let F be the set

1Supported by Thailand Research Fund and corresponding author
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of common fixed points of T1, T2 and T3 that is F =
⋂3

i=1 F (Ti) = {x ∈ C : x =
T1x = T2x = T3x}.

ALGORITHM 1.1. For a given x1 ∈ C, compute sequences {zn}, {yn} and
{xn} by the iterative schemes

zn = (1− an − bn)xn + anT1xn + bnun,

yn = (1− cn − dn)zn + cnT2zn + dnvn, (1.1)
xn+1 = (1− αn − βn)yn + αnT3yn + βnwn, n ≥ 1,

where {un}, {vn}, {wn} are bounded sequences in C and {an}, {bn}, {cn}, {dn}, {αn},
{βn} are appropriate sequences in [0, 1].

If an = bn = 0, then Algorithm 1.1 reduces to
ALGORITHM 1.2. For a given x1 ∈ C, compute sequences {yn} and {xn} by

the iterative schemes

yn = (1− cn − dn)xn + cnT2xn + dnvn, (1.2)
xn+1 = (1− αn − βn)yn + αnT3yn + βnwn, n ≥ 1,

where {vn}, {wn} are bounded sequences in C and {cn}, {dn}, {αn}, {βn} are
appropriate sequences in [0, 1].

If an = bn = cn = dn = 0, then Algorithm 1.1 reduces to
ALGORITHM 1.3. For a given x1 ∈ C, compute sequences {xn} by the

iterative schemes

xn+1 = (1− αn − βn)xn + αnT3xn + βnwn, n ≥ 1, (1.3)

where {wn} are bounded sequences in C and {αn}, {βn} are appropriate sequences
in [0, 1]. Algorithm 1.3 is known as a Mann-iterative scheme with error which is
introduced by Xu [19].

For a suitable choice of an, bn, cn, dn, αn and βn one can obtain a number of
new and known iterative schemes for solving nonlinear equations in Banach space
and Hilbert space. The purpose of this paper is to use the iterative scheme (1.1) for
approximating common fixed points of three nonexpansive mappings and to prove
some strong and weak convergence theorems for such mappings in a uniformly
convex Banach space.

2 Preliminaries

Recall that a Banach space X is said to be uniformly convex if for each
ε ∈ [0, 2], the modulus of convexity of X given by:

δ(ε) = inf{1− 1
2‖x− y‖ : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1, ‖x− y‖ ≥ ε}

satisfies the inequality δ(ε) > 0 for all ε > 0.
A Banach space X is said to satisfy Opial’s condition [12] if xn → x weakly

as n →∞ and x 6= y imply that lim supn→∞ ‖xn − x‖ < lim supn→∞ ‖xn − y‖.
A mapping T : C → C is said to be demicompact if, for any sequence {xn} in

C such that ‖xn − Txn‖ → 0 as n → ∞, there exists subsequence {xnj} of {xn}
such that {xnj} converges strongly to x ∈ C.

A mapping T : C → X ia called demiclosed with respect to y if for each
sequence {xn} in C and each x ∈ X,xn → x weakly and Txn → y imply that
x ∈ C and Tx = y.
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A family {Ti : C → C, i = 1, 2, 3, ..., n} of maps is said to satisfy condition (A)
(Definition 4.1. [3]) if there exists a nondecreasing function f : [0,∞) → [0,∞)
with f(0) = 0, f(r) > 0 for all r ∈ (0,∞) such that

1
n

(
n∑

i=1

‖x− Tix‖) ≥ f(d(x, F ))

for all x ∈ C where d(x, F ) = inf{‖x− p‖ : p ∈ F =
⋂n

i=1 F (Ti)}.
It is remarked that the condition (A) reduces to the condition (I) in ([16])

when Ti = T for i = 1, 2, 3, ..., n
In the sequel, the following lemmas are needed to prove our main results.

Lemma 2.1 (Tan and Xu, [18]). Let {an}, {bn} and {δn} be sequences of nonneg-
ative real numbers satisfying the inequality

an+1 ≤ (1 + δn)an + bn, ∀n = 1, 2, ...,

If
∑∞

n=1 δn < ∞ and
∑∞

n=1 bn < ∞, then
(1) limn→∞ an exists.
(2) limn→∞ an = 0 whenever lim infn→∞ an = 0.

Lemma 2.2 (Cho, Zhou and Guo, [2]). Let X be a uniformly convex Banach
space and Br = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ r}, r > 0. Then there exists a continuous, strictly
increasing, and convex function g : [0,∞) → [0,∞), g(0) = 0 such that

‖λx + βy + γz‖2 ≤ λ‖x‖2 + β‖y‖2 + γ‖z‖2 − λβg(‖x− y‖),

for all x, y, z ∈ Br, and all λ, β, γ ∈ [0, 1] with λ + β + γ = 1.

Lemma 2.3 (Browder, [1]). Let X be a uniformly convex Banach space, C a
nonempty closed convex subset of X, and T : C → X be nonexpansive mapping.
Then I − T is demiclosed at 0, i.e., if xn → x weakly and xn − Txn → 0 strongly,
then x ∈ F (T ).

Lemma 2.4 (Suantai, [17]). Let X be a Banach space which satisfies Opial’s
condition and let {xn} be a sequence in X . Let u, v ∈ X be such that limn→∞ ‖xn−
u‖ and limn→∞ ‖xn−v‖ exist. If {xnk

} and {xmk
} are subsequences of {xn} which

converge weakly to u and v, respectively, then u = v.

3 Main Results

In this section, we prove weak and strong convergence theorems of the three-
step iterative scheme (1.1) for nonexpansive mappings in a uniformly convex Ba-
nach space. In order to prove this, the following lemmas are needed.

Lemma 3.1. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be a nonempty
closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3 be three nonexpansive self-mappings
of C and {xn} be the sequences defined as in (1.1) and

∑∞
n=1 bn < ∞,

∑∞
n=1 dn <

∞,
∑∞

n=1 βn < ∞. If F 6= ∅, then limn→∞ ‖xn − p‖ exists for all p ∈ F .

Proof. Assume that F 6= ∅. Let p ∈ F and

M1 = sup{‖un − p‖ : n ≥ 1}, M2 = sup{‖vn − p‖ :≥ 1}
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M3 = sup{‖wn − p‖ : n ≥ 1}, M = max{M1, M2,M3}.

We have

‖xn+1 − p‖ = ‖(1− αn − βn)yn + αnT3yn + βnwn − p‖
= ‖(1− αn − βn)(yn − p) + αn(T3yn − p) + βn(wn − p)‖
≤ (1− αn − βn)‖yn − p‖+ αn‖T3yn − p‖+ βn‖wn − p‖
≤ ‖yn − p‖+ βn‖wn − p‖

‖yn − p‖ = ‖(1− cn − dn)zn + cnT2zn + dnvn − p‖
= ‖(1− cn − dn)(zn − p) + cn(T2zn − p) + dn(vn − p)‖
≤ (1− cn − dn)‖zn − p‖+ cn‖T2zn − p‖+ dn‖vn − p‖
≤ ‖zn − p‖+ dn‖vn − p‖

‖zn − p‖ = ‖(1− an − bn)xn + bnT1xn + bnun − p‖
= ‖(1− an − bn)(xn − p) + an(T1xn − p) + bn(un − p)‖
≤ (1− an − bn)‖xn − p‖+ bn‖T1xn − p‖+ bn‖un − p‖
≤ ‖xn − p‖+ bn‖un − p‖

It follows that ‖xn+1 − p‖ ≤ ‖xn − p‖+ bn‖un − p‖+ dn‖vn − p‖+ βn‖wn − p‖.
And so ‖xn+1 − p‖ ≤ ‖xn − p‖+ M(bn + dn + βn).

Since
∑∞

n=1 bn < ∞,
∑∞

n=1 dn < ∞,
∑∞

n=1 βn < ∞, by Lemma 2.1 implies that
limn→∞ ‖xn − q‖ exists.

Lemma 3.2. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be a nonempty
closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3 be three nonexpansive self-mappings
of C and {an}, {bn}, {cn}, {dn}, {αn} and {βn} be real sequences in [0, 1] such
that an + bn, cn + dn and αn + βn are in [0, 1] for all n ≥ 1 and

∑∞
n=1 bn <

∞,
∑∞

n=1 dn < ∞,
∑∞

n=1 βn < ∞. For a given x1 ∈ C, let {xn}, {yn} and {zn}
be the sequences defined as in (1.1) with F 6= ∅.

(i) If 0 < lim infn→∞ αn ≤ lim supn→∞(αn + βn) < 1, then limn→∞ ‖T3yn −
yn‖ = 0.

(ii) If 0 < lim infn→∞ cn ≤ lim supn→∞(cn + dn) < 1, then limn→∞ ‖T2zn −
zn‖ = 0.

(iii) If 0 < lim infn→∞ an ≤ lim supn→∞(an + bn) < 1, then limn→∞ ‖T1xn −
xn‖ = 0.

(iv) If 0 < lim infn→∞ αn ≤ lim supn→∞(αn + βn) < 1, 0 < lim infn→∞ cn ≤
lim supn→∞(cn + dn) < 1 and 0 < lim infn→∞ an ≤ lim supn→∞(an + bn) < 1,
then limn→∞ ‖T2xn − xn‖ = 0 = limn→∞ ‖T3xn − xn‖.

Proof. (i) From Lemma 3.1, we have limn→∞ ‖xn− p‖ exists for any p ∈ F (T ). It
follows that {xn−p}, {T1xn−p}, {zn−q}, {T2zn−p} and {yn−p}, {T3yn−p} are
all bounded. Also, {un−p}, {vn−p} and {wn−p} are bounded by the assumption.
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Now we set

r1 = sup{‖xn − p‖ : n ≥ 1},
r2 = sup{‖T1xn − p‖ : n ≥ 1},
r3 = sup{‖zn − p‖ : n ≥ 1},
r4 = sup{‖T2zn − p‖ : n ≥ 1},
r5 = sup{‖yn − p‖ : n ≥ 1},
r6 = sup{‖T3yn − p‖ : n ≥ 1},
r7 = sup{‖un − p‖ : n ≥ 1},
r8 = sup{‖vn − p‖ : n ≥ 1},
r9 = sup{‖wn − p‖ : n ≥ 1},
r = max{r1, r2, r3, r4, r5, r6, r7, r8, r9}.

By Lemma 2.2 we have

‖zn − p‖2 = ‖(1− an − bn)xn + anT1xn + bnun − p‖2
= ‖(1− an − bn)(xn − p) + an(T1xn − p) + bn(un − p)‖2
≤ (1− an − bn)‖xn − p‖2 + an‖T1xn − p‖2 + bn‖un − p‖2

− an(1− an − bn)g(‖T1xn − xn‖)
≤ (1− an − bn)‖xn − p‖2 + an‖xn − p‖2 + bn‖un − p‖2
≤ ‖xn − p‖2 + r2bn − an(1− an − bn)g(‖T1xn − xn‖)
≤ ‖xn − p‖2 + r2bn,

‖yn − p‖2 = ‖(1− cn − dn)zn + cnT2zn + dnvn − p‖2
= ‖(1− cn − dn)(zn − p) + cn(T2zn − p) + dn(vn − p)‖2
≤ (1− cn − dn)‖zn − p‖2 + cn‖T2zn − p‖2 + dn‖vn − p‖2

− cn(1− cn − dn)g(‖T2zn − zn‖)
≤ (1− cn − dn)‖zn − p‖2 + cn‖zn − p‖2 + dn‖vn − p‖2

− cn(1− cn − dn)g(‖T2zn − zn‖)
≤ ‖zn − p‖2 + r2dn − cn(1− cn − dn)g(‖T2zn − zn‖)
≤ ‖zn − p‖2 + r2dn

and

‖xn+1 − p‖2 = ‖(1− αn − βn)yn + αnT3yn + βnwn − p‖2
= ‖(1− αn − βn)(yn − p) + αn(T3yn − p) + βn(wn − p)‖2
≤ (1− αn − dn)‖yn − p‖2 + αn‖T3yn − p‖2 + βn‖wn − p‖2

− αn(1− αn − βn)g(‖T3yn − yn‖)
≤ (1− αn − βn)‖yn − p‖2 + αn‖yn − p‖2 + βn‖wn − p‖2

− αn(1− αn − βn)g(‖T3yn − yn‖)
≤ ‖yn − p‖2 + r2βn − αn(1− αn − βn)g(‖T3yn − yn‖),

which lead to the following:

αn(1− αn − βn)g(‖T3yn − yn‖) ≤ ‖xn − p‖2 − ‖xn+1 − p‖2
+r2(bn + dn + βn), (3.1)
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and

cn(1− cn − dn)g(‖T2zn − zn‖) ≤ ‖xn − p‖2 − ‖xn+1 − p‖2
+r2(bn + dn + βn), (3.2)

and

an(1− an − bn)g(‖T1xn − xn‖) ≤ ‖xn − p‖2 − ‖xn+1 − p‖2
+r2(bn + dn + βn), (3.3)

(i) If 0 < lim infn→∞ αn ≤ lim supn→∞(αn + βn) < 1, then there exist a
positive integer n0 and η, η′ ∈ (0, 1) such that

0 < η < αn and αn + βn < η′ < 1 for all n ≥ n0.

This implies by (3.1) that

η(1− η′)g(‖T3yn − yn‖) ≤ ‖xn − p‖2 − ‖xn+1 − p‖2
+r2(bn + dn + βn), (3.4)

for all n ≥ n0. It follows from (3.4) that for m ≥ n0

m∑
n=n0

g(‖T3yn − yn‖) ≤ 1
η(1− η′)

( m∑
n=n0

(‖xn − p‖2 − ‖xn+1 − p‖2)

+ r2
m∑

n=n0

(bn + dn + βn)
)

≤ 1
η(1− η′)

(
‖xn0 − p‖2

+ r2
m∑

n=n0

(bn + dn + βn)
)

. (3.5)

By letting m → ∞ in inequality (3.5) we get that
∑∞

n=n0
g(‖T3yn − yn‖) < ∞,

which implies limn→∞ g(‖T3yn − yn‖) = 0. Since g is strictly increasing and
continuous at 0 with g(0) = 0, it follows that limn→∞ ‖T3yn − yn‖ = 0.

(ii) If 0 < lim infn→∞ cn ≤ lim supn→∞(cn + dn) < 1, then by using the same
argument as above with the inequality (3.2), it can be show that limn→∞ ‖T2zn−
zn‖ = 0.

(iii) If 0 < lim infn→∞ an ≤ lim supn→∞(an + bn) < 1, then by using (3.3) and
the same argument as in (i), it can be show that limn→∞ ‖T1xn − xn‖ = 0.

(iv) If 0 < lim infn→∞ αn ≤ lim supn→∞(αn + βn) < 1, 0 < lim infn→∞ cn ≤
lim supn→∞(cn + dn) < 1 and 0 < lim infn→∞ an ≤ lim supn→∞(an + bn) < 1, by
(i), (ii) and (iii) we have

lim
n→∞

‖T3yn − yn‖ = lim
n→∞

‖T2zn − zn‖ = lim
n→∞

‖T1xn − xn‖ = 0. (3.6)

From zn = (1−an−bn)xn+anT1xn+bnun and yn = (1−cn−dn)zn+cnT2zn+dnvn,
we have

‖zn − xn‖ = ‖(1− an − bn)xn + anT1xn + bnun − xn‖
= ‖an(T1xn − xn) + bn(un − xn)‖
≤ an‖T1xn − xn‖+ bn‖un − xn‖
≤ ‖T1xn − xn‖+ 2rbn,
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and ‖yn − xn‖ ≤ ‖T2zn − zn‖+ ‖T1xn − xn‖+ 2rbn + 2rdn. Hence

‖T2xn − xn‖ ≤ ‖xn − T2zn‖+ ‖T2zn − T2xn‖
≤ ‖xn − zn‖+ ‖T2zn − zn‖+ ‖zn − xn‖
≤ ‖T2zn − zn‖+ 2‖zn − xn‖
≤ ‖T2zn − zn‖+ 2‖T1xn − xn‖+ 4rbn,

and

‖T3xn − xn‖ ≤ ‖xn − T3yn‖+ ‖T3yn − T3xn‖
≤ ‖xn − yn‖+ ‖T3yn − yn‖+ ‖yn − xn‖
≤ ‖T3yn − yn‖+ 2‖yn − xn‖
≤ ‖T3yn − yn‖+ 2‖T2zn − zn‖

+ 2‖T1xn − xn‖+ 4rbn + 4rdn.

It follows from (3.6) that limn→∞ ‖T2xn − xn‖ = limn→∞ ‖T3xn − xn‖ = 0.

Theorem 3.3. Let X be a uniformly convex Banach space which satisfies Opial’s
condition, and let C be a nonempty closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3

be three nonexpansive self-mappings of C and let {an}, {bn}, {cn}, {dn}, {αn} and
{βn} be real sequences in [0, 1] such that an + bn, cn +dn and αn +βn are in [0, 1]
for all n ≥ 1 and

∑∞
n=1 bn < ∞,

∑∞
n=1 dn < ∞,

∑∞
n=1 βn < ∞ and

(i) 0 < lim infn→∞ αn ≤ lim supn→∞(αn + βn) < 1,
(ii) 0 < lim infn→∞ cn ≤ lim supn→∞(cn + dn) < 1, and
(iii) 0 < lim infn→∞ an ≤ lim supn→∞(an + bn) < 1.
For a given x1 ∈ C, let {xn} be the sequence defined as in (1.1). If F 6= ∅,

then {xn} converges weakly to a common fixed point of T1, T2 and T3.

Proof. Let p ∈ F . By Lemma 3.1, limn→∞ ‖xn − p‖ exists. Now we prove that
{xn} has a unique weak subsequential limit in F . To prove this, let p1 and p2

be weak limits of subsequence {xnk
} and {xnj} of {xn} respectively. By Lemma

3.2(iii), we have limn→∞ ‖T1xn − xn‖ = 0. By Lemma 2.3, we have I − T1, I − T2

and I − T3 are demiclosed with respect to zero, therefore T1pi = pi, T2pi = pi

and T3pi = pi, (i=1, 2) hence p1, p2 ∈ F . By Lemma 3.1 limn→∞ ‖xn − p1‖ and
limn→∞ ‖xn − p2‖ exist. Using Lemma 2.4 we obtain that p1 = p2. Hence {xn}
converges weakly to a common fixed point of T1, T2 and T3.

Our next goal is to prove a strong convergence theorem of iterative scheme
(1.1) to a common fixed point of T1, T2 and T3.

Theorem 3.4. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be a non-
empty closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3 be three nonexpansive self-
mappings of C satisfying condition (A) and let {an}, {bn}, {cn}, {dn}, {αn} and
{βn} be real sequences in [0, 1] such that an + bn, cn +dn and αn +βn are in [0, 1]
for all n ≥ 1 and

∑∞
n=1 bn < ∞,

∑∞
n=1 dn < ∞,

∑∞
n=1 βn < ∞ and

(i) 0 < lim infn→∞ αn ≤ lim supn→∞(αn + βn) < 1,
(ii) 0 < lim infn→∞ cn ≤ lim supn→∞(cn + dn) < 1, and
(iii) 0 < lim infn→∞ an ≤ lim supn→∞(an + bn) < 1.
For a given x1 ∈ C, let {xn}, {yn}, {zn} be the sequences defined as in (1.1).

If F 6= ∅, then {xn}, {yn}, {zn} converge strongly to a common fixed point of T1, T2

and T3.
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Proof. By Lemma 3.2, we have

lim
n→∞

‖T3xn − xn‖ = lim
n→∞

‖T2xn − xn‖ = lim
n→∞

‖T1xn − xn‖ = 0.

By condition (A), we have f(d(xn, F )) ≤ 1
3 (‖xn − T1xn‖ + ‖xn − T2xn‖ + ‖xn −

T3xn‖).
It follows that limn→∞ f(d(xn, F )) ≤ 0, hence limn→∞ f(d(xn, F )) = 0.
Since f is a nondecreasing function and f(0) = 0, we obtain that limn→∞ d(xn, F ) =
0. Thus we can choose a subsequence {xnk

} of {xn} and a sequence (yk) ⊂ F such
that ‖xnk

− yk‖ < 2−k for all k ≥ 1. Then following the method of proof of Tan
and Xu [18], we get that {yk} is a Cauchy sequence in F and so it converges.
Let yk → y. Since F is closed, y ∈ F and then xnk

→ y. By Lemma (3.1)
limn→∞ ‖xn−p‖ exits, ∀p ∈ F . It implies that limn→∞ ‖xn−y‖ = 0. Hence {xn}
converses strongly to a common fixed point of T1, T2 and T3.

Since ‖yn − xn‖ ≤ ‖T2zn − zn‖+ ‖T1xn − xn‖+ 2rbn + 2rdn and ‖zn − xn‖ ≤
‖T1xn − xn‖ + 2rbn, it follows from Lemma 3.2 (ii) and (iii) that ‖yn − xn‖ → 0
as n →∞ and ‖zn − xn‖ → 0 as n →∞, which imply that limn→∞ ‖yn − y‖ = 0
and limn→∞ ‖zn − y‖ = 0.

Theorem 3.5. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be a non-
empty closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3 be three nonexpansive self-
mappings of C and let {an}, {bn}, {cn}, {dn}, {αn} and {βn} be real sequences in
[0, 1] such that an + bn, cn + dn and αn + βn are in [0, 1] for all n ≥ 1 and∑∞

n=1 bn < ∞,
∑∞

n=1 dn < ∞,
∑∞

n=1 βn < ∞ and
(i) 0 < lim infn→∞ αn ≤ lim supn→∞(αn + βn) < 1,
(ii) 0 < lim infn→∞ cn ≤ lim supn→∞(cn + dn) < 1, and
(iii) 0 < lim infn→∞ an ≤ lim supn→∞(an + bn) < 1.
For a given x1 ∈ C, let {xn}, {yn}, {zn} be the sequences defined as in (1.1).

If F 6= ∅ and one of T1, T2 and T3 is completely continuous, then {xn}, {yn}, {zn}
converge strongly to a common fixed point of T1, T2 and T3.

Proof. By Lemma 3.1, {xn} is bounded. In addition, by Lemma 3.2, limn→∞‖xn−
T1xn‖ = 0, limn→∞‖xn − T2xn‖ = 0 and limn→∞ ‖xn − T3xn‖ = 0, then {T1xn},
{T2xn} and {T3xn} are also bounded. If T1 is completely continuous, there ex-
ists subsequence {T1xnj} of {T1xn} such that T1xnj → p as j → ∞. Thus
limj→∞ ‖xnj − T1xnj‖ = limj→∞ ‖xnj − T2xnj‖ = limj→∞ ‖xnj − T3xnj‖ = 0. It
follows that limj→∞ ‖xnj−p‖ = 0. This implies by Lemma 2.3 that p ∈ F. Further-
more, by Lemma 3.1, we get that limn→∞ ‖xn−p‖ exists. Thus limn→∞‖xn−p‖ =
0. The proof is completed.

Theorem 3.6. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be a non-
empty closed and convex subset of X. Let T1, T2, T3 be three nonexpansive self-
mappings of C and let {an}, {bn}, {cn}, {dn}{αn} and {βn} be real sequences in
[0, 1] such that an + bn, cn + dn and αn + βn are in [0, 1] for all n ≥ 1 and∑∞

n=1 bn < ∞,
∑∞

n=1 dn < ∞,
∑∞

n=1 βn < ∞ and
(i) 0 < lim infn→∞ αn ≤ lim supn→∞(αn + βn) < 1,
(ii) 0 < lim infn→∞ cn ≤ lim supn→∞(cn + dn) < 1, and
(iii) 0 < lim infn→∞ an ≤ lim supn→∞(an + bn) < 1.
For a given x1 ∈ C, let {xn}, {yn}, {zn} be the sequences defined as in (1.1).

If F 6= ∅ and one of T1, T2 and T3 is demicompact, then {xn}, {yn}, {zn} converge
strongly to a common fixed point of T1, T2 and T3.
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Proof. Suppose that T1 is demicompact. By Lemma 3.2, limn→∞ ‖xn − T1xn‖ =
limn→∞ ‖xn − T2xn‖ = limn→∞ ‖xn − T3xn‖ = 0. Then there exists subsequence
{xnj} of {xn} such that {xnj} converges strongly to p ∈ C. It follows from
Lemma 2.3 that p ∈ F . Since limn→∞ ‖xn − p‖ exists by Lemma 3.1, it follows
that limn→∞ ‖xn − p‖ = 0.
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Abstract 

. .: In this paper, we introduce a three-step iterative scheme with errors for 
three asymptotically nonexpansive mappings in a uniformly convex 
Banach space., The new iterative scheme ineludes modified Mann 
i k t i v e  scheme with errors as special case. The results obtained in this 
paper present vie and strong convergence theorems of such schemes 
to a common f m d  point of these mappings. 

1. Introduction 

Fixed-point iteration processes for asymptotically nonexpansive 
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mapping in Banach spaces including Mann and Ishkawa iterations 

processes have been studied extensively by many authors; see [Z-111. 
Many of them are used widely to study the approximate solutions of the 

certain problems; see [7, 8, 131. In 2000, Noor [6] introduced a three-step 

iterative scheme and studied the approximate solutions of variational 

inclusion in Hilbert spaces. In 2002,'Xu and Noor [14] introduced and 

studied a three-step scheme to approximate fixed point of asymptotically 

nonexpansive mappings in a Banach space. Cho et al. [2] extended their 

schemes to the three-step iterative scheme with errors and gave weak 

and strong convergence theorems for asymptotically nonexpansive 

mappings in a Banach space. Suantai [ll] defined a new three-step 

iteration which is an extension of Noor iterations and gave some weak 

and strong convergence theorems of the modified Noor iterations for 

asymptotically nonexpansive mappings in uniformly Banach space. 

Let C be a nonempty closed convex subset of normed linear space X. 
Then a self-mapping T : C + C is said to be nonexpansive if 

11 Tx - Ty  1 1 x - y 1 for all x,  y E C. A self-mapping T : C + C is called 

asymptotically nonexpansive if there exists a sequence {k) c [0, a), 

l i m n ,  k, = 1 such that 

,for all x, y E C andeach n 2 1. 

From the above defkitions, it follows that a nonexpansive mapping 
must be &ymptotically nonexpansive, but the converse does not hold. It 
was proved in [3] that if Xis  uniformly convex and C is bounded, cldsed 
and convex, then every asymptotically nonexpansive mapping has a fixed 
point. Inspired and motivated by these facts, we suggest a three-step 
iterative scheme defined as follows. 

Let TI, T2, Ts : C + C be three asymptotically nonexpansive self- 

mappings. For a given xl E C, compute the sequences {x,) ,  (y , )  and 

{z,) by the iterative scheme 
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X n + l  = (1 - a n  - Bn)Yn + anT3hYn + Pnwnt n 2 1, (1.1) 

where {u,), {v,) and {w, ) are bounded sequences in C and {a , ) ,  (b,), 

{c,} ,  {&}, {a,) 'and &) ari appropriate sequences in [O, 11. ~ . .  

If a, = b, = 0, then the scheme (1.1) reduces to the iterative schemes 

where {v,) and {w,) are bounded sequences in C and {c,}, {d,,), (a,) 

and (P,) are appropriate sequences in [0, 11. 

If a ,  = bn = c, = d, = 0, then scheme (1.1) reduces to the modified 

Mann-iterative scheme 

where {w,) are bounded sequences in C and {a,) and ( B n )  are 

appropriate sequences in [0, 11. 

The purpose of this paper is to establish strong convergence theorems 
under only one map which is completely continuous or demicompact and 
.weak convergence theorems under space satisfying Opial's condition in a 
uniformly convex Banach space. 

& that a Banach space Xis  said to be uniformly convex if for each 
E E [O, 21, the modulus of convexity of Xgiven by 

satisfies the inequality 6(&) > 0 for all E > 0. 

A Banach space Xis said to satisfy Opial's condition [8] if x, + x 

weakly as n + ca and z # y imply that 

lim sup11 xn - x # < lim supll x,  - y 1. 
n+oo nta, 
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A mapping T : C + C is said to be demicompact if, for any sequence 

{xn) in C such that 11 x, - Tx, 1 + 0 as n + m, there exists 

subsequence {xnj ] of {xn} such that {xnj } converges strongly to x E C. 

A mapping T .: C + .X is. called'demiciosed with respect to y if for 

each sequence {x,} in C and each X . E  X, z, -+ x weakly &d Tx, -, y 

imply that x E C and Tx = y. 

In the sequel, the following lemmas are needed to prove our main 
results. 

Lemma 1.1 (Tan and Xu [12]). Let {a,}, {b,} and (6,) be sequences 

of nonnegative real numbers satisfying the inequality 

%+I I (1 + 6,)a, + b,, Vn = 1, 2, .... 

(1)' limn, a, exists. 

(2) lim,,, a, = 0 whenever lim inf,,, a, = 0. 

Lemma 1.2 (Cho et al. 121). Let X be a uniformly convex Banach space 
and 

B, = {x ~ X : ] x H s r ) ,  r > 0. 

'.Then there exists a continuous, strictly increasing and convex function 

such that 

II + PY + 7% n2 41 x l2 + a1 Y u2 + rfi 112 - hSg(U x - Y I), 
foral lx ,  y , z ~ B ~ ,  andall h ,$ , y  E[O,I]  with h+F+y = l .  

Lemma 1.3 (Chidume et al. [I]). Let X be a uniformly convex Banach 
space, C be a nonempty closed convex subset of X and T : C -+ X be an 

asymptotically nonezpansive mapping. Then I - T is derniclosed at 0, 
i-e., i f  x, + x weakly and xn - Tx, + 0 strongly, then x E F(T),  

where F(T)  is the set of fixed points of T. 
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Lemma 1.4 (Suantai [ I l l ) .  Let X be a Banach space which satisfies 
Opial's condition and let (x,) be a sequence in X. Let u, v E X be such 

that limn,,ll xn - u 11 and limn,l( xn - v 11 exist. If {xnk) and {xmk} 

are subsequences of {x,} which converge weakly to u and v, respectively, 

then u = v. In the sequel, n:-; - FrP,)~ will be denoted by F. 

2. Main Results 

In this section, we prove weak and strong convergence theorems of 
the three-step iterative scheme (1.1) for three asymptotically 
nonexpansive mappings in a uniformly convex Banach space. In order to 
prove our main results, the following lemmas are needed. 

The next lemma is crucial for proving the main theorems. 

Lemma 2.1. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be a 
nonempty closed and convex subset of X. Let TI, T2 and T3 be three 

asymptotically nomxpansive self-mappings of C with (k,,), ( In ) ,  {m,) c 

03 

10, a), limn-+, k = 1, limn,, 1, = 1, limn,, mn = 1, znxl (k,, - 1) < a, 

x; (ln - 1) < a, (rn, - 1) < a, respectively and {xn) be the sequence 

F # 0, then lirnn,,ll x ,  - p [ exists for all p E F. 

Proof. Assume that F # 0. Let p E F. Then we have 
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= (1 + (g - 1)) 11 xn - P 1 + M(bn + d, + Bn), 

where M i s  some positive constant and h, = max{k,,, k ,  3). 

Notice that xz=l (h - 1) < io is equivalent to z := l  (h: - 1) I m. 

Since z l b n  < " 9  cz=l =ld, < ca- n-1 pn < a, by Lemma 1.1 it implies 

that limn,,l xn - p 1 eAsts. 

Lemma 2.2. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be a 
nonempty closed and convex subset of X. Let Ti, T2 and T3 be three 
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asymptotically nonewansive self-mappings of C with {h), {I,), {m,} c 

< a, z* (1, - 1) < m, xz=l (m, - I )  c m, respectively and {a,), {b,), 
n=l 

{c,), {&I, {a,} and (B,) be real . sequences . in [0, 11 such that a, + b,, 

cn + dn and a ,  + b, are in [O, 11 for all n 2 1 and zl-, bn < a, 

Cz=, dn < a, x=l 8, < a. For a g i w n  XI E C7 let {xn)7 {Y,) and 

be the sequences defined as in  (1.1) with F # '0. 

(i) If 0 < lim id,,, a ,  I lim sup,,,(a, + p,) < 1, then 

(ii) I f  0 < lim inf,, c, I lim sup,,(c, + 4)  < 1, then 

lim,,,U T f z ,  - Z, = 0. 

(iii) If 0 < lim inf,,, a, I lim supn,,(an + b,) < 1, then 

b,,~ TTx, - zn 1 = 0. 

(iv) If 0 < lim id,,, a ,  I lim sup,,(a, + p,) < 1, 

0 < lim id,, c, s Iim sup,,,(c, + &) < 1 
. . .  

and 

0 < lim inf,,, a, S lim sup,,(a, + b,) < 1, 

then 

limn-ll Tgx,  - X ,  11 = 0 = limn,,! Tcx,  - x, 1. 
Proof. (i) From Lemma 2.1, we know that limn,,! x, - p 11 exists for 

any p E F. I t  follows that {x, - p), { T ~ x ,  - p}, {G - q), {Tfzn - P) and 

{Y, - p), {T;Y~ - p) are all b ~ u d e d .  Also, {% .- P) ,  {un - P )  and 
{w, - p) are bounded by the assumption. W e  shall use L to denote the 

positive different constants appearing in *e following reasoning. 
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By using Lemma 1.2, we have 

1 1 ~ n  - pi2 = l ( l - a n - b n ) ~ n  +anT?xn + b n u n - ~ [ I  
2 

= M(1 -an  -bn)(xn -~)+.an(T?xn - ~ ) + b n ( ~ n  - P ) I I  2 

'. "a 

( I - +  -bn)( lxn -Pa2 +anUT?xn - p i 2  +bnU% -p112 

- an(1- ~n - bn)g(II T?xn - ~n 1) 

5 (1-an  -bn)l1xn - P P  + a n g n X n - P f  + b n ~ u n - P n ~  

5 (l+an(@-1))11zn -p(12 + ~ b n  

g i ~ ~ - ~ ( 1 ~  +Lbn, 

11 Yn - P = 1 (1 - cn - &)zn + cnT;zn + &vn - P a2 
= 1 ( l - c n  -&)(zn - P )  +cn(T 'zn  - P )  + &(vn - P I  l2 

I (1-cn -dn)nzn - P i2 + c n l T g ~ n  - p i 2  +&IIVn - P  112 

-cnO-Cn -&)g(IIT;zn - zn  I) 

I ( l - c n  -&)I zn - P  i2 + cnln211Zn - P112 +&UVn - P 112 

- ~ n ( l - C n  -&)g(DTFzn -Zn A) 

.5 (1+cn(C-1))1(zn-p l2  +L& 

I C I I Z ,  - p i 2  +w, 
and so 

(1 ~ n + 1  - P n2 = I1 (1 - an - Pn)yn + a n T $ ~ n  + Pnwn - P / I 2  

= 11 (1 - an - Pn) ( ~ n  - P)  + an(Tgyn - P )  + Bn(wn - P )  112 

2 ( 1 - a n - & ) i y n  -p112 + a n t l ~ $ ~ n  - p i 2  +Pnlwn -pl12 

- an(l - an - Pn)g(# TZyn - Yn 1 1 )  
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2 2 
5 (1 - an - C j n ) l 1  Y ,  - P I + a,m:l( Y ,  - P I I  + PnII Wn - P 11' 

- an(l - a n  - Pn)g(II TCyn - Yn I I )  
2 

5 (1 +. an ( y n  - 1)) 11 yn - P ] I 2  + LBn 

- an(l - a n  - Pn>g(ll T $ Y ~  - Yn ( I )  

I mEn Y ,  - P 112 + LPn - a n ( l -  an - Bn)g(u TFyn - Yn II) 

s mE[g! zn - P l2 + Ldnl + LB, 

- a n ( l - a n  -Bn)g(IIT'yn - ~ n  1) 
2 2  2 

h[ah[knll Xn - P 1' + Lbnl+ %I + LBn 

- an(1- an  - Bn)g(II T ' Y ~  - Yn I() 
2 2  2 

m n k 4 l x n - p 1 ?  + ~ b n  + L ~ , + L P ~  

- an(l - an - Bn)g(H T3nyn - Yn !I) 

5 @nxn -pn2  + ~ ( b ,  +G + 13,) 

- a n ( l -  an - Pn)g(i T f y n  - yn 8) 

= ( I+(#  - l ) ) ,xn  -P 1' + L(bn +d, + B n )  

- an(l - an - Bn)g(l T $ Y ~  - Yn Ill, 
which leads to the following: 

an(1- an - Bn)g(U T ' y n  - Yn I I )  2 I Xn - P I? - II %+I - P 112 

+ ~ ( ( g  - 1) + bn + 4 + B,), (2.1) 

cn(l-Cn -dn>g(A TZhzn -2 ,  1) IIxn - P l2 -Bxn+l- P 11' 

+ ~ ( ( e  - 1) + bn + 4 + Bn) (2.2) 
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and 

+ ' ,~ ( ( e - l )+bn+d ,+P , ) .  (2.3) -. .?a 

(i) If 0 < liminf,,, an I limsupn,(an + B,) c 1, then there exist a 

positive integer ng and q, q' E (0,l)  such that 

O < q < a n  and an+Bn  c q l < l  foralln2ng. 

This implies by (2.1) that 

dl- ll')g(R T ' Y ~  - YY, Ill 2 ll xn - P l2 - Il xn+i - P Il2 

+~((e -1)+bn +d ,  +Bn), 

for all n 2 ng. It follows horn (2.4) that for rn 2 ng 

Let rn co in inequality (2.5). Then we get that 

and therefore limn, g(JI Tf y, - yn 1) = 0. Since g is strictly increasing 

and continuous at 0 with g(0) = 0, it follows that 
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(ii) If 0 c lim in$,, c, I lim supn,,(c, + 6 )  < 1, then by using a 

similar method, together with inequality (2.2), it can be shown that 

limn,,[ Tfz, - znII = 0. 

(iii) If O'c lim inf,+& a,* S lirn sup,,,(a, + b,) c 1, then by using a 

similar method, together with inequality (2.3), i t  can be shown that 

lim,,[I TTx, - x, [I = 0. 

(iv) If 0 c limit&,, a, I lim sup,,,(an + f3,) < 1, 0 < lirn inf,, c, 

~limsup,,,(c,+&)<l and O<Liminf,,a,~limsup,,(a,+&) 

< 1, from (i), (ii) and (iii) we have 

= lirn 1 Tcx, - xn I = 0. 
n+m 

From 

and 

we  have 

and 
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Hence 

and 

IITCxn - xn  I1 0 %  -Ti?, U+UTi?yn - T t x n  U 

1 1 %  - ~ n  U+IT3?yn - ~ n  !+%llm -xn  II 

2ITCyn  - y n  H + ( l + % ) I I ~ n - x n  I 

UTi?yn - yn  !J+(l+mn)[IITfzn - zn  I 

+ 11 qnxn - xn 1 + 21-4, + 2r&]. 

It follows from (2.6) that 

Lemma 2.3. Let X be a uniformly convex Banach space, am! let C be a 

nonempty closed and convex subset of X Let T I ,  T2 and T3 be three 

asympto&dally nonexpansive self-mappings of C with {h), {I,), {m,) c 

[o, a), limn- k. = 1, + 1 = 1, limn- mn = 1, xz=l (& - 1) 

< co, x" (I. - 1) < m, xZZl (mn - 1) < m, respectiuely and {an), {b,), n=l 

{c,), {&I, {an) and (B,) be real sequences in [0, 11 such that an + bn, 

en + 4 and an + Bn are i n  [O, 11 for all n t 1 and xZ=l  bn < co, 

x r = l  dn < a, zZ=l Bn < 10. For a 8 i w n  q E C, let {xn), {Y,) a d  Gn)  

be the sequences defined as in (1.1) with F # 0. 

dell
Rectangle

dell
Rectangle



CONVERGENCE THEOREMS FOR ASYMPTOTICAJLY ... 231 

If 

0 < lim inf,, a, I lim sup,, (a, + p,) < 1, 

and 

0 < lim inf,, c, s lim sup,, (c, + dn) < 1 

. . . . 

0 < lim inf,,, a, 5 lim sup,,,(a, + b,) < 1, 

then 

limn-ll -xn { I  = fimn-II T2xn -xn I 
= limn-11 T ~ X ,  -xn I [  = 0. 

Proof. By Lemma 2.2, we have 

lim I TCYn - Yn 11 = T f z n  - znI1 
n+ 

= lim 11 T:xn - x, 11 = 0, 
n-w 

and 

lim!JT{x,-x,[= l i m I T f x , - ~ , l = o -  
n+eo n+a 

(2.7) 

Also we obtain that I y, -xn 11 -, 0 as n + co by  the proof of Lemma 2.2. 

Since 

3 
%+I - Yn = an(Tn Yn - Yn) + Pn(wn - Yn),  

we have 

IIxn+l - ~ n  I I  s I I ~ n + l  - ~ n  !+1bn - ~ n  I 

~ I I T ' Y ~  -Yn II+Bnlwn-Yn U+#yn - ~ n ! -  

And so 

I I  %,+I - T'xn+l I I  I I  x n + ~ -  xn I I  + I I  TIxn+l- Cnxn I I  + II T?xn - Xn I I  

2 U~n+1 -xn I I +  hIIxn+l -xn a+nT?xn -xn U 
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-' 4 11 T?xn - X ,  11. 
This together with (2.7) implies that 

Thus 

which implies that limn,,ll Tlxn - xn I( = 0. 

Similarly, we obtain that 

Now we give a weak convergence theorem for iteration (1.1). 

Theorem 2.4. Let X be a uniformly convex Banach space which 

satisfies Opial's condition, and let C be a nonernpty closed and convex 

subset of X. Let T I ,  T2 and T3 be three asymptotically nonexpansive self- 

mappings of C with {k), {&), {m,) c 10, a), limn,& = 1, limn,& = 1, 

limn+mm, z L l ( k l l - l ) < m ,  Zrn n =l ( 5 , - l ) < m ,  C L l ( m n - l ) < m ,  

respectively and let {a,), {b,), {c,), {d,,), {a,} and (B,) be real 

sequences i n  [0, 11 such that a,  + b,, c, + d,, and a, + j3, are in [O,1] 

for all n 2 1 and zt=l bn < m, zz=).l dn < m, ztZl Pn < and 

(i) 0 < lim inf,,, a ,  5 lim sup,,,(a, + $,) < 1, 

(ii) 0 < lim inf,,, c, I lim supn,,(cn + d,,) < 1, 

(iii) 0 < lim idn, a, 5 lim supn,,(an + 4 )  < 1. 
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For a given xl E C, let {x,} be the sequence defined as in (1.1). If 

F # 0, then {x,) converges weakly to a common fixed point of T', T2 

and T3. 

Proof. Let p E . F. . .  By Lemma . 2.1,' lim,,,I x, - p 11 exists. Now we 

prove that {x,} has a unique weak subsequential limit in F. To prove 

this, let pl and pa be weak limits of subsequences {xnk) and { x y )  of  

{xn), respectively. By Lemma 2.3, we have lim,,,~ Tlxn - x,  1 = 0. By 

Lemma 1.3, we have I -T I ,  I - Tz and I - T3 are demiclosed with 

respect to zero, therefore Tlpi = pi, T2pi = pi and T3pi = pi (i = 1, 2) 

hence pl ,  pa E F. By Lemma 2.1 lim,,l( x, - pl a and limn,! x, - pz 11 
exist. Using Lemma 1.4 we obtain that pl = pz. Hence {x,) converges 

weakly to a common fixed point of q, T2 and T3. 

Our next goal is to prove a strong convergence theorem: 

Theorem 2.5. Let X be a uniformly convex Baach space, and let C be 
a nonempty closed and convex subset of X. Let TI ,  T2 and T3 be three 

asymptotically nonezpansive self-mappings of C with (b), ( I , } ,  {m,,} c 

==, (L -1) < a, (% - 1) < a, respectively and kt {an), W 1, {en}, 

(4);. '{a,) and (B,) be real sequences in [O,1] such that a, + 4, c, + d, 

and a ,  + p, .are in [O,l] for all n 2 1 and zz=l bn < a, x:=l 4 < a, 

Z;=, en < and 

(i) 0 c lirn inf,,, a ,  I lim supn,,(an + f i n )  < 1, 
. . 

(ii) 0 < lim inf,,, c, S lim supn,,(c, + 4) < 1, and 

(iii) 0 < lim in&,, a, < lim sup,,,(a, + 4 )  < 1. 

For a giuen xl E C, let (x,}, {y,) and {z,} be the sequences defined 

as in (1.1). If F + 0, and one of TI, Tz and T3 is completely continuous, 
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then {x,), {y,} and {z,} converge strongly to a common fixed point of 

T I ,  T2 and T3. 

Proof By Lemma 2.1, {x,} is bounded. In addition, by Lemma 2.3, 

*- lim,,,ll xn - Tlxn 1 = 0, 

fimn,,ll xn - T 2 ~ n  ( I  = 0 

and 

limn-mll xn - T 3 ~ n  11 = 0, 

then {Tlxn}, {Tzxn} and {T3xn) are also bounded. I f  Tl is completely 

continuous, then there exists subsequence {Tlxnj} of {Tlx,) such that 

Tlxnj + p as j + co. Thus 

I t  follows that limj,ll xnj - p 11 = 0. This implies by Lemma 1.3 that 

p E F. Furthermore, by Lemma 2.1, we get that lim,,(l xn - p 11 
exists. Thus limn,,n x,  - p 1) = 0. 

Theorem 2.6. Let X be a uniformly convex Banach space, and let C be 
a nonempty closed and convex subset of X. Let T I ,  T2 and T3 be three 

asymptotically nonexpansive self-mappings of C with {h}, {l,}, {%} c 

[ o , ~ ) ,  n = 1 n = 1, limn- mn = 1, xz=l (& -1) < a, 

zz, (s. - 1) < 9, zLl (mn - 1) < a, respectivel~ and kt {an}, {h }, {cn}, 

{G), {a,} and (B,} be real k u e n i e s  in [O, 11 such that an + b,, 

c, + 4, and an + 8, are in [O, 11 for all n 2 1 and xz=l bn < 9, 

xr=l 4 < m, zz=l Pn < a and 

(i) 0 < lim ink,, an  5 lim supn,,(an + P n )  < 1, 
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(ii) 0 < lim inf,,, c, I lim sup,,,(c, + 4 )  < 1, and 

(iii) 0 < lim in&,, a, I lim sup,,,(a, + b,) < 1. 

For a given xl E C, let {x,), {y,) and {z,} be the sequences defined 

as in (1.1). If F # 0, and one of TI, T2 and T3 is demicompact, then 

{x,), {y,) and {z,} converge stron$rly to a common fixed point of TI, T2 

and T3. 

Proof. Suppose that Tl is semicompact, By Lemma 2.3, 

limn+, 1 xn - qxn 11 = limn+, 11 xn - T2xn 11 

Then there exists subsequence {xnj} of {x,} such that {xnj} converges 

strongly to p E C. I t  follows from Lemma 1.3 that p E F. Since 

lim,,l x, - p I exists by Lemma 2.1, it follows that 
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1. Introduction

Let H be a real Hilbert space, C a nonempty closed convex subset of H and T : C → C a mapping. Recall that T is
nonexpansive if ‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖ for all x, y ∈ C . A point x ∈ C is a fixed point of T provided Tx = x. Denote by F(T ) the
set of fixed points of T ; that is, F(T ) = {x ∈ C : Tx = x}. We know that a Hilbert space H satisfies Opial’s condition [1], that
is, for any sequence {xn} ⊂ H with xn ⇀ x, the inequality

lim inf
n→∞

‖xn − x‖ < lim inf
n→∞

‖xn − y‖

holds for every y ∈ H with y 6= x.
Recall that amapping T : C → C is said to be a strict pseudo-contractivemapping [2] if there exists a constant 0 ≤ k < 1

such that

‖Tx− Ty‖2 ≤ ‖x− y‖2 + k‖(I − T )x− (I − T )y‖2, (1.1)

for all x, y ∈ C . (If (1.1) holds, we also say that T is a k-strict pseudo-contraction.)
It is known that if T is a 0-strict pseudo-contractive mapping, T is a nonexpansive mapping.
In this paper we will consider an iteration method of modified Mann for asymptotically k-strict pseudo-contractive

mapping. We say that T : C → C is an asymptotically k-strict pseudo-contractive mapping if there exists a constant
0 ≤ k < 1 satisfying

‖T nx− T ny‖2 ≤ (1+ γn)‖x− y‖2 + k‖(I − T n)x− (I − T n)y‖2, (1.2)
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for all x, y ∈ C and for all n ∈ N where γn ≥ 0 for all n such that limn→∞ γn = 0. We see that if k = 0, then T is an
asymptotically nonexpansive mapping. By Goebel and Kirk [3], T is an asymptotically nonexpansive mapping if there exists
a sequence {γn} of nonnegative numbers with limn→∞ γn = 0 and such that

‖T nx− T ny‖2 ≤ (1+ γn)‖x− y‖2, (1.3)

for all x, y ∈ C and all integers n ≥ 1.
Fixed point iteration processes for nonexpansivemappings and asymptotically nonexpansivemappings in Hilbert spaces

and Banach spaces includingMann and Ishikawa iteration processes have been studied extensively bymany authors to solve
nonlinear operator equations as well as variational inequalities: see [4–7]. However, Mann and Ishikawa iteration processes
have only weak convergence even in Hilbert space: see [8,7].
Our iterationmethod for finding a fixed point of an asymptotically k-strict pseudo-contractivemapping T is themodified

Mann’s iteration method studied in [9–12] which generates a sequence {xn} via

xn+1 = αnxn + (1− αn)T nxn, n ≥ 0, (1.4)

where the initial guess x0 ∈ C is arbitrary and the sequence {αn}∞n=0 lies in the interval (0, 1).
In 2007, Takahashi, Takeuchi and Kubota [7] introduced the modification of the Mann iteration method for a family of

nonexpansive mappings {Tn}. Let x0 ∈ H . For C1 = C and u1 = PC1x0, define a sequence {un} of C as follows:{yn = αnun + (1− αn)Tnun,
Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖ ≤ ‖un − z‖},
un+1 = PCn+1x0, n ∈ N,

(1.5)

where 0 ≤ αn ≤ a < 1 for all n ∈ N. Then we prove that the sequence {un} converges strongly to z0 = PF(T )x0.
In 2008, Inchan [13], introduced the modified Mann iteration processes for an asymptotically nonexpansive mapping.

Let C be a closed bounded convex subset of a Hilbert space H , T be an asymptotically nonexpansive mapping of C into itself
and let x0 ∈ C . For C1 = C and x1 = PC1(x0), define {xn} as follows:yn = αnxn + (1− αn)T

nxn,
Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + θn},
xn+1 = PCn+1x0, n ∈ N,

(1.6)

where θn = (1 − αn)(k2n − 1)(diam C)
2
→ 0 as n → ∞ and 0 ≤ αn ≤ a < 1 for all n ∈ N. Then he proves that {xn}

converges strongly to z0 = PF(T )x0.
Inspired and motivated by these facts, it is the purpose of this paper to introduce the modified Mann iteration processes

for an asymptotically k-strict pseudo-contractive mapping by the idea in (1.6). Let C be a closed convex subset of a Hilbert
space H , T be an asymptotically k-strict pseudo-contractive mapping of C into itself and let x0 ∈ C . For C1 = C and
x1 = PC1(x0), define {xn} as follows:yn = αnxn + (1− αn)T

nxn,
Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + [k− αn(1− αn)]‖xn − T nxn‖ + θn},
xn+1 = PCn+1x0, n ∈ N,

(1.7)

where θn = (diam C)2(1− αn)γn → 0, (n→∞).
We shall prove that the iteration generated by (1.7) converges strongly to z0 = PF(T )x0.

2. Preliminaries

Let H be a real Hilbert space with norm ‖ · ‖ and inner product 〈·, ·〉 and let C be a closed convex subset of H . For every
point x ∈ H , there exists a unique nearest point in C , denoted by PCx, such that

‖x− PCx‖ ≤ ‖x− y‖, for all y ∈ C .

PC is called the metric projection of H onto C . It is well known that PC is a nonexpansive mapping of H onto C .
We collect some lemmas which will be used in the proof of the main result.

Lemma 2.1 ([14]). The following identities hold in a Hilbert space H:
(i) ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2〈x, y〉,∀x, y ∈ H.
(ii) ‖λx+ (1− λ)y‖2 = λ‖x‖2 + (1− λ)‖y‖2 − λ(1− λ)‖x− y‖2 for all x, y ∈ H and λ ∈ [0, 1].

Lemma 2.2 ([15]). Let T be an asymptotically k-strict pseudo-contractive mapping defined on a bounded closed convex subset C
of a Hilbert space H. Assume that {xn} is a sequence in C with the properties
(i) xn ⇀ z and
(ii) Txn − xn → 0.

Then (I − T )z = 0.
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Lemma 2.3 ([16]). Let C be a closed convex subset of a real Hilbert space H. Given x ∈ H and y ∈ C, then y = PCx if and only if
the following inequality holds

〈x− y, y− z〉 ≥ 0, ∀z ∈ C .

Lemma 2.4 ([15]). Assume that C is a closed convex subset of a Hilbert space H and let T : C → C be an asymptotically k-strict
pseudo-contraction. Then for each n ≥ 1, T n satisfies the Lipschitz condition:

‖T nx− T y‖ ≤ Ln‖x− y‖

for all x, y ∈ C, where Ln =
k+
√
1+γn(1−k)
1−k .

3. Main results

In this section, we prove strong convergence theorems by hybridmethods for asymptotically k-strict pseudo-contractive
mappings in Hilbert spaces.

Theorem 3.1. Let H be a Hilbert space and let C be a nonempty closed convex subset of H. Let T be an asymptotically k-strict
pseudo-contractive mapping of C into itself such that F(T ) 6= ∅ and let x0 ∈ C. For C1 = C and x1 = PC1x0, assume that
the control sequence {αn}∞n=1 is chosen such that lim supn→∞ αn < 1 − k. Then {xn} generated by (1.7) converges strongly to
z0 = PF(T )x0.

Proof. We first show that F(T ) ⊂ Cn for all n ∈ N, by induction. For any z ∈ F(T )we have z ∈ C = C1 hence F(T ) ⊂ C1. Let
F(T ) ⊂ Cm for eachm ∈ N. Then we have, for u ∈ F(T ) ⊂ Cm

‖ym − u‖2 = ‖αmxm + (1− αm)Tmxm − u‖2

= ‖αm(xm − u)+ (1− αm)(Tmxm − u)‖2

= αm‖xm − u‖2 + (1− αm)‖Tmxm − u‖2 − αm(1− αm)‖xm − Tmxm‖2

≤ αm‖xm − u‖2 + (1− αm)[(1+ γm)‖xm − u‖2 + k‖xm − Tmxm‖2] − αm(1− αm)‖xm − Tmxm‖2

= (1+ (1− αm)γm)‖xm − u‖2 + [k− αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2

≤ ‖xm − u‖2 + [k− αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + (1− αm)γm‖xm − u‖2

≤ ‖xm − u‖2 + [k− αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + θm.

It follows that u ∈ Cm+1 and F(T ) ⊂ Cm+1, hence F(T ) ⊂ Cn for all n ∈ N. Next, we show that Cn is closed and convex for
all n ∈ N. It obviously follows that C1 = C is closed and convex. Suppose that Cm is closed and convex for each m ∈ N. Let
zj ∈ Cm+1 ⊂ Cm with zj → z. Since Cm is closed, z ∈ Cm and ‖ym− zj‖2 ≤ ‖zj− xm‖2+[k−αm(1−αm)]‖xm− Tmxm‖2+ θm.
Then

‖ym − z‖2 = ‖ym − zj + zj − z‖2

= ‖ym − zj‖2 + ‖zj − z‖2 + 2〈ym − zj, zj − z〉

≤ ‖zj − xm‖2 + [k− αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + θm + ‖zj − z‖2 + 2‖ym − zj‖‖zj − z‖.

Taking j→∞,

‖ym − z‖2 ≤ ‖z − xm‖2 + [k− αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + θm.

Hence z ∈ Cm+1. Let x, y ∈ Cm+1 ⊂ Cm with z = αx + (1 − α)y where α ∈ [0, 1]. Since Cm is convex, z ∈ Cm and
‖ym−x‖2 ≤ ‖x−xm‖2+[k−αm(1−αm)]‖xm−Tmxm‖2+θm, ‖ym−y‖2 ≤ ‖y−xm‖2+[k−αm(1−αm)]‖xm−Tmxm‖2+θm,
we have

‖ym − z‖2 = ‖ym − (αx+ (1− α)y)‖2

= ‖α(ym − x)+ (1− α)(ym − y)‖2

= α‖ym − x‖2 + (1− α)‖ym − y‖2 − α(1− α)‖(ym − x)− (ym − y)‖2

≤ α(‖x− xm‖2 + [k− αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + θm)
+ (1− α)(‖y− xm‖2 + [k− αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + θm)− α(1− α)‖y− x‖2

= α‖x− xm‖2 + (1− α)‖y− xm‖2 − α(1− α)‖(xm − x)− (xm − y)‖2

+ [k− αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + θm
= ‖α(xm − x)+ (1− α)(xm − y)‖2 + [k− αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + θm
= ‖xm − z‖2 + [k− αm(1− αm)]‖xm − Tmxm‖2 + θm.
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Then z ∈ Cm+1, it follows that Cm+1 is closed and convex. Hence Cn is closed and convex for all n ∈ N. This implies that {xn}
is well defined. From xn = PCnx0, we have

〈x0 − xn, xn − y〉 ≥ 0, for all y ∈ Cn.

Since F(T ) ⊂ Cn, we have

〈x0 − xn, xn − u〉 ≥ 0 for all u ∈ F(T ) and n ∈ N. (3.1)

So, for u ∈ F(T ), we have

0 ≤ 〈x0 − xn, xn − u〉 = 〈x0 − xn, xn − x0 + x0 − u〉
= −〈xn − x0, xn − x0〉 + 〈x0 − xn, x0 − u〉
≤ −‖xn − x0‖2 + ‖x0 − xn‖‖x0 − u‖.

This implies that

‖x0 − xn‖2 ≤ ‖x0 − xn‖‖x0 − u‖,

hence

‖x0 − xn‖ ≤ ‖x0 − u‖ for all u ∈ F(T ) and n ∈ N. (3.2)

From xn = PCnx0 and xn+1 = PCn+1x0 ∈ Cn+1 ⊂ Cn, we also have

〈x0 − xn, xn − xn+1〉 ≥ 0 for all n ∈ N. (3.3)

So, for xn+1 ∈ Cn, we have, for n ∈ N

0 ≤ 〈x0 − xn, xn − xn+1〉 = 〈x0 − xn, xn − x0 + x0 − xn+1〉
= −〈xn − x0, xn − x0〉 + 〈x0 − xn, x0 − xn+1〉
≤ −‖xn − x0‖2 + ‖x0 − xn‖‖x0 − xn+1‖.

This implies that

‖x0 − xn‖2 ≤ ‖x0 − xn‖‖x0 − xn+1‖,

hence

‖x0 − xn‖ ≤ ‖x0 − xn+1‖ for all n ∈ N. (3.4)

From (3.2) we have {xn} is bounded, limn→∞ ‖xn − x0‖ exists. Next, we show that ‖xn − xn+1‖ → 0. In fact, from (3.3) we
have

‖xn − xn+1‖2 = ‖(xn − x0)+ (x0 − xn+1)‖2

= ‖xn − x0‖2 + 2〈xn − x0, x0 − xn+1〉 + ‖x0 − xn+1‖2

= ‖xn − x0‖2 + 2〈xn − x0, x0 − xn + xn − xn+1〉 + ‖x0 − xn+1‖2

= ‖xn − x0‖2 − 2〈x0 − xn, x0 − xn〉 − 2〈x0 − xn, xn − xn+1〉 + ‖x0 − xn+1‖2

≤ ‖xn − x0‖2 − 2‖xn − x0‖2 + ‖x0 − xn+1‖2

= −‖xn − x0‖2 + ‖x0 − xn+1‖2.

Since limn→∞ ‖xn − x0‖ exists, we have that

lim
n→∞
‖xn − xn+1‖ = 0. (3.5)

On the other hand, xn+1 ∈ Cn+1 ⊂ Cn implies that

‖yn − xn+1‖2 ≤ ‖xn − xn+1‖2 + [k− αn(1− αn)]‖xn − T nxn‖2 + θn, (3.6)

By the definition of yn, we have

‖yn − xn‖ = ‖αnxn + (1− αn)T nxn − xn‖
= (1− αn)‖T nxn − xn‖.

From (3.6), we have

(1− αn)2‖T nxn − xn‖2 = ‖yn − xn‖2

= ‖yn − xn+1 + xn+1 − xn‖2
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≤ ‖yn − xn+1‖2 + ‖xn+1 − xn‖2 + 2‖yn − xn+1‖‖xn+1 − xn‖
≤ ‖xn − xn+1‖2 + [k− αn(1− αn)]‖xn − T nxn‖2 + θn + ‖xn+1 − xn‖2 + 2‖yn − xn+1‖‖xn+1 − xn‖
= [k− αn(1− αn)]‖xn − T nxn‖2 + 2‖xn+1 − xn‖(‖xn+1 − xn‖ + ‖yn − xn+1‖)+ θn.

It follows that

((1− αn)2 − (k− αn(1− αn)))‖xn − T nxn‖2 ≤ 2‖xn+1 − xn‖(‖xn+1 − xn‖ + ‖yn − xn+1‖)+ θn.

Hence

(1− k− αn)‖T nxn − xn‖ ≤ 2‖xn+1 − xn‖(‖xn+1 − xn‖ + ‖yn − xn+1‖)+ θn. (3.7)

From lim supn→∞ αn < 1 − k, we can choose ε > 0 such that αn ≤ 1 − k − ε for large enough n. From (3.5) and (3.7), we
have

lim
n→∞
‖T nxn − xn‖ = 0. (3.8)

Next, we show that limn→∞ ‖Txn − xn‖ = 0. From Lemma 2.4, we have

‖Txn − xn‖ ≤ ‖Txn − T n+1xn‖ + ‖T n+1xn − T n+1xn+1‖ + ‖T n+1xn+1 − xn+1‖ + ‖xn+1 − xn‖

≤ L1‖xn − T nxn‖ + ‖T n+1xn+1 − xn+1‖ + (1+ Ln+1)‖xn − xn+1‖. (3.9)

From (3.5) and (3.8), we have

lim
n→∞
‖Txn − xn‖ = 0. (3.10)

By (3.9), Lemma 2.2 and boundedness of {xn} we obtain ∅ 6= ωw(xn) ⊂ F(T ). By the fact that ‖xn − x0‖ ≤ ‖z0 − x0‖ for all
n ≥ 0 where z0 = PF(T )(x0) and the weak lower semi-continuity of the norm, we have

‖x0 − z0‖ ≤ ‖x0 − w‖ ≤ lim inf
n→∞

‖x0 − xn‖

≤ lim sup
n→∞

‖x0 − xn‖ ≤ ‖x0 − z0‖,

for allw ∈ ωw(xn). However, since ωw(xn) ⊂ F(T ), we must havew = z0 for allw ∈ ωw(xn). Thus ωw(xn) = {z0} and then
xn ⇀ z0. Hence, xn → z0 = PF(T )(x0) by

‖xn − z0‖2 = ‖xn − x0‖2 + 2〈xn − x0, x0 − z0〉 + ‖x0 − z0‖2

≤ 2(‖z0 − x0‖2 + 〈xn − x0, x0 − z0〉)→ 0 as n→∞.

This completes the proof. �

Using this Theorem 3.1, we have the following corollaries.

Corollary 3.2. Let H be a Hilbert space and let C be a nonempty closed convex subset of H. Let T be a k-strict pseudo-contractive
mapping of C into itself for some 0 ≤ k < 1 such that F(T ) 6= ∅ and let x0 ∈ C. For C1 = C and x1 = PC1x0, define {xn} as
follows;yn = αnxn + (1− αn)Txn,Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2},

xn+1 = PCn+1x0,
(3.11)

for all n ∈ N, where {αn} ⊂ [α, β] for some α, β ∈ [k, 1). Then {xn} generated by (3.11) converges strongly to z0 = PF(T )x0.

Corollary 3.3 ([13]). Let H be a Hilbert space and let C be a nonempty closed convex subset of H. Let T be an asymptotically
nonexpansive mapping of C into itself such that F(T ) 6= ∅ and let x0 ∈ C. For C1 = C and x1 = PC1x0, define {xn} as follows;yn = αnxn + (1− αn)T

nxn,
Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + θn},
xn+1 = PCn+1x0, n ∈ N,

(3.12)

where θn = (1 − αn)(k2n − 1)(diam C)
2
→ 0 as n → ∞ and 0 ≤ αn ≤ a < 1 for all n ∈ N. Then {xn} generated by (3.12)

converges strongly to z0 = PF(T )x0.
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Corollary 3.4 ([7, Theorem4.1]). Let H be aHilbert space and C be a nonempty closed convex subset of H. Let T be a nonexpansive
mapping of C into H such that F(T ) 6= ∅ and let x0 ∈ H. For C1 = C and u1 = PC1x0, define a sequence {un} of C as follows:{yn = αnun + (1− αn)Tun,

Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖ ≤ ‖un − z‖},
un+1 = PCn+1x0, n ∈ N,

(3.13)

where 0 ≤ αn ≤ a < 1 for all n ∈ N. Then {un} converges strongly to z0 = PF(T )x0.
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