
รายงานวิจัยฉบับสมบูรณ

โครงการสัมพรรคภาพไมเชิงเสนจากสนามความหนาแนนนอนเกาเซียนมหาภาค

โดย

ผูชวยศาสตราจารย ดร. ธีรภาพ ฉันทวัฒน

กรกฎาคม พ.ศ. 2561



สัญญาเลขที่ MRG5580126

รายงานวิจัยฉบับสมบูรณ

โครงการสัมพรรคภาพไมเชิงเสนจากสนามความหนาแนนนอนเกาเซียนมหาภาค

ผูวิจัย สังกัด มหาวิทยาลัยนเรศวร
สนับสนุนโดยสํานักงานกองทุนสนับสนุนการวิจัย และตนสังกัด

(ความเห็นในรายงานนี้เปนของผูวิจัย
สกว.และตนสังกัดไมจำเปนตองเห็นดวยเสมอไป)



กิตติกรรมประกาศ

ผูทำวิจัยขอขอบคุณเพื่อนรวมงาน อาจารย นักวิจัย ทั้งในและตางประเทศที่ใหคำแนะนำ ตลอดจนเจาหนาที่ที่วิทยาลัย
เพื่อการคนควาระดับรากฐานที่ชวยสนับสนุนในการทำวิจัยนีนอกจากนี ผูทำวิจัยขอแสดงความขอบคุณอยางสูงตอ สำนัก-
งานกองทุนสนับสนุนการวิจัย สำนักงานคณะกรรมการการอุดมศึกษา และ มหาวิทยาลัยนเรศวร ที่ใหเงินทุนสนับสนุนใน
การทำวิจัยนี้

I



Project Code: MRG5580126

Project Title: Non-linear Correlations from Large-scale non-Gaussianity Density Fields

Investigator: Asst. Prof. Teeraparb Chantavat

The Institute for Fundamental Study, Naresuan University

E-mail Address: teeraparbc@nu.ac.th

Project Period: 2 years + 4 years

Abstract

In this project, we study the third-order Lagrange perturbation theory and found that there are
different grow functions for each perturbative order. There are essentially one growth function for
first and second order of perturbation. There are three growth functions in the third order of pertur-
bation; however, only two of them independently involve in the growth of non-linear structure. The
second and third order of perturbation could be approximately written in terms of the first-order
growth function with only 1% variation. This approximation is commonly known in literature as
the Einstein-de Sitter approximation.

The calculation of non-linear power spectra with Lagrange perturbation theory show that the
variation of the Einstein de-Sitter approximation in the power spectrum could be as high as 10%.
This variation is significance and cannot be ignored with the capabilities of the next generation
surveys.

The growth functions depends on the amount of matter and energy in the universe. Hence,
the growth functions can be used to measure the matter and energy parameters especially the
dark energy sector. In addition, the growth functions could be used to distinguish between to
models of dark energy; namely, the cosmological constant and the dynamical dark energy, via
galaxy redshift surveys. The parameter constraints from redshift survey when combined with the
constraints from Planck’s CMB will give better and tighter constaints.

Keywords: cosmology, cosmological perturbation theory, dark energy, Lagrange perturba-
tion theory, large-scale structure
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การจากศึกษาทฤษฎีการรบกวนแบบลากรางจ (Lagrange perturbation theory) เราพบวาฟงกชันการเติบโต
(growth functions) ของความหนาแนนในเอกภพมีหลายฟงกชันโดยแตละฟงกชันการเติบโตจะขึ้นการลำดับในการ
รบกวน ในงานวิจัยนี้ผูทำวิจัยไดศึกษาการรบกวนถึงลำดับที่สาม พบวาในลำดับที่หนึ่ง และสองมีฟงกชันการเติบโตลำดับ
ละหนึ่งฟงกชัน สวนลำดับที่สามมีฟงกชันการเติบโตสามฟงกชัน แตทวามีผลตอคาการสำรวจเพียงแคสองฟงกชันเทานั้น
ทั้งนี้ฟงชันการเติบโตในลำดับที่สอง และลำดับที่สามสามารถเขียนในรูปประมาณของฟงกชันการเติบโตลำดับที่หนึ่งไดโดย
มีการความคลาดเคลื่อนอยูที่ประมาณ 1% จากคาที่แทจริง ดังนั้นนักวิจัยจึงนิยมการใชคาประมาณนี้ที่เรียกวา การประ-
มาณแบบ Einstein-de Sitter

เมื่อเราคำนวณคาสเปกตรัมกำลังโดยใชการรบกวนแบบลากรางจพบวาความคลาดเคลื่อนเพิ่มขึ้นสูงไดถึง 10% ซึ่งมีนัยยะ
สำคัญในการแปลผลการสำรวจ ประกอบกับเทคโนโลยีการสำรวจที่สามารถใหคาไดอยางแมนยำทำใหเราไมสามารถที่จะ
ใชการประมาณแบบ Einstein-de Sitter ไดอีก

ฟงกชันการเติบโตแปรคาตามองคประกอบสสาร และพลังงาน ดังนั้นฟงกชันการเติบโตจึงเปนฟงกชันที่เหมาะสมในการวัด
คาความหนาแนนสสาร และพลังงามมืด ในกรณีของพลังงานมืด เราสามารถใชฟงกชันการเติบโตในการแยกความตางแตก
ระหวางคาคงที่จักรวาลวิทยา (cosmological parameter) และ พลังงานมืดแบบพลวัต (dynamical dark energy)
จากการสำรวจดาราจักรที่คาเรดชิฟทตาง ๆ พบวา คาจำกัดพารามิเตอร (parameter constraint) ที่ไดจากการสำรวจ
ดาราจักรเมื่อนำมารวมกับคาจำกัดพารามิเตอรจากแพลงคจะใหคาที่ดีขึ้นกวาเดิม

คำหลัก: จักรวาลวิทยา ทฤษฎีการ รบกวนในจักรวาลวิทยา พลังงานมืด ทฤษฎีการรบกวนแบบลากรางจ
โครงสรางขนาดใหญ
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1 บทนำ
ทฤษฎีแรงโนมถวงเปนทฤษฎีที่สำคัญในการศึกษาโครงสรางของเอกภพมหภาค (large-scale structure of the uni-
verse) [1, 2] ในสเกลระดับใหญนั้นการศึกษาโครงสรางของเอกภพสามารถศึกษาไดโดยใชทฤษฎีการรบกวนเชิงเสน (lin-
ear perturbation theory) [3] ซึ่งผลที่ไดของทฤษฎีนี้สามารถอธิบายลักษณะเชิงโครงสรางของเอกภพโดยรวมไดดีใน
ระดับสเกลมากกวา 1 กิกะพาเซค (~1 Gpc) ขึ้นไป แตทั้งนี้เมื่อเราตองการที่จะศึกษาโครงสรางของเอกภพในระดับสเกล
ที่เล็กลงไปในระดับเมกะพาเซค (~1 Mpc) นั้นความถูกตองของทฤษฎีการรบกวนเชิงเสนลดลง เนื่องจากความไมเชิงเสน
ของแรงโนมถวงเริ่มมีอิทธิพลมากขึ้นในสเกลที่เล็ก วิธีการศึกษาโครงสรางของเอกภพในสเกลระดับนี้มีอยูหลากหลายวิธี
ไดแก การใชวิธีแบบเชิงกึ่งวิเคราะห (semi-analytical methods) [4, 5] หรือการสรางแบบจำลองคอมพิวเตอรระบบ
อนุภาคเอนตัว (N-body simulations) [6]

ขอมูลการสังเกตการณเชิงจักรวาล เชนการสำรวจขอมูลของซุปเปอรโนวาชนิดหนึ่งเอ (Type Ia Supernova) [7–
9] การสำรวจรังสีไมโครเวฟพื้นหลังเอกภพ (Cosmic Microwave Background – CMB) [10–13] หรือ การสำรวจ
Baryonic Acoustic Oscillations (BAOs) [14] และ การวัดคาฮับเบิลพารามิเตอร [15] ไดขอสรุปพื้นฐานที่แสดงให
เห็นวาเอกภพมีการขยายตัวดวยความเรง การขยายตัวของเอกภพดวยความเรงไมสามารถอธิบายไดโดยทฤษฎีสสารทั่วไป
แตสามารถอธิบายไดดวยสิ่งที่เรียกวา พลังงานมืด (dark energy) ซึ่งหนึ่งในทฤษฎที่วาดวยเรื่องของพลังงานมืดที่งายที่-
สุด คือ ทฤษฎีคาคงตัวจักรวาลวิทยา (cosmological constant) [16] การที่ทฤษฎีคาคงตัวจักรวาลวิทยาสามารถนำไป
ใชอธิบายปรากฏการณการขยายตัวของเอกภพแตก็กอใหเกิดปญหาการปรับละเอียด (fine-tuning problem) [17, 18]
นอกเหนือไปจากคาคงตัวทางจักรวาลวิทยาแลว ถึงทฤษฎีหนึ่งที่สามารถอธิบายได คือ พลังงานมืดแบบพลวัต (dynami-
cal dark energy) โดยการกำหนดใหสมการสถานะ (equation of state) เทากับ P = wρc2 โดยที่ P แทน ความ
ดัน ρ แทน ความหนาแนน c แทน คาความเร็วแสงในสุญญากาศ และ w แทน พารามิเตอรสมการสถานะ (equation of
state parameter) คา w ที่เหมาะสมที่ทำใหเอกภพขยายตัวดวยความเรงอยูในชวง w ⩽ −1

3
ในขณะที่ คาของ w ที่เปน

ไปไดเมื่อพิจารณาพลังงานอยูในชวง w ⩾ −1 กระนั้นก็ตามคา w ที่สำรวจไดมีคาใกลเคียงกับ−1 [13] ซึ่งเปนคาเดียวกัน
กับคา w ของคาคงตัวทางจักรวาลวิทยา ดังนั้นการแยกความแตกตางระหวางคาคงตัวทางจักรวาลวิทยาและพลังงานมืด
แบบพลวัตจึงเปนปญหาที่ทาทายสำหรับนักฟสิกส การสำรวจดาราจักรในหลายเรคชิฟทสามารถที่จะจำกัดคาของพารามิ-
เตอรทางจักรวาลวิทยาไดโดยเฉพาะอยางยิ่งพารามิเตอรที่เกี่ยวของกับพลังงานมืด เนื่องจากคาที่สำรวจไดจะอยูในปริภูมิ-
เรดชิฟท (redshift space) เราจึงพบกับปญหาการบิดเบี้ยวในปริภูมิเรดชิฟท (redshift-space distortion) การบิด
เบี้ยวในปริภูมิเรดชิฟทมีการตอบสนองที่ไวตอการเปลี่ยนแปลงฟงกชันการเติบโตซึ่งขึ้นกับคาพารามิเตอรสมการสถานะ w
ดังนั้นการสรางแบบจำลองทางทฤษฎีของการบิดเบี้ยวในปริภูมิเรดชิฟทจึงมีความสำคัญในการศึกษาพลังงานมืดแบบพลวัต

การสำรวจหยังผลที่สำคัญในการศึกษาโครงสรางไมเชิงเสนในเอกภพ ไดแก BAOs ซึ่งเปนคลื่นเสียงของเอกภพในยุค
เริ่มตนที่เคลื่อนที่ผานโปรตอนและแบริออนในสภาพพลาสมา [13] ยังคงรองรอยหลงเหลืออยูในการสำรวจดาราจักรในรูป
ของคลื่นในสเปกตรัมกำลัง (power spectrum) ใน BAOs สเกลของคลื่นในสเปกตรัมกำลังจะสอดคลองกับสเกลขอบ
เสียง (sound horizon scale) BAO สามารถหาไดจากการคำนวณคาสัมพรรคภาพสองจุด (two-point correlation
function) และคาสเปกตรัมกำลังในปริภูมิเรดชิฟท [1, 14, 19–23] คาสัมพรรคภาพสองจุดเปนคาหยังผลที่ใชไดดีสำหรับ
การศึกษาพารามิเตอรสมการสถานะที่แปรตามเวลา ซึ่งสามารถเติมเต็มสวนที่ขาดไปจากการวัดคารังสีไมโครเวฟพื้นหลังได
เปนอยางดี
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ในปจจุบันและอนาคตในใกลนี้จะมีเครืองมือ และโครงการการสำรวจดาราจักรที่สำคัญเกิดขึ้นมากมายที่มีศักยภาพใน
การสำรวจดาราจักรที่ครอบคลุมพื้นที่ทองฟาไดกวาง และลึกมากกวาเดิม ไดแก Dark Energy Survey (DES)1 [24],
Extended Baryon Oscillation Spectroscopic Survey (eBOSS)2, Euclid3, Large Synoptic Survey
Telescope (LSST)4 [25], Square Kilometre Array (SKA)5, Wide-Field InfraRed Survey Telescope
(WFIRST)6 [26] โครงการสำรวจเหลานี้จะชวยใหเราเขาใจโครงสรางระดับมหภาคของเอกภพมากขึ้นโดยเฉพาะอยาง
ยิ่งโครงสรางในสเกลที่ไมเชิงเสน ดังนั้นการศึกษาเชิงทฤษฎีเพื่อทำความเขาใจเกี่ยวกับโครงสรางไมเชิงเสนจึงมีความสำคัญ
อยางยิ่งในการแปรผลขอมูลที่ไดจากการสำรวจ โครงการสำรวจที่จะเกิดขึ้นในอนาคตเหลานี้มีความสำคัญเนื่องจากศักย-
ภาพที่จะสำรวจดาราจักร และเทหวัตถุที่คาเรดชิฟท z ≳ 3 ซึ่งเปนระยะหางที่ดีพอในการสำรวจ BAOs ในสเกลระดับ
∼150 Mpc แมแตในคาเรดชิฟทต่ำก็ใกลเคียงที่จะสำรวจ BAOs ไดเชนกัน

แบบจำลองเชิงวิเคราะหของโครงสรางมหภาคของเอกภพที่ไมเชิงเสนมีศักยภาพที่จะใหชวยใหผลตอบแทนที่ไดจาก-
โครงสรางสำรวจมีความคุมคาโดยการเปรียบเทียบผลการสำรวจที่ไดจากคาพารามิเตอรตาง ๆ หนึ่งในวิธีการสรางแบบจำ-
ลองที่เปนที่นิยม คือการรบกวนโหมดที่เขาสูสเกลไมเชิงเสน และเปรียบเทียบแบบจำลองทางทฤษฎีกับแบบจำลองคอมพิว-
เตอรระบบอนุภาคเอนตัว วิธีนี้สามารถใหเราเขาใจลักษณะของพลังงานมืดไดเปนอยางดี วิธีการรบกวนที่เปนที่นิยมหลัก ๆ
มีสองทฤษฎี คือ ทฤษฎีการรบกวนมาตรฐาน (standard perturbation theory – SPT) [27–29] และ ทฤษฎีการ
รบกวนแบบลากรางจ (Lagrange perturbation theory – LPT) [30–32] สำหรับบทความปริทัศนสามารถศึกษา
เพิ่มเติมไดจาก [33]

SPT ใชตัวแปรเชิงสุมอิสระสองตัว ไดแก สนามความหนาแนนเกินของสสาร (matter overdensity field), δ, และ
สนามการแผความเร็ว (divergence of the velocity field), v, แตกระนั้นก็ตามในสเกลของ BAOs SPT ไมไดใหผล
การคำนวณที่ดีขึ้นเพิ่มเราเพิ่มอันดับการรบกวน คาสัมพรรคภาพสองจุดจากอันดับการรบกวนที่สูงสุดไมไดใหคาที่ดีขึ้น [34]
ดังนั้นผูทำวิจัยจึงไปศึกษาและประยุกตการใชงาน LPT ในงานวิจัยที่มีความแมนยำในการคำนวณที่สูงกวาและใชตัวแปรสุม
อิสระเพียงตัวเดียวอีกทั้งยังประยุกตใชกับแบบจำลองคอมพิวเตอรระบบอนุภาคเอนตัวไดงายกวา [35]

ในงานวิจัยนี้จะเนนการศึกษาโดยใชทฤษฎีการรบกวนเชิงโนมถวง (gravitational perterbative theory) [33] แทน
เพื่อที่จะอธิบายลักษณะการกอตัวของโครงสรางเอกภพ ทั้งนี้วัตถุประสงคเริ่มตนของโครงการคือการนำทฤษฎีการรบกวน
เชิงโนมถวงไปประยุกตใชกับการศึกษาสัมพรรคภาพไมเชิงเสน (non-linear correlation) ที่เกิดจากสนามความหนาแนน
นอนเกาเซียนดั้งเดิม (primordial non-Gaussian density fields) แตเนื่องจากระหวางที่ดำเนินการทำวิจัยอยูนั้น ขอ-
มูลการสำรวจของยานสำรวจแพลงค (Planck spacecraft) [36] ไดทำการวัดคาพารามิเตอรนอนเกาเซียนดั้งเดิม (pri-
mordial non-Gaussianity) fNL ซึ่งคาที่วัดไมไดแสดงถึงความหนาแนนนอนเกาเซียนดั้งเดิมอยางมีนัยยะมากพอที่จะ
เปนประเด็นที่นาศึกษา จึงไดเปลี่ยนการประยุกตใชทฤษฎีการรบกวนเชิงโนมถวงไปศึกษา BAOs [20] แทน

1http://www.darkenergysurvey.org
2http://www.sdss.org/surveys/eboss/
3http://sci.esa.int/euclid/
4http://www.lsst.org/
5https://www.skatelescope.org
6http://wfirst.gsfc.nasa.gov/
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2 วัตถุประสงค
1) เพื่อศึกษาทฤษฎีการรบกวนเชิงโนมถวง และนำทฤษฎีที่ไดไปประยุกตใชในการศึกษาสรางลักษณะโครงสรางของเอกภพ

ขนาดมหภาค

2) ประยุกตทฤษฎีการรบกวนเชิงโนมถวงในการศึกษาเงื่อนไขเริ่มตนของเอกภพ และพลังงานมืด

3 วิธีการศึกษา
ตลอดระยะเวลาในการดำเนินงานที่ผานมาไดมีการศึกษาทฤษฎีการรบกวนเชิงโนมถวง ซึ่งมีอยูดวยกันหลากหลายวิธีโดยขั้น
ตอนแรกจะศึกษาทฤษฎีการรบกวนมาตรฐาน แลวก็ไดทำการศึกษาสเปกตรัมกำลังไปแลวเบื้องตน หลังจากนั้นจึงไดศึกษา
ทฤษฎีการรบกวนแบบลากรางจ ซึ่งสามารถนำไปประยุกตใชการงานวิจัยในโครงการนี้ได

3.1 ปญหาและอุปสรรค
เนื่องจากระหวางที่ดำเนินการทำวิจัยอยูนั้น ขอมูลการสำรวจของยานสำรวจแพลงค (Planck spacecraft) ไดทำการวัด
คาพารามิเตอรนอนเกาเซียนดั้งเดิม fNL ซึ่งคาที่วัดไมไดแสดงถึงความหนาแนนนอนเกาเซียนดั้งเดิมอยางมีนัยยะมากพอที่
จะเปนประเด็นที่นาศึกษา [36] จึงไดเปลี่ยนการประยุกตใชทฤษฎีการรบกวนเชิงโนมถวงไปศึกษา BAOs และ การบิด
เบี้ยวในปริภูมิเรดชิฟท แทน โดยทั้งนี้ยังคงใชทฤษฎีการรบกวนในการศึกษาเหมือนเดิม ดังจะไดกลาวในรายงานตอไป

3.2 ทฤษฎีที่เกี่ยวของ
ในหัวขอนี้ผูทำวิจัยไดรวบรวมทฤษฎีตาง ๆ ที่เกี่ยวของกับหัวของานวิจัยไว

3.2.1 ทฤษฎีการเกิดโครงสราง (Structure Formation Theory)

โครงสรางมหภาคที่เราพบเห็นในเอกภพนั้นเกิดจากความไมสม่ำเสมอ (inhomogeneities) ที่เกิดจากการกระเพื่อมของ
สนามความหนาแนนของสสาร ρ(x, t) ซึ่งเราสามารถนิยามได ดังนี้

δ(x, t) ≡ ρ(x, t) − ρ̄(t)
ρ̄(t)

, (1)

โดยที่ δ(x, t) เรียกวา ความหนาแนนเกิน x แทนเวกเตอรตำแหนงในพิกัดโคมูฟวิงค (comoving) ρ̄(t) แทนความหนา
แนนเฉลี่ยในพิกัดโคมูฟวิงค พลศาสตรของสนามความหนาแนนเกินขึ้นอยูกันสมการความตอเนื่อง (continuity equation)

∂

∂t
ρ(x, t) + ∇ ·

(
ρ(x, t)u(x, t)

)
= 0, (2)

และสมการของออยเลอร
∂

∂t
u(x, t) + 2H(t)u(x, t) + u(x, t) · ∇u(x, t) = −∇Φ(x, t), (3)
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โดยที่ u แทน ความเร็วพิกล (peculiar velocity) และ ∇ ≡ ∂x แทน ตัวดำเนินการกราเดียนในพิกัดโคมูฟวิงค
H(t) ≡ ȧ/a แทนคาคงที่ฮับเบิล และ Φ ศักยโนมถวงในพิกัดโคมูฟวิงค

∇2Φ(x, t) =
3

2
ΩM(t)H2(t)δ(x, t), (4)

โดยที่ ΩM แทนพารามิเตอรความหนาแนนของสสาร (matter density parameter) เราจะนิยาม ศักยความเร็ว (ve-
locity potential) θ ดังนี้

θ(x, t) ≡ ∇ · u. (5)

ในทฤษฎีการรบกวนเชิงเสน สมการการวิวัฒนของความหนาแนนเกิน และศักยความเร็วเขียนไดดังนี้

∂

∂t
δ(x, t) + θ(x, t) = 0, (6)

และ
∂

∂t
θ(x, t) + 2H θ(x, t) =

3

2
ΩM(t)H2(t)δ(x, t). (7)

จากสมการ (6) และ สมการ (7) เราจะไดสมการอนุพันธสามัญอันดันสองของการวิวัฒนความหนาแนนเกินได ดังนี้

∂2

∂t2
δ(x, t) + 2H(t)

∂

∂t
δ(x, t) =

3

2
ΩM(t)H2(t)δ(x, t). (8)

เราจะสมมติให เขียนฟงกชันของความหนาแนนเกินในรูปที่แยกเปนฟงกชันที่ขึ้นกับเวลาไดดังนี้

δ(x, t) = D1(t)δ0(x), (9)

เราเรียก D1(t) วา ฟงกชันการเติบโตเชิงเสน (linear growth function) โดยที่ δ0(x) แทนความหนาแนนเกินจำเพาะ
ชวงเวลาใดเวลาหนึ่ง โดยทั่วไปเราจะแทน δ0(x) ความหนาแนนเกินที่เวลาปจจุบันซึ่งจะทำให D1 = 1 ที่เวลาปจจุบัน
จากสมการ (8)-(9) เราจะไดสมการอนุพันธการวิวัฒนของ D1 ดังนี้

D̈1 + 2H(t)Ḋ1 −
3

2
ΩM(t)H2(t)D1(t) = 0. (10)

สมการขางตนเปนสมการที่แสดงถึงการเติบโตของความหนาแนนเกินที่มีสวนสำคัญเปนอยางยิ่งในทฤษฎีวิวัฒนาการของ
โครงสรางเอกภพมหภาค

3.2.2 ทฤษฎีการรบกวนมาตรฐาน (Standard Perturbation Theory)

ในทฤษฎีจากรบกวน (perturbation theory) และ จากนิยามของความหนาแนนเกิน และ ศักยความเร็วเราสามารถเขียน
พจนในรูปผลรวมของพจนตอไปนี้ได

δ(x, t) ≡ δ1(x, t) + δ2(x, t) + δ3(x, t) + . . . ,
Φ(x, t) ≡ Φ1(x, t) + Φ2(x, t) + Φ3(x, t) + . . . ,
θ(x, t) ≡ θ1(x, t) + θ2(x, t) + θ3(x, t) + . . . ,

(11)
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โดยที่ เทอมอันดับที่ n จะแปรผันตรงกับ Dn
1 ซึ่งโดยทั่วไปแลว D1 มีคานอยกวา 1 ดังนี้เทอมอันดับที่สูงจะมีนัยยะที่นอย

ลงตามลำดับ จากสมการ (11) เราจะไดสมการอนุพันธสามัญที่เนื่องดวยฟงกชันการเติบโตในแตละอับดับของการรบกวน
ได ดังนี้

D̈2 + 2HḊ2 −
3

2
ΩMH2D2 =

3

2
ΩMH2D2

1, (12)

D̈3a + 2HḊ3a −
3

2
ΩMH2D3a =

3

2
ΩMH2

(
D3

1 + D1D2

)
, (13)

D̈3b + 2HḊ3b −
3

2
ΩMH2D3b =

3

2
ΩMH2D3

1. (14)

โดยที่เราจะนิยาม D2(t) แทนฟงกชันการเติบโตอันดับสอง D3a(t) และ D3b(t) แทนฟงกชันการเติบโตอันดับสาม เราจะ
เห็นไดวา D2(t) ∝ D2

1(t) และ D3a(t),D3b(t) ∝ D3
1(t) ดังนั้น เพื่อความสะดวก เราจึงนิยาม d2 (t) ≡ D2(t)/D2

1(t),
d3a(t) ≡ D3a(t)/D3

1(t) และ d3b(t) ≡ D3b(t)/D3
1(t) สำหรับเอกภพแบบ Einstein-de Sitter (EdS) d2 =

3/7, d3a = 5/21 และ d3b = 1/6

ในทฤษฎีการรบกวนมาตรฐาน มีการกระจายเทอมของสนามความหนาแนนเกินของสสาร, δ และ สนามศักยความเร็ว
θ ในปริภูมิฟูริเยร (Fourier space) ไดดังนี้

δ(z, k) =
∞∑

n=1

Dn
1δn(k), θ(z, k) = −aH f

∞∑
n=1

Dn
1θn(k), (15)

โดยที่ z,H และ a คือ เรดชิฟท (redshift) คาคงตัวฮับเบิล (the Hubble parameter) และ คาสเกลแฟกเตอร (scale
factor) ตามลำดับ โดยที่ สนามศักยความเร็วมีการแปรผันตามคาสเกลแฟกเตอรตาม f = d ln D/d ln a ≃ Ω0.55

M

โดยที่ เทอมการรบกวนอันดับที่ n เทากับ

δn(k) =
∫

d3p1

(2π)3
. . .

d3pn

(2π)3
(2π)3δ3D(k − p[1,n])Fn([p1, pn])δlin(p1) · · · δlin(pn),

θn(k) =
∫

d3p1

(2π)3
. . .

d3pn

(2π)3
(2π)3δ3D(k − p[1,n])Gn([p1, pn])δlin(p1) · · · δlin(pn),

(16)

โดยที่ Fn(p1, . . . , pn) = Fn([p1, pn]), p[1,n] ≡ p1 + . . .+ pn และ δ1(k) ≡ δlin(k). ภายใตเงื่อนไขของโมเมน
ตตัมในโหมดฟูริเยร p1, . . . , pn ดังนี้

|pm+1|, . . . , |pn|d3a|p1|, . . . , |pm| → 0, (17)

เราสามารถประมาณคาของฟงกชัน Fn และ Gn ไดดังนี้

Fn([p1, pn])|p1,...,pm→0 →
(n − m)!

n!

( p[m+1,n] · p1

p2
1

)
. . .

( p[m+1,n] · pm

p2
m

)
× Fn−m([pm+1, pn]),

Gn([p1, pn])|p1,...,pm→0 →
(n − m)!

n!

( p[m+1,n] · p1

p2
1

)
. . .

( p[m+1,n] · pm

p2
m

)
×Gn−m([pm+1, pn]).

(18)

เราสามารถที่จะแยกเทอมของสนามความหนาแนนเกินออกเปนสองเทอม คือเทอมที่เกี่ยวของคลื่นยาว (long wave-
length mode) และ เทอมที่เกี่ยวของกับคลื่นสั้น (short wavelength mode) ดังนี้

δlin(k) = δ
(L)
lin (k) + δ

(S)
lin (k), (19)
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โดยที่ δ(L)lin (k) และ δ(S)lin (k) แทนเทอมที่มาจากคลื่นยาว และคลื่นสั้น ตามลำดับ เทอมที่มาจากคลื่นสั้นจะมีความเกี่ยว-
ของกับ ความไมเชิงเสนที่เราจะไดศึกษาตอไป โดยผลที่ไดจากการศึกษาพบวาเทอมคลื่นยาวมีอิทธิพลตอคลื่นสั้นเมื่อทำการ
แกสมการ (16), (18) และ (19) ไดความสัมพันธดังนี้

δ(z, k) =
∞∑

n=1

Dn

∫
d3x e−ik·x

∫
d3p1

(2π)3
. . .

d3pn

(2π)3
e
−ip[1,n]·

(
x−DΞ

(L)
lin (x)

)

× Fn([p1, pn])δ
(S)
lin (p1) · · · δ

(S)
lin (pn).

(20)

โดยที่ เวกเตอรการกระจัดเชิงเสนนิยามโดย Ξ
(L)
lin (p) ≡

v(L)lin

DaH
=

ip
p2
δ
(L)
lin (p) ซึ่งเปนเทอมที่มาจากคลื่นชวงยาว ดังนั้น

เราจะพบวาทฤษฎีการรบกวนนั้นเราไมสามารถที่จะตัดเทอมที่มาจากคลื่นชวงยาวไดเลยเนื่องจากมีอิทธิพลตอคลื่นชวงสั้น
อยางมีนัยยะ โดยสมการทั้งหมดที่ไดยกมานี้ไดกลาวถึงภาพคราว ๆ ของการรบกวนสนามความหนาแนนสสาร และ สนาม
การแผของความเร็วของสสารมืด สมการที่ซึ่งสามารถเอาไปใชคำนวณสเปกตรัมกำลังไดตอไป

คาสเปกตรัมกำลัง คือ การคำนวณหาสัมพรรคภาพ (correlation) ของสนามความหนาแนนในฟูริเยรสเปซ ดังนี้
⟨δ(m)(k)δ(n)(k′)⟩ = (2π)3δ3D(k + k′)Pmn(k), (21)

โดยที่ Pmn(k) คือสเปกตรัมกำลังของสัมพรรคภาพสนามความหนาแนนอันดับที่ m และ n ตามลำดับ δ3D(k) คือ ฟงก
เดลตาดีเรก (Dirac’s delta function) ในปริภูมิสามมิติ ⟨. . .⟩ คือ คาเฉลยอองซองเบิล (ensemble average) เรา
นิยาม 1-loop กับ 2-loop สเปกตรัมกำลังดังนี้

P1-loop ≡ P22(k) + P13(k)

P2-loop ≡ P15(k) + P24(k) + P33a(k) + P33b(k)
(22)

P1−loop และ P2−loop มีความสัมพันธกับ bispectrum และ trispectrum ตามลำดับ สเปกตรัมกำลังในลำดับตาง ๆ ที่
เกี่ยวของกับ 1-loop และ 2-loop เทอมมีดังนี้

P13(k) ≡ 6Plin(k)
∫

d3p
(2π)3

F3(k, p,−p)Plin(p),

P22(k) ≡ 2

∫
d3k1
(2π)3

d3k2
(2π)3

(2π)3δD(k − k[1,2]) [F2(k1, k2)]
2 Plin(k1)Plin(k2),

(23)

และ

P15(k) ≡ 30Plin(k)
∫

d3p1

(2π)3
d3p2

(2π)3
F5(k, p1,−p1, p2,−p2)Plin(p1)Plin(p2),

P24(k) ≡ 24

∫
d3k1
(2π)3

d3k2
(2π)3

d3p
(2π)3

(2π)3δD(k − k[1,2])

× F2(k1, k2)F4(k1, k2, p,−p)Plin(p)Plin(k1)Plin(k2),

(24)

และ

P33a(k) ≡
(P13(k))2

4Plin(k)
,

P33b(k) ≡ 6

∫
d3k1
(2π)3

d3k2
(2π)3

d3k3
(2π)3

(2π)3δD(k − k[1,3]) · [F3(k1, k2, k3)]
2 Plin(k1)Plin(k2)Plin(k3).

(25)

โดยที่ Plin(k) ≡ P11(k) = ⟨δlin(k)δlin(k)⟩ แทนสเปกตรัมกำลังเชิงเสนของสสาร (linear matter power spec-
trum)
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3.2.3 ทฤษฎีการรบกวนแบบลากรางจ (Lagrange Perturbation Theory)

ในงานวิจัยนี้จะดำเนินการตามกระบวนวิธีคำนวณการรบกวนแบบลากรางจของ [32] ในระบบลากรางคตำแหนงของอนุภาค
x จะถูกแทนที่ดวยพิกัดแบบลากรางจ q และ สนามการกระจัด (displacement field) Ψ

x(t) = q(x) +Ψ(q, t), (26)

โดย x แทนเวกเตอรตำแหนงในระบบพิกัดโคมูฟวิงค ความหนาแนนเกินในระบบพิกัดแบบลากรางจเขียนได ดังนี้

δ(x, t) =
∫

d3q δ3D(x − q −Ψ(q)) − 1, (27)

สมการการเคลื่อนที่ของสนามการกระจัดเปนดังนี้
d2

dt2
Ψ(q, t) + 2H(t)

d
dt
Ψ(q, t) = −∇Φ(x, t). (28)

โดยหลักการรบกวน เราสามารถกระจายพจนสนามการกระจัดได ดังนี้

Ψ(q, t) = Ψ1(q, t) +Ψ2(q, t) +Ψ3(q, t) + . . . . (29)

เราสามารถเขียนสนามการกระจัดในรูปฟงกชันของโหมดคลื่นในอนุกรมฟูริเยรได ดังนี้

Ψ̃n(k, t) =
iDn

1(t)
n!

 n∏
i=1

∫
d3ki

(2π)3

 (2π)3 δ3D  n∑
i=1

ki − k


× Ln(k1, . . . , kn, t)

 n∏
i=1

δ̃0(ki)

 , (30)

โดยที่ Ψ̃n(k, t) แทน พจนการรบกวนลำดับที่ n ของสนามการกระจัดในปริภูมิฟูริเยร และ Ln(k1, . . . , k, t) แทน
เคอรเนลการรบกวนลากรางจ ( Lagrangian perturbative kernels) นิยามการแปลงฟูริเยรที่ใชในงานวิจัยนี้เปนดังนี้

f̃ (k) =
∫

d3x f (x) exp
(
− ik · x

)
, (31)

และ
f (x) =

∫
d3k
(2π)3

f̃ (k) exp
(
ik · x

)
. (32)

พจนเคอรเนลการรบกวนลากรางจในแตละอันดับการรบกวนที่ขึ้นกับเวลาเปนดังนี้

L1(k1, t) =
k
k2
, (33)

L2(k1, k2, t) = d2 (t)
k
k2

[
1 − (k1 · k2)

2

k2
1k

2
2

]
, (34)

L3a(k1, k2, k3, t) = 3d3a(t)
(

k
k2

) (
1 − 3

(k1 · k2)
2

k2
1k

2
2

) (
1 − ((k1 + k2) · k3)

2

1

)
−2d3b(t)

(
k
k2

) [
1 − 3

(k1 · k2)
2

k2
1k

2
2

+ 2
(k1 · k2) (k2 · k3) (k3 · k1)

k2
1k

2
2k

2
3

]
, (35)

โดยที่ k =
∑

i

ki L3a จำเปนที่ตองทำใหสมมาตร (symmetrized) ภายหลัง
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3.2.4 สเปกตรัมกำลังในปริภูมิจริง (Real-space Power Spectrum)

สเปกตรัมกำลังนิยามไดจากนำการแปลงฟูริเยรสัมพรรคภาพสองจุดของความหนาแนนเกิน

P(k) ≡
∫

d3x ξ(x) exp(−ik · x), (36)

โดยที่ ξ แทน สัมพรรคภาพสองจุดของความหนาแนนเกิน ความสัมพันธของสเปกตรัมกำลังกับความหนาแนนเกินเปนดังนี้⟨
δ̃(k)δ̃∗(k′)

⟩
= (2π)3δ3D(k − k′)P(k), (37)

โดยที่ P(k) แทนสเปกตรัมกำลัง และ δ̃(k) แทนความหนาแนนเกินในปริภูมิฟูริเยร (สมการ (27)) สเปกตรัมกำลังใน
ปริภูมิฟูริเยรขึ้นอยูกับขนาดของเวกเตอร k = |k| เทานั้น จากกระบวนวิธีการคำนวณใน [32] คาสเปกตรัมกำลังเขียนได
ดังนี้

P(k, z) = exp
[
− k2

6π2

∫
dp PL(p, z)

]
×

PL(k, z) +
(
d22(z)
2

Q1(k) + d2(z)Q2(k) +
1

2
Q3(k)

)
(38)

+ 2

(
d3a(z)R1(k) + d2(z)R2(k)

),
โดยที่ PL(k) แทน สเปกตรัมกำลังเชิงเสน Qn(k) และ Rn(k) เปนฟงกชันอินทิกรัลในรูป

Qn(k) =
k3

4π2

∫ ∞

0

dr PL(kr)
∫ 1

−1
dx

× PL

[
k(1 + r2 − 2rx)1/2

] Q̃n(r, x)
(1 + r2 − 2rx)2

, (39)

Rn(k) =
1

48
PL(k)

k3

4π2

∫ ∞

0

dr PL(kr) R̃n(r), (40)

โดยที่ PL(k) ≡ PL(k, z = 0) แทนสเปกตรัมกำลังในยุคปจจุบัน

Q̃1(r, x) = r2
(
1 − x2

)2
, (41)

Q̃2(r, x) =
(
1 − x2

)
rx (1 − rx) , (42)

Q̃3(r, x) = x2 (1 − rx)2 , (43)

Q̃4(r, x) = 1 − x2, (44)

และ

R̃1(r) = − 2

r2
(
1 + r2

) (
3 − 14r2 + 3r4

)
+

3

r3
(
r2 − 1

)4
ln

∣∣∣∣∣1 + r
1 − r

∣∣∣∣∣ , (45)

R̃2(r) =
2

r2
(
1 − r2

) (
3 − 2r2 + 3r4

)
+

3

r3
(
r2 − 1

)3 (
1 + r2

)
ln

∣∣∣∣∣1 + r
1 − r

∣∣∣∣∣ . (46)
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รูปที่ 1: กราฟแสดงสเปกตรัมกำลังเชิงเสน (จุด) และ สเปกตรัมกำลังไมเชิงเสน (เสนทึบ) แสดงความแตกตางในแต
ละเรดชิฟทของแบบจำลองเอกภพ waCDM (ดูตาราง 1) กราฟสำหรับแบบจำลองอื่น ๆ มีลักษณะคลายคลึงกัน จาก
บนลงลาง z = 0.5, 1.5 and 2.5 คาสเปกตรัมกำลังไมเชิงเสนแสดงถึงแค knl/2

เราจะเขียนคาที่วัดได (observables) เปนฟงกชันของเรดชิฟท z สำหรับเอกภพแบบEinstein de-Sitter ผลที่ไดสอดคลอง
กับ [32] คานาเชื่อถือของกระบวนวิธีนี้จะขึ้นกับเทอมเอกซโพเนนเชียลในสมการ (38) จะตองมีคาประมาณไมเกินหนึ่งหนวย
(order of unity) ดวยเหตุนี้เราจึงนิยาม สเกลไมเชิงเสนไวที่

knl ≡
[
1

6π2

∫
dk′PL(k′)

]−1/2
. (47)

เราจะตัดการคำนวณทิ้งที่ k > knl/2 คาสเปกตรัมกำลังสำหรับแบบจำลองเอกภพ waCDM แสดงในรูปที่ 1 ไวเปน
ตัวอยาง
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3.2.5 สเปกตรัมกำลังในปริภูมิเรดชิฟท (Redshift-space Power Spectrum)

คาของสเปกตรัมในปริภูมิเรดชิฟทมีลักษณะแอนไอโซทรอปก (anisotropic) ดังนั้นจะขึ้นกับทิศทางเมื่อเทียบกับทิศในแนว
เล็ง ẑ จากกระบวนวิธีการคำนวณใน [32] คาสเปกตรัมกำลังในปริภูมิเรดชิฟทเขียนได ดังนี้

Ps(k, µ, z) = exp
{
−k2

[
1 + f ( f + 2)µ2

]
A
}

×
(1 + fµ2)2PL(k, z) +

∑
n,m

µ2n f mEnm(k)

 , (48)

โดยที่ µ = ẑ · k/k แทนคาโคไซนของ k เมื่อเทียบกับแนวเล็ง

A =
1

6π2

∫
dk PL(k), (49)

และ
f =

d ln D1

d ln a
. (50)

ฟงกชันอินทิกรัล Emn(k) เปนฟงกชันนักอินทิกรัลในรูปของ Qn(k) และ Rn(k)

E00(k) =
d22(t)
2

Q1(k) + d2(t)Q2(k) +
1

2
Q3(k) + 2d3a(t)R1(k) + 2d2(t)R2(k), (51)

E11(k) = 4E00(k), (52)

E12(k) = −d2(t)
2

Q1(k) −
3

2
Q2(k) +

1

4
Q4(k) − 2d2(t)R1(k), (53)

E22(k) =

(
2d22(t) +

d2(t)
2

)
Q1(k) +

(
5d2(t) +

3

2

)
Q2(k)

+3Q3(k) −
1

4
Q4(k) +

(
2d2(t) + 6d3a(t)

)
R1(k) + 10d2(t)R2(k), (54)

E23(k) = −d2(t)Q1(k) − 3Q2(k) +
1

2
Q4(k) − 2d2(t)R1(k), (55)

E24(k) =
3

16
Q1(k), (56)

E33(k) = d2(t)Q1(k) +
(
2d2(t) + 3

)
Q2(k) + 2Q3(k)

−1
2

Q4(k) + 2d2(t)R1(k) + 4d2(t)R2(k), (57)

E34(k) = −3
8

Q1(k) −
3

2
Q2(k) +

1

4
Q4(k), (58)

E44(k) =
3

16
Q1(k) +

3

2
Q2(k) +

1

2
Q3(k) −

1

4
Q4(k). (59)

สำหรับเอกภพแบบ Einstein-de Sitter d2 = 3/7, d3a = 5/21 และ d3b = 1/6 ผลลัพธที่ไดจะตรงกับ [32]
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ตารางที่ 1: คาพารามิเตอรของเอกภพในแตละแบบจำลอง
ΛCDM wCDM waCDM

ΩBh2 0.0223
ΩMh2 0.1401
ΩΛ 0.7019

∆2
R × 109 2.2061
τ 0.0956
ns 0.9695
w0 -1.0 -0.8 -1.0
wa 0.0 0.0 0.1

4 วิธีการวิเคราะหขอมูล
สำหรับโครงการสำรวจดาราจักร ความเร็วพิกลของดาราจักรจะทำใหเกิดการบิดเบี้ยวในคาสเปกตรัมกำลัง (หรือ คาสัม-
พรรคภาพ) ในแนวเล็งและแนวตั้งฉากของผูสังเกต การบิดเบี้ยวนี้เปนปรากฏการณที่สามารถทำนายผลวาลวงหนา และสา-
มารถนำมาใชในการตรวจสอบทฤษฎีจักรวาลวิทยาซี่งเรียกวา การทดสอบอัลคอคก-แพคซินกี (Alcock-Paczyński (AP)
test) [37] AP test สามารถที่จะใชวัดคุณสมบัติของพลังงานมืดแบบพลวัตไดโดยการผลที่ไดจากโครงสรางสำรวจดารา
จักรที่เรดชิฟทตาง ๆ กันมาเปรียบเทียบกัน ในหัวขอนี้ผูทำวิจัยจะกลาวถึงแบบจำลองตาง ๆ ที่นำมาใชในการศึกษา

4.1 แบบจำลองพลังงานมืดแบบพลวัต
ผูทำวิจัยไดใชวิธีกำหนดพารามิเตอร (parametrization) ของสมการสถานะพลังงานมืดแบบพลวัตโดยการกระจายเทยเลอ
ร (Taylor expansion) แบบ Chevallier-Polarski-Linder (CPL) [38, 39]

w(a) = w0 + wa(1 − a), (60)

หรือ
w(z) = w0 + wa

z
1 + z

, (61)

โดยที่ w0 และ wa เปนคาคงที่ ในกรณีของคาคงตัวจักรวาลวิทยาจะได w0 = −1.0 and wa = 0.0 แตในกรณีทั่วไป
คาพารามิเตอรสมการสถานะเปนคาใดก็ไดที่สอดคลองกับขอมูลการสำรวจ คาจำกัดของ w0 และ wa จากขอมูลสำรวจใน
ปจจุบัน 7 เราจะใชสายMCMC จาก planck_lowl_lowLike_highL_BAO ในฐานขอมูล base_w_wa ซึ่งมีพารามิเตอร
ที่ตองการ รวมถึงขอมูลการสำรวจ BAO จาก DR11LOWZ, DR11CMASS [41], MGS และ 6DF [42] เราจึงได
คาจำกัดพารามิเตอร ดังนี้

w0 = −1.030 ± 0.361, wa = −0.334 ± 0.909. (62)

ผูทำวิจัยไดแบงแบบจำลองเอกภพเปนสามแบบ ไดแก แบบจำลองΛCDM ที่มีตนแบบมาจากเอกภพที่มีคาคงตัวจักร-
วาลวิทยา (w0 = −1.0 and wa = 0.0) แบบจำลอง wCDM ที่ w0 = −0.8,wa = 0.0 และ แบบจำลอง waCDM

7ในชวงเวลาที่ดำเนินการวิจัยนี้ ขอมูลลาสุดของคาจำกัดพารามิเตอรของ PLANCK 2018 ไดถูกเผยแพร [40]
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ตารางที่ 2: คาพารามิเตอรที่ใชในการจำลองโครงการสำรวจดาราจักร
Survey z n̄g Vs b1

(Mpc−3h3) (Mpc3h−3)
SKA1 0.0 - 1.0 0.278 3.80 × 1010 1.052

ΛCDM SKA2 1.0 - 2.0 1.80 × 10−3 1.09 × 1011 2.091
DESI 2.0 - 3.0 2.06 × 10−5 5.79 × 1010 3.703

SKA1 0.0 - 1.0 0.300 3.34 × 1010 1.049
wCDM SKA2 1.0 - 2.0 2.07 × 10−3 9.49 × 1010 2.093

DESI 2.0 - 3.0 2.32 × 10−5 5.79 × 1010 3.701

SKA1 0.0 - 1.0 0.279 3.34 × 1010 1.051
waCDM SKA2 1.0 - 2.0 1.83 × 10−3 1.07 × 1011 2.091

DESI 2.0 - 3.0 2.09 × 10−5 5.71 × 1010 3.703

ที่ w0 = −1,wa = 0.1 ในแบบจำลอง ΛCDM ที่มีคาคงตัวจักรวาลวิทยาโดยทั่วไปคาพารามิเตอรสมการสถานะ w0

และ wa เปนคาคงที่ แตเนื่องจากผูจัดทำเล็งเห็นประโยชนในการศึกษาจึงไดใหคา w0 และ wa ทั้งสองคาแปรคาได ตาราง
ที่ 1 ไดรวบรวมคาพารามิเตอรที่ใชในแบบจำลองเอกภพทั้งสามแบบ

4.2 แบบจำลองคาไบแอสของดาราจักร
คาสเปกตรัมกำลังที่วัดไดขึ้นอยูกับชนิดของตัวตรวจจับ (tracers) แตการกระจายตัวตัวตรวจจับในบางครั้งไมไดสะทอน
การกระจายตัวของสสารอยางตรงไปตรงมา ดังนี้คาคงตัวการแปรผันของความหนาแนนเกินตัวตรวจจับเมื่อเทียบกับสสาร
เราเรียกวา คาไบแอส (bias) เราจะพิจารณาไบแอสเชิงเสน [43, 44] ดังนี้

δg(k) ≡ b1δ(k), (63)

โดยที่ δg(k) แทน ความหนาแนนเกินของดาราจักร คาสเปกตรัมกำลังที่มาจากตัวตรวจจับสามารถคำนวณไดจากการแปลง
สเปกตรัมเชิงเสนของสสาร PL(k)→ b2

1PL(k) ในสมการที่ (48)

Ps,g(k, µ, z) ≡ Ps(k, µ, z)
∣∣∣∣∣
PL(k)→b2

1
PL(k)
. (64)

คาของ b1 ขึ้นกับโครงการสำรวจดาราจักรดังที่จะกลาวในหวขอถัดไป

4.3 แบบจำลองโครงการสำรวจดาราจักร
ในหัวขอนี้จะไดกลาวถึงโครงการสำรวจดาราจักรที่นาสนใจ และเปนตนแบบในการสรางแบบจำลองการสำรวจดาราจักรที่
ใชในงานวิจัยชิ้นนี้

Square Kilometre Array (SKA) เปนโครงการสำรวจดาราจักร และเอกภพภายใตคลื่นวิทยุโดยที่แหลงติดตั้งจาน
รับสัญญาณอยูที่ประเทศแอฟริกาใต และประเทศออสเตรเลีย ที่ประเทศแอฟริกาใตเปนสถานที่ตั้งสำหรับอุปกรณตรวจวัด
คลื่นความถี่ในชวง (350 MHz –15.3 GHz) ในขณะที่ประเทศออสเตรเลียเปนสถานที่ตั้งสำหรับอุปกรณตรวจวัดคลื่น
ความถี่ในชวง (50 MHz – 350 MHz) 8 การศึกษาเชิงปฎิบัติการในเฟสแรกจะเริ่มในปค.ศ. 2020 เฟสที่สองที่มีกำลังใน

8ขอมูลจาก SKA’s Baseline Design document version2 (October 2015) ที่ https://www.skatelescope.org
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การรับสัญญาณมากกวาเฟสแรกสิบเทาจะเริ่มดำเนินการในประมาณปค.ศ. 2025 หนึ่งในเปาหมายทางวิทยาศาสตรหลัก
ของ SKA คือการศึกษาลักษณะทางธรรมชาติของพลังงานมืด ดวยความสามารถของ SKA ที่สามารถตรวจจับดาราจักร
HI ไดจำนวนมากโดยใชคลื่นวิทยุความยาว 21-cm การกระบวนการปลดปลอยพลังงานจากการพลิกกลับของสปน (spin-
flip transition) เนื่องจากความถี่ของการปลดปลอยพลังงานในกรอบนิ่งเทากับ 1420MHz กลองวิทยุที่มีพิสัยความถี่ใน
ชวง ~100 MHz ถึง 1420 MHz เชน SKA สามารถที่จะตรวจจับดาราจักร HI ไดไกลถึง z ∼ 10 หรือยุคปฐมดารา
(epoch of reionization)

สำหรับแบบจำลองการสำรวจดาราจักรแบบเสมือน SKA เราจะใชคาไบแอส และคาฟงกชันความหนาแนนดาราจักร
ของ SKA จาก [45] ที่ไดจากการจำลอง [46] ความหนาแนนดาราจักรตอเรดชิฟท dn/dz และคาไบแอสเชิงเสนในรูป
ฟงกชันของเรดชิฟทเปน ดังนี้

dn/dz = 106.7767z2.1757 exp (−6.6374 z) , (65)

และ
b1(z) = 0.5887 exp (0.813 z) , (66)

โดยที่คาพารามิเตอรไดจำลองใหใกลเคียงกับ SKA ในเฟสที่สอง
Dark Energy Spectroscopic Instrument (DESI) เปนโครงการสำรวจดาราจักรที่ใชกลองโทรทัศนที่ติดตั้งบน

พื้นดินที่มุงเนนไปในการศึกษาพลังงานมืด BAO และ การศึกษาฟงกชันการเติบโตผานการบิดเบี้ยวในปริภูมิเรดชิฟท ทั้งนี้
โครงการ DESI เปนโครงการที่ตอยอดมาจากโครงการ Baryon Oscillation Spectroscopic Survey (BOSS) ที่
ประสบความสำเร็จ [47] โครงการสำรวจจะเริ่มปฎิบัติการในปค.ศ. 2019 โดยมีการคาดการณวาจะตรวจพบดาราจักร
และควอซารมากกวาหนึ่งลานดวง ตลอดระยะเวลาหาปเต็มของโครงการ DESI จะครอบคลุมพื้นที่ทองฟามากกวา
14,000 ตารางองศา โดยที่ DESI จะตรวจจับควอซารผานดงไลแมนอัลฟา (Ly-α forest) ในชวงเรดชิฟท 2.1 ≲ z ≲
3.5 สำหรับการวิเคราะหเมทริกซฟชเชอร เราจะใชฟงกชันความหนาแนนดาราจักรของ DESI baseline (ในรูปที่ 3.17
ใน [47]) และประมาณคาไบแอสของควอซารจาก BOSS b1(z) = 3.6D1(z = 2.4)/D1(z = 0) โดยที่ D1(z)
แทนฟงกชันการเติบโตเชิงเสน [48]

4.4 การคำนวณคาความคลาดเคลื่อนโดยเมทริกซฟชเชอร
ผูทำวิจัยไดแบงชวงของเรดชิฟทสำหรับแบบจำลองการสำรวจดาราจักรออกเปนสามชวงที่มีพิสัยเทากัน ดังที่ไดแสดงไวใน
ตารางที่ 2 จากตารางไดแสดงความหนาแนนของตัวตรวจจับดาราจักร n̄g และปริมาตรการสำรวจในสมการที่ (69) โดย
เราจะเรียกเรดชิฟทสองชวงแรกวา SKA1 และ SKA2 ตามลำดับ ซึ่งเปนแบบจำลองการสำรวจที่ออกแบบมาจาก SKA
เฟสที่สองโดยที่ไดนำพารามิเตอรจากสำรวจของ SKA ในเฟสที่สองมาคำนวณหา n̄g และ Vs ในทำนองเดียวกันชวงเรด
ชิฟทสุดทายออกแบบมาใกลเคียงกับโครงการDESI การไบแอสสำหรับแบบจำลองโครงการสำรวจคลายSKA และ แบบ
จำลองโครงการสำรวจคลาย DESI ไดคำนวณไวในตารางเดียวกัน ชวงเรดชิฟทสองชวงแรกเทียบเคียงกับโครงการสำรวจ
ดาราจักรที่กินพื้นที่กวางแตไมลึกมากนัก สวนชวงเรดชิฟทสุดทายเทียบเคียงกับโครงการสำรวจดาราจักรที่กินพื้นที่ไมกวาง
แตเปนเชิงลึก เราจะใชคากลางของเรดชิฟทแทนคาเรดชิฟทของชวงไดแก z = 0.5, 1.5 และ 2.5 ในการคำนวณฟงกชัน
การเติบโต

ในการทำนายคาจำกัดที่ไดจากการสำรวจเราจะใชกระบวนวิธีการเมทริกซฟชเชอร [49, 50] โดยที่เมทริกซฟชเชอร
เขียนได ดังนี้

Fαβ =
1

2
Tr

[
C, αC−1C, βC−1

]
, (67)

โดยที่ Fαβ แทนองคประกอบของเมทริกซฟชเชอร F C แทน เมทริกซความแปรปรวนรวมเกี่ยว (covariance matrix)
และ C,α ≡ ∂C/∂θα โดยที่ θα แทนพารามิเตอร สำหรับสเปกตรัมกำลังในปริภูมิเรดชิฟท Ps(k, µ) องคประกอบของ
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เมทริกซฟชเชอรเขียนได ดังนี้ [51, 52]

Fαβ =
1

4π2

∫ kmax

kmin

dk k2

∫ 1

0

dµ
∂

∂θα
ln Ps,g(k, µ) ×

∂

∂θβ
ln Ps,g(k, µ)Veff(k, µ). (68)

ปริมาตรประสิทธิผลการสำรวจเทากับ

Veff(k, µ) = Vs

(
n̄gPs,g(k, µ)

1 + n̄gPs,g(k, µ)

)2
, (69)

โดยที่ Vs แทนปริมาตรของการสำรวจ และ n̄g แทน คาเฉลี่ยความหนาแนนดาราจักร การประมาณความคลาดเคลื่อน
หาไดในหาเมทริกซผกผันของเมทริกซฟชเชอรซึ่งจะใหคาความคลาดเคลื่อนที่เหมาะสมที่สุด σα ของพารามิเตอร θα โดย
ขอบเขต Cramé-Rao

σ2
α ≥ F−1αα. (70)

ในกระบวนวิธีเมทริกซฟชเชอรจะใหคาคลาดเคลื่อนที่ไมนอยเกินจากความเปนจริงที่สามารถทำไดในเชิงปฏิบัติ สำหรับ
สเปกตรัมกำลังเชิงเสนของสสารคำนวณจากโปรแกรม CAMB9 [53]

ในการทำวิจัยนี้ผูทำวิจัยจะมุงเนนการศึกษาคาจำกัดของพารามิเตอรความหนาแนน ไดแก ΩBh2,ΩMh2,ΩΛ และ
พารามิเตอรสมการสถานะ ไดแก w0,wa ซึ่งพารามิเตอรเหลานี้มีผลกับฟงกชันการเติบโต (Eq. (12)-(14)) พารามิเตอร
∆2
R, τ และ ns เปนพารามิเตอรที่เกี่ยวของกับเฉพาะสเปกตรัมกำลังเชิงเสนเทานั้น และไมมีความเกี่ยวของกับฟงกชันการ

เติบโตใด ๆ แตเราจำเปนที่จะตองรวมพารามิเตอรกลุมนี้เอาไวเนื่องจากคาความคลาดเคลื่อนที่ไดจากการวัด CMB ของ
PLANCK เกี่ยวของกัน ซึ่งเราจะรวบรวมไวเปนคาความคลาดเคลื่อนเบี้ยงตน (prior) สำหรับการวิเคราะหความความ
เคลื่อนตอไป นอกจากนี้ไบแอส b1 ในสมการที่ (63) ก็จัดวาเปนพารามิเตรที่สำคัญที่จำเปนตองนำมาคิด ทั้งนี้ผูทำวิจัย
ไดประมาณคาความคลาดเคลื่อนของไบแอสไวที่ 20% โดยการนำเอาความคลาดเคลื่อนที่เกิดจากสัญญาณรบกวนตาง ๆ
และความคลาดเคลื่อนที่เกิดจากอุปกรณตรวจวัดรวมเขาไปดวย โดยทายที่สุดพารามิเตอรไบแอสจะนำไปผานกระบวนการ
มารจินัลไลเซชัน (marginalization) ดังนั้นพารามิเตอรที่เปนองคประกอบของเมทริกซฟชเชอรที่ใชในการวิเคราะหหา
ความคลาดเคลื่อนในการวิจัยนี้เปน ดังนี้

θ ≡ {ΩBh2,ΩMh2,ΩΛ,w0,wa}. (71)

คาของพารามิเตอรทดลอง (fiducial parameter) สรุปไวในตารางที่ 1 คาพารามิเตอรไบแอสสำหรับแบบจำลองโครงการ
สำรวจดาราจักรที่แตกตางกันสรุปไวในตารางที่ 2 ทั้งนี้เราจะสมมติในเอกภพในแตละแบบจำลองเอกภพเปนแบบเรียบ
ทั้งหมด

คาพารามิเตอรทดลองที่ใชในสำหรับเมทริกซความแปรปรวนรวมเกี่ยว PLANCL มาจากชุดขอมูล planck_lowl_-
lowLike_highL_BAO ในฐาน base_w_wa ทั้งนี้ในชุดขอมูลนี้มีคา w0 และ wa (สมการที่ (62)) ที่แตกตางจากคาทดลอง
ในงานนี้แตทั้งนี้เราจะสมมุตใหการแปรปรวนของเมทริกซความแปรปรวนรวมเกี่ยวมีคานอยมาก ๆ สำหรับตำแหนงที่ใกล
เคียงกันในปริภูมิพารามิเตอร

9https://camb.info/
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ตารางที่ 3: คาจำกัดพารามิเตอรทดลองที่ความเชื่อมั่น 68% โดยที่ ωB ≡ ΩBh2 และ ωM ≡ ΩMh2 จากกระบวน
การมารจินัลไลเซชัน

σωB × 100 σωM σΩΛ
σw0 σwa

SKA1 0.1162 0.00358 0.00248 0.1764 0.6074
SKA2 0.1689 0.00571 0.00240 0.3693 1.2106
DESI 1.7792 0.05812 0.04672 5.0634 16.111
All Bins 0.0780 0.00233 0.00150 0.1498 0.5080Λ

CD
M

All Bins + PLANCK 0.0192 0.00058 0.00104 0.0918 0.3179

SKA1 0.1180 0.00362 0.00255 0.2815 0.4355
SKA2 0.1645 0.00545 0.00230 0.7768 1.1567
DESI 1.5174 0.05137 0.03998 9.4672 13.988
All Bins 0.0731 0.00220 0.00152 0.2402 0.3671

w
CD

M

All Bins + PLANCK 0.0193 0.00064 0.00119 0.0359 0.0636

SKA1 0.1259 0.00387 0.00052 0.3519 0.6101
SKA2 0.1691 0.00570 0.00048 0.7394 1.2328
DESI 1.7552 0.05785 0.00936 10.640 17.789
All Bins 0.0825 0.00248 0.00031 0.2979 0.5121w

aC
DM

All Bins + PLANCK 0.0194 0.00064 0.00025 0.0361 0.0778

5 ผลการศึกษา
ผลที่ไดจากการศึกษาในงานวิจัยครั้งนี้ เราไดแสดงคาสเปกตรัมกำลังเชิงเสน เปรียบเทียบกับคาสเปกตรัมกำลังไมเชิงเสนใน
รูปที่ 1 รูปที่ 2 แสดงคาสัมพรรคภาพสองจุดในปริภูมิเรดชิฟทที่ไดจากการแปลงฟูริเยรของคาสเปกตรัมกำลังไมเชิงเสนใน
ปริภูมิเรดชิฟทในสมการที่ (48)

ในการทดสอบแบบจำลองพลังงานมืดแบบตาง ๆ ผูทำวิจัยไดประยุกตเมทริกซกับคาพารามิเตอรทดลอง คาจำกัดที่
ความเชื่อมั่น 68% (68% confident level) หลังจากกระบวนการมารจินัลไลเซชันแสดงในตารางที่ 3 ผูทำวิจัยไดแบง
แบบจำลองโครงการสำรวจดาราจักรออกเปนสามกลุมเรียงตามเรดชิฟท ไดแก SKA1, SKA2 และ DESI รายละเอียด
ของแบบจำลองการสำรวจอยูในตารางที่ 1 รวมถึงแสดงคาจำกัดที่ไดจากการรวมผลกอนหนาของ PLANCK และทุกเรด
ชิฟท (All bins + PLANCK)

คาสเปกตรัมกำลังไมเชิงเสนโดยวิธีการ LPT โดยกระบวนวิธีของ [32] แสดงในรูปที่ 1 จากรูปสเกลตัด (cut-off scale)
ที่เกินกวานี้จะทำใหคาสเปกตรัมกำลังไมแมนยำ มีขนาดเพิ่มขึ้นตามเรดชิฟท (ในปริภูมิ k) ทั้งนี้สืบเนื่องมาจากการเติบโต
ของสเกลไมเชิงเสน สเกลขนาดเล็กสามารถตรวจจับไดโดยการสำรวจที่เรดชิฟทที่มีคาสูง ปริมาณขอมูลที่ไดไมไดมากขึ้นกวา
เดิมเนื่องจากจำนวนดาราจักรที่ลดลงที่เรดชิฟทสูง การลดลงของจำนวนดาราจักรนั่นสืบเนื่องมาจากปจจัยสองประการ ได-
แก การลดลงตามธรรมชาติ และการลดความสามารถของอุปกรณตรวจวัด จากรูปที่ 3 เราจะเห็นไดวาตำแหนงเรดชิฟทที่
ต่ำสุดจะใหคาจำกัดที่ดีที่สุด (z = 0.0 − 1.0) จะลดลงเรื่อย ๆ อยางมีนัยยะเมื่อเรดชิฟทมีคามากยิ่งขึ้น (ดูตารางที่ 2
ประกอบ) เนื่องจากเรดชิฟทในแตละชวงเปนอิสระตอกัน เราจะไดคาจำกัดที่เพิ่มขึ้นการจากรวบขอมูลในทุกเรดชิฟท ดังที่
แสดงใหเห็นในรูปที่ 4 จากรูปเราจะเห็นไดวาคาจำกัดพารามิเตอรจากโครงการสำรวจดาราจักรมีคาที่ใกลเคียง หรือดีกวา
คาจำกัดพารามิเตอรที่ไดจาก PLANCK
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รูปที่ 2: คาสเปกตรัมกำลังไมเชิงเสนในปริภูมิเรดชิฟทแบบ LPT โดยที่ r⊥ แทนองคประกอบที่ตั้งฉากกับแนว
เล็ง และ r∥ แทนองคประกอบที่ขนานกับแนวเล็งของเวกเตอรระยะทาง แบบจำลองเอกภพจากซายไปขวา ΛCDM,
wCDM และ waCDM ตามลำดับ (ดูตารางที่ 1 ประกอบ) แบบจำลองโครงการสำรวจดาราจักรจากบนลงลาง
SKA1, SKA2 และ DESI ตามลำดับ
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รูปที่ 3: ตัวอยางคาจำกัดพารามิเตอร w0 และ wa ที่คาความเชื่อมั่น 95% จากแบบจำลองเอกภพ waCDM ทั้งสาม
เรดชิฟท เสนทึบสีดำเปนคาจำกัดที่ไดจาก PLANCK เทานั้น เสนในสุดสีน้ำเงินเปนคาจำกัดจาก SKA1 ที่เรดชิฟท
ต่ำสุด เสนจุดสีแดงเปนคาจำกัดจาก SKA2 และ เสนประสลับจุดนอกสุดเปนคาจำกัดจาก DESI ที่เรดชิฟทสูงสุด
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รูปที่ 4: คาจำกัดพารามิเตอรเอกภพที่คาความเชื่อมั่น 95% ΩBh2 กับ w0 (ซาย) ΩM กับ ΩΛ (กลาง) w0

กับ wa (ขวา) สำหรับแบบจำลองเอกภพ waCDM เสนทึบสีดำเปนคาจำกัดพารามิเตอรจากสาย MCMC
planck_lowl_lowLike_highL_BAO ของ PLANCK เสนจุดสีน้ำเงินเปนคาจำกัดพารามิเตอรที่ไดจากการสำรวจ
ดาราจักรที่รวมทุกเรดชิฟท เสนประสีแดงเปนคาจำกัดพารามิเตอรที่ไดจากการรวมการสำรวจดาราจักรเขากับ
PLANCK

จากรูปที่ 4 และ ตารางที่ 3 คาจำกัดพารามิเตอรของ ΩΛ,w0,wa มีการตอบสนองที่กับขอมูลการสำรวจดาราจักร ใน
ขณะที่คาจำกัดพารามิเตอรของΩMh2 มีการตอบสนองเพียงเล็กนอยกับขอมูลการสำรวจดาราจักร ทั้งนี้เนื่องมาจากพารา-
มิเตอรกลุมที่กลาวถึงเปนพารามิเตอรที่เกี่ยวของกับฟงกชันการเติบโตที่เปนผลอยางมากสำหรับเอกภพในยุคหลัง ในขณะ
ที่คาจำกัดพารามิเตอรของ ΩBh2 แทบไมมีการตอบสนองตอขอมูลการสำรวจดาราจักรเลยเมื่อเปรียบเทียบกับคาจำกัดที่
ไดจาก PLANCK (ดูกราฟดานซายมือในรูปที่ 4) แตเมื่อพิจารณาคาจำกัดที่ไดจากขอมูลการสำรวจดาราจักรรวมกับ
PLANCK เราจะไดคาจำกัดที่ดีขึ้นสำหรับทุกพารามิเตอร เมื่อเปรียบเทียบคาจำกัดที่ไดจากแบบจำลองเอกภพที่ตางกัน
จะเห็นไดวาคาจำกัดที่ไดโดยสวนใหญไมแตกตางกันมากนัก ยกเวนเฉพาะคาจำกัดของ w0 และ wa ที่แบบจำลองเอกภพ
แบบ wCDM และ waCDM

แบบจำลองการสำรวจดาราจักรในงานวิจัยนี้จำลองมาจากโครงการสำรวจ SKA และ DESI ที่มีอยูจริง โดยการประ-
ยุกตคาพารามิเตอรการสำรวจของ SKA สำหรับชวงเรดชิฟท z = 0.0− 2.0 และ คาพารามิเตอรการสำรวจของ DESI
สำหรับชวงเรดชิฟท z = 2.0 − 3.0 ดังที่ไดแสดงไวในตารางที่ 2 SKA ใชการตรวจจับคลื่นสัญญาณความยาวคลื่น 21-
cm ในการหาดาราจักร HI ซึ่งพิสัยของความถี่ของกลองวิทยุ SKA สามารถตรวจจับไดไกลกวาเรดชิฟท 2.0 ดังนั้นคา
จำกัดที่ไดจาก SKA ในแบบจำลองจึงเปนคาที่ไมนอยกวาที่ควรจะเปน (conservative) ในขณะที่แบบจำลองการสำรวจ
DESI ที่เรดชิฟทสูง ๆ ไมไดทำใหคาจำกัดดีขึ้นเทาที่ควร ผูทำวิจัยไดรวมคาความคลาดเคลื่อนของพารามิเตอร τ, ns และ
∆2
R ซึ่งเปนคาความคลาดเคลื่อนที่สืบทอดมาจากการสำรวจ CMB ของ PLANCK อีกทั้งไดเพิ่มคาความคลาดเคลื่อน

20% ในการวัดคาไบแอสซึ่งไดหมายรวมถึงคาความคลาดเคลื่อนอื่น ๆ ที่เกิดจากอุปกรณตรวจวัด และสัญญาณรบกวนอื่น
ๆ

เมื่อรวมคาความคลาดเคลื่อนที่เกิดจากอุปกรณตรวจวัด และสัญญาณรบกวนอื่น ๆ ในความคลาดเคลื่อนในคาไบ-
แอสดังที่ไดกลาวในยอหนาที่แลว ผูทำวิจัยพบวาคาจำกัดที่ไดสำหรับพารามิเตอรความหนาแนนจะอยูที่ ~1% คาจำกัดที่
~5% สำหรับคาพารามิเตอรสมการสถานะ w0 และ คาจำกัดที่ ~60% สำหรับคาพารามิเตอรสมการสถานะ wa

(ดูตารางที่ 3 ประกอบ) ซึ่งผลลัพธที่ไดจากการทำวิจัยสอดคลองกับงานที่มีลักษณะคลายคลึงกันใน [54] ซึ่งคาความ
แมนยำในระดับนี้จะสามารถหักลางแบบจำลองของพลังงานมืดแบบพลวัตไดเปนอยางดี นั่นก็หมายความวาการสรางแบบ
จำลองเพื่อที่จะคำนวณทางทฤษฎีจึงตองมีความแมนยำมากยิ่งขึ้น ซึ่งหมายความวาการใชฟงกชันการเติบโตที่ขึ้นกับเวลา
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ในการรบกวนอัน-ดับสอง และสาม (สมการที่ (12)–(14)) จึงมีนัยยะที่ควรนำมาพิจารณา งานวิจัยโดยสวนใหญที่เกี่ยวของ
กับการรบกวนแบบมาตรฐาน (SPT) หรือแบบลากรางจ (LPT) ใชการประมาณคาฟงกชันการเติบโตในการรบกวนอันดับ
ที่สอง และสามที่เรียกวาการประมาณแบบ Einstein-de Sitter [55] ในการประมาณแบบ Einstein-de Sitter เรา
จะให D2 = (3/7)D2

1, D3a = (5/21)D3
1 and D3b = (1/6)D3

1 ซึ่งทำใหมีฟงกชันการเติบโตที่ขึ้นกับเวลา
เพียงตัวเดียวคือ D1 คาการแปรปรวนของ D2, D3a and D3b ในปริภูมิพารามิเตอรที่สมเหมาะมีคา ~1% เมื่อเทียบ
กับการประมาณแบบ Einstein-de Sitter [56] ซึ่งทำใหการประมาณแบบ Einstein-de Sitter เหมาะสม แตจากการ
คำนวณที่ไดจากงานวิจัยนี้พบวา คาความแปรปรวนเมื่อนำไปคำนวณสเปกตรัมกำลังไมเชิงเสนมีคาไดสูงถึง ~10% ในรูป
ที่ 5 แสดงคาอัตราสวนความคลาดเคลื่อนเมื่อเทียบกับระหวางสเปกตรัมกำลังไมเชิงเสนแบบ LPT ที่ใชฟงกชันการเติบโต
อันดับสอง และสามแบบขึ้นกับเวลา P(k) และ สเปกตรัมกำลังไมเชิงเสนที่ใชการประมาณแบบ Einstein-de Sitter
PEdS(k) กราฟที่ไดสอดคลองกับ [57] แตในงานวิจัยนี้ไดแสดงความคลาดเคลื่อนที่หลายสเกลและเรดชิฟท คาพารามิเตอร
ที่ใชในการคำนวณฟงกชันการเติบโตไดสรุปไวในตารางที่ 1 จากกราฟจะพบวาคาความคลาดเคลื่อนโดยเฉลี่ยจะอยูที่ ~5%
แตก็จะมีบางชวงสเกลและเรดชิฟทที่คาความคลาดเคลื่อนไปไดสูงถึง ~10% เราจะเห็นไดวาคาความคลาดเคลื่อนสูงสุดจะ
อยูที่สเกล k ~ 0.5 h Mpc−1 ซึ่งเปนสเกลกึ่งไมเชิงเสน (quasi-linear) สิ่งนี้เปนตัวบงชี้วาหากคาการวัดมีความแมนยำ
ที่สูงขึ้นการประมาณแบบ Einstein-de Sitter อาจจะไมเหมาะสม และการพิจารณาฟงกชันการเติบโตที่อันดับที่สูงขึ้น
ยอมจะมีความสำคัญตามลำดับ

6 สรุปผลการศึกษา
ในงานวิจัยนี้ ผูทำวิจัยไดประยุกตใชกระบวนวิธีแบบการรบกวนแบบลากรางจโดย [32] ในการศึกษาอธิพลของพลังงานมืด
แบบพลวัตในการวัดคาสัมพรรคภาพ และสเปกตรัมกำลังในปริภูมิเรดชิฟทสำหรับโครงการสำรวจดาราจักร โครงการสำรวจ
ดาราจักรในอนาคตที่สำคัญเชน SKA และ DESI มีความสามารถในการจำกัดขอบเขตของคาพารามิเตอรความหนาแนน
ไดดีในระดับ ~1% คาพารามิเตอร w0 และ wa ในระดับ ~5% และ ~60% ตามลำดับ แตกระนั้นก็ตามแบบจำลอง
ทางทฤษฎีที่แมนยำก็ยังเปนที่ตองการในการจำกัดคาพารามิเตอร การประมาณแบบ Einstein-de Sitter ในนิยมใชใน
การวิจัยทั่วไปนั้นจำเปนตองพัฒนาใหดียิ่งขึ้นเนื่องจากคาความแมนยำในการสำรวจเขาใกลระดับ ~1% สำหรับผลกระทบ
ของการใชหรือการไมใชการประมาณแบบ Einstein-de Sitter ยังคงเปนสิ่งที่ตองศึกษาตอไป
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รูปที่ 5: อัตราสวนระหวางสเปกตรัมกำลังที่ใชฟงกชันการเติบโตที่เปนฟงกชันที่ขึ้นกับเวลาในอันดับที่สอง และสาม
P(k) เทียบกับ สเปกตรัมกำลังที่ใชฟงกชันการเติบโตที่ประมาณโดยการประมาณแบบ Einstein-de Sitter PEdS(k)
เสนสีน้ำเงินทึบเปนคาสเปกตรัมกำลังที่ z = 0.5 เสนประสีเขียวเปนคาสเปกตรัมกำลังที่ z = 1.5 และ เสนจุดสีแดง
เปนคาสเปกตรัมกำลังที่ z = 2.5 ตามลำดับ ในรูปเปนกราฟที่ไดจากแบบจำลองเอกภพ waCDM แตกราฟเดียวกัน
ที่ไดจากแบบจำลองเอกภพอื่น ๆ มีลักษณะคลายคลึงกัน
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Abstract. This article gives a brief overview of the time-dependent Lagrangian perturbation
theory as a theoretical tool to predict the behavior of galaxy clustering in quasi-linear regimes.
While most of the Lagrangian perturbation theories are based on an Einstein-De Sitter space
where the growth function is time independent, more accurate theoretical predictions could be
achieved by time-dependent growth functions in a more general cosmology. This is directly
applicable to the dynamical dark-energy where the clustering behavior can be recognized with
time-dependent growth functions.

1. Introduction
One of the main goals of cosmology is to understand the large-scale structure of the Universe.
The structures that we see in the galaxy surveys today are derived from the widely accepted
gravitational instability with primordial matter density fluctuations [1, 2]. A quantitative
understanding of the dynamics of the structure formation requires a theoretical modeling that
can be applied with statistical tools to test the theory against observations. Predicting the
behavior of the formation of the structures is crucially important as a direct way to validate
the current dynamical theory of gravity with the observations such as the Baryonic Acoustic
Oscillations (BAOs) [3]. As a simple, but accurate, model for numerical predictions, an
irrotational and pressureless fluid of cold dark matter physics is normally considered in the
non-relativistic regime [4]. The observable could, in principle, be predicted. When higher-order
terms are considered, one would expect that the numerical predictions should be more accurate;
however, with the cost of higher complexities and computational time.

There are two main classes of non-relativistic cosmological perturbation theory. One is
expressed observable quantities in terms of the Eulerian frame, called Standard Perturbation
Theory (SPT) [5, 6, 7]. Other one is given in the Lagrangian frame, call Lagrangian Perturbation
Theory (LPT) [8, 9]. This article I shall give a brief overview of the time dependent Lagrangian
perturbation theory up to the third order with is sufficiently high enough for accurate numerical
predictions especially the applications of the dynamical dark energy where the equation of state
is a function of time.

2. Lagrangian Perturbation Theory
In Lagrangian perturbation theory, the dynamical variable is the displacement field x(t) =
q(x) +Ψ(q, t), where Ψ is the displacement field, q is the position of the particle at the initial
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time. The dynamical equation is given by

J(q, t)∇ ·
[
d2

dt2
Ψ+ 2H(t)

d

dt
Ψ

]
=

3

2
ΩM (t)H2(t)(J − 1), (1)

where J(q, t) is the Jacobian of the transformation between x and q. The Hubble parameter,
H(t), composes of the component of the universe mainly cold dark matter ΩM (t) and dynamical
dark energy ΩDE(t) with the constant curvature parameter k.

H2(t)

H2
0

= ΩM (t) + ΩDE(t)−
kc2

a2(t)
. (2)

The dark energy depends on the equation of state parameter as

w(t) = w0 + w1
z(t)

1 + z(t)
, (3)

where z(t) is the redshift w0 and w1 are constants [10, 11].

3. The Evolution Equations for Perturbations
In order to describe the large scale structure that we see in the universe, we shall expand the
density field and the velocity field as

δ(x, t) = δ1(x, t) + δ2(x, t) + . . . , (4)

v(x, t) = v1(x, t) + v2(x, t) + . . . , (5)

where δn and vn is the corresponding nth order perturbative overdensity and velocity field
respectively.

3.1. First Order
To the first order, we can write the overdensity as

δ1(x, t) = D1(t)ϵ, (6)

where D1(t) is the linear growth function. ϵ(x) is the initial background overdensity. The linear
growth function can be found by solving the second-order differential equation with appropriated
initial conditions;

D̈1 + 2HḊ1 −
3

2
ΩMH2D1 = 0. (7)

3.2. Second Order
In order to calculate the second order term, the velocity potential, φ(x), is needed,

v1(x, t) = −Ḋ1∇φ(x). (8)

It turns out that the time-dependent growth function for the second-order perturbation D2(t)
is given by

D̈2 + 2HḊ2 −
3

2
ΩMH2D2 =

3

2
ΩMH2D2

1. (9)

As one can see the second order growth function is proportional to D2
1.
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Figure 1. The time evolution functions for third order terms ΩM,0 = 0.3, ΩDE,0 = 0.7 for
different values of w0 and w1 with the normalization condition D1 = 1 at a = 1.

3.3. Third Order
There are two time dependent growth functions for the third order terms D3a(t) and D3b(t)
which are given by

D̈3a + 2HḊ3a −
3

2
ΩMH2D3a =

3

2
ΩMH2

(
D3

1 + 3D1D2

)
,

(10)

D̈3b + 2HḊ3b −
3

2
ΩMH2D3b =

3

2
ΩMH2D3

1. (11)

Similar, to the second-order growth function, the third-order growth functions are proportional
to D3

1.

4. Results
In this article, we shall assume a flat cosmology with dark energy component i.e. ΩM,0 =
0.3,ΩDE,0 = 0.7 and k = 0. The time evolution equations are solved using fourth order Runge-
Kutta method with the condition D1(a = 1) = 1 i.e. the linear growth function is equal to
unity at the present epoch. The second and third-order growth functions are shown in FIG. 1
for different cosmological models with different value of w0 and w1. The growth functions are
sensitive to the equation of state parameter of the dynamical dark energy. The difference in
growth rate is more pronounced at the present epoch.

5. Conclusions
We study the third order Lagrangian perturbation theory and derive the time dependent
evolution functions. We find that there are different growth functions for different perturbative
orders; however, there are two independent evolution functions for the third-order quantities
which describe different terms in the expansion. The evolution function is sensitive to the
equation of state parameter of the dynamical dark energy w which is helpful for large-scale
structure surveys, where the effect of time-dependent w would be discernible. While the effect
of w on large-scale structure would look marginally different from the time-independent one’s, it
is possible to stack the differences in many redshift slides to amplify the difference. This can be
achieved with the the Alcock-Paczyński (AP) test [12] where the change in the angular diameter
distance can be recognized. Our approach is advantageous to the standard perturbation theory
(SPT) approach since we only need to specify the initial conditions for the first order quantities
in the density and velocity field.
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We apply the Lagrange perturbation theory with time-dependent growth functions at second and
third order of perturbation with the aim to model the effect of the dynamical dark energy on the
redshift-space distortions. Our fiducial galaxy redshift surveys are modeled after the upcoming
SKA and DESI redshift surveys. We include PLANCK CMB priors and the 20% uncertainty on the
linear bias parameter, incorporating the unknown instrumentation noise. After the marginalizing,
our results show that the constraints on the density parameter could potentially get better than ∼1%,
while the constraints on w0 and wa could be better than ∼ 5% and ∼ 60% respectively, consistent
with works done before. However, the inclusion of time-dependent growth functions would alter
the non-linear power spectrum by as much as ∼10%. The inclusion of the time-dependent growth
functions become crucial as the precision get better.

PACS numbers:

I. INTRODUCTION

Current cosmological data, such as the observed dis-
tance modulus of Type Ia Supernova (SNIa) [1–3], the
Cosmic Microwave Background (CMB) [4–7], the Bary-
onic Acoustic Oscillations (BAOs) [8] and an indepen-
dent Hubble parameter measurement [9], suggest that
the expansion of the Universe is accelerating. One of the
explanations of the cause of the acceleration is the mys-
terious form of energy called “dark energy”. The simplest
model of dark energy is the cosmological constant [10].
While the cosmological constant is enough to explain the
current data, its constancy leads to a fine-tuning prob-
lem [11, 12]. Apart from the cosmological constant, an
alternative model of dark energy is an ideal fluid with
an equation of state given by P = wρc2, where P and
ρ are fluid pressure and density respectively. w is the
equation of state which could, in general, varies with
time. In order for the fluid to give rise to the acceler-
ating expansion, the value of w must be w ⩽ −1

3 . The
energy consideration requires w ⩾ −1; however, the cur-
rent constraint on w is very close to −1 [7]. Therefore,
distinguishing the cosmological constant and dynamical
dark energy is a challenging problem in cosmology. With
the redshift surveys, the number of observed galaxies of
billion galaxies can potentially be able to constrain cos-
mological parameters especially the equation of state for
the dynamical dark energy. Since we can only observe in
redshift space along the line-of-sight, the redshift-space
distortion effect (RSD) is an inevitable consequence. The
RSD effect is sensitive to the density growth functions,
which sequentially depend on w. Hence, galaxy surveys

∗E-mail: teeraparbc@nu.ac.th

are viable probes of dark energy and accurate theoretical
modeling of the RSD effect is crucial.

One of the prominent probes of the non-linear struc-
ture of the universe is the baryonic acoustic oscillations
(BAOs), primordial sound waves which were propagated
in the hot plasma of photons and baryons in the early
Universe [13]. The BAO effect leaves a distinct statisti-
cal imprint of oscillatory features in the power spectrum
on the scale that corresponds to the sound horizon scale.
The BAO effect could be detected through the observed
two-point correlation functions and the power spectra in
redshift space [8, 14–19]. The two-point correlation func-
tion provides a powerful probe of the time-dependent
equation of state of dark energy model in a manner that
is highly complementary to measurements of the cosmic
microwave background (CMB).

Within the present time and the next few decades,
there will be several large-scale-structure surveys that
explore increasingly larger and deeper regions of the
Universe; for example, Dark Energy Survey (DES)1

[20], Extended Baryon Oscillation Spectroscopic Sur-
vey (eBOSS)2, Euclid3, Large Synoptic Survey Telescope
(LSST)4 [21], Square Kilometre Array (SKA)5, Wide-
Field InfraRed Survey Telescope (WFIRST)6 [22]. These
surveys will help our understanding of the growth of
the structure in the Universe especially in the non-linear
regimes. Therefore, it is essential to have an accurate
theoretical modeling to interpret the upcoming observa-

1 http://www.darkenergysurvey.org
2 http://www.sdss.org/surveys/eboss/
3 http://sci.esa.int/euclid/
4 http://www.lsst.org/
5 https://www.skatelescope.org
6 http://wfirst.gsfc.nasa.gov/
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tional data. The futuristic surveys are important because
those surveys will map out to redshift z ≳ 3 where the
oscillatory feature of BAOs can be observed effectively
on the scale ∼ 150 Mpc. Even at low-redshift, for large-
sky coverage surveys, it is marginally possible to observe
the BAOs.

Analytical modeling of the large-scale structure of the
universe on nonlinear scales has a potential to consider-
ably increase the science return of upcoming surveys by
increasing the number of modes available for model com-
parisons. One way to achieve this is to model nonlinear
scales perturbatively. Therefore, predicting the precise
non-linear behaviour of the galaxy power spectrum using
analytical approaches and comparison to N-body simu-
lations is an essential step in interpreting these data and
in elucidating the nature of dark energy. There are two
main perturbative modelings in the literature, the Eu-
lerian standard perturbation theory (SPT) [23–25] and
Lagrangian perturbation theory (LPT) [26–28] for a re-
view see [29].

SPT requires two fundamental random fields; overden-
sity field and velocity field. However, at the scale rele-
vant for BAOs, SPT starts to break down and increas-
ing the number of perturbative terms does not resolve
much. The higher-order SPT does not give any sensible
prediction for the correlation function because unphysi-
cal behavior in small wavelength limit prevents Fourier
transform from converging [30]. Therefore, in this arti-
cle, we shall exploit the LPT resummation as an alterna-
tive to SPT. LPT has an advantage over SPT because it
is convenient and customary to set up the initial condi-
tions for N-body simulations. The calculation of effects of
redshift-space distortion is straightforward in LPT [31].
In addition, LPT focus on perturbing the displacement
field rather than overdensity and velocity fields.

The goal of this article is to investigate the poten-
tial of utilizing galaxy redshift surveys to constraint the
equation of state parameter for dark energy in BAO
power spectrum in redshift space by applying an ana-
lytic cosmological perturbation theory (LPT) formalism
in Ref. [28]. In §II, we shall describe the LPT theory in
both real space and redshift space with time dependent
growth functions. In §III, we shall describe the models
and assumptions for our analysis and give the result in
§IV. Discussions and conclusions are given in §V.

II. THEORY

In this section, we shall describe all the relevant the-
ories in this analysis such as the structure formation
theory [32], Lagrangian perturbation theory and the
redshift-space distortion. For a complete and more rig-
orous review of the cosmological perturbation theory, we
advise the reader to study Ref. [29]. In this work, we fol-
low the Lagrangian perturbation formalism in Ref. [28].

A. Structure Formation Theory

The structure that we see in the Universe is generated
from small inhomogeneities where the fluctuation of the
density field, ρ(x, t), is defined as

δ(x, t) ≡ ρ(x, t) − ρ̄(t)
ρ̄(t) , (1)

where δ(x, t) is the density overdensity or contrast and x is
the comoving distance vector. ρ̄(t) is the average density
in the comoving coordinate system. The dynamics of the
density field is governed by the continuity equation;

∂

∂t
ρ(x, t) + ∇ ·

(
ρ(x, t) u(x, t)

)
= 0, (2)

and Euler’s equation,

∂

∂t
u(x, t)+2H(t)u(x, t)+u(x, t) ·∇u(x, t) = −∇Φ(x, t), (3)

where u is the peculiar velocity and ∇ ≡ ∂x is the comov-
ing gradient operator. H(t) ≡ Ûa/a is the Hubble expan-
sion rate. Φ is the comoving gravitational potential,

∇2
Φ(x, t) = 3

2
ΩM(t)H2(t)δ(x, t), (4)

where ΩM is the matter density parameter.
We shall define the velocity potential, θ, as the diver-

gence of the comoving peculiar velocity field

θ(x, t) ≡ ∇ · u. (5)

In the linear cosmological perturbation theory, the
growth of the density and the velocity potential are given
by

∂

∂t
δ(x, t) + θ(x, t) = 0, (6)

and
∂

∂t
θ(x, t) + 2H θ(x, t) = 3

2
ΩM(t)H2(t)δ(x, t). (7)

From Eq. (6) and Eq. (7), a second-order differential
equation in terms of the overdensity is given by,

∂2

∂t2 δ(x, t) + 2H(t) ∂
∂t
δ(x, t) = 3

2
ΩM(t)H2(t)δ(x, t). (8)

Assuming a linear growth factor D1(t) such that

δ(x, t) = D1(t)δ0(x), (9)

where δ0(x) is the overdensity at a particular time. It is
customary to normalize the growth function to unity so
that δ0(x) represent the overdensity at the present epoch.
From Eq. (8)-(9), we have the equations describing the
evolution of the linear density perturbations as

ÜD1 + 2H(t) ÛD1 − 3
2
ΩM(t)H2(t)D1(t) = 0. (10)
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D1 is known as the linear growth factor and has been used
pretty much in a linear regime and as an extrapolation
to non-linear regimes. Perturbatively, we can expand the
overdensity as

δ(x, t) ≡ δ1(x, t) + δ2(x, t) + δ3(x, t) + . . . , (11)

where δn(x, t) is proportional to δn0 (x). Similarly, we can
define

Φ(x, t) ≡ Φ1(x, t) + Φ2(x, t) + Φ3(x, t) + . . . , (12)

where, from Eq. (4), ∇2Φn(x, t) = (3/2)ΩMH2δn(x, t). In
addition,

θ(x, t) ≡ θ1(x, t) + θ2(x, t) + θ3(x, t) + . . . , (13)

where θn(x, t) is proportional to δn0 (x). With perturbative
definitions in Eq. (11)-(13), additional growth functions
in higher order are given by

ÜD2 + 2H ÛD2 − 3
2
ΩMH2D2 =

3
2
ΩMH2D2

1, (14)

ÜD3a + 2H ÛD3a −
3
2
ΩMH2D3a =

3
2
ΩMH2

(
D3

1 + D1D2

)
,

(15)
ÜD3b + 2H ÛD3b − 3

2
ΩMH2D3b =

3
2
ΩMH2D3

1 . (16)

We define D2(t) as the second-order growth function, and
D3a(t) and D3b(t) as the third-order growth functions –
there are two independent third-order growth functions.
Notice that D2(t) ∝ D2

1(t) and D3a(t),D3b(t) ∝ D3
1(t);

hence, it is convenient to define d2 (t) ≡ D2(t)/D2
1(t),

d3a(t) ≡ D3a(t)/D3
1(t) and d3b(t) ≡ D3b(t)/D3

1(t). For an
Einstein-de Sitter (EdS) universe, d2 = 3/7, d3a = 5/21
and d3b = 1/6.

B. Lagrangian Perturbation Theory

We shall follow the Lagrangian perturbation theory
from Ref. [28]. In this model of perturbation, the Eule-
rian particle position x can be mapped to a Lagrangian

particle position q by the displacement field Ψ,

x(t) = q(x) + Ψ(q, t), (17)

where x is in the Eulerian comoving coordinate descrip-
tion. The overdensity in Lagrangian position is given by

δ(x, t) =
∫

d3q δ3D(x − q − Ψ(q)) − 1, (18)

where δ3D(x) is the Dirac’s delta function in 3D. The equa-
tion of motion in terms of the displacement field is given
by

d2

dt2Ψ(q, t) + 2H(t) d
dt
Ψ(q, t) = −∇Φ(x, t). (19)

In principle, we can expand Ψ(q, t) as

Ψ(q, t) = Ψ1(q, t) + Ψ2(q, t) + Ψ3(q, t) + . . . . (20)

We can define the Fourier mode of the displacement field
Ψ as

Ψ̃n(k, t) =
iDn

1(t)
n!

(
n∏

i=1

∫
d3ki
(2π)3

)
(2π)3 δ3D

(
n∑

i=1
k i − k

)
× Ln(k1, . . . , kn, t)

(
n∏

i=1
δ̃0(k i)

)
, (21)

where Ψ̃n(k, t) is the n-th order displacement vector field
in Fourier space and Ln(k1, . . . , k, t) are the Lagrangian
perturbative kernels. Our convention for the Fourier
transform is

f̃ (k) =
∫

d3x f (x) exp
(
− ik · x

)
, (22)

and

f (x) =
∫

d3k
(2π)3 f̃ (k) exp

(
ik · x

)
. (23)

The time-dependent Lagrangian perturbative kernels are
given by

L1(k1, t) =
k

k2 , (24)

L2(k1, k2, t) = d2 (t)
k

k2

[
1 − (k1 · k2)2

k2
1 k2

2

]
, (25)

L3a(k1, k2, k3, t) = 3d3a(t)
(
k

k2

) (
1 − 3 (k1 · k2)2

k2
1 k2

2

) (
1 − ((k1 + k2) · k3)2

1

)
−2d3b(t)

(
k

k2

) [
1 − 3 (k1 · k2)2

k2
1 k2

2
+ 2 (k1 · k2) (k2 · k3) (k3 · k1)

k2
1 k2

2 k2
3

]
, (26)
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FIG. 1: The linear matter power spectra (dotted) and non-
linear matter power spectra (solid) at different redshifts in the
waCDM model (see TABLE I). The same plots for the other
models have similar features. From top to bottom, z = 0.5, 1.5
and 2.5. The non-linear power spectra have a cut-off scale at
knl/2.

where k =
∑
i

k i. L3a will need to be symmetrized in

terms of k’s later.

1. Real-space power spectrum

The power spectrum is defined as a Fourier transform
of the two-point correlation function of overdensity,

P(k) ≡
∫

d3x ξ(x) exp(−ik · x), (27)

where ξ is the two-point correlation function. The power
spectrum has a simple relation as

⟨
δ̃(k)δ̃∗(k ′)

⟩
= (2π)3δ3D(k − k ′)P(k), (28)

where P(k) is the power spectrum and δ̃(k) is the Fourier
transform of overdensity (Eq. (18)). The power spectrum
in Fourier space depends only on the magnitude of the
wave vector, k = |k |. Following the formalism in [28], the

power spectrum is given by

P(k, z) = exp
[
− k2

6π2

∫
dp PL(p, z)

]
×

{
PL(k, z) +

(
d2

2(z)
2

Q1(k) + d2(z)Q2(k) +
1
2

Q3(k)
)

+ 2
(
d3a(z)R1(k) + d2(z)R2(k)

)}
, (29)

where PL(k) is the linear matter power spectrum. Qn(k)’s
and Rn(k)’s are the integral functionals of the form:

Qn(k) =
k3

4π2

∫ ∞

0
dr PL(kr)

∫ 1

−1
dx

× PL

[
k(1 + r2 − 2r x)1/2

] Q̃n(r, x)
(1 + r2 − 2r x)2 ,(30)

Rn(k) =
1
48

PL(k)
k3

4π2

∫ ∞

0
dr PL(kr) R̃n(r), (31)

where PL(k) ≡ PL(k, z = 0) the linear power spectrum at
the present epoch.

Q̃1(r, x) = r2
(
1 − x2

)2
, (32)

Q̃2(r, x) =
(
1 − x2

)
r x (1 − r x) , (33)

Q̃3(r, x) = x2 (1 − r x)2 , (34)
Q̃4(r, x) = 1 − x2, (35)

and

R̃1(r) = − 2
r2

(
1 + r2

) (
3 − 14r2 + 3r4

)
+

3
r3

(
r2 − 1

)4
ln

����1 + r
1 − r

���� , (36)

R̃2(r) =
2
r2

(
1 − r2

) (
3 − 2r2 + 3r4

)
+

3
r3

(
r2 − 1

)3 (
1 + r2

)
ln

����1 + r
1 − r

���� . (37)

We shall express time in terms of redshift z for observ-
ables. For an Einstein de-Sitter universe, our result is
consistent with Ref. [28]. The validity of this approach
is applicable when the argument of the exponential term
in Eq. (29) is of the order of unity; hence, we define the
nonlinear scale knl as

knl ≡
[

1
6π2

∫
dk ′PL(k ′)

]−1/2
. (38)

We will apply a cut-off scaling where k < knl/2. The
power spectra for the ΛCDM model (see §III) is shown
in FIG. 1 as an example.

2. Redshift-space power spectrum

The power spectrum in redshift space is anisotropic
and, hence, depends on the observed direction ẑ, the
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radial direction. Following the formalism in [28], the
redshift-space power spectrum is given by

Ps(k, µ, z) = exp
{
−k2 [

1 + f ( f + 2)µ2] A
}

×
[
(1 + f µ2)2PL(k, z) +

∑
n,m

µ2n f mEnm(k)
]
,

(39)

where µ = ẑ ·k/k is the direction cosine of the wave vector
k with respect to the line-of-sight,

A =
1

6π2

∫
dk PL(k), (40)

and

f =
d ln D1
d ln a

. (41)

The integral Emn(k)’s are the integral functionals in terms
of Qn(k) and Rn(k) of the forms:

E00(k) =
d2

2(t)
2

Q1(k) + d2(t)Q2(k) +
1
2

Q3(k)

+2d3a(t)R1(k) + 2d2(t)R2(k), (42)
E11(k) = 4E00(k), (43)

E12(k) = −d2(t)
2

Q1(k) −
3
2

Q2(k) +
1
4

Q4(k)

−2d2(t)R1(k), (44)

E22(k) =
(
2d2

2(t) + d2(t)
2

)
Q1(k) +

(
5d2(t) +

3
2

)
Q2(k)

+3Q3(k) −
1
4

Q4(k) +
(
2d2(t) + 6d3a(t)

)
R1(k)

+10d2(t)R2(k), (45)

E23(k) = −d2(t)Q1(k) − 3Q2(k) +
1
2

Q4(k)

−2d2(t)R1(k), (46)

E24(k) =
3
16

Q1(k), (47)

E33(k) = d2(t)Q1(k) +
(
2d2(t) + 3

)
Q2(k) + 2Q3(k)

−1
2

Q4(k) + 2d2(t)R1(k) + 4d2(t)R2(k), (48)

E34(k) = −3
8

Q1(k) −
3
2

Q2(k) +
1
4

Q4(k), (49)

E44(k) =
3
16

Q1(k) +
3
2

Q2(k) +
1
2

Q3(k) −
1
4

Q4(k). (50)

For an EdS universe, d2 = 3/7, d3a = 5/21 and d3b = 1/6,
we recover the results done by [28].

III. MODELS AND DATA ANALYSIS

In galaxy redshift surveys, the peculiar velocities of
galaxies cause a distortion between the observed power

spectrum (or correlation function) along a line-of-slight
and the direction perpendicular to the line-of-slight. The
distortion effect can be predicted and tested the underly-
ing cosmology known as the Alcock-Paczyński (AP) test
[33]. The AP test can be used to track the effect of the
dynamical dark energy in redshift surveys with different
redshift slices. In this section, we shall describe our dy-
namical dark energy models and analytical methods for
galaxy redshift surveys.

A. Dynamical Dark Energy

We shall use a parametrization of the equation of state
of the dynamical dark energy by using a Taylor expansion
in the Chevallier-Polarski-Linder (CPL) model [34, 35];

w(a) = w0 + wa(1 − a), (51)

or

w(z) = w0 + wa
z

1 + z
, (52)

where w0 and wa are constants. In the case of the
cosmological constant, w0 = −1.0 and wa = 0.0. In
general the equation of state parameters w0 and wa
could be any values allowable by observational data.
For the current observational constraint of w0 and
wa

7, we shall use the MCMC exploring chain from
planck_lowl_lowLike_highL_BAO data with the base
base_w_wa. This data set include the constraints on pa-
rameter of our interest. In addition, the data include
late-time BAO observational data from DR11LOWZ,
DR11CMASS [37], MGS and 6DF [38]. From the data,
we have

w0 = −1.030 ± 0.361, wa = −0.334 ± 0.909. (53)

We shall demonstrate the application of the LPT for-
malism by considering the following fiducial models; a
ΛCDM-like model which follows the standard ΛCDM
model with the cosmological constant (w0 = −1.0 and
wa = 0.0), wCDM-like models with w0 = −0.8 and
wa = 0.0, and waCDM-like model with w0 = −1 and
wa = 0.1. In the ΛCDM model with cosmological con-
stant, Λ, both w0 and wa are constant; however, for an
acedemic propose, we shall vary both parameters. The
summary of all the fiducial models and their parameters
are summarized in Table. I.

B. Galaxy Bias

The measurement of the power spectrum depends on
the type of tracers; however, they may not exactly fol-

7 At the time of preparation for the manuscript, the update cos-
mological parameter constraints, PLANCK 2018, result has been
released. [36]
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TABLE I: Fiducial cosmological parameters and their value
for all models.

ΛCDM wCDM waCDM
ΩBh2 0.0223
ΩMh2 0.1401
ΩΛ 0.7019

∆2
R × 109 2.2061
τ 0.0956
ns 0.9695
w0 -1.0 -0.8 -1.0
wa 0.0 0.0 0.1

low the distribution of the underlying dark matter. For
galaxy-type tracer on large scales, we shall apply a linear
bias b1 as [39, 40],

δg(k) ≡ b1δ(k), (54)

where δg(k) is the galaxy overdensity. The power spec-
trum with galaxies as tracers is given by replacing
PL(k) → b2

1PL(k) in Eq. (39),

Ps,g(k, µ, z) ≡ Ps(k, µ, z)
����
PL(k)→b2

1PL(k)
. (55)

The value of b1 depends on surveys described in the next
section.

C. Galaxy Surveys

In this section, we shall give a brief introduction to
some of the selected future surveys. Additionally, we
shall describe how those surveys will motivate us on how
we decide our fiducial surveys and redshift bins based on
the real surveys.

1. SKA

The Square Kilometre Array (SKA) is a giant radio
telescope located in two sites, in South Africa and West-
ern Australia. The South Africa’s site will host mid-
frequency receivers (350 MHz –15.3 GHz) while the Aus-
tralia’s site will host low-frequency receivers (50 MHz –
350 MHz)8. The first operation phase will commence
in 2020. The second phase, which is about ten times
more sensitive, will be active in about 2025. One of the
key science goals of SKA is to understand the nature of
dark energy. With the capabilities of SKA, a large num-
ber of HI galaxies could be detected with precise redshift

8 Data taken from SKA’s Baseline Design document version2 (Oc-
tober 2015) at https://www.skatelescope.org

information using the 21-cm line from the spin-flip tran-
sition. Since rest frequency of the transition is at 1420
MHz, telescopes with frequency range from ∼100 MHz
to 1420 MHz such as the SKA could detect HI galaxies
upto z ∼ 10 or the epoch of reionization.

For an SKA-like fiducial survey, we shall follow the bias
and number count fitting functions for SKA from [41]
via a mock catalog [42]. The number count per redshift
dn/dz and the linear bias b1(z) as a function of redshift
are given by

dn/dz = 106.7767z2.1757 exp (−6.6374 z) , (56)

and

b1(z) = 0.5887 exp (0.813 z) , (57)

with parameters emulating the SKA phase 2 capabilities.

2. DESI

Dark Energy Spectroscopic Instrument (DESI) is a
ground-based dark energy experiment that will study
baryon acoustic oscillations (BAO) and the growth of
structure through redshift-space distortions (RSD) as
a successor of Baryon Oscillation Spectroscopic Survey
(BOSS) [43]. The survey will start in 2019 mapping mil-
lion of galaxies and quasars. The full five-year DESI sur-
vey will cover a baseline survey of 14,000 deg2. DESI will
be able detect quasars via Ly-α forest in 2.1 ≲ z ≲ 3.5.
For the purpose of the Fisher analysis, we follow the
number count using DESI baseline (Figure 3.17 in [43])
and the bias from BOSS quasar bias b1(z) = 3.6D1(z =
2.4)/D1(z = 0) where D1(z) is the linear growth factor
[44].

3. Our Fiducial Surveys

We shall divide our redshift bins into three equally
spaced bins as shown in TABLE II. In the table, the
average number density of galaxies tracers, n̄g, and the
survey volume, Vs, in Eq. (60) are also shown. The first
two bins, called SKA1 and SKA2, are modeled after SKA
phase 2 where we took the SKA survey parameters into
account while calculating n̄g and Vs. Similarly, the last
bin is modeled after DESI survey. The bias for SKA-like
survey and DESI-like survey are also shown. The first
two bins will provide an insight to how the SKA will give
a constraints on wide-area-type survey, while the last bin
will represent a deep small-area-type of surveys. We shall
use to mean value of redshift in each bin, z = 0.5, 1.5 and
2.5 respectively, for the calculation of the power spectra
and growth functions.
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TABLE II: The value of different survey parameters for each cosmological model (see text).
Survey z n̄g Vs b1

(Mpc−3h3) (Mpc3h−3)
SKA1 0.0 - 1.0 0.278 3.80 × 1010 1.052

ΛCDM SKA2 1.0 - 2.0 1.80 × 10−3 1.09 × 1011 2.091
DESI 2.0 - 3.0 2.06 × 10−5 5.79 × 1010 3.703
SKA1 0.0 - 1.0 0.300 3.34 × 1010 1.049

wCDM SKA2 1.0 - 2.0 2.07 × 10−3 9.49 × 1010 2.093
DESI 2.0 - 3.0 2.32 × 10−5 5.79 × 1010 3.701
SKA1 0.0 - 1.0 0.279 3.34 × 1010 1.051

waCDM SKA2 1.0 - 2.0 1.83 × 10−3 1.07 × 1011 2.091
DESI 2.0 - 3.0 2.09 × 10−5 5.71 × 1010 3.703

D. Fisher Matrix Formalism

In order to forecast the constraints on cosmological
parameters for a given survey, we utilize the Fisher in-
formation matrix method [45, 46],

Fαβ =
1
2

Tr
[
C, α C−1 C, β C−1] , (58)

where Fαβ is a component of the Fisher matrix F. C is
the covariance matrix and C,α ≡ ∂C/∂θα where θα is a
parameter. For the two-dimensional redshift-space power
spectrum Ps(k, µ) a component of the Fisher matrix is
given by [47, 48],

Fαβ =
1

4π2

∫ kmax

kmin

dk k2
∫ 1

0
dµ ∂
∂θα

ln Ps,g(k, µ)

× ∂

∂θβ
ln Ps,g(k, µ)Veff(k, µ). (59)

The effective survey volume is given by

Veff(k, µ) = Vs

(
n̄gPs,g(k, µ)

1 + n̄gPs,g(k, µ)

)2
, (60)

where Vs is the volume of the survey and n̄g is the mean
galaxy number density. The estimated uncertainty from
the inverse Fisher matrix gives an optimal uncertainties
σα of the parameter θα for the Cramé-Rao bound

σ2
α ≥ F−1

αα . (61)

With the Fisher matrix formalism, a conservative esti-
mate of the uncertainty in measurement could be ob-
tained. The matter power spectra were computed using
CAMB9 [49].

We shall focus our attention on the density parame-
ters ΩBh2,ΩMh2,ΩΛ and the equation of state parame-
ters w0,wa as those parameters has a direct impact on the

9 https://camb.info/

growth functions (Eq. (14)-(16)). The parameters ∆2
R , τ

and ns are power-spectra-related parameters. They are
not directly relevant to the growth functions; however,
their uncertainty in measurements will affect the con-
straint on other parameters. Hence, we shall include the
uncertainty in the parameters ∆2

R , τ and ns in our analy-
sis using PLANCK’s priors. The inclusion of the bias pa-
rameter b1 (Eq. (54)) is necessary as it is an unavoidable
effect of galaxy clustering. In addition, we shall assume
that the bias and instrumental noise are unknown within
20% accuracy. It is considered as a nuisance parameter
which shall be marginalized. Hence, our fiducial cosmo-
logical parameters, after marginalization, for the Fisher
analysis used in this article are

θ ≡ {ΩBh2,ΩMh2,ΩΛ,w0,wa}. (62)

The values of fiducial cosmological parameters are sum-
marized in Table I. The values of the bias parameter b1
for different model and redshift bin are summarized in
Table II. In this article, all the cosmological models are
assumed flat.

Our fiducial cosmological parameters for
Planck covariance matrix is based from
planck_lowl_lowLike_highL_BAO data with the
base base_w_wa. This dataset will give different values
of w0 and wa (Eq. (53)). However, we shall assume the
variation of the covariance matrix is negligible across a
small changes in the parameter space.

IV. RESULTS

In this article, the effect of dynamical dark energy on
the non-linear power spectra in form of redshift-space
distortion was investigated (see §II). The linear matter
spectra and non-linear matter power spectra using LPT
are shown in FIG. 1. We illustrate the observable effects
of the redshift-space distortion in real space by perform-
ing the inverse Fourier transform of the non-linear power
spectra in Eq. (39) and the results are shown in FIG. 2.
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FIG. 2: The correlation function of the LPT non-linear power spectrum in redshift space where r⊥ is the perpendicular
component to the line-of-sight and r∥ is the parallel component to the line-of-sight. The models are, from left to right, ΛCDM,
wCDM and waCDM respectively (see TABLE I). The bins are, from top to bottom, SKA1, SKA2 and DESI respectively.

In order to test the model of dynamical dark energy,
we apply the Fisher matrix analysis in §III to our fidu-
cial models. The 68% CL constraints on our parameters
of interest after marginalization is shown in TABLE III.
We divide the galaxies into different redshift bins; SKA1,
SKA2, and DESI. The details of the bins are described in
TABLE I. Additionally, the combined constraints from
all redshift bins (All bins) and with PLANCK’s priors
(All bins + PLANCK) are also shown.

V. DISCUSSIONS AND CONCLUSIONS

The non-linear power spectra using the LPT formal-
ism [28] are shown in FIG. 1. From the figure the cut-off
scale, beyond which the approximation will be invalid,
increases with redshift (in k-space). This is due to the
growth of non-linear scales. Even though smaller scales
can be probed by high-redshift surveys, the gain of in-
formation is hindered by decreasing number of observed
galaxies at high redshifts. The decrement in number of
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FIG. 3: 95%CL confidence level constraints on some of the cosmological parameter pairs; ΩBh2 and w0 (left), ΩM and ΩΛ
(middel), w0 and wa (right) for the waCDM model. The dark solid line is the PLANCK constraints on the parameters from
planck_lowl_lowLike_highL_BAO MCMC chain. The blue dotted line is the constraints from galaxy surveys (all bins) and the
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FIG. 4: An example of 95%CL constraints on w0 and wa from
different redshift bins for the waCDM model. The dark solid
line is the constraint from PLANCK. The innermost dashed
blue line is the constraint from SKA1, the lowest redshift bin.
The dotted red line is the constraint from the SKA2 bin and
the outermost dotted-dased line is from the DESI bin.

galaxies is both intrinsic and instrumental. In FIG. 4,
the optimal bins where the constraining power is high-
est is the lowest bins (z = 0.0 − 1.0) and progressively
decreases at higher-redshift bins (see TABLE. II). Since
all the bins are independent, we can achieve better con-
straints by combining the information from all the bins
as shown in FIG. 3. From the figure, we could see that

the constraints from the galaxy surveys alone are compa-
rable to that of all sky PLANCK’s CMB survey. Some
of the parameters have slightly better constraints than
PLANCK alone.

From FIG. 3 and TABLE. III, the data from galax-
ies redshift surveys are sensitive to ΩΛ,w0,wa and mildly
sensitive to ΩMh2. This is due to the fact that those pa-
rameters directly involve in the growth functions which
play an important role in late-time evolution of the Uni-
verse. The constraint on ΩBh2 is not considerably bet-
ter in comparison to PLANCK’s constraint (see the left
panel in FIG. 3). The combination of information from
PLANCK with redshift surveys in general give tighter
constraints in all cosmological parameters. In addi-
tion, parameter constraints from both PLANCK’s cos-
mic microwave background observation and redshift sur-
veys have different degeneracy directions which will give
a more compact constraints. The variation of the con-
straining power across different models are not signifi-
cantly different; however, the constraints on w0 and wa
are better in wCDM and waCDM models.

Our fiducial surveys are modeled after SKA and DESI.
We apply the survey specifications from SKA for z =
0.0 − 2.0 and DESI’s for z = 2.0 − 3.0 in TABLE II.
SKA utilize the 21-cm emission lines to detect HI galax-
ies; however, the frequency range of SKA could poten-
tially observe HI galaxy beyond redshift 2.0. Since the
constraining power does not significantly improve with
higher redshifts, we shall only limit SKA capability to
redshift 2.0 for a conservative estimation. The extra
DESI-like deep-survey bin does not give any noticeable
improvement. We have include the uncertainties in power
spectrum parameters such as τ, ns and ∆2

R as the inher-
ited uncertainty from PLANCK’s CMB measurements.
We add 20% uncertainty in the bias parameter and all
the unknown instrumentation noise will be incorporate
into the bias uncertainty.
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tively. In the figure, the model waCDM is shown; however,
the same plot for the other models have similar features.

With the instrumentation noises and the bias estima-
tion described in the previous paragraph, the overall con-
straints of all the parameters (All Bins + PLANCK) are
at ∼1% accuracies for the density parameters, ∼ 5% on
the equation of state parameter w0 and ∼ 60% on wa
(see TABLE III). Our results are consistent with a sim-
ilar work done in [50]. These precisions will rule out
most of the non-standard cosmological models and put
even tighter constraints on dark energy models; there-
fore, an accurate theoretical model of the observables be-
come crucial. This is why second and third order growth
functions (Eq. (14)–(16)) should be treated with care.
Many works on standard perturbation theory (SPT) and
Lagrange perturbation theory use the Einstein de Sit-
ter (EdS) values for the second and third-order growth
functions known as the EdS approximation [51]. In
the EdS universe, D2 = (3/7)D2

1, D3a = (5/21)D3
1 and

D3b = (1/6)D3
1 (see § II for more details), which simply

leaves only one independent growth function, namely D1.

The variations in the value of D2, D3a and D3b across re-
alistic region in the parameter space is ∼1% from that of
the EdS values [52]. However, the variation in the non-
linear power spectrum with time-dependent growth func-
tions get magnified. In FIG. 5, we demonstrate the frac-
tional difference in the non-linear power spectra (Eq. 29)
between the EdS parameter value P(k) and the non-EdS
parameter value PEdS(k). Our result is consistent with
the work in [53]; however, our work apply the Lagrange
perturbation theory across various scales and redshifts.
The non-EdS parameter values are according to the mod-
els in TABLE I. From the figure, it can be seen that the
fractional difference is, on average, ∼5% across interested
range of redshift and could get up to ∼ 10% in certain
redshift. The maximum different occurs at k ∼ 0.5 h
Mpc−1, a quasi-linear regime. This is an indicator that as
the precisions get better, the EdS approximation may not
be accurate enough and a need for higher-order growth
functions is emerging.

In this article, we demonstrate an application of La-
grangian perturbation formalism by [28] on the effects
of dynamical dark energy on the observation of redshift-
space power spectra and correlation functions. With up-
coming powerful telescopes such the SKA and DESI, the
constraints on the density parameters could potentially
achieve better than ∼1% while the constraints on dark
energy parameters w0 and wa could be better than ∼ 5%
and ∼ 60%. However, a better more accurate theoretical
modeling is also needed. The EdS approximation which
is often used for cosmological perturbation theory may
need to be revised. We suggest that the inclusion of the
time-dependent growth functions in the second-order and
third-order term become crucial as the precision get be-
low 1%; however, the impact of these functions on the
outcome of measurements still needs further investiga-
tion.
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