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บทที่  1 
บทนํา 

 

1.1  ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

การศึกษาปญหาทางพลศาสตรของของไหล (fluid dynamics)  เปนงานวิจัยที่ยังคง
ไดรับความสนใจอยางตอเนื่องจนถึงปจจุบัน  ถึงแมวาวิทยาการในหลาย ๆ ดานไดเจริญรุดหนาไป
อยางมากมาย  แตองคความรูที่สามารถนํามาสูการแกปญหาของการไหลอยางถูกตองและแมนยํา  
ยังคงประสบกับปญหาในหลากหลายประเด็น เชน ปญหาดานฟสิกสของการไหลหรือการ
เกิดปรากฎการณของคลื่นช็อกแบบซับซอนที่ระดับความเร็วสูง (complex shock wave phenomena)  
ปญหาดานคณิตศาสตรของสมการอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน (nonlinear partial differential 
equations) หรือปญหาดานการแกระบบสมการอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสนดวยระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลข เปนตน 

สําหรับปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง (high-speed compressible 
flow) โดยเฉพาะเมื่อของไหลเคลื่อนที่ผานวัตถุดวยความเร็วสูงกวาความเร็วเสียง (supersonic flow)  
มักจะกอใหเกิดปรากฏการณของคลื่นช็อก  และเมื่อคล่ืนช็อกเกิดการตกกระทบซึ่งกันและกัน  ก็ยิ่ง
สงผลใหเกิดปรากฏการณของคลื่นช็อกที่มีความซับซอนและมีความไมเปนเชิงเสนสูง  และใน
หลาย ๆ กรณีสงผลใหไมสามารถที่จะแกปญหาเหลานี้โดยอาศัยวิธีการคํานวณเพื่อหาผลเฉลยแบบ
แมนตรง (exact solution) ดังนั้นจึงมีนักวิจัยหลายทานพยายามที่จะแกปญหาที่มีความซับซอน
ดังกลาวโดยอาศัยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (numerical method)  โดยงานวิจัยของ von Neumann และ 
Richtmeyer [1] ในป พ.ศ.2493 เปนหนึ่งในงานวิจัยแรก ๆ ที่ประสบความสําเร็จในการวิเคราะห
ปญหาการเกิดคลื่นช็อกในของไหล (hydrodynamics shock) โดยอาศัยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  
หลังจากนั้นไดมีนักวิจัยทานอื่น ๆ พยายามที่จะนําเสนอระเบียบวิธีเชิงตัวเลขใหม ๆ เพื่อแกปญหา
การไหลแบบความเร็วสูงเพื่อศึกษาปรากฏการณของคลื่นช็อก  โดยวิธีที่ถูกนําเสนอก็เปนการ
อธิบายเทคนิคการคํานวณปริมาณฟลักซเชิงตัวเลข (numerical flux) ของระบบสมการออยเลอร 
(Euler equations) ซ่ึงเปนระบบสมการควบคุม (governing equations) การไหลแบบไรความหนืด 
(inviscid flow) [2] ในปจจุบันไดมีการจัดแบงเทคนิคการคํานวณปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขออกเปน 3 
กลุมหลัก ๆ คือ  วิธีการแบงแยกเวกเตอรฟลักซ (flux-vector splitting scheme, FVS)  วิธีการ
แบงแยกผลตางฟลักซ (flux-difference splitting scheme, FDS)  และวิธีอ่ืน ๆ ที่แตกตางจากวิธีทั้ง
สองขางตนหรือเปนวิธีที่เกิดจากการผสมผสานทั้งสองวิธีขางตน เชน วิธี Advection Upstream 
Splitting Method (AUSM) ของ Liou และ Steffen [3] เปนตน 



 

2 

 

ดังที่กลาวมาแลวขางตน สําหรับการแกปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็ว
สูงดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  นักวิจัยสวนใหญใหความสําคัญกับเทคนิคการคํานวณปริมาณฟลักซ
เชิงตัวเลข  ซ่ึงเปนปริมาณของพจนการพา (convection term) ของระบบสมการออยเลอร  เพราะ
พฤติกรรมของการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงโดยสวนใหญจะไดรับผลจากพจนของการพา
มากกวาพจนของการแพรกระจาย (diffusion term)  ยกเวนเฉพาะบริเวณพื้นที่แคบ ๆ ติดกับพื้นผิว
วัตถุที่เรียกวา ขอบชั้นของการไหล (boundary layer) เทานั้น ที่พจนของการแพรกระจายมีผลตอ
พฤติกรรมของการไหลมากกวา เนื่องจากงานวิจัยช้ินนี้ทําการศึกษาเฉพาะการไหลแบบไมหนืด 
ดังนั้นจึงใหความสนใจเฉพาะการประมาณพจนการพาดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเทานั้น  สําหรับ
เทคนิคการคํานวณปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขที่นิยมใชกันอยางแพรหลายในปจจุบัน  ก็คือ วิธีการ
แบงแยกผลตางฟลักซของโรว (Roe’s flux–difference splitting scheme) [4]  เพราะคณิตศาสตรที่
ใชในการอธิบายวิธีการคํานวณมีความชัดเจนและใหผลลัพธโดยประมาณที่มีความแมนยําสูง  แต
วิธีนี้มีขอเสียบางประการ เชน ใชเวลาในการคํานวณสูงกวาวิธีอ่ืน ๆ เชน วิธี AUSM หรือวิธี FVS 
ของ van Leer [5] เปนตน และในบางกรณีอาจจะใหผลลัพธที่ไมถูกตอง [6] 

สําหรับวิทยานิพนธฉบับนี้  จะทําการศึกษาถึงการประยุกตวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรวเขากับระบบสมการออยเลอร  โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร  
(cell-centered finite volume method)  สําหรับการแบงโดเมนดวยปริมาตรควบคุมแบบเอลิเมนต
สามเหลี่ยม (triangular element control volume)  และแกปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัว
ที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัวในสองมิติ (two dimensional steady state and 
unsteady state high-speed inviscid compressible flows)  โดยจะทําการศึกษาถึงความไรเสถียรภาพ
เชิงตัวเลข (numerical instability) ของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว  ที่เกิดขึ้นกับปญหาตาง 
ๆ ที่พบโดยนักวิจัยหลาย ๆ ทาน [6-12]  จากนั้นจะนําเสนอวิธีการแกไขปญหาความไรเสถียรภาพ
เชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวสําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม  และ
เพื่อใหไดผลลัพธจากการวิเคราะหที่มีความแมนยําสูงยิ่งขึ้น  ก็จะทําการประยุกตวิธีการสราง
สามเหลี่ยมแบบปรับตัวได (mesh adaptation)  เขากับกระบวนการวิเคราะหปญหาของการไหล
ขางตน  โดยจะนําเสนอแนวความคิดใหมสําหรับวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  ซ่ึงเปน
เทคนิคที่ใหความสําคัญตอทั้งกายภาพของการไหลและรูปรางของปญหา  ทั้งนี้เพื่อใหการวาง
ตําแหนงของเอลิเมนตขนาดเล็กภายในโดเมนของปญหาที่ทําการวิเคราะหมีความถูกตองมากยิ่งขึ้น  
และสามารถที่จะควบคุมขนาดของเอลิเมนตขนาดเล็กใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้น 

ลําดับสุดทายก็จะทําการขยายผลการศึกษาเขาสูการวิเคราะหแบบใหผลลัพธที่มี
ความแมนยําในอันดับสูง (higher-order resolution method) โดยจะทําการประยุกตการคํานวณแบบ
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ความแมนยําในลําดับสูงทั้งสําหรับการแบงเวลา (temporal discretization) และการแบงพื้นที่ 
(spatial discretization) เขากับวิธีขางตนทั้งหมด  แลวทําการทดสอบกับปญหาตาง ๆ ทั้งปญหา
แบบอยางที่มีผลเฉลยแมนตรง และปญหาที่มีความซับซอนทั้งในดานของปรากฏการณของการ
ไหลและรูปรางของปญหา (geometry) เพื่อใหมั่นใจวาเทคนิคที่ถูกนําเสนอในงานวิจัยช้ินนี้สามารถ
นําไปใชวิเคราะหปญหาในทางปฏิบัติที่มีความซับซอนและหลากหลายตอไป 

 

1.2  วัตถุประสงคของการวจัิย 

1.2.1 พัฒนาวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได (mesh adaptation)  ในระนาบ
สองมิติ  ภายใตแนวคิดของวิธีการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับโดเมนทั่วไป  
สําหรับปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตวัและ
สภาวะไมคงตัว 

1.2.2 ศึกษาการประยุกตวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวเขากับระบบสมการออยเลอร  
โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร  สําหรับการแบงโดเมนดวยปริมาตร
ควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม เพื่อใชแกปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่
ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัวในสองมิติ 

1.2.3 ศึกษาถึงความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว กับ
ปญหาที่ถูกรายงานในบทความตาง ๆ 

1.2.4 นําเสนอเทคนิคการปรับปรุงความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลข สําหรับวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว 

1.2.5 ปรับปรุงผลลัพธใหมีความแมนยําในอันดับสูง (higher-order resolution) โดยจะทําการ
ประยุกตการคํานวณแบบความแมนยําในอันดับสูงทั้งสําหรับการแบงเวลา (temporal 
discretization) และการแบงพื้นที่ (spatial discretization)  พรอมกับการประยุกตใชงาน
รวมกับวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได 

1.2.6 ทดสอบความถูกตองของวิธีที่ถูกนําเสนอโดยงานวิจัยชิ้นนี้กับปญหาตาง ๆ ทั้งปญหา
แบบอยางที่มีผลเฉลยแมนตรง  และปญหาที่มีความซับซอนทั้ งในดานของ
ปรากฏการณของการไหลและรูปรางของปญหา 

 

1.3  ขอบเขตของการวิจัย 

ขอบเขตของการศึกษาที่สอดคลองกับวัตถุประสงคขางตน  มีดังตอไปนี้ 
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1.3.1 พัฒนาวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดในระนาบสองมิติ  ภายใต
แนวคิดของวิธีการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน  สําหรับประยุกตรวมกับการแกปญหา
การไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคง
ตัว  และนําเสนอดวยแนวคิดเชิงวัตถุ (object-oriented approach) 

1.3.2 ศึกษาถึงความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวในหนึง่
และสองมิติ สําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม 

1.3.3 นําเสนอเทคนิคการแกไขปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว 

1.3.4 ประยุกตการคํานวณแบบความแมนยําในลําดับสูงทั้งสําหรับการแบงเวลา (temporal 
discretization) และการแบงพื้นที่ (spatial discretization)  พรอมกับการนํามาใชงาน
รวมกับวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  และทําการทดสอบกับปญหา
การไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคง
ตัวในสองมิติ 

 

1.4  ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 

1.4.1 สามารถปรับปรุงความแมนยําของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณ โดยการประยุกตการ
สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดในระนาบสองมิติ เขากับระเบียบวีธีการ
คํานวณเชิงตัวเลข 

1.4.2 มีความเขาใจถึงที่มาของปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว  ตลอดจนแนวทางการแกไข 

1.4.3 สามารถพัฒนาอัลกอริทึมการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอรที่มี
ความแมนยําของผลลัพธในอันดับสูง (higher-order accuracy) 

1.4.4 สามารถประยุกตวิธีที่ถูกนําเสนอในงานวิจัยนี้  เพื่อนําไปใชในการศึกษาปญหาการ
ไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัว  
ซ่ึงสามารถใหผลลัพธที่มีความแมนยําสูง 

1.4.5 สามารถนําไปสูการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถนําไปใชแกไขปญหาที่มี
รูปรางหรือเงื่อนไขขอบเขตที่แตกตางกันได 

1.4.6 สามารถนําไปขยายผลเพื่อศึกษาปญหาการไหลชนิดอื่น ๆ เชน  การไหลแบบหนืดและ
ราบเรียบ (viscous laminar flows) การไหลแบบปนปวน (turbulent flows) หรือการ
ไหลแบบหลายสถานะ (multiphase flow) เปนตน 
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1.5  วิธีดําเนินการวิจัย 

1.5.1 ศึกษาขอดอยของวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดในระนาบสองมิติ 
เมื่อนํามาประยุกตกับปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งใน
สภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัว  ซ่ึงเปนงานวิจัยในระดับปริญญาโทของผูวิจัย 

1.5.2 เสนอแนะวิธีการพัฒนาและปรับปรุงวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได
ในระนาบสองมิติ เพื่อใหสามารถกําหนดขนาดเอลิเมนตใหเหมาะสมกับผลลัพธที่ได
จากการคํานวณมากยิ่งขึ้น 

1.5.3 ศึกษาหลักการและทฤษฎีดานพลศาสตรของไหล และระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่เกี่ยวของ
กับงานวิจัยนี้ 

1.5.4 ศึกษาและวิเคราะหปรากฏการณความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว และวิธีแกไขปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการ
แบงแยกผลตางฟลักซของโรวที่นําเสนอโดยนักวิจัยทานอื่น ๆ 

1.5.5 นําเสนอวิธีแกไขปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซ
ของโรว และทดสอบกับปญหาที่คนพบโดยนักวิจัยทานอื่น ๆ 

1.5.6 ทดสอบความถูกตองของวิธีที่นําเสนอทั้งหมดขางตน  ดวยการเปรียบเทียบผลลัพธที่
ไดกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรงและประยุกตใชในการแกปญหาที่มีความซับซอน
มากยิ่งขึ้น 

1.5.7 จัดทํารายงานเพื่อนําเสนอ และสรุปผล 
 

 



บทที่  2 
เอกสารและงานวิจัยท่ีเก่ียวของ 

 

งานวิจัยฉบับนี้ทําการศึกษาประเด็นปญหาสองประการหลัก ๆ ดังนี้  ประการที่
หนึ่ง ศึกษาวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  ภายใตเงื่อนไขของสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม
เดอลอนเน (Delaunay triangulation) ในระนาบสองมิติ  สําหรับประยุกตใชกับปญหาการไหลแบบ
ไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัว  และประการที่สอง 
ศึกษาปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว  โดยเอกสาร
และงานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวของมีดังตอไปนี้ 

 

2.1  การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนและวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได 

Bowyer [13] และ Watson [14]  นําเสนออัลกอริทึมการสรางแผนผังโวโรนอย 
(Voronoi diagram หรือ Dirichlet Tessellation)  ซ่ึงเปนแผนผังที่ไดจากการเชื่อมตอจุดซ่ึงเปน
ปญหาการคนหาเสนทางที่ส้ันที่สุด (optimized path searching)  เชน กําหนด n จุดในระนาบหนึ่ง ๆ  
ถาหากตองการที่จะสรางโครงสรางขอมูล (data structure) เพื่อคนหาจุด q  โดยใชเวลานอยที่สุด  
สามารถกระทําไดโดยการแบงระนาบออกเปนโครงรางทั้งหมด n โครงราง  โดยที่แตละโครงราง
จะสัมพันธกับแตละจุด ดังนั้นโครงราง P ที่สัมพันธกับจุด p  ถาหาก P เปนเสนทางการเดินของจุด
ของโครงรางที่ใกลกับจุด p มากกวาจุดอื่น ๆ ในระนาบ  การแบงระนาบออกเปนโครงรางยอย ๆ ที่
ตอเชื่อมกันเรียกวา  แผนผังโวโรนอย ซ่ึงถูกแสดงดวยเสนประ และการสรางสามเหลี่ยมที่ไดจาก
การเชื่อมตอจุดที่สัมพันธกับแตละโครงรางเรียกวา การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน  (Delaunay 
triangulation) ดังแสดงในรูปที่ 2.1 ขางลาง 

 
 
 

 

 

 
รูปที่ 2.1  ตัวอยางแผนผังโวโรนอยและสามเหลี่ยมเดอลอนเน 
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 Weatherill [15]  ไดนําเสนอวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน  และ
วิธีการสรางจุดในโดเมนแบบอัตโนมัติ (automatic point creation) ในระนาบสองมิติ  โดย
อัลกอริทึมการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเนในระนาบสองมิติไดใชเกณฑการทดสอบจุดที่
อยูภายในวงกลม (in-circle test criterion)  สําหรับอัลกอริทึมการสรางจุดในโดเมนแบบอัตโนมัติ
ไดใชวิธีการแทรกจุดลงตรงตําแหนงจุดศูนยถวงของรูปสามเหลี่ยม  และควบคุมเงื่อนไขการสราง
สามเหลี่ยมใหมดวยสัมประสิทธ์ิอัลฟา (α)  และสัมประสิทธ์ิเบตา (β)  โดยที่สัมประสิทธิ์อัลฟา  
เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับการตรวจสอบระยะหางระหวางจุดที่ตองการแทรกและจุดตอทั้งสาม
ของสามเหลี่ยม ซ่ึงจะมีผลตอความหนาแนนของเอลิเมนตสามเหลี่ยม (mesh density)  และ
สัมประสิทธิ์เบตา  เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับการทดสอบระยะหางระหวางจุดในบริเวณใกลเคียงที่
มีอยูแลวกับจุดที่ตองการแทรกเขาไปใหม  ซ่ึงจะมีผลตอรูปรางของสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมาใหม 
(regularity of triangulation) 

 Karamete et al. [16]  ไดนําเสนอเทคนิคการเขียนโปรแกรมเชิงวัตถุ (Object 
Oriented Programming, OOP)  และการจัดเก็บขอมูลของจุดตอและสามเหลี่ยมดวยโครงสราง
ขอมูลแบบแผนภูมิตนไมดิจิตัลท่ีเรียกวา Alternating Digital Tree (ADT)  มาใชปรับปรุงเทคนคิการ
สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน และวิธีการสรางจุดในโดเมนแบบอัตโนมัติของ Weatherill 
[15]  ในระนาบสองมิติ 

 Frey and Field [17]  ไดนําเสนอเทคนิคการปรับปรุงคุณภาพของเอลิเมนต
สามเหลี่ยม  เพื่อใหเอลิเมนตสามเหลี่ยมมีความใกลเคียงกับสามเหลี่ยมดานเทามากที่สุด  โดยการ
ใชกระบวนการสลับดานของสามเหลี่ยมที่อยูติดกัน (edge swapping)  ซ่ึงกระบวนการดังกลาว
เรียกวา mesh relaxation  จากการทดลองพบวาโดยทั่วไปเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ไดรับการปรับปรุง
คุณภาพดวยวิธี mesh relaxation จะมีคุณภาพโดยรวมดีกวากอนกระบวนการการปรับปรุงคุณภาพ  
โดยคุณภาพของสามเหลี่ยมวัดจากความใกลเคียงกับสามเหลี่ยมดานเทาของทุก ๆ สามเหลี่ยม
ภายในโดเมน 

Peraire et al. [18]  ทําการศึกษาเกี่ยวกับระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติ  สําหรับนํามาใชปรับปรุงคุณภาพของผลลัพธในสภาวะคงตัว (steady state) ของระบบ
สมการออยเลอร (Euler equations)  โดยใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิเมนต
สามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ  และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบชัดแจง (explicit time-stepping)  สําหรับ
ระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ก็อาศัยเทคนิคการสรางฟอนตแบบคืบหนา 
(advancing front technique)   แตขนาดและทิศทางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยมจะถูกควบคุม
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ดวยตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาด  (error indicator)  โดยในบทความนี้ใชปริมาณอนุพันธยอยอันดับ
สองของคาความหนาแนนของไหลเปนตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาด  ซ่ึงพบวาสามารถที่จะใช
กําหนดขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสมไดดีในระดับหนึ่ง 

Probert et al. [19]  ไดทําการศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  และกระบวนการ
สรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  สําหรับการคํานวณผลลัพธที่ขึ้นกับเวลาของปญหาการ
ไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัว  โดยใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิเมนต
สามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ  และวิธีการเลือกชวงเวลาแบบผลตางสืบเนื่องตรงกลาง (central 
difference time-stepping)  สําหรับตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดที่ใชในบทความจะใชคาตัวแปร
อนุรักษ (conservation variables) ที่ไดจากการคํานวณ  และนํามาคํานวณในรูปแบบของคา
สัมประสิทธิ์ Pressure-Switch (Pressure-Switch coefficient)  และใชคาดังกลาวสําหรับกําหนด
ขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสม 

Kumar et al. [20]  ไดทําการศึกษาวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมเดอลอนเน 
และวิธีการสรางจุดในโดเมนแบบอัตโนมัติในระนาบสองมิติ ดวยการแทรกจุดลงที่ตําแหนงจุด
ศูนยกลางของวงกลมที่ลากผานจุดปลายทั้งสามของเอลิเมนตสามเหลี่ยม  โดยข้ันตอนการแทรกจุด
ในโดเมนจะดําเนินไปเรื่อย ๆ จนกระทั่งขนาดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมทั้งหมดภายในโดเมน
เปนไปตามที่กําหนด  สําหรับกระบวนการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  จะเริ่มตนจาก
การใชตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาด ซ่ึงคํานวณจากความไมตอเนื่องของปริมาณฟลักซผานขอบของ
เอลิเมนตในการประมาณขนาดเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่เหมาะสมกับผลลัพธที่ไดจาการคํานวณ และ
ทําการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดภายใตเงื่อนไขของการกระจายความผิดพลาดใหมี
ความสม่ําเสมอตลอดทั้งโดเมน  และกระบวนการทั้งหมดที่ไดนําเสนอไดถูกนํามาทดสอบกับ
ปญหาการนําความรอน (heat conduction) 

สุทธิศักดิ์ พงศธนาพาณิช [21]  ไดทําการศึกษาวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยม
เดอลอนเน  และการสรางจุดในโดเมนแบบอัตโนมัติ  โดยอาศัยเทคนิคของ Weatherill [15] จากนั้น
ไดนําเสนอวิธีการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  และไดทําการทดสอบกับปญหาการ
ไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัวในระนาบสอง
มิติ  และปญหาการระเบิดใตน้ํา  พบวาวิธีที่นําเสนอยังคงมีจุดออนอยูบางเพราะไมสามารถใหเสน
ช็อกที่มีความคมชัดตลอดแนว เชน กรณีของปญหาการไหลผานวัตถุทรงกระบอก  วิธีที่นําเสนอจะ
ใหเสนช็อกที่ไมคมชัดในบริเวณปลายดานบนของโดเมน  ดังนั้นในงานวิจัยใหมนี้จะนําเสนอ
แนวความคิดใหมที่สามารถแกไขขอบกพรองดังกลาว 
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2.2  ปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 

Roe [4]  ไดทําการศึกษาวิธีการคํานวณเชิงตัวเลขสําหรับปญหาการไหลที่ถูก
ควบคุมดวยระบบสมการออยเลอร  และการทดสอบความถูกตองกับปญหาของรีมันน (Riemann 
problem)  โดยโรวไดนําเสนอวิธีการคํานวณปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขโดยใชวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซ (flux-difference splitting)  สําหรับในตอนทายของบทความโรวไดใหขอคิดเห็น
เกี่ยวกับความสอดคลองกับเงื่อนไขเอนโทรป (entropy condition) ของวิธีที่นําเสนอซึ่งอาจจะให
ผลลัพธที่ไมถูกตองในบางกรณี 

Harten [22]  ไดนําเสนอเทคนิคการคํานวณผลลัพธอยางออน (weak solution) 
ของกฏอนุรักษชนิดไฮเปอรโบลิก (hyperbolic conservation laws) ดวยวิธีผลตางสืบเนื่อง (finite 
difference method) ดวยความแมนยําอันดับที่สอง (second order) และเปรียบเทียบกับผลลัพธที่ได
จากระเบียบวิธีของโรว  และเพื่อใหผลลัพธที่ไดมีความสอดคลองกับสภาพเอนโทรป  จึงได
นําเสนอวิธีการแกไขคาเจาะจง (eigenvalue) โดยการเพิ่มคาตัวเลขนอย ๆ ใหกับคาเจาะจงถาหากคา
เจาะจงดังกลาวมีคานอยมาก ๆ  แตอยางไรก็ตามงานวิจัยช้ินนี้ไมไดแนะนําวา คาเจาะจงดังกลาวมี
คานอยมาก ๆ หมายถึงคาแบบเจาะจงที่มีคาเทาไหร  และคาตัวเลขนอยมาก ๆ ที่กําหนดใหกับคา
แบบเจาะจงควรมีคาเปนเทาไหร 

Peery and Imlay [6]  ไดทําการศึกษาปญหาการไหลผานวัตถุมน (blunt-body 
flow)  และพบวาระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซ  กอใหเกิดผลลัพธที่ไมถูกตองโดยเฉพาะ
อยางถึงผลลัพธบริเวณเสนหยุดนิ่ง (stagnation line) ซ่ึงอยูดานหนาของวัตถุมน  โดยแทนที่เสน
ช็อกดานหนาที่ไดจะมีลักษณะโคงตามลักษณะของวัตถุมน  แตเสนช็อกบริเวณเสนหยุดนิ่งกลับมี
ลักษณะของการเคลื่อนตัวหางออกจากดานหนาของวัตถุมน  และเรียกปรากฏการณดังกลาววา
ปรากฏการณโปงนูน (carbuncle phenomena) 

Einfeldt et al. [7]   ไดทําการศึกษาปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของ
ระเบียบวิธีของโกดูนอฟ (Godunov) และโรว (Roe)  โดยพบวาถาหากการไหลมีความเร็วสูงมาก 
ซ่ึงเปนการไหลที่มีพลังงานจลนสูง (highly energetic flows) ระเบียบวิธีทั้งสองสามารถใหคําตอบที่
ไมเปนจริง  โดยจะใหคาตัวแปรสถานะการไหล เชน คาความหนาแนน  คาความความดันหรือคา
พลังงานภายในที่มีคานอยกวาศูนย  พรอมกันนี้ไดนําเสนอวิธี HLLE เพื่อแกปญหาดังกลาว 

Van Leer et al. [9]  ไดทําการศึกษาปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของ
ระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซ (flux-difference splitting) ในกรณีที่มีจุดโซนิก (sonic point) 
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อยูภายในคลื่นขยาย (expansion wave)  โดยแทนที่วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซจะใหผลลัพธที่เปน
คล่ืนขยาย  แตกลับใหผลลัพธที่เปนคลื่นช็อกขยาย (expansion shock)   เนื่องจากผลลัพธที่ไดไม
สอดคลองกับสภาพเอนโทรป (entropy violate) และนอกจากนี้ยังไดนําเสนอวีธีการแกไขคาเอน
โทรปสําหรับปญหาการไหลในหนึ่งมิติ 

Quirk [8]  ไดทําการศึกษาปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของระเบียบวิธีการ
แบงแยกผลตางฟลักซของโรว  และไดนําเสนอปญหาสําหรับการทดสอบปญหาความไรเสถียรภาพ
เชิงตัวเลขในรูปแบบของปญหาของรีมันน  โดยปริมาตรควบคุมตลอดแนวกึ่งกลางทอในแนวนอน
จะถูกขยับขึ้นและลงในลักษณะสลับฟนปลา   เพื่อจําลองการใสคาการรบกวนการไหล 
(perturbation)  ซ่ึงถูกเรียกวาปญหา odd-even decoupling หรือปญหาการทดสอบของเควิรก 
(Quirk’s test problem)  โดยการทดสอบดังกลาวจะสงผลใหผลลัพธที่ไดจากระเบียบวิธีการ
แบงแยกผลตางฟลักซของโรวไมถูกตอง  โดยปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขนี้ไดถูกจัดใหเปน
ปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขรูปแบบใหมของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 

Lin [10]  ไดทําการศึกษาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของระเบียบวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว  กับปญหาการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อกอยางชา (slowly moving shock) และ
ปญหาการไหลผานวัตถุมน (blunt-body flow)  โดยพบวาระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของ
โรวกอใหเกิดปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลข  โดยสําหรับปญหาการเคลื่อนตัวของคลื่นช็อก
อยางชาไดกอใหเกิดการสั่น (oscillation) ของผลลัพธดานหลังคลื่นช็อก สวนปญหาการไหลผาน
วัตถุมนไดกอใหเกิดปญหาโปงนูน  จากนั้นไดนําเสนอเทคนิคการปรับคาการกระจาย (dissipation) 
ของปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขโดยอาศัยคาความดัน 

Gressier and Moschetta [11]  ไดทําการศึกษาปญหาความไรเสถียรภาพเชิง
ตัวเลขของระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซโดยเปรียบเทียบกับวิธีการแบงแยกเวกเตอรฟลักซ 
โดยพบวาวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซซ่ึงมีคุณสมบัติสามารถใหผลลัพธแมนตรงของผิวสัมผัสไม
ตอเนื่อง (contact discontinuity) แตไมสามารถคงความมีเสถียรภาพเอาไวได  ในทางกลับกันวิธีการ
แบงแยกเวกเตอรฟลักซถึงแมวาไมสามารถใหผลลัพธแมนตรงของผิวสัมผัสไมตอเนื่อง แตมีความ
มีเสถียรภาพสูงกวาวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซ  เพราะวิธีการแบงแยกฟลักซแบบเวกเตอรมีคาการ
กระจาย (dissipation) สูงกวา 

Xu and Li [23]  ไดทําการศึกษากลไกของการเกิดการกระจาย (dissipation)  ของ
วิธีการจับช็อก (shock capturing scheme) เชน ระเบียบวิธีของโกดูนอฟหรือโรว  เปนตน  โดยพบวา
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สําหรับระเบียบวิธีของโกดูนอฟ (Godunov method) สามารถใหผลลัพธของการวิเคราะหที่มีความ
แมนยําสูง  เพราะเปนวิธีที่มีคาการกระจายต่ํามาก  โดยคาการกระจายเกิดจากกระบวนการสราง
ปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขโดยตรง  และการที่ระเบียบวิธีของโกดูนอฟเปนวิธีที่มีคาการกระจายต่ํา
มาก  จึงสามารถกอใหเกิดปญหาดานความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลข เชน กรณีของปญหาทดสอบ
ของเควิรก เปนตน 

Dumbser et al. [24]  ไดทําการศึกษากลไกของการเกิดปรากฏการณโปงนูนของ
วิธีการจับช็อก (shock capturing scheme) เชน ระเบียบวิธีของโกดูนอฟ,  โรว, แวนเรียร (van Leer) 
หรือ HLLE เปนตน  ดวยการวิเคราะหเมตริกซเสถียรภาพ (matrix stability analysis)  โดยพบวาใน
กรณีของปญหาคลื่นช็อกแบบคงตัว (steady shock problem) ความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขที่เกิด
ขึ้นกับระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซ  นอกจากจะขึ้นกับสภาวะการไหลตนทาง เชน หมาย
เลขมัค (Mach number) แลวยังขึ้นกับโครงสรางของช็อกเชิงตัวเลขโดยตรง (numerical shock) 

Roe et al. [12]  ไดทําการศึกษากลไกของการเกิดปรากฏการณโปงนูนของระเบยีบ
วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว โดยพบวาการเกิดปรากฏการณดังกลาวสามารถแบงออกได
เปน 3 ชวงหลัก ๆ ดังนี้ ชวงแรกเปนการเกิดความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขรอบ ๆ บริเวณที่เกิดช็อก
ภายในโดเมน  ชวงที่สองเปนผลตอเนื่องจากชวงแรกและความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขบริเวณ
ดานหลังของช็อกปรากฏอยางชัดเจน  และชวงที่สามเปนพัฒนาการของการเกิดปรากฏการณโปง
นูนบริเวณดานหนาของช็อก 

 



บทที่  3 
การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนและการปรับตัวได 

 

เนื้อหาในบทนี้เปนสวนแรกของงานวิจัย  โดยเปนการวิเคราะหจุดออนของวิธีการ
สรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได (adaptive remeshing technique) ที่เคยถูกนําเสนอโดยสุทธิศักดิ์ 
พงศธนาพาณิช [21]  และนําเสนอวิธีการแกไขจุดออนดังกลาวเพื่อใหการปรับตัวไดของสามเหลีย่ม
สอดคลองกับลักษณะและพฤติกรรมของผลลัพธที่ได โดยเฉพาะบริเวณที่มีการเกิดความไมตอเนื่อง
ของผลลัพธ เชน บริเวณคลื่นช็อก เปนตน  ทั้งนี้เพื่อใหสามารถวางเอลิเมนตสามเหลี่ยมขนาดเล็กลง
ในบริเวณดังกลาว  และในขณะเดียวกันวางสามเหลี่ยมขนาดที่โตกวาในบริเวณที่มีสถานะของการ
ไหลคอนขางสม่ําเสมอ  เพื่อใหไดผลลัพธที่มีความแมนยํามากขึ้นและชวยลดเวลาในการคํานวณ
เมื่อเปรียบเทียบกับการสรางสามเหลี่ยมขนาดเล็กตลอดทั้งโดเมน 

 

3.1  แผนผังโวโรนอยและสามเหลี่ยมเดอลอนเน 

การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน สามารถที่จะดําเนินการภายหลังจากที่ทําการสราง
แผนผังโวโรนอยเสร็จเรียบรอย ซ่ึงแผนผังโวโรนอยเปนพื้นที่รูปทรงหลายเหลี่ยมลอมรอบจุดที่
กําหนด ดังนั้น จึงสามารถกลาวไดวาแผนผังโวโรนอยเปนรูปทรงทางเรขาคณิตที่มีความเปนคูกับ
สามเหลี่ยมเดอลอนเน [21,25] ดวยเหตุผลดังกลาวจึงขอกลาวถึงนิยามและคุณสมบัติพื้นฐานของ
แผนผังโวโรนอยและสามเหลี่ยมเดอลอนเนสําหรับระนาบในสองมิติ เพื่อเปนพื้นฐานในการทํา
ความเขาใจวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตอไป 

3.1.1  แผนผังโวโรนอย 

แผนผังโวโรนอย (Voronoi diagram, Dirichlet tessellation)  ถูกนําเสนอและนํามา
ขยายความสูการสรางแผนผังโวโรนอยโดย โวโรนอยและดีริคเลท [13,14,25,26]  โดยนิยามในดาน
เรขาคณิตการคํานวณ (computational geometry)  แผนผังโวโรนอย หมายถึง แผนผังที่ไดจากการ
แบงโดเมนออกเปนกลุมของรูปทรงหลายเหลี่ยม  โดยถาหากกําหนดใหมีจุดตอภายในโดเมน 

 เราสามารถที่สรางพื้นที่ของรูปหลายเหล่ียม nkPk ,,1 , K= nkVk ,,1 , K=  ลอมรอบจุดตอ
ดังกลาว  โดยแตละพื้นที่ของรูปทรงหลายเหลี่ยมจะลอมรอบจุดตอเพียงจุดเดียว  ซ่ึงจะทําให
ระยะหางตั้งฉากจากจุดตอไปยังขอบของรูปทรงหลายเหลี่ยมจะเปนระยะทางที่ส้ันที่สุด  เมื่อเทียบ
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กับระยะหางจากจุดตอของพื้นที่ของรูปทรงหลายเหลี่ยมที่ลากมายังขอบของรูปทรงหลายเหลี่ยม
ดังกลาว ดังแสดงตัวอยางในรูปที่ 3.1 

 

รูปที่ 3.1  แผนผังโวโรนอยของจุดตอภายในโดเมน 

 

รูปที่ 3.2  ระยะหางที่เทากันของระยะทางจากจุดตอมายงัเสนขอบเขตรวม 

ดังนั้นจากนิยามขางตน  เราก็สามารถที่จะแสดงความหมายของแผนผังโวโรนอย
ของจุด p ใด ๆ (พื้นที่ของรูปทรงหลายเหลี่ยมลอมรอบจุดตอ p ใด ๆ) ในรูปแบบของสมการเซต 
[25,26] ไดดังนี้ 

 { }jk, P pP p pV jkk ≠∀−<−×∈= :RR  (3.1) 

จากสมการ (3.1) สามารถกลาวไดวาเสนขอบเขตของแผนผังโวโรนอยแตละดาน  
จะตองวางอยูตองกึ่งกลางระหวางจุดตอสองจุดตอที่เสนขอบเขตดังกลาวเปนเสนขอบเขตรวมดัง
แสดงในรูปที่ 3.2 หรือกลาวอีกนัยหนึ่งไดวาระยะทางจากจุดใด ๆ บนเสนขอบเขตของแผนผังโวโร
นอยไปยังจุดตอทั้งสองดานตองมีคาเทากันเสมอ  และถาหากพิจารณาจากจุดใด ๆ ภายในโดเมน
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สองมิติ RR ×∈p  ตามนิยามของแผนผังโวโรนอยตองไมมีจุดตอมากกวา 1 จุดอยูภายในบริเวณ
พื้นที่โวโรนอยเดียวกัน  แตถาหากมีจุด p ใดก็ตามที่ถูกเปนเจาของโดยมากกวาหนึ่งพื้นที่โวโรนอย  
จุด p ดังกลาวตองอยูบนเสนขอบเขตของพื้นที่โวโรนอยเสมอ 

3.1.2  สามเหลี่ยมเดอลอนเน 

เมื่อพิจารณาจากรูปที่ 3.2 การลากเสนตรงตอเชื่อมระหวางจุดตอ 3 จุดที่อยูภายใน
พื้นที่โวโรนอยที่มีเสนขอบเขตรวมเดียวกันก็จะไดรูปทรงสามเหลี่ยม โดยคุณสมบัติของรูปทรง
สามเหลี่ยมดังกลาว คือ เสนขอบทั้งสามของรูปทรงสามเหลี่ยมเปนเสนที่แบงระยะทางกึ่งกลางของ
ระยะทางระหวางจุดตอทั้งสองของสองพื้นที่โวโรนอยที่มีเสนขอบเขตรวมเดียวกัน รูปทรง
สามเหลี่ยมที่เกิดขึ้นจากกระบวนการดังกลาวจะถูกเรียกวาสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay 
triangle)  ในทางทฤษฎีสามเหลี่ยมเดอลอนเนจะถูกนิยามใหเปนกราฟ (graph) โดยเมื่อลากวงกลม
ลอมรอบผานจุดปลายทั้งสามของรูปทรงสามเหลี่ยม  จะตองไมมีจุดตออ่ืนใดอยูภายในวงกลม
ดังกลาว ยกเวนจุดปลายทั้งสามของรูปทรงสามเหลี่ยมเองซึ่งจะอยูบนเสนรอบวงกลม  คุณลักษณะ
ดังกลาวของสามเหลี่ยมเดอลอนเนถูกเรียกวาคุณสมบัติวงกลมลอมรอบวางเปลา  (empty 
circumcircle) [27] คุณสมบัติดังกลาวเปนคุณสมบัติที่มีความสําคัญเปนอยางยิ่ง และสามารถ
นํามาใชเปนเงื่อนไขในการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน จากจุดตอทั้งหมดภายในโดเมน 

 

 
 

รูปที่ 3.3  ตัวอยางสามเหลี่ยมเดอลอนเนและคุณสมบัติวงกลมวางเปลา 

รูปที่ 3.3  แสดงตัวอยางสามเหลี่ยมเดอลอนเนโดยจุดศูนยกลางของวงกลม
ลอมรอบผานจุดปลายทั้งสามของรูปทรงสามเหลี่ยม หมายถึง จุดปลายของแผนผังโวโนอย ซ่ึงถูก
แสดงดวยวงกลมโปรง และในทางปฏิบัติจุดศูนยกลางดังกลาวสามารถที่จะอยูภายในหรือภายนอก
พื้นที่ของรูปทรงสามเหลี่ยมก็ได  ดังนั้น เมื่อทําการลากเสนตรงตอเชื่อมระหวางสองจุดตอที่มีเสน
ขอบเขตของพื้นที่โวโรนอยรวมกันทั้งหมดภายในแผนผังโวโรนอย ก็จะไดรูปทรงสามเหลี่ยมที่
เรียกวา สามเหลี่ยมเดอลอนเน ดังตัวอยางในรูปที่ 3.4 [28] 
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รูปที่ 3.4  แผนผังโวโรนอยและสามเหลี่ยมเดอลอนเน 

เมื่อกลับมาพิจารณาถึงการแบงพื้นที่โดเมนออกเปนรูปทรงสามเหลี่ยมใด ๆ  
สามเหลี่ยมที่ไดจะประกอบดวยจุดปลายและเสนขอบเขตของสามเหลี่ยม  โดยเสนขอบเขตของ
สามเหลี่ยม มีคุณสมบัติเดอลอนเนเฉพาะที่ (locally Delaunay) ก็ตอเมื่อ เสนขอบเขตที่เปนสมาชิก
ของสามเหลี่ยมเพียงสามเหลี่ยมเดียว ตองเปนเสนขอบเขตของโดเมน และเสนขอบเขตที่เปน
สมาชิกของสองสามเหลี่ยม เชนดังตัวอยางในรูปที่ 3.5 เสนขอบเขต ab เปนสมาชิกของสามเหลี่ยม 
abc และ adb จุด d ตองอยูภายนอกวงกลมลอมรอบสามเหลี่ยม abc เสมอ เสนขอบเขต ab จึงจะมี
คุณสมบัติเดอลอนเนเฉพาะที่  และถาหากเสนขอบเขตของสามเหลี่ยมทุก ๆ เสนภายในโดเมนมี
คุณสมบัติเดอลอนเนเฉพาะที่ สามเหลี่ยมทั้งหมดภายในโดเมนเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเน [27] 

a 

b 

c 

d 

 

รูปที่ 3.5  เสนขอบเขต ab มีคุณสมบัติเดอลอนเนเฉพาะที่ 

ดังนั้นจากรูปที่ 3.5 เมื่อรวมสามเหลี่ยม abc และ adb เขาดวยกัน ก็จะไดรูป
ส่ีเหล่ียมมุมแหลม adbc (convex quadrilateral) และเมื่อทําการแบงส่ีเหล่ียมมุมแหลมออกเปน
สามเหลี่ยมสองรูป สามารถกระทําได 2 วิธี วีธีแรกเปนการแบงส่ีเหล่ียมมุมแหลมดวยเสน ab ซ่ึงจะ
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ไดสามเหลี่ยม abc และ adb ซ่ึงเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเน  สวนวีธีที่สองเปนการแบงสี่เหล่ียมมุม
แหลมดวยเสน cd ซ่ึงจะไดสามเหลี่ยม adc และ bcd ซ่ึงไมเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเน  ดังนั้น การ
สรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนจากสี่เหล่ียมใด ๆ สามารถกระทําไดโดยการกลับเสนขอบเขตรวมของ
สามเหลี่ยมสองรูปที่อยูติดกัน ดังเชนในกรณีของรูปที่ 3.6  สามเหลี่ยม adc และ bcd สามารถแปลง
ใหเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเนไดดวยการกลับเสนขอบเขตรวมของสามเหลี่ยมทั้งสอง จากเสน cd 
มาเปนเสน ab เปนตน กระบวนการดังกลาวสามารถประยุกตใชกับสามเหลี่ยมใด ๆ ภายในโดเมน
สองมิติ โดยสามเหลี่ยมที่ไดจะเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเนเสมอ ซ่ึงกระบวนการดังกลาวถูกเรียกวา 
อัลกอริทึมการกลับดาน (edge-flip algorithm) [27,29] 

a 

b 

c 

d 

a 

b 

c 

d 

 

รูปที่ 3.6  ซายมือสามเหลี่ยมเดอลอนเน และขวามือไมเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเน 

a 

b 

c 

d 

1

 

รูปที่ 3.7  มุมภายในสามเหลี่ยม 

เมื่อพิจารณารูปที่ 3.7 สามเหลี่ยม adc และ bcd ซ่ึงไมเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเน 
มีมุมภายในดังนี้ 2221 ,, γδαα +  และ 1121 ,, δγββ +  ตามลําดับ สวนสามเหลี่ยม abc และ adb 
ซ่ึงเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเนมีมุมภายในดังนี้ 2111 ,, γγβα +  และ 2212 ,, βδδα +  ตามลําดับ  โดย

γ
2γ

1β 2β
1δ
2δ

1α 2α
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อาศัยความรูดานเรขาคณิตเกี่ยวกับความสัมพันธของดานทั้งสี่ของสี่เหล่ียมมุมแหลม abcd และมุม
ภายในที่เกิดจากดานทั้งส่ี พบวา 

 

21

22

21

11

αγ
βγ
δβ
δα

≥
≥
≥
≥

 (3.2) 

สามเหลี่ยม adc และ bcd มีมุม 2δ  และ 1δ  เปนมุมที่เล็กที่สุดตามลําดับ ดังนั้น
สามเหลี่ยม abc มีมุมที่เล็กที่สุดที่โตกวามุม 2δ  และ 1δ  เสมอ สวนสามเหลี่ยม adb จากรูปที่เห็น
วามุม 2α  และ 2β โตกวา 1α  และ 1β  ตามลําดับ ดังนั้นมุม 21 δδ +  ยอมโตกวามุม 2δ  และ 1δ  
เสมอ จึงสามารถสรุปไดวามุมภายในที่เล็กที่สุดของสามเหลี่ยม abc และ adb มีขนาดไมเล็กกวา
มุมภายในที่เล็กที่สุดของสามเหลี่ยม adc และ bcd  หรือกลาวอีกนัยหนึ่งไดวา มุมภายในที่เล็กที่สุด
ของสามเหลี่ยมเดอลอนเน ยอมมีขนาดไมเล็กกวามุมภายในที่เล็กที่สุดของสามเหลี่ยมใด ๆ  ซ่ึง
คุณสมบัติดังกลาวเรียกวา คุณสมบัติมุมภายในที่เล็กที่สุดมีขนาดโตที่สุด (MaxMin angle property) 
[27] ดังนั้น สามเหลี่ยมเดอลอนเนจึงเปนสามเหลี่ยมที่มีลักษณะที่ใกลเคียงกับสามเหลี่ยมดานเทา
มากที่สุด 

 

3.2  การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนและการสรางจุดตอภายโดเมน 

การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน  สามารถแบงออกไดเปนสองขั้นตอนหลัก ๆ  ดังนี้  
ขั้นตอนที่หนึ่งเปนการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนใหกับจุดตอที่อยูบนเสนขอบเขตของโดเมน 
(boundary triangulation)  และขั้นตอนที่สองเปนการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนภายในโดเมนโดย
การแบงยอยสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ไดจากขั้นตอนที่หนึ่ง  ดวยวิธีการสรางจุดตอภายในโดเมน
แบบอัตโนมัติ (automatic node insertion) โดยดําเนินการพรอม ๆ กับการตรวจสอบระยะหาง
ระหวางจุดตอที่มีอยูแลวกับจุดตอที่ตองการแทรกเขาไปใหม  เพื่อปองกันการเกิดสามเหลี่ยมที่มี
รูปรางแบนราบจนเกินไป (sliver) ซ่ึงจะมีผลตอความถูกตองของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวย
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  สําหรับอัลกอริทึมในการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนในบทความนี้  จะอางอิง
ถึงอัลกอริทึมที่พัฒนาโดยโบวเยอรและวัตสัน (Bowyer and Watson) [13,14]  ซ่ึงไดนําเสนอวิธีการ
ทดสอบจุดตอภายในวงกลม (in-circle test)  มาใชในการทดสอบคุณสมบัติเดอลอนเนของ
สามเหลี่ยม 
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3.2.1  อัลกอริทึมของโบวเยอรและวัตสัน 

สมมติใหโดเมนถูกแบงออกเปนสามเหลี่ยมเดอลอนเนดังในรูปที่ 3.8 จากนั้น
กําหนดใหทําการแทรกจุดตอ p ซ่ึงถูกแสดงดวยวงกลมระบายสีเทาภายในลงในโดเมน 
กระบวนการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนภายหลังการแทรกจุดลงโดเมน เริ่มดวยการคนหา
สามเหลี่ยมที่มีจุดตอ p อยูภายใน และทําการทดสอบคุณสมบัติวงกลมลอมรอบวางเปลาของ
สามเหลี่ยมที่อยูรอบขางทั้งหมด  ขั้นตอนตอไปก็ทําการลบทิ้งสามเหลี่ยมดังกลาวทั้งหมด ซ่ึงทําให
เกิดพื้นที่วาง (cavity) ลอมรอบจุดตอ p ดังในรูปที่ 3.9 และสุดทายก็ทําการสรางสามเหลี่ยมเดอ
ลอนเนขึ้นมาใหม ดวยการลากเสนตอจากจุดตอทั้งหมดของพื้นที่วางมายังจุดตอ p ดังในรูปที่ 3.10 

p 

 

รูปที่ 3.8  สามเหลี่ยมที่ไมผานคุณสมบัติวงกลมลอมรอบวางเปลาภายหลังการแทรกจดุตอ p 

 

รูปที่ 3.9  ลบทิ้งสามเหลี่ยมดังกลาวทั้งหมดและทําใหเกดิพื้นทีว่าง 

 

รูปที่ 3.10  การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนขึ้นมาใหม 
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การแทรกจุดตอลงในโดเมนที่ถูกแบงดวยสามเหลี่ยมเดอลอนเนดังที่กลาวมาแลว
ขางตน สามารถเขียนความสัมพันธระหวางสามเหลี่ยมเดอลอนเนทั้งหมดกอนการแทรกจุดตอ p 
( ) และสามเหลี่ยมเดอลอนเนทั้งหมดภายหลังการแทรกจุดตอ p ( ) ดังนี้ iT 1+iT

  (3.3) ppii BCTT +−=+1

โดยท่ี  หมายถึง เซตของสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ถูกลบทิ้งซึ่งทําใหเกิดพื้นที่
วาง  และ  หมายถึง เซตของสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ถูกสรางขึ้นมาใหมดวยการลากเสนตอจาก
จุดตอทั้งหมดของพื้นที่วางมายังจุดตอ p 

pC

pB

3.2.2  การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน 

อัลกอริทึ มการสร า งสาม เหลี่ ยม เดอลอนเน  ( DelaunayTriangulation) 
ประกอบดวยกระบวนการหลัก ๆ สองประการ ดังนี้  ประการที่หนึ่งการแบงจุดตอบนเสนขอบเขต
ของโดเมน  และประการที่สองการลากเสนเชื่อมโยงจุดตอดังกลาวเพื่อแบงพื่นที่ของโดเมน
ออกเปนสามเหลี่ยมภายใตเงื่อนไขสามเหลี่ยมเดอลอนเน ดังแสดงในอัลกอริทึมที่ 1 ขางลาง [28] 

อัลกอริทึมที่ 1  DelaunayTriangulation(P, T,  p) 

1. กําหนดให P, k = 1,…, n เปนเซตของจุดตอทั้งหมดบนเสนขอบเขตของโดเมน  โดยลําดับของ
จุดตอบนเสนขอบเขตภายนอกของโดเมนจะตองจัดเก็บตามลําดับแบบทวนเข็มนาฬิกา (ccw)  
ถาหากเปนจุดตอบนเสนขอบเขตภายในของโดเมน  และจัดเก็บตามลําดับแบบตามเข็มนาฬิกา 
(cw) และกําหนดให T เปนเซตวางของสามเหลี่ยมเดอลอนเน 

2. กําหนดให  เปนจุดตอหมายเลข i ของเซต P และ t  เปนสามเหลี่ยมเดอลอนเนหมายเลข i 
ของเซต T 

ip i

3. สรางสามเหลี่ยมเริ่มตนลอมรอบจุดทั้งหมดของเซต P และกําหนดใหเปนสมาชิกของเซต T 

4. อานจุดตอ  ลําดับถัดไปจากเซต P ip

5. คนหาสามเหลี่ยม  ของเซต T ที่บรรจุจุดตอ  ภายใน ซ่ึงสามารถกระทําไดโดยใชวิธี
ของลอวสัน (Lawson searching method) [29,30] 

it ip
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6. ลบทิ้งสามเหลี่ยม  ทั้งหมดที่ไมผานคุณสมบัติวงกลมลอมรอบวางเปลาออกจากเซต T 
จากนั้นทําการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเนขึ้นมาใหมดวยวิธีที่ไดอธิบายหัวขอ 3.2.1 ขางตน  
และกําหนดใหสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ถูกขึ้นมาใหมเปนสมาชิกของเซต T 

it

7. ทําซํ้าตามขั้นตอนที่ 4 ถึง 6 จนกระทั่งจุดตอทั้งหมดของเซต P ถูกพิจารณา 

8. ลบทิ้งสามเหลี่ยมทั้งหมดที่อยูภายนอกโดเมน ซ่ึงประกอบดวยสามเหลี่ยมทั้งหมดที่มีจุดตอ
รวมกับจุดตอของสามเหลี่ยมเริ่มตน หรือสามเหลี่ยมที่มีจุดตอทั้งหมดอยูบนเสนขอบเขต
ภายในของโดเมน และเปนสามเหลี่ยมที่มีผลคูณไขว (cross product) ของดานรวมทั้งสองของ
สามเหลี่ยมมีคานอยกวาศูนย 

อัลกอริทึมที่ 1 สามารถเขียนในรูปแบบของโคดเทียมภายใตแนวคิดของการเขียน
โปรแกรมเชิงวัตถุ (object oriented programming) [31] ไดดังนี้ 

DelaunayTriangulation(P, T, p) 

Let P0 be the collection of node objects; 
Let T0 be the collection of triangle objects; 

 
P0.Initialize; 
T0.Initialize; 
t ← T.FindTriangleContainNode(p); 
T0 ← T.IncircleTriangles(t, p); 
P0 ← T0.DestroyTriangles(); 
T.CreateNewTriangles(P0, p); 
T.AssignNeighborhoodTriangles; 
 
End; 

3.2.3  การสรางจุดตอภายโดเมน 

การสรางจุดตอภายในโดเมนสําหรับวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชเทคนิคที่แนะนําใน
เอกสารอางอิง [15,16]   โดยการสรางจุดตอภายในโดเมนโดยอัตโนมัติ จะถูกควบคุมดวย
พารามิเตอรที่สําคัญสองตัว คือ สัมประสิทธิ์อัลฟา (α) เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับการตรวจสอบ
ระยะหางระหวางจุดตอที่ตองการแทรกและจุดตอทั้งสามของสามเหลี่ยม ซ่ึงจะมีผลตอความ
หนาแนนของสามเหลี่ยม (mesh density)  สวนสัมประสิทธิ์เบตา (β) เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับ
การทดสอบระยะหางระหวางจุดตอในบริเวณใกลเคียงที่มีอยูแลวกับจุดตอที่ตองการแทรกเขาไป
ใหม  ซ่ึงจะมีผลตอรูปรางของสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมาใหม (regularity of triangulation)  
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หลังจากที่จุดตอที่ถูกสรางขึ้นมาใหมภายในโดเมนผานการทดสอบดวยคาสัมประสิทธิ์ทั้งสอง  
สามเหลี่ยมเดอลอนเนก็จะถูกสรางขึ้นมาดวยอัลกอริทึม DelaunayTriangulation ดังที่ไดกลาว
มาแลวขางตนทุกประการ  โดยอัลกอริทึมสําหรับการสรางจุดตอภายในโดเมนโดยอัตโนมัติ 
(MeshRefinement)  [28] มีดังตอไปนี้ 

อัลกอริทึมที่ 2  MeshRefinement(P, T, α, β, iteration) 

1. กําหนดให P, k = 1 , …, n เปนเซตของจุดตอทั้งหมดบนเสนขอบเขตโดเมน  โดยลําดับของจุด
ตอบนเสนขอบเขตภายนอกของโดเมนตองจัดเก็บตามลําดับแบบทวนเข็มนาฬิกา (ccw)  และ
จุดตอบนเสนขอบเขตภายในของโดเมนตองจัดเก็บตามลําดับแบบตามเข็มนาฬิกา (cw) 

2. กําหนดให V เปนเซตวางของจุดตอที่จะถูกแทรกลงภายในโดเมน และ T เปนเซตของ
สามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ไดจากอัลกอลิทึม DelaunayTriangulation 

3. คํานวณคาระยะหางของจุดตอ (nodal spacing value, )  ซ่ึงเปนคาเฉลี่ยของระยะหาง
ระหวางจุดตอที่มีดานเชื่อมตอกับจุดปลายของสามเหลี่ยม โดยคาดังกลาวจะเปนคาประจําของ
ทุก ๆ จุดตอภายในโดเมน ดังนี้ 

idp

 ∑ −=
=

M

j
iji pp 

M
dp

1

1  (3.4) 

 โดยที่ M หมายถึงจุดตอรอบ ๆ จุดตอ i 

4. อานสามเหลี่ยม  จากเซต T it

5. คํานวณตําแหนงจุดศูนยถวงเอลิเมนตสามเหลี่ยม   เปนจุดตอ Q คํานวณคาระยะหางของจุด
ตอ Q ดวยสมการ (3.4) และคํานวณระยะหางจากจุดตอ Q ไปยังจุดปลายทั้งสามของ
สามเหลี่ยม  (  โดยที่ m = 1, 2, 3) 

it

it md

6. ทําการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ α โดยถาหาก )( qm dpd ⋅< α   สําหรับบางคาของ m = 1, 2, 3 
แสดงวาจุดตอ Q ไมผานการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ α  ก็ใหกลับไปยังขั้นตอนที่ 4 เพื่ออาน
สามเหลี่ยมถัดไป 

7. คํานวณระยะหาง  จากจุดตอ Q ไปยังจุดตอที่ถูกแทรกกอนหนานี้ สมมติใหเทากับจํานวน N 
จุดตอ 

js

8. ทําการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ β โดยถาหาก )( qj dps ⋅< β   สําหรับบางคาของ j = 1, …, N 
แสดงวาจุดตอ Q ไมผานการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ β  ก็ใหกลับไปยังขั้นตอนที่ 4 เพื่ออาน
สามเหลี่ยมถัดไป 
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9. จัดเก็บจุดตอ Q ลงในเซต V 
10. ถาหากยังคงมีสามเหลี่ยมที่ยังไมถูกอานจากเซต T  ใหกลับไปยังขั้นตอนที่ 4 เพื่ออาน

สามเหลี่ยมถัดไป 
11. ทําการแทรกจุดทั้งหมดในเซต V ลงในโดเมน และสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมดวยอัลกอริทึม 

DelaunayTriangulation ขางตน 
12. ทําการวนซ้ําขั้นตอนที่ 4 ถึง 11 เทากับจํานวนครั้งที่กําหนดโดยพารามิเตอร iteration  

และอัลกอริทึมที่ 2 สามารถเขียนในรูปแบบของโคดเทียมภายใตแนวคิดของการ
เขียนโปรแกรมเชิงวัตถุ (object oriented programming) [31] ไดดังนี้ 

MeshRefinement(P, T, alpha, beta, iteration) 

Let P0 be the collection of node objects; 
 
For i=1 To iteration { 
 Do t ← T.NextTriangle { 
   p ← t.ComputeTriangleCentroid(); 
   p.dp ← t.ComputePointDistributionFunction(); 
   p.dm(1:3) ← t.DistanceCentroidToVertices(); 
   p.Rejected = FALSE; 
   For j=1 To 3 { 
    If (p.dm(j) < (alpha * p.dp)) { 
     p.Rejected = TRUE; 
     Break; 
    }; 
   }; 
   If (Not p.Rejected) { 
    P0.Initialize; 
    P0 ← T.FindInsertedNodeOfNearestTriangles; 
    Do p1 ← P0.NextNode { 
     If (distance(p, p1) < (beta * p.dp)) { 
      p.Rejected = TRUE; 
      Break; 
     }; 
    }; 
   }; 
   If (Not p.Rejected) P.AddNodeAsInsertedNode(p); 
  }; 
 
 Do p ← P.NextInsertedNode { 
   Call DelaunayTriangulation(P, T, p); 
 }; 
}; 
 
End; 
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โดยปกติสามเหลี่ยมเดอลอนเนที่ไดจากการสรางดวยอัลกอริทึมทั้งสองขางตน  
อาจจะยังไมมีคาสัดสวนของดานยาวที่สุดและดานที่ตั้งฉากกัน  (aspect ratio) ที่ดีเพียงพอ ดังนั้นจึง
ควรที่จะทําการปรับปรุงรูปรางของสามเหลี่ยมใหดีขึ้น  โดยการทําใหคาสัดสวนของดานยาวที่สุด
และดานที่ตั้งฉากกัน  (aspect ratio) ของแตละสามเหลี่ยมมีคาใกลเคียงกันดวยวิธีลาปลาซ 
(Laplacian smoothing technique) ซ่ึงเปนวิธีที่ไดรับความนิยมมาก [21,28]  เนื่องจากทําใหได
สามเหลี่ยมที่มีคุณภาพดีขึ้นและเปนวิธีที่สามารถที่จะทํางานไดรวดเร็ว  การปรับปรุงรูปรางของ
สามเหลี่ยมดวยวิธีลาปลาซ  เปนการยายตําแหนงพิกัดของจุดตอที่ถูกลอมรอบดวยจุดตออ่ืนๆ  ไป
ยังตําแหนงพิกัดที่ไดจากคาเฉลี่ยของตําแหนงพิกัดของจุดตอที่ลอมรอบ เชน สมมติวาตองการ
ประยุกตวิธีลาปลาซกับจุดตอ Q ซ่ึงถูกลอมรอบโดยจุดตอ M จุด 

 Mi
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โดยที่  และ  เปนตําแหนงพิกัดใหมของจุดตอ Q Qcx Qcy

 

3.3  ตัวชี้วดัขนาดความผดิพลาดและวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได 

วิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดในวิทยานิพนธฉบับนี้  เปนการประยุกต
อัลกอริทึมการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน (Delaunay triangulation) และวิธีการสรางจุดตอภายใน
โดเมนแบบอัตโนมัติเขากับการสรางสามเหลี่ยมขึ้นมาใหม (remeshing)  โดยอาศัยผลลัพธจากการ
คํานวณตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาด (error indicator)  และตําแหนงของสามเหลี่ยมครั้งที่ผานมาเปน
ตัวกําหนดเงื่อนไขในการกําหนดขนาดและตําแหนงที่เหมาะสมของสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมา
ใหมดวยวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดคร้ังใหม  ซ่ึงการกําหนดขนาดและตําแหนงของ
สามเหลี่ยมไดอยางสอดคลองกับผลลัพธของการคํานวณ  จะสงผลใหผลลัพธที่ไดมีความถูกตอง
มากยิ่งขึ้น   

สําหรับเนื้อหาในหัวขอนี้จะเริ่มตนดวยการอธิบายตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาด  
และตามดวยวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  โดยจะยกเอาวิธีที่ไดถูกนําเสนอโดยสุทธิศักดิ์ 
พงศธนาพาณิช [21,28,31] มาแสดงอีกครั้งเพื่อความสะดวกในการอธิบายความแตกตางและการ
เปรียบเทียบประสิทธิภาพกับวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดที่ไดรับการปรับปรุง และ
นําเสนอในวิทยานิพนธฉบับนี้ 
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3.3.1  ตัวชี้วัดขนาดความผดิพลาด 

สําหรับการเลือกตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาด  จะตองเลือกตัวแปรที่สามารถบง
บอกถึงการเปลี่ยนแปลงพฤติกรรมของผลลัพธจากการคํานวณภายในโดเมนไดเปนอยางดี 
โดยทั่วไปจะหมายถึงการเปลี่ยนแปลงของเกรเดียน (gradient) ของผลลัพธ เชน ความหนาแนน 
ความดัน หรือคาตัวเลขมัค (Mach number) เปนตน [18,19,32]  การสรางตัวช้ีวัดขนาดความ
ผิดพลาดสามารถที่จะกระทําไดในหลาย ๆ รูปแบบ ทั้งนี้ขึ้นกับเวกเตอรนอรม (norm)  ที่ตองการ
พิจารณา สําหรับในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชคาอนุพันธยอยอันดับที่สองของคาความหนาแนนใน
ระนาบสองมิติ  ซ่ึงสามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซจัตุรัส ดังนี้ 
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 (3.6) 

โดยอาศัยแนวคิดจากการคํานวณคาความเคนหลัก (principal stress)  ในดานกล
ศาสตรของแข็ง  ในการคํานวณคาสูงสุดของอนุพันธยอยอันดับที่สองของคาความหนาแนน  ก็จะ
หมายถึงการคํานวณปริมาณหลัก (principal quantities)  ซ่ึงจะทําใหผลคูณอนุพันธยอยขวาง (cross 
derivatives)  ในสมการ (3.6) หมดไป  และไดความสัมพันธของปริมาณหลักและขนาดเอลิเมนตที่
เหมาะสมสําหรับการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได ดังนี้ 
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 (3.7) 

จากนั้น  จึงนําคาปริมาณหลักที่มีคามากที่สุด ( ) ซ่ึงคํานวณไดจากสมการ 
(3.7) มาใชในการคํานวณหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสม (h) โดยที่คา  ในสมการ (3.8) จะ
ถูกกําหนดโดยผูใช 

maxλ

minh

  (3.8) constantmax
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จากสมการ (3.8)  จะเห็นวาในการคํานวณหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสม
สําหรับวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  จําเปนตองกําหนดขนาดของเอลิเมนตที่เล็กที่สุด 
( )  ซ่ึงการกําหนดคา  ที่นอยเกินไปจะทําใหมีการแบงตัวของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มาก
เกินไป  และในทางกลับกันถาหากกําหนดคา  ที่มากเกินไปจะทําใหมีการแบงเอลิเมนต
สามเหลี่ยมนอยเกินไป  ซ่ึงอาจจะสงผลตอความแมนยําในการคํานวณหาผลลัพธ  ดังนั้นการเลือก
คา  ที่เหมาะสมจึงเปนสิ่งที่สําคัญมาก  ในทางปฏิบัติในการสรางเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวไดขึ้นมาใหมในแตละครั้ง  ยังไมมีวิธีใดที่สามารถบอกไดวาคา  ที่เหมาะสมควรมีคา
เทาใด  ทั้งนี้ก็ขึ้นกับลักษณะของปญหาและประสบการณ  แตจากการทดสอบกับปญหาที่
หลากหลายพบวาการปรับลดคา ลงมาสําหรับวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดแตละครั้ง
ไมควรเกิน 3 เทาของครั้งกอน 

minh minh

minh

minh

minh

minh

จากการทดสอบประสิทธิภาพของตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดกับปญหาการไหล
แบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัว  ซ่ึงโดยปกติมักจะ
ใหผลลัพธที่ไมมีความสม่ําเสมอ  โดยเฉพาะบริเวณที่เกิดคลื่นช็อกหรือผิวสัมผัสไมตอเนื่อง 
(contact discontinuity) ผลลัพธในบริเวณดังกลาวจะมีลักษณะของการกระโดด (jump) หรือไมมี
ความตอเนื่อง โดยพบวาตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดประเภทอนุพันธลําดับสองดังที่ไดแสดงใน
สมการ (3.7) ถึง (3.9) สามารถประยุกตใชกับปญหาในสภาวะคงตัวไดเปนอยางดี  แตใหผลลัพธที่
ไมนาพอใจเมื่อนํามาประยุกตใชกับปญหาในสภาวะไมคงตัว  ทั้งนี้เนื่องจากปญหาการไหลแบบไม
หนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัวนั้น  คาอนุพันธลําดับสองที่ไดจากบริเวณที่เกิด
คล่ืนช็อก  ผิวสัมผัสไมตอเนื่องและขอบทั้งสองดานของคลื่นขยาย (expansion wave) มีคาแตกตาง
กันมาก ดังนั้นขนาดของเอลิเมนตที่ไดจากตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดดังกลาว  จะมีขนาดเล็ก
บริเวณคลื่นช็อก มีขนาดโตขึ้นในบริเวณผิวสัมผัสไมตอเนื่องและคลื่นขยาย  สุดทายเมื่อทําการ
คํานวณที่เวลามากขึ้นไป  ก็จะทําใหไมสามารถจับผิวสัมผัสไมตอเนื่องและคลื่นขยาย 

ดวยเหตุผลขางตนสําหรับกรณีของการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็ว
สูงในสภาวะไมคงตัว  จึงแนะนําใหใชคาสัมประสิทธิ์สวิทชความดัน (Pressure-Switch coefficient) 
[19] มาประยุกตใชงานแตมีหนาที่ตางกันเล็กนอย  โดยแทนที่จะนําคาสัมประสิทธิ์สวิทชความดัน
มาใชในการกําหนดขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสม  แตสําหรับงานวิจัยนี้จะนํามาใชเพื่อระบุบริเวณที่
ควรวางเอลิเมนตขนาดเล็กกวาหรือบริเวณที่ควรวางเอลิเมนตขนาดโตกวาเอลิเมนตกอนหนานี้
เทานั้น สวนการกําหนดขนาดเอลิเมนตยังคงคํานวณจากตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดเชนเดิม 
[33,34] โดยคาสัมประสิทธิ์สวิทชความดันสําหรับจุดตอ I เปนดังนี้ 
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โดยที่ J และ K หมายถึงจุดปลายทั้งสองที่เหลือของสามเหลี่ยม (e) สวน *A  และ 
*B  เปนคาตัวแปรที่สามารถคํานวณไดจากสมการ (3.11) และ (3.12) ดังนี้ 

 ))(,max(*
JIJIA φφγφφ +−=  (3.11) 

 ))(,max(*
KIKIB φφγφφ +−=  (3.12) 

โดยคาคงที่ γ ถูกใชในการระบุความไมตอเนื่องและการสั่นของผลลัพธ  โดยจาก
การทดลองพบวาคา γ เทากับ 0.005 มีความเหมาะสมกับปญหาที่ไดทําการทดสอบ  ดังนั้นใน
งานวิจัยฉบับนี้จึงกําหนดให γ มีคาคงที่เสมอ และเมื่อนําคา γ แทนกลับลงในสมการ (3.11) และ 
(3.12) ขางตน และสมมติใหคาของการสั่นของผลลัพธ Jφ  และ Kφ  มีคาไมเกิน 1% ของ Iφ  
สมการขางตนจะลดรูปเปนดังนี้ 

  (3.13) )(005.0*
JIA φφ +=

  (3.14) )(005.0*
KIB φφ +=

และสงผลใหการคํานวณรวดเร็วขึ้น เพราะไมตองมีการคํานวณคาผลตางของ
ผลลัพธและไมตองทําการเปรียบเทียบเพื่อหาคาสูงสุด อยางไรก็ตามในทางปฏิบัติคา γ มีคาตางจาก 
0.005 ก็ได ทั้งนี้ก็ขึ้นกับลักษณะของปญหาที่ทําการทดสอบ 

3.3.2  วิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได 

กอนที่จะกลาวถึงวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดที่ไดรับการปรับปรุง
ประสิทธิภาพเสียใหมซ่ึงเปนสวนหนึ่งของงานวิจัยนี้  ก็ขอยกเอาวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวได [28,31] มากลาวอีกครั้ง  สําหรับแนวคิดโดยพื้นฐานของการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวได  มาจากความพยายามที่จะกระจายความผิดพลาดใหมีคาเทากันตลอดทั้งโดเมน ดังนั้น 
บริเวณที่มีความผิดพลาดสูงก็ควรที่จะมีเอลิเมนตขนาดเล็กกวาบริเวณที่มีความผิดพลาดนอยกวา 
เชน รูปที่ 3.11 ซายมือแสดงตัวอยางบริเวณที่มีความผิดพลาดสูงกวาดวยสามเหลี่ยมที่ระบายดวยสี
เขมกวา สวนรูปขวามือแสดงโดเมนภายหลังการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได ซ่ึงสามารถสังเกต
ไดวาสามเหลี่ยมขนาดเล็กจํานวนมากกระจุกตัวอยูในบริเวณที่มีคาความผิดพลาดสูง 
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โดยสรุปขั้นตอนโดยทั่วไปของวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  เริ่มจาก
เมื่อสามารถหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมตรงจุดตอดวยสมการ (3.7) ถึง (3.9)  ในขั้นตอน
ถัดไปก็จะเปนการประดิษฐวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  โดยใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมครั้ง
กอนหนาเปนตาขายพื้นหลัง (background mesh)  และทําการสรางสามเหลี่ยมขึ้นมาใหมโดยจะ
ปรับขนาดของเอลิเมนต และจัดวางตําแหนงใหมีความสอดคลองกับพฤติกรรมของผลลัพธที่ได
จากการคํานวณ  โดยขั้นตอนของวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดมีดังตอไปนี้ 

 

รูปที่ 3.11  แนวคิดโดยพื้นฐานของการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได 
 

อัลกอริทึมที่ 3 AdaptiveRemeshing(P, T, P0, , , threshold) minh maxh

1. กําหนดให P0 เปนเซตจุดตอของตาขายพื้นหลัง (background mesh) P เปนเซตของจุดตอท่ีจะ
ถูกสรางขึ้นมาใหม และ T เปนเซตสามเหลี่ยมที่จะถูกสรางขึ้นมาใหม 

2. กําหนดให  และ  เปนขนาดเอลิเมนตสามเหลี่ยมเล็กที่สุดและใหญที่สุดตามลําดับ minh maxh

3. อานจุดตอภายใน  จากเซต P0 ip

4. ถาหาก  กลับไปยังขั้นตอนที่ 3  maxhhi >

5. คนหาสามเหลี่ยม  ของเซต T ที่บรรจุจุดตอ  ภายใน ซ่ึงสามารถกระทําไดโดยใชวิธี
ของลอวสัน  แลวทําการคํานวณตําแหนงพิกัดจุดศูนยถวงของเอลิเมนตสามเหลี่ยม   
กําหนดใหเปนจุดตอ Q คํานวณคาระยะหางของจุดตอ Q ดวยสมการ (3.4) 

it ip

it

6. คํานวณระยะหางจากจุดตอ Q ไปยังจุดปลายทั้งสามของสามเหลี่ยม  (  โดยที่ m = 1, 2, 3) it md

7. ถาหาก  หรือ  กลับไปยังขั้นตอนที่ 3 )( mi daverageh > mdh >min

8. จัดเก็บจุดตอ Q ลงในเซต P 
9. ถาหากยังคงมีจุดตอที่ยังไมถูกอานจากเซต P  ใหทําซํ้าขั้นตอนที่ 3 ถึง 8 ตอไป 
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10. ทําการแทรกจุดตอทั้งหมดในเซต P ลงในโดเมน และสรางสามเหลี่ยมดวยอัลกอริทึม 
DelaunayTriangulation ดังที่กลาวมาแลวขางตน 

และอัลกอริทึมที่ 3 สามารถเขียนในรูปแบบของโคดเทียมภายใตแนวคิดของการ
เขียนโปรแกรมเชิงวัตถุ (object oriented programming) [31] ไดดังนี้ 

AdaptiveRemeshing(P, T, P0, Hmin, Hmax, threshold) 

Do { 
 Do p ← P0.NextInteriorNode { 
  If (p.hi ≤ Hmax) { 

     t ← T.FindTriangleContainNode(p); 
     pq ← t.ComputeTriangleCentroid(); 
   pq.dp ← t.ComputePointDistributionFunction(); 
   pq.dm(1:3) ← t.DistanceCentroidToVertices(); 
   pq Rejec d = FALSE; . te
   For j=1 To 3 { 
      If (pq.hi > pq.dm.Average Or pq.dm(j) < Hmin) { 
     pq.Rejected = TRUE; 
     Break; 
      }; 
     }; 
   If (Not pq.Rejected) P.AddNodeAsInsertedNode(pq); 
  }; 
 }; 
 
 Do p ← P.NextInsertedNode { 
  Call DelaunayTriangulation(P, T, p); 
 }; 
} Loop Until (P.InsertedNodes <= threshold); 
End; 

การประยุกตตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดประเภทอนุพันธลําดับสองดังที่ไดแสดงใน
สมการ (3.7) ถึง (3.9) และอัลกอริทึมที่ 3 ในการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดถึงแมวาสามารถ
ใหผลลัพธที่คอนขางแมนยํากับการวิเคราะหปญหาการนําความรอน [28] หรือปญหาการติดตาม
รอยแตกราว [31] ก็ตาม แตกลับใหผลลัพธที่ไมเปนที่นาพอใจสําหรับปญหาการไหลแบบไมหนืด
แตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง [21] ดังตัวอยางในรูปที่ 3.12 เปนสามเหลี่ยมภายหลังการปรับตัวได
คร้ังสุดทายและเสนชั้นของคาความหนาแนน สําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัวไดที่
ความเร็วสูงกวาเสียง 2.9 และ 2.37 เทาในสภาวะคงตัว  ถึงแมวาระเบียบวิธีที่นําเสนอจะสามารถวาง
สามเหลี่ยมขนาดเล็กรอบ ๆ บริเวณคลื่นช็อกอยางถูกตองก็ตาม แตขนาดของสามเหลี่ยมยังมี
ลักษณะของการกระจุกตัวบริเวณดานซายมือและบริเวณที่เกิดคล่ืนช็อกตกกระทบกับผนังดานลาง
ของโดเมน สวนบริเวณอื่น ๆ ของคลื่นช็อกสามเหลี่ยมจะมีขนาดที่โตกวาอยางเห็นไดชัด จึงทําให
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ผลลัพธที่ไดมีความแมนยําไมมากเพียงพอ ซ่ึงสังเกตไดจากเสนชั้นของคาความหนาแนนที่แสดง
แนวของเสนช็อกมีความหนาคอนขางมาก เปนตน  สําหรับปญหาการไหลแบบไรความหนืดอัดตัว
ไดที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว จะใหผลลัพธเมื่อเวลามากขึ้นที่แยลง  เพราะการที่ไมสามารถ
กําหนดสามเหลี่ยมขนาดเล็กอยางสม่ําเสมอตลอดแนวของช็อกที่มีความแข็งแรง (shock strength) ที่
แตกตางกัน จึงสงผลใหบริเวณที่ปรากฏช็อกที่มีความแข็งแรงนอยกวาจะมีขนาดของสามเหลี่ยมที่
โตกวา จึงทําใหผลลัพธที่ไดในบริเวณดังกลาวและบริเวณปลายน้ํา (downstream) ที่สามารถสงผล
ไปถึง จะมีความแมนยําลดลงเรื่อย ๆ 

 

  

รูปที่ 3.12  สามเหลี่ยมภายหลังการปรับตัวและเสนชั้นของคาความหนาแนน สําหรับปญหา 
 การไหลแบบไรความหนดือัดตัวไดที่ความเร็วสูงกวาเสียง 2.9 และ 2.37 เทา 
 ในสภาวะคงตวั 

จากประสบการณการทดลองกับปญหาที่มีพฤติกรรมของการไหลที่แตกตางกัน 
พบวาจุดออนที่สําคัญของการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดมาจากสองประเด็นหลัก ดังนี้ 
ประเด็นแรกตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดประเภทอนุพันธลําดับสองไมสามารถที่จะจัดการกับ
บริเวณที่เกิดความไมตอเนื่องของผลลัพธ เชน คล่ืนช็อกหรือผิวสัมผัสไมตอเนื่อง เปนตน อยาง
เสมอภาค หรือกลาวอีกนัยหนึ่งไดวาไมสามารถกําหนดขนาดเอลิเมนตขนาดเล็กที่ใกลเคียงกัน
สําหรับบริเวณดังกลาว เพราะคาอนุพันธอันดับที่สองที่ไดจากตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดมีคาไม
เทากัน  ประการที่สอง เงื่อนไขการตรวจสอบเพื่อแทรกจุดตอลงในโดเมนโดยอัลกอริทึมที่ 3 ยัง
ไมไดคํานึงถึงผลของบริเวณดังกลาวเทาที่ควร ดังนั้นเพื่อแกไขขอบกพรองดังกลาวขางตน จึงได
นําเสนอฟงกชันการปรับขนาด (scaling function) [33,34] ดังนี้ 

 ⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
−
−

= maxmin
minmax

imax
i ,,,,

hh
dph χχχ 10ScaleRange  (3.15) 

โดยคา  และคา minχ maxχ  หมายถึง คาที่นอยท่ีสุดและมากที่สุดสําหรับการปรับ
ขนาด และถูกกําหนดโดยผูใช โดยปกติคาทั้งสองจะขึ้นกับประเภทของปญหา แตจากการทดลอง
คา  ควรอยูในชวง 0.35 ถึง 0.95 และคา minχ maxχ  ควรอยูในชวง 0.6 ถึง 1.5 
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จากนั้นจึงนําเอาฟงกชันการปรับขนาดมาใชในอัลกอริทึม AdaptiveRemeshing 
และทําการปรับปรุงเงื่อนไขการตรวจสอบเพื่อแทรกจุดตอลงในโดเมน  โดยผลของฟงกชันการ
ปรับขนาดจะทําใหคาอนุพันธอันดับที่สองที่ไดจากตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดที่มีคาแตกตางกนัอยู
ในชวงตัวเลขหนึ่ง ๆ เชน คาที่ไดจากบริเวณที่เกิดคล่ืนช็อกหรือเกิดผิวสัมผัสไมตอเนื่อง เปนตน จะ
ถูกกําหนดใหสามเหลี่ยมปรับตัวไดในบริเวณดังกลาวมีขนาดที่ใกลเคียงกัน ดังจะไดแสดงใน
ตัวอยางที่จะกลาวถึงตอไป  โดยแนวคิดพื้นฐานของการผสมผสานระหวางตัวช้ีวัดขนาดความ
ผิดพลาดและฟงกชันการปรับขนาด เพื่อใชในการกําหนดขนาดและตําแหนงของสามเหลี่ยม
ปรับตัวไดที่เหมาะสมไดถูกแสดงดังในรูปที่ 3.13 

 

Computed Solution 
(Key variable) 

 

รูปที่ 3.13  แนวคิดพื้นฐานของการผสมผสานระหวางตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาด 
 และฟงกชันการปรับขนาดสําหรับการสรางสามเหลี่ยมปรับตัวได 

อัลกอริทึม AdaptiveRemeshing ที่ไดรับการปรับปรุงประสิทธิภาพ (อัลกอริทึม
ที่ 4) จะถูกนําไปใชแทนที่อัลกอริทึมที่ 3 สําหรับการคํานวณตอจากนี้ไป มีรายละเอียดดังนี้ 

อัลกอริทึมที่ 4 AdaptiveRemeshing(P, T, P0, α, β, , , minh maxh minχ maxχ , threshold) 

1. กําหนดให P0 เปนเซตจุดตอของสามเหลี่ยมพื้นหลัง (background mesh)  
2. P เปนเซตของจุดตอที่จะถูกสรางขึ้นมาใหม และ T เปนเซตสามเหลี่ยมที่จะถูกสรางขึ้นมาใหม 
3. อานจุดตอภายใน  จากเซต P0 ip

4. ถาหาก  กลับไปยังขั้นตอนที่ 3  maxhhi >

Scaling Function 

Geometry 
(Mesh distribution) 

Error Estimator 

Element lengths 

Domain rediscretization 
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5. คนหาสามเหลี่ยม  ของเซต T ที่บรรจุจุดตอ  ภายใน ซ่ึงสามารถกระทําไดโดยใชวิธี
ของลอวสัน  แลวทําการคํานวณตําแหนงพิกัดจุดศูนยถวงของเอลิเมนตสามเหลี่ยม   
กําหนดใหเปนจุดตอ Q คํานวณคาระยะหางของจุดตอ Q ดวยสมการ (3.4) 

it ip

it

6. คํานวณระยะหางจากจุดตอ Q ไปยังจุดปลายทั้งสามของสามเหลี่ยม  (  โดยที่ m = 1, 2, 3) it md

7. คํานวณคาสัมประสิทธิ์ iχ  ของจุดตอ Q ดวยสมการ (3.15) และหาคาระยะทางเฉลี่ยของ  
( ) 

md

3/)( 321 dddsi ++=

8. ทําการทดสอบ χ-α ของจุดตอ Q โดยถาหาก iii sh ≥⋅⋅ )( αχ  ใหกลับไปยังขั้นตอนที่ 3 
9. ทําการทดสอบ χ-β ของจุดตอ Q โดยถาหาก )/( min βχ hd im ⋅≤  สําหรับบางคาของ m ให

กลับไปยังขั้นตอนที่ 3 
10. จัดเก็บจุดตอ Q ลงในเซต P 
11. ถาหากยังคงมีจุดตอที่ยังไมถูกอานจากเซต P  ใหทําซํ้าขั้นตอนที่ 3 ถึง 10 ตอไป 
12. ทําการแทรกจุดตอทั้งหมดในเซต P ลงในโดเมน และสรางสามเหลี่ยมดวยอัลกอริทึม 

DelaunayTriangulation ดังที่กลาวมาแลวขางตน 
13. ถาหากจํานวนจุดตอที่เพิ่มขึ้นมา (Q ในเซต P) มากกวาคา threshold ก็กลับไปยังขั้นตอนที่ 3  

มิฉะนั้นก็ใหส้ินสุดการทํางานของกระบวนการ 

และอัลกอริทึมที่ 4 สามารถเขียนในรูปแบบของโคดเทียมภายใตแนวคิดของการ
เขียนโปรแกรมเชิงวัตถุ (object oriented programming) ไดดังนี้ 

AdaptiveRemeshing(P, T, P0, alpha, beta, Hmin, Hmax, _ 

                                    XImin, XImax, threshold) 

Do { 
 Do p ← P0.NextInteriorNode { 
  If (p.hi ≤ Hmax) { 

     t ← T.FindTriangleContainNode(p); 
     pq ← t.ComputeTriangleCentroid(); 
   pq.dp ← t.ComputePointDistributionFunction(); 
   pq.dm(1:3) ← t.DistanceCentroidToVertices(); 
   pq.Xi ← pq.ScalingFunction(Hmin, Hmax, XImin, XImax); 
   pq.Rejected = FALSE; 
     If (pq.Xi * alpha *  pq.hi < pq.dm.Average) { 
    For j=1 To 3 { 
       If (pq.dm(j) < ( pq.Xi *  Hmin / beta)) { 
      pq.Rejected = TRUE; 
      Break; 
     }; 
      }; 
   Else pq.Rejected = TRUE; 
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   If (Not pq.Rejected) P.AddNodeAsInsertedNode(pq); 
  }; 
 }; 
 
 Do p ← P.NextInsertedNode { 
  Call DelaunayTriangulation(P, T, p); 
 }; 
} Loop Until (P.InsertedNodes <= threshold); 
End; 

สําหรับวิธีการใชงานอัลกอริทึม DelaunayTriangulation, MeshRefinement 
และ AdaptiveRemeshing (อัลกอริทึมที่ 4) สามารถอธิบายในรูปแบบของโคดเทียม ดังแสดงใน
อัลกอริทึม Main ขางลาง 

อัลกอริทึมที่ 5 Main(P, T, P0, alpha, beta, iteration, Hmin, Hmax, _ 

               XImin, XImax, threshold, isadaptive) 
Let BP be the collection of boundary point objects that stored in 
 sequence of counter-clockwise direction for all outside boundaries 
 and clockwise direction for all inside boundaries; 
Let P0 be the collection of background point objects; 
Let P be the collection of point objects; 
Let T be the collection of mesh objects; 
Let alpha be the constant that controls shape of formed triangles; 
Let beta be the constant that controls regularity of the  
 triangulation; 
Let iteration be the number of loops to refine meshes; 
Let Hmin and Hmax be the minimum and maximum element size,  
   respectively; 
Let Xi_min and Xi_max be the minimum and maximum scaling 
coefficients,  
   respectively; 
Let threshold be the number of minimum increasing points for each  
   iteration; 
Let isadaptive be the flag to generate background or adaptive meshes; 
 
BP.Initialize; 
P0.Initialize; 
P.Initialize; 
T.Initialize; 
If (isadaptive) { 
    P0.ReadBackgroundNodes; 
    BP.RediscretizeBoundaryNodes; 
 }; 
Else { 
    BP.ReadBoundaryNodes; 
}; 
BP.CreateConvexHull; 
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P.AddNode(BP.p1, BP.p2, BP.p3, BP.p4); 
T.AddTriangle(t1, BP.p1, BP.p2, BP.p3); 
T.AddTriangle(t2, BP.p3, BP.p2, BP.p4); 
 
Do p ← BP.NextBoundaryNode { 
    Call DelaunayTriangulation(P, T, p); 
}; 
T.RemoveOutsideDomainTriangles; 
 
Call MeshRefinement(P, T, alpha, beta, iteration); 
If (isadaptive) 
    Call AdaptiveRemeshing(P, T, P0, alpha, beta, Hmin, Hmax, _ 
                           XImin, XImax, threshold); 
 
T.LaplaceSmoothing; 
 
End; 

 

3.4  ตัวอยางการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได 

ตัวอยางทั้งหมดที่ปรากฏในหัวขอนี้เปนตัวอยางที่ใชในการทดสอบประสิทธิภาพ
การสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดดวยกระบวนการที่นําเสนอขางตน  โดยขนาดของสามเหลี่ยม 
( ) ถูกกําหนดโดยฟงกชันตาง ๆ ดังที่จะไดกลาวถึงตอไป  กระบวนการทดสอบเริ่มตนดวยการ
สรางตาขายเริ่มตน (initial mesh) ตลอดทั้งโดเมน  จากนั้นใชฟงกชันที่กําหนดเพื่อคํานวณขนาด
ของสามเหลี่ยม ( ) โดยกําหนดคาที่ไดลงบนจุดตอ  จากนั้นใชอัลกอริทึมที่ 4 ในการสราง
สามเหลี่ยมแบบปรับตัวได  และใหดําเนินการซ้ําจนกวาจํานวนสามเหลี่ยมที่เพิ่มขึ้นเมื่อเปรียบเทียบ
กับตาขายครั้งกอนไมมีนัยสําคัญ 

ih

ih

ตัวอยางแรกเปนการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตลอดแนวกึ่งกลางของโดเมน
รูปส่ีเหล่ียมผืนผา (adaptive meshes along centerline of a rectangular domain) [33,34] โดย
กําหนดใหขนาดของสามเหลี่ยมที่จุดตอถูกกําหนดโดยฟงกชันที่มีการกระจายแบบระฆังคว่ํา ดังนี้ 
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โดย y หมายถึง ตําแหนงพิกัดในแนวตั้ง สวน μ และ σ ถูกกําหนดใหมีคาคงที่
เทากับ 0 และ 1 ตามลําดับ  รูปที่ 3.14 แสดงสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดครั้งที่ 1 ถึง 3 ซ่ึงเริ่มตนจาก
ตาขายเริ่มตนที่มีขนาดคอนขางหยาบ และพารามิเตอรสําหรับการสรางสามเหลี่ยม α, β, minχ  และ 

maxχ  มีคาเทากับ 0.5, 0.6, 0.75 และ 1.10 ตามลําดับ  รูปที่ 3.15 แสดงขนาดของสามเหลี่ยมตลอด
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แนวแกน y ซ่ึงถูกกําหนดโดยสมการ (3.16) จะเห็นวาสามเหลี่ยมขนาดเล็กจะวางตัวตามแนว
กึ่งกลางของโดเมน และหางจากกึ่งกลางของโดเมนไปในทิศทางดานบนและดานลางสามเหลี่ยมจะ
มีขนาดโตขึ้นเรื่อย ๆ และมีขนาดโตที่สุดตรงบริเวณขอบดานบนและดานลางของโดเมน 

เมื่อพิจารณาจากภาพขยายในรูปที่ 3.15 จะเห็นวากระบวนการที่นําเสนอสามารถ
สรางสามเหลี่ยมขนาดเล็กเทา ๆ กัน ตลอดพื้นที่ที่กําหนดโดยเสนนอน b ถึง c  ในขณะที่ขนาดของ
สามเหลี่ยม cba hhh ,<  ซ่ึงสามารถเทียบเคียงไดกับขนาดของสามเหลี่ยมที่ไดจากตัวช้ีวัดขนาด
ความผิดพลาดสําหรับบริเวณคลื่นช็อกและผิวสัมผัสไมตอเนื่อง หรือบริเวณคลื่นช็อกที่มีขนาด
ความแข็งแรงแตกตางกัน เปนตน 

 

                                 

             (ก) ตาขายเริ่มตน              (ข) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 1      (ค) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 2 

   

                       (ง) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 3 

รูปที่ 3.14  การสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตลอดแนวกึ่งกลางของโดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผา 
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y

 

รูปที่ 3.15  ขนาดสามเหลี่ยมตลอดแนวแกน y 

ตารางที่ 3.1  ขอมูลของการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตลอดแนวกึ่งกลางของโดเมน 
  รูปส่ีเหล่ียมผืนผา 

การปรับตัวครั้งที่ จํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต คุณภาพเอลิเมนต (%) 
ตาขายเริ่มตน 297 544 99.45 

1 9,287 18,438 99.95 
2 9,782 19,426 99.91 
3 9,797 19,456 99.87 

ตารางที่ 3.1  แสดงขอมูลของจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนตและคุณภาพเอลิเมนต 
(คาเฉลี่ยของทุก ๆ เอลิเมนตสามเหลี่ยม) ที่ไดจากการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตลอดแนว
กึ่งกลางของโดเมน โดยเกณฑการตัดสินสามเหลี่ยมที่มีคุณภาพดี หมายถึง สามเหลี่ยมที่มีลักษณะ
ใกลเคียงสามเหลี่ยมดานเทา ซ่ึงสามารถคํานวณโดยใชสมการ (3.17) [35] ดังนี้  
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โดยที่ d หมายถึง ระยะทาง และ γ กําหนดใหมีคาเทากับ 60o ซ่ึงจะเห็นไดวา
คุณภาพเอลิเมนตที่ไดจากการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดมีคาประมาณ 99% หรืออีกนัยหนึ่ง
หมายความวา สามเหลี่ยมโดยสวนใหญในโดเมนมีลักษณะใกลเคียงกับสามเหลี่ยมดานเทา ซ่ึง
สอดคลองกับขนาดของสามเหลี่ยมที่กําหนดโดยสมการ (3.16) 
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ตัวอยางที่สองเปนการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตลอดแนวขวางของโดเมน
รูปส่ีเหล่ียมจัตุรัส (adaptive meshes along a diagonal of a square domain) [33,34] โดยกําหนดให
ขนาดของสามเหลี่ยมที่จุดตอถูกกําหนดโดยสมการดังนี้ 
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 (3.17) 

โดย ]8.02)([ −+= yxαβ  เปนคาพารามิเตอรที่ขึ้นกับตําแหนงพิกัดของจุด
ตอภายในโดเมน และ α มีคาคงที่เทากับ 100 และเนื่องจากสมการ (3.17) สามารถใหผลลัพธทั้งที่มี
คามากกวาและนอยกวาศูนย  ดังนั้นเฉพาะคาที่มากกวาศูนยเทานั้นที่จะนํามากําหนดเปนขนาด
สามเหลี่ยมที่จุดตอ 

                             
             (ก) ตาขายเริ่มตน                   (ข) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 1      (ค) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 2 

        
     (ง) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 3         (จ) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 4       (ฉ) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 5 

รูปที่ 3.16  การสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตลอดแนวขวางของโดเมนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส 

รูปที่ 3.16 แสดงสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดครั้งที่ 1 ถึง 5 ตามลําดับ ซ่ึงเริ่มตนจาก
ตาขายเริ่มตนที่มีขนาดคอนขางหยาบ และพารามิเตอรสําหรับการสรางสามเหลี่ยม α, β, minχ  และ 

maxχ  มีคาเทากับ 0.5, 0.6, 0.4 และ 0.75 ตามลําดับ  จะเห็นวาสามเหลี่ยมขนาดเล็กจะวางตัวตาม
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แนวขวางจากบนซายมายังลางขวาของโดเมนอยางถูกตอง สวนบริเวณอื่น ๆ จะปรากฏสามเหลี่ยม
ขนาดที่โตกวามาก 

ตารางที่ 3.2  ขอมูลของการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตลอดแนวขวาง 
  ของโดเมนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส 

การปรับตัวครั้งที่ จํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต คุณภาพเอลิเมนต (%) 
ตาขายเริ่มตน 85 144 98.61 

1 541 1,008 96.83 
2 3,020 5,923 98.73 
3 5,133 10,148 98.84 
4 6,406 12,694 99.25 
5 6,821 13,525 99.59 

ตารางที่ 3.2  แสดงขอมูลของจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนตและคุณภาพเอลิเมนต
ที่ไดจากการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตลอดแนวขวางของโดเมนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส ซ่ึงจะเห็น
ไดวาคุณภาพเอลิเมนตที่ไดจากการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดมีคาอยูในชวง 96% ถึง 99% 
และเมื่อเปรียบเทียบกับตัวอยางแรก ถึงแมวาคุณภาพเอลิเมนตจะมีการเปลี่ยนแปลงมากกวา แต 
สามเหลี่ยมโดยสวนใหญในโดเมนกวา 95% ยังคงมีลักษณะใกลเคียงกับสามเหลี่ยมดานเทา 

ตัวอยางที่สามเปนการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดรูปรางอัลฟาในสี่เหล่ียม
จัตุรัส (Alpha-Shape adaptive meshes in a square domain) [33,34,36] โดยกําหนดใหขนาดของ
สามเหลี่ยมที่จุดตอถูกกําหนดโดยสมการดังนี้ 
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โดยคาพารามิเตอร λ ถูกกําหนดโดยสมการกําลังสาม   
รูปที่ 3.17 แสดงสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดครั้งที่ 1 ถึง 4 ตามลําดับ ซ่ึงเริ่มตนจากตาขายเริ่มตนที่มี
ขนาดคอนขางหยาบเชนเดิม และพารามิเตอรสําหรับการสรางสามเหลี่ยม α, β, 

03223 =−+− xyx λ

minχ  และ maxχ  มี
คาเทากับ 0.5, 0.6, 0.5 และ 0.85 ตามลําดับ  จะเห็นวาสามเหลี่ยมขนาดเล็กจะวางตัวตามแนวรูปราง
อัลฟาภายในโดเมนอยางถูกตอง สวนบริเวณอื่น ๆ จะปรากฏสามเหลี่ยมขนาดโตกวา 
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            (ก) ตาขายเริ่มตน                 (ข) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 1         (ค) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 2 

  
                             (ง) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 3         (จ) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 4 

รูปที่ 3.17  การสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดรูปรางอลัฟาในสี่เหล่ียมจัตุรัส 

ตารางที่ 3.3  แสดงขอมูลของจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนตและคุณภาพเอลิเมนต
ที่ไดจากการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดรูปรางอัลฟาในสี่เหล่ียมจัตุรัส ตัวอยางนี้สามารถใชใน
การทดสอบศักยภาพของกระบวนการสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน และการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวไดเปนอยางดี เพราะจํานวนสามเหลี่ยมที่เพิ่มขึ้นจากการปรับตัวแตละครั้งมีเปนจํานวนมาก  
ซ่ึงจะเห็นไดวาคุณภาพเอลิเมนตที่ไดจากการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดมีคาอยูในชวง 87% 
ถึง 99% โดยการปรับตัวครั้งแรกใหสามเหลี่ยมที่มีคุณภาพดอยที่สุด แตสําหรับการปรับตัวคร้ังที่ 2 
ถึง 4 สามารถใหสามเหลี่ยมที่มีคุณภาพสูงมาก 

ตารางที่ 3.3  ขอมูลของการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดรูปรางอัลฟาในสี่เหล่ียมจตัุรัส 

การปรับตัวครั้งที่ จํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต คุณภาพเอลิเมนต (%) 
ตาขายเริ่มตน 229 416 99.76 

1 5,645 11,128 87.44 
2 23,271 46,376 97.62 
3 66,400 132,634 99.50 
4 141,364 282,562 99.87 
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ตัวอยางสุดทาย เปนการเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวไดดังที่ไดแสดงในอัลกอริทึม 3 และ 4 เมื่อนํามาใชวิเคราะหปญหาการไหลแบบไมหนืดแต
มีการอัดตัวในสภาวะคงตัว โดยรูปที่ 3.18 แสดงปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 6 ผานทรงกระบอก 
(Mach 6 flow past a cylinder) [21] เนื่องจากเปนปญหาที่มีความสมมาตร  จึงทําการวิเคราะหเพียง
ครึ่งดานบนของโดเมน และกําหนดใหของไหลความเร็วเหนือเสียง 6 เทาไหลจากดานซายมือของ
โดเมนผานทรงกระบอก  ซ่ึงจะกอใหเกิดคลื่นช็อกที่มีลักษณะเปนเสนโคง (bow shock) ตาม
ลักษณะของทรงกระบอก  

1.2 

3.2 

M = 6 1.5 

 

รูปที่ 3.18  ปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 6 ผานทรงกระบอก 

โดยเงื่อนไขขอบเขตสําหรับการไหลเขาเปนดังนี้  ρ = 1.173  u = 2,045  v = 0 และ 
ε = 2,307,285  และ γ = 1.38 (ดูความหมายของตัวแปรในบทที่ 4) สวนรูปที่ 3.19 แสดงเสนชั้น
ความหนาแนนของผลลัพธการคํานวณที่ไดจากสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดครั้งสุดทายอัลกอริทึม 3 
ซ่ึงสามารถเห็นไดวาสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดขนาดเล็กจะวางตัวตลอดแนวคลื่นช็อกอยางถูกตอง  
และความหนาของเสนชั้นความหนาแนนของคลื่นช็อกยังไมบางมากเพียงพอที่จะใหผลลัพธที่มี
ความแมนยําสูง  โดยสามารถพิจารณาไดจากภาพขยายของสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดดานซายมือ
ของรูป จะเห็นวาขนาดของสามเหลี่ยมตลอดแนวเสนช็อกไมมีความสม่ําเสมอ  จึงสงผลใหเสนช็อก
มีความหนาแตกตางกัน  และอาจสงผลใหเกิดการสั่นของผลลัพธดานหลังเสนช็อกโคง ซ่ึงปรากฏ
อยางชัดเจนในภาพขวามือของรูปที่ 3.19 

รูปที่ 3.20 แสดงเสนชั้นความหนาแนนของผลลัพธการคํานวณที่ไดจากสามเหลี่ยม
แบบปรับตัวไดคร้ังสุดทายจากอัลกอริทึม 4 ซ่ึงสามารถเห็นไดวาสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดขนาด
เล็กจะวางตัวตลอดแนวคลื่นช็อกอยางถูกตองเชนเดียวกัน  และความหนาของเสนชั้นความ
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หนาแนนของคลื่นช็อกมีความบางมากกวาเมื่อเปรียบเทียบกับผลลัพธที่ปรากฏในรูปที่ 3.19 และถา
หากพิจารณาจากภาพขยายของสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดดานซายมือของรูป จะเห็นวาขนาดของ
สามเหลี่ยมตลอดแนวเสนช็อกมีความสม่ําเสมอมากกวา และลักษณะของเสนชั้นความหนาแนนใน
บริเวณดานหลังของคลื่นช็อก ซ่ึงเปนบริเวณที่มีการไหลที่ความเร็วต่ํากวาเสียง (subsonic flow) จึง
มีความสม่ําเสมอของเสนมากกวาเชนเดียวกัน อันเปนผลเนื่องจากการสั่นของผลลัพธดานหลังเสน
ช็อกโคงนอยกวา 

 

รูปที่ 3.19  สามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดและเสนชั้นความหนาแนน 
  ของปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 6 ผานทรงกระบอก (อัลกอริทึม 3) 

 

รูปที่ 3.20  สามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดและเสนชั้นความหนาแนน 
  ของปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 6 ผานทรงกระบอก (อัลกอริทึม 4) 



บทที่  4 
กฏการอนุรกัษและปญหาของรีมันน 

 

กอนที่จะกลาวถึงวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว (Roe’s flux-difference 
splitting scheme)  และการใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร  (cell-centered finite volume 
method)  สําหรับการแบงโดเมนออกเปนปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม  ปญหาความไร
เสถียรภาพเชิงตัวเลข  และวิธีการแกไขความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขซึ่งถูกนําเสนอโดยนักวิจัย
หลาย ๆ ทาน [9,37,38]  สําหรับบทที่ 4 จะขออธิบายความรูพื้นฐานของพลศาสตรการไหลแบบไม
หนืดแตมีการอัดตัว และระบบสมการออยเลอรซ่ึงเปนสมการควบคุมการไหลแบบไมหนืดแตมีการ
อัดตัว  จากนั้นจะอธิบายถึงกฎการอนุรักษ (conservation laws) และปญหาของรีมันน (Riemann 
problem) ซ่ึงเปนปญหาพื้นฐานที่ใชในการศึกษาถึงคุณสมบัติกฎการอนุรักษ  และพฤติกรรมของ
ผลลัพธของระบบสมการออยเลอรในหนึ่งมิติ เนื่องจากระบบสมการออยเลอรสามารถใหผลลัพธ
อยางออน (weak solution) ไดมากกวาหนึ่งภายใตเงื่อนไขเริ่มตนเดียวกัน ดังนั้น เงื่อนไขในการ
เลือกผลลัพธที่สามารถเกิดขึ้นไดจริงในทางปฏิบัติจึงเปนสิ่งจําเปนในการแกปญหาการไหลในทาง
ปฏิบัติ เพื่อใหมั่นใจวาผลลัพธที่ไดเปนผลลัพธที่ถูกตองอยางแทจริง 

 

4.1  ระบบสมการควบคุมของการไหล 

สําหรับปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวในสภาวะไมคงตัว (two 
dimensional unsteady state inviscid compressible flows) สามารถเขียนในรูปแบบของระบบ
สมการออยเลอร (Euler equations) ซ่ึงประกอบดวย สมการอนุรักษมวล สมการอนุรักษโมเมนตัม  
และสมการอนุรักษพลังงาน  และสําหรับระบบพิกัดฉากในสองมิติ x-y ดังในรูปที่ 4.1 สามารถ
เขียนในรูปแบบของสมการอินทิกรัล [2] ดังนี้ 

 [ ] 0)( =⋅+
∂
∂

∫∫
∂ΩΩ

dSnVdΩ
t

vv
ρρ  สมการอนุรักษมวล (4.1) 
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ρρ  สมการอนุรักษโมเมนตัม (4.2) 
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ρερε  สมการอนุรักษพลังงาน (4.3) 
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โดย Ω หมายถึงปริมาตรของโดเมน  S หมายถึงพื้นที่ผิวของโดเมน  nv  หมายถึง
เวกเตอรขนาดหนึ่งหนวยตั้งฉากกับพื้นที่ผิวของโดเมน  V

v
 หมายถึงความเร็วของของไหล  ρ 

หมายถึงคาความหนาแนน p หมายถึงคาความดัน  และ ε หมายถึงคาพลังงานรวม  ซ่ึงมีคาเทากับ
ผลบวกของพลังงานภายใน (e) และพลังงานจลน ดังนี้ 

  (4.4) )(5.0 22 vue ++=ε

สมการ (4.1) ถึง (4.3) สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบที่กระชับ (compact form) ได
ดังตอไปนี้ 

 0)( =+
∂
∂

∫∫
∂ΩΩ

dSUUdΩ
t

F  (4.5) 

โดย U หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรอนุรักษ (conservation variables) ดังที่ได
แสดงในสมการ (4.8) และ  หมายถึง เวกเตอรของปริมาณฟลักซเชิงกายภาพ (physical 
fluxes) ซ่ึงเปนพจนที่สองในสมการ (4.1) ถึง (4.3) 

)(UF

nv

Ω

V
v

Ω∂
 

รูปที่ 4.1  โดเมนทั่วไปสําหรับปญหาการไหล 

เนื่องจากจํานวนตัวแปรของระบบสมการออยเลอร (ρ, u, v, p, e) มีมากกวา
จํานวนสมการของระบบสมการออยเลอรขางตน  ดังนั้นจึงตองอาศัยสมการสถานะของกาซ (gas 
equation of state) มาใชในการแกระบบสมการ  โดยงานวิจัยนี้กําหนดใหของไหลที่ทําการวิเคราะห
เปนกาซในอุดมคติ (ideal gas) ซ่ึงสามารถเขียนสมการสถานะของกาซไดดังนี้ 

  (4.6) )1( −= γρep
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โดย γ หมายถึงอัตราสวนความรอนจําเพาะ (specific heat ratio)  และเมื่อทําการ
ประยุกตทฤษฎีบทของ Green-Gauss เขากับระบบสมการออยเลอร (4-1) ถึง (4-3) ก็สามารถเขียน
ระบบสมการในรูปแบบของการอนุรักษ (conservation form)  [2] ดังนี้ 

 0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

yxt
U GE  (4.7) 

โดย U หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรอนุรักษ (conservation variables) สวน E 
และ G หมายถึง เวกเตอรของปริมาณฟลักซเชิงกายภาพในทิศทางแกน x และ y ตามลําดับ ดังนี้ 

  (4.8) [ TρρvρuρU ε= ]

]

]

  (4.9) [ TρuHρuv p ρuρu += 2E

  (4.10) [ TρvHp ρvρuvρv += 2G

โดย H หมายถึงคาเอนทัลปรวม (total enthalpy) ซ่ึงถูกกําหนดโดยความสัมพันธ 

 
ρ

ε p  H +=  (4.11) 

โดยทั่วไปสําหรับปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง มักจะ
ปรากฏความไมตอเนื่อง เชน คล่ืนช็อก เปนตน ดังนั้นในบริเวณดังกลาวจะเกิดปรากฏการณการ
กระโดดของสถานะของการไหล  และไมสามารถหาคาอนุพันธของสถานะของการไหลที่ตําแหนง
นัน ๆ ดังนั้นสมการเชิงอนุพันธยอย (4.7) จึงไมสามารถประยุกตใชกับบริเวณดังกลาวไดโดยตรง  
แตอยางไรก็ตามในดานคณิตศาสตรของสมการเชิงอนุพันธยอยไดมีแนวคิดเกี่ยวกับการหาผลลัพธ
อยางออน (weak solution) ซ่ึงสามารถที่จะประยุกตใชการหาผลลัพธอยางออนกับบริเวณที่เกิด
ปรากฏการณการกระโดดของสถานะของการไหล [39,40] โดยผลลัพธที่ไดจากสมการเชิงอนุพันธ
ยอยที่เปนไปไดตรงตําแหนงที่มีการกระโดดของสถานะของการไหล ตองไมขัดกับเงื่อนไขการ
กระโดด (jump condition) ซ่ึงเปนเงื่อนไขที่ไดจากสมการในรูปแบบอินทิกรัล 

เพื่อความงายในการไดมาซึ่งเงื่อนไขการกระโดด สมมติใหปริมาตรควบคุมเปน
รูปทรงกระบอกและมีผิวสัมผัสที่สถานะของการไหลไมตอเนื่อง (discontinuity surface) อยูภายใน
ปริมาตรควบคุม และผิวสัมผัสดังกลาวไดแบงสถานะของการไหลออกเปน 2 ดาน โดยดานซายถูก
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กําหนดดวยตัวหอยทาย L และดานขวากําหนดดวยตัวหอยทาย R และกําหนดใหผิวสัมผัสที่สถานะ
ของการไหลไมตอเนื่องเคลื่อนที่ดวยความเร็ว Σ

v
 ดังแสดงในรูปที่ 4.2 

 

รูปที่ 4.2  รูปทรงกระบอกและมีผิวสัมผัสที่สถานะของการไหลไมตอเนือ่งภายใน 

เพื่อความสะดวกในการแสดงปริมาณการกระโดดของสถานะของการไหล ดังนั้น
กําหนดใหปริมาณภายในเครื่องหมาย ][•  หมายถึง การกระโดดของสถานะของการไหล เชน 
สมการ (4.12) ขางลางแสดงการกระโดดของความหนาแนน หรือผลตางของความหนาแนนทาง
ดานขวาและดานซายของผิวสัมผัสที่สถานะของการไหลไมตอเนื่อง เปนตน 

  (4.12) LR ρρρ −=][

สําหรับในที่นี้จะแสดงตัวอยางเฉพาะวีธีการหาเงื่อนไขการกระโดดของสมการ
อนุรักษมวลเทานั้น  ดังนั้นจากสมการ (4.1) การเปลี่ยนแปลงของมวลภายในปริมาตรควบคุมตอ
หนวยเวลา อันเนื่องจากการเคลื่อนที่ของผิวสัมผัสที่สถานะของการไหลไมตอเนื่อง จึงมีคาเทากับ 
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และปริมาณฟลักซสุทธิมีคาเทากับ 
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เมื่อแทนคาจากสมการ (4.13) และ (4.14) กลับลงในสมการ (4.1) ก็จะไดเงื่อนไข
การกระโดดของสมการอนุรักษมวล ดังนี้ 

 )]([)]([ nnV vvvv
⋅Σ=⋅ ρρ  (4.15) 

สวนเงื่อนไขการกระโดดของสมการอนุรักษโมเมนตัมและสมการอนุรักษ
พลังงาน ก็สามารถดําเนินการเชนเดียวกับตัวอยางขางตนทุกประการ  ก็จะไดผลลัพธดังปรากฏใน
สมการ (4.16) และ (4.17) ตามลําดับ 

 )]([])([ nVnpnVV vvvvvvv
⋅Σ=+⋅ ρρ  (4.16) 

 )]([)]()([ nnVpnV vvvvvv
⋅Σ=⋅+⋅ ρερε  (4.17) 

เมื่อพิจารณาสมการ (4.15) ถึง (4.17) และเปรียบเทียบกับสมการ (4.1) ถึง (4.3) 
และ (4.5) พบวาพจนทางซายมือเปนการกระโดดของปริมาณฟลักซ  สวนพจนทางขวามือ
เปนการกระโดดของปริมาณตัวแปรอนุรักษ U และกําหนดให 

)(UF

)( ns vv
⋅Σ=  ดังนั้นสมการ (4.15) ถึง 

(4.17) จึงสามารถเขียนในรูปแบบที่กระชับไดดังนี้ 

  (4.18) ][)]([ UsU =F

หรือ 

 )()()( LRLR UUsUU −=−FF  (4.19) 

สมการ (4.18) มักเรียกโดยทั่วไปวา ความสัมพันธของแรนไคนและฮิวโกนิโอ 
(Rankine-Hugoniot relations) [41] ซ่ึงเปนสมการที่สําคัญและใชตรวจสอบความเปนไปไดของ
ผลลัพธของสถานะการไหลในบริเวณที่เกิดคล่ืนช็อก 

 

4.2  กฏการอนุรักษสเกลารและปญหารีมันน 

การศึกษาระบบสมการของกฎการอนุรักษ (system of conservation laws) เปน
เร่ืองที่มีความซับซอน ดังนั้นในการศึกษาถึงพฤติกรรมของผลลัพธของระบบสมการของกฎการ
อนุรักษ   จึงเริ่มตนจากสมการเพียงสมการเดียวที่ เ รียกวา  กฎการอนุ รักษสเกลาร  (scalar 
conservation laws) โดยการศึกษาผลลัพธ  ของปญหาโคชี (Cauchy problem) สําหรับ
สมการสเกลารแบบไมเชิงเสน ซ่ึงเปนปญหาในหนึ่งมิติ [42,43] ดังนี้ 

),( txu
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t
u    ,          R∈x  และ  (4.20) 0>t

  (4.21) )()0,( 0 xuxu =

การหาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธ (4.20) ที่สามารถใหผลลัพธที่ไมมีความ
ตอเนื่อง สามารถกระทําไดดวยการคูณสมการดังกลาว ดวยฟงกชันทดสอบ (test function) ที่มีความ
ตอเนื่องของอนุพันธอันดับหนึ่งและมีคาเทากับ 0 นอกโดเมนที่กําลังพิจารณา (compact support) 

จากนั้นก็ทําการอินทิเกรตทีละสวน (integration by parts) เชน )(),( 0 RR ×∈Ctxφ 1
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ดังนั้น ผลลัพธ  ของสมการ (4.20) เรียกวาผลลัพธอยางออน (weak 
solution) ถาหากสมการ (4.24) เปนจริงสําหรับทุก ๆ คาของฟงกชันทดสอบ 
แตอยางไรก็ตามในทางปฏิบัติผลลัพธอยางออนที่ไดมักจะไมมีความเปนหนึ่งเดียว  (non-
uniqueness) [40,43] ดังนั้นจึงจําเปนตองคนหาเงื่อนไขเพิ่มเติมเพื่อใหสามารถเลือกคําตอบที่ถูกตอง
และสามารถเกิดขึ้นไดในทางปฏิบัติ ซ่ึงคําตอบดังกลาวเรียกวา entropy solution 

),( txu

)(),( 0 RR ×∈Ctxφ 1

การหาผลลัพธ  ของระบบสมการ (4.5) อันประกอบดวยเงื่อนไขเริ่มตน 
(initial condition) ที่มีคาคงที่เปนชวง ๆ (piecewise constant) ไดถูกเรียกวาปญหาของรีมันน 
(Riemann problem) สําหรับปญหาในหนึ่งมิติที่ถูกกําหนดโดยสมการ (4.20) และเงื่อนไขเริ่มตน
ดังที่ปรากฏในสมการ (4.21) สามารถเขียนในรูปแบบของปญหาของรีมันน (คลายกับปญหาคลื่น
ช็อกในทอ, shock tube problem [43,44]) ดังนี้ 

),( txu
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รูปที่ 4.3  เงื่อนไขเริ่มตนสําหรับปญหาของรีมันน 

การหาผลลัพธ  ของสมการ (4.25) และ (4.26) สามารถกระทําไดเมื่อ
ปริมาณฟลักซ  และเงื่อนไขเริ่มตนไดถูกกําหนดอยางชัดเจน สําหรับรูปแบบไมเชิงเสนของ
ปริมาณฟลักซ  ที่งายที่สุด คือ  และเรียกสมการ (4.25) ดวยรูปแบบไมเชิงเสน
ของปริมาณฟลักซดังกลาววา สมการเบอรเกอรแบบไรความหนืด (inviscid Burgers’ equation) [43] 
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u  (4.27) 

และเนื่องจากเงื่อนไขเริ่มตนไดถูกกําหนดใหมีคาคงที่เปนชวง ๆ ดังนั้น จึง
สามารถแบงพฤติกรรมของผลลัพธของสมการ (4.27) และเงื่อนไขเริ่มตน (4.26) ออกไดเปน 2 
กรณี ดังตอไปนี้ 

กรณีที่ 1 u  RL u>

สําหรับกรณีนี้ผลลัพธที่สอดคลองเงื่อนไขเริ่มตนดังกลาว คือ 

  (4.28) 
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โดยที่ s หมายถึง ความเร็วของช็อก (shock speed) ซ่ึงสามารถคํานวณหาไดจาก
ความสัมพันธของแรนไคนและฮิวโกนิโอ โดยใชสมการ (4.18) หรือ (4.19) 
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รูปที่ 4.4 แสดงเสนช็อกเคลื่อนที่ดวยความเร็ว s ซ่ึงเกิดจากการตัดกันของเสน
คุณลักษณะ (characteristic curve) จากทั้งสองดานของเสนช็อก โดยเสนคุณลักษณะดานหลังจะมี
ความเร็วมากกวาความเร็วของเสนช็อก และเสนคุณลักษณะดานหนาจะมีความเร็วนอยกวาความเรว็
ของเสนช็อก 

 

รูปที่ 4.4  ผลลัพธของสมการ (4.27) ในกรณ ี  RL uu >

กรณีที่ 2 u  RL u<

สําหรับกรณีนี้ผลลัพธที่สอดคลองเงื่อนไขเริ่มตนดังกลาวสามารถเปนไปได 2 
ประการ สําหรับประการแรกผลลัพธเชนเดียวกับที่ปรากฏในสมการ (4.28) แตลักษณะของการตัด
กันของเสนคุณลักษณะทั้งสองดานของเสนช็อกจะมีความแตกตางกันดังในรูปที่ 4.5 โดยเสน
คุณลักษณะดานหลังจะมีความเร็วนอยกวาความเร็วของเสนช็อก และเสนคุณลักษณะดานหนาจะมี
ความเร็วมากกวาความเร็วของเสนช็อก ซ่ึงเรียกวา คล่ืนช็อกขยาย (expansion shock) 

 

รูปที่ 4.5  ผลลัพธของสมการ (4.27) ในกรณ ี RL uu <  (คล่ืนช็อกขยาย) 

x
0=x

Ru

Lu

),( txu

x
0=x

t s

0=x

Ru

Lu

),( txu

x
x

t

x
0=

s



 

49 

 

สําหรับประการที่สองผลลัพธผลลัพธที่สอดคลองเงื่อนไขเริ่มตนดังกลาว คือ 
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),(  (4.30) 

ลักษณะของการตัดกันของเสนคุณลักษณะเปนไปดังในรูปที่ 4.6 ซ่ึงจะเห็นวาไม
ปรากฏเสนช็อกในผลลัพธ แตจะปรากฏการกระจายตัวของเสนคุณลักษณะไปทางดานซายและขวา 
และเสนคุณลักษณะจะตัดกันที่จุดใดจุดหนึ่ง ซ่ึงในกรณีนี้เสนคุณลักษณะตัดกันที่จุดกําเนิด ซ่ึงเรียก
ผลลัพธในลักษณะดังกลาววา คล่ืนขยาย (expansion wave) 

 

รูปที่ 4.6  ผลลัพธของสมการ (4.27) ในกรณ ี RL uu <  (คล่ืนขยาย) 

ตัวอยางขางตนจะเห็นวาในกรณีที่ RL uu <  มีผลลัพธที่สอดคลองกับสมการและ
เงื่อนไขเริ่มตนที่กําหนด 2 ประการดวยกัน ดังนั้นจึงจําเปนตองมีเงื่อนไขเพิ่มเติมเพื่อใหสามารถ
เลือกผลลัพธที่แทจริงเพียงหนึ่งเดียว และไดมีการศึกษาในกรณีนี้โดยนักคณิตศาสตรช่ือ Lax [40] 
และไดเสนอวา กรณีของการเกิดเสนช็อกนั้น เสนคุณลักษณะดานหลังจะมีความเร็วมากกวา
ความเร็วของเสนช็อก และเสนคุณลักษณะดานหนาจะมีความเร็วนอยกวาความเร็วของเสนช็อก 
ดังนั้นเสนคุณลักษณะตองมีการตัดกันบนเสนช็อกเชนเดียวกับที่ปรากฏในรูปที่ 4.4 ขางตนเทานั้น 
และเงื่อนไขขางตนถูกเรียกวา เงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซ (Lax entropy condition) ซ่ึงสามารถ
เขียนในรูปแบบของความสัมพันธไดดังนี้ 

 )()( RL ufsuf ′>>′  (4.31) 

โดยที่  หมายถึง ความเร็วของเสนคุณลักษณะ ดังนั้นจึงสามารถสรุปไดวา
ในกรณีที่  ไมสามารถเกิดคล่ืนช็อกเพราะผลลัพธที่ไดไมเปนไปตามเงื่อนไขเอนโทรปของ
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แล็กซ  จึงเหลือเพียงสมการ (4.30) หรือการเกิดคลื่นขยายเทานั้นที่เปนไปไดสําหรับในกรณีที่สอง 
และการละเมิดเงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซ สามารถกอใหเกิดปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลข
ของระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 

 

4.3  ระบบสมการออยเลอรและปญหารีมันน 

ระบบสมการออยเลอรในหนึ่งมิติ อันประกอบดวย สมการอนุรักษมวล สมการ
อนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x และสมการอนุรักษพลังงาน สามารถเขียนระบบสมการในรูปแบบ
ของการอนุรักษ (conservation form) ดังนี้ 

 0=
∂
∂

+
∂
∂

xt
U E  (4.32) 

โดยที่ U และ E ถูกกําหนด ดังนี้ 

  (4.33) [ TρρuρU ε= ]

]  (4.34) [ TρuHp ρuρu += 2E

สมมติวา E มีความตอเนื่องและสามารถหาคาอนุพันธอันดับหนึ่งได สมการ 
(4.32) สามารถเขียนในรูปแบบของระบบสมการเชิงอนุพันธยอยกึ่งเชิงเสนตรง (quasi-linear form) 
ไดดังนี้ 
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โดยที่ 
U

UA
∂
∂

=
E)(  หมายถึงเมตริกซยาโคบี (Jacobian matrix) ซ่ึงเปนเมตริกซ

ขนาด 3 × 3 ดังแสดงในสมการ (4.36) ขางลาง 
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 (4.36) 

โดย a หมายถึง ความเร็วเสียง (speed of sound) ซ่ึงถูกนิยามดังนี้ 
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ρ
γpa =  (4.37) 

และเนื่องจากระบบสมการออยเลอร เปนระบบสมการที่มีคุณสมบัติทาง
คณิตศาสตรแบบไฮเปอรโบลิก [42,45] ดังนั้นจึงสามารถหาคาเจาะจง (eigenvalues) และเวกเตอร
เจาะจง (eigenvectors) ของเมตริกซยาโคบีดังที่ปรากฏในสมการ (4.36) ไดดังแสดงในสมการ 
(4.38) และ (4.39) ตามลําดับ 

 au −=1λ    ,   u=2λ    ,   au −=3λ  (4.38) 

    ,      ,    (4.38) 
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โดยที่ iλ  และ  และ i = 1,2,3 หมายถึง คาเจาะจงและเวกเตอรเจาะจงตามลําดับ 
และจากการทดสอบพบวา 

ir

ii r⋅∇λ  พบวา  

 011 ≠⋅∇ rλ    ,   022 =⋅∇ rλ    ,   033 ≠⋅∇ rλ  (4.39) 

ดังนั้น  ฟลดคุณลักษณะ  1λ  และ  3λ  จึงถูกเรียกวา  ฟลดไม เชิงเสนแทจริง 
(genuinely nonlinear field) ซ่ึงเปนฟลดคุณลักษณะที่เกี่ยวของกับคล่ืนช็อกหรือคล่ืนขยาย โดย
ขึ้นอยูกับวาการเปลี่ยนแปลงของ U ขามฟลดคุณลักษณะดังกลาวเปนแบบไมตอเนื่องหรือ
แบบตอเนื่องตามลําดับ สวน 2λ  ถูกเรียกวา ฟลดเชิงเสนเสื่อมถอย (linearly degenerate field) ซ่ึง
เปนฟลดคุณลักษณะที่เกี่ยวของกับผิวสัมผัสไมตอเนื่อง  โดยในกรณีนี้ฟลดคุณลักษณะ 2λ  จะมี
ความเร็วเทากันกับความเร็วของผิวสัมผัสไมตอเนื่อง ซ่ึงสามารถเขียนในรูปแบบของความสัมพันธ 
[40,45]ไดดังนี้ 

 )()( 22 RL usu λλ ==  (4.40) 

ดังนั้น การแกปญหาของรีมันนโดยทั่วไปผลลัพธที่ไดของระบบสมการออยเลอร 
(4.32) จะเปนดังที่ไดแสดงในรูปที่ 4.7 ซ่ึงประกอบดวยคลื่นช็อก (shock) ผิวสัมผัสไมตอเนื่อง 
(contact discontinuity) หรือคล่ืนขยาย (expansion wave) ทั้งนี้ขึ้นกับคาเริ่มตนของสถานะของการ
ไหลและเงื่อนไขขอบเขตที่กําหนดในโดเมน โดยที่คล่ืนช็อกและคลื่นขยายจะมีความสัมพันธกับ
ฟลดคุณลักษณะ 1λ  และ 3λ  สวนผิวสัมผัสไมตอเนื่องจะมีความสัมพันธกับฟลดคุณลักษณะ 2λ
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และจากสมการ (4.40) จะไดวา u และ p จะมีคาเทากันสําหรับพื้นที่ทั้งสองขางของผิวสัมผัสไม
ตอเนื่อง [40] 

expansion wave 

shock 

contact discontinuity 

LU RU

t 

x 
 

รูปที่ 4.7  ผลลัพธโดยทั่วไปปญหาของรีมันนสําหรับระบบสมการออยเลอรในหนึ่งมิติ 

 

 



บทที่  5 
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 

 

บทที่ 5 จะกลาวถึงการใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร  (cell-centered 
finite volume method)  สําหรับการแบงโดเมนออกเปนปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม 
เนื่องจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมสามารถประยุกตใชกับปญหาที่เกิดความไมตอเนื่องของผลลัพธ
ไดเปนอยางดี  และสําหรับการประมาณปริมาณฟลักซที่ไดจากการประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนต
วอลุมเซลลเซนเตอร จะใชวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว  (Roe’s flux-difference splitting 
scheme) ซ่ึงเปนวิธีที่ใหความแมนยําสูงโดยเฉพาะความแมนยําของผลลัพธในบริเวณที่เกิด
ผิวสัมผัสไมตอเนื่อง ถึงแมวาวิธีดังกลาวจะมีปญหาดานความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขอยูบางก็ตาม 
และในตอนทายจะกลาวถึงวิธีการคํานวณหาชวงเวลา (time step) ที่เหมาะสม  สําหรับการแกระบบ
สมการออยเลอรในสองมิติเชิงตัวเลขดวยวิธีแบบชัดแจง (explicit method) อยางมีเสถียรภาพ ซ่ึง
เปนสวนที่มีความสําคัญมากสําหรับวิธีการแกปญหาดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข เพราะถาหากกําหนด
ชวงเวลาที่ไมเหมาะสม อาจจะทําใหผลลัพธที่ไดไมถูกตอง หรือในบางกรณีอาจจะไมสามารถ
คํานวณหาผลลัพธที่ตองการไดเลย 

 

5.1  ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเปนวิธีที่ไดรับความนิยมสําหรับการแกปญหาการไหล
แบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงซ่ึงสามารถกอใหเกิดความไมตอเนื่อง (discontinuity) ของผลลัพธ
ภายในโดเมน เชน คล่ืนช็อกหรือผิวสัมผัสไมตอเนื่อง การไหลดังกลาวถูกควบคุมโดยระบบสมการ
ออยเลอรดังที่ไดแสดงดวยสมการ (4.1) ถึง (4.3)  โดยงานวิจัยนี้จะเลือกใชวิธีเซลลเซนเตอร  (cell-
centered method) ในการแบงโดเมนออกเปนพื้นที่ขนาดเล็กที่เรียกวา ปริมาตรควบคุม (control 
volume) ดังในรูปที่ 5.1 โดย หมายถึงปริมาตรควบคุมที่ j และ jΩ jΩ∂ หมายถึงพื้นผิวควบคุม 
(control surface) ของปริมาตรควบคุมที่ j  สําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยมพื้นผิวควบคุม
ประกอบดวยดานทั้งสามของสามเหลี่ยม  

การเก็บคาสถานะการไหลสําหรับแตละปริมาตรควบคุม ถูกกําหนดใหเปนคาที่
ตําแหนงกึ่งกลางของปริมาตรควบคุม ซ่ึงจะมีคาคงที่ตลอดภายในสําหรับปริมาตรควบคุมหนึ่ง ๆ 
และเรียกการแบงโดเมนออกเปนพื้นที่ขนาดเล็กดวยวิธีดังกลาววา การแบงโดเมนออกเปนพื้นที่
ขนาดเล็กที่มีความถูกตองในอันดับหนึ่ง (first order spatial discretization) [2,45] 
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jΩjΩ∂

 

รูปที่ 5.1  ปริมาตรควบคุมสําหรับวิธีเซลลเซนเตอร 

การแกปญหาการไหลของระบบสมการออยเลอรดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม
เซลลเซนเตอร [45,46]  เร่ิมตนดวยการเขียนสมการ (3.6) ใหอยูในรูปแบบที่กระชับ (compact 
form) 

 0)( =⋅∇+
∂
∂ U

t
U

F  (5.1) 

โดย  หมายถึง เวกเตอรของปริมาณฟลักซเชิงกายภาพ (physical flux 
vectors) ดังแสดงในสมการ (4.9) และ (4.10)  และการประมาณสถานะของการไหลภายในแตละ
ปริมาตรควบคุมภายโดเมนสําหรับการคํานวณ  เร่ิมตนดวยการอินทิเกรตสมการ (5.1) ภายใต
ปริมาตรควบคุม  

)(UF

jΩ

jΩ

 0)( =Ω⎥⎦
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⎡ ⋅∇+
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∫
Ω j

jdU
t

U
F  (5.2) 

จากนั้นทําการประยุกตทฤษฎีบทของกรีนและเกาส (Green-Gauss theorem) เขา
กับพจนที่สองของสมการ (5.2) ซ่ึงจะได 

 [ ] 0)( =⋅+Ω
∂
∂

∫∫
Ω∂Ω jj

jj dSnUd
t

U vF  (5.3) 

ดังที่กลาวมาแลวขางตน วิธีเซลลเซนเตอรกําหนดใหสถานะของการไหลภายใน
แตละปริมาตรควบคุมมีคาคงที่  โดยมีคาเทากับคาเฉลี่ยของสถานะของการไหลภายในแตละ
ปริมาตรควบคุมนั้น ๆ ดังนั้น การประมาณคาสถานะของการไหลภายในแตละปริมาตรควบคุม
สามารถกระทําไดดวยการหาคาเฉลี่ยจากการอินทิเกรตตลอดทั้งปริมาตรควบคุม 
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 ∫
Ω

Ω=
j

j
j

j Ud
Ω

U 1  (5.4) 

จากนั้นทําการแทนคาสมการ (5.4) ลงในสมการ (5.3) และจัดรูปเสียใหมไดเปน 

 [ ]∫
Ω∂

⋅−=
j

j
j

j dSnU
Ωdt

Ud v)(1
F  (5.5) 

เนื่องจากพจนทางดานขวามือของสมการ (5.5) เปนการคํานวณปริมาณการไหล
ของฟลักซผานพื้นผิวควบคุม  ของปริมาตรควบคุม   ซ่ึงในทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข
สามารถที่จะประมาณปริมาณการไหลของฟลักซดังกลาวดวยการรวม (การบวก)  ปริมาณการไหล
ของฟลักซผานดานทั้งหมดของปริมาตรควบคุมเขาดวยกัน ดังนี้ 

jΩ∂ jΩ
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โดย  หมายถึงจํานวนดานทั้งหมดของปริมาตรควบคุม  สําหรับกรณีของการ
แบงโดเมนดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมในสองมิติ  ตองมีคาเทากับ 3 เสมอ และ  หมายถึง
ความยาวของดานของปริมาตรควบคุม j ที่อยูติดกับปริมาตรควบคุม l (ปริมาตรควบคุมทั้งหมดที่
ลอมรอบปริมาตรควบคุม j) 

jN

jN l
jSΔ

การประมาณพจนทางซายมือของสมการ (5.6) โดยทั่วไปจะใชวิธีการแบงแยก
เวลาแบบชัดแจงของออยเลอร (explicit Euler method) และจัดพจนใหมก็จะไดสมการสําหรับการ
คํานวณสถานะของการไหลสําหรับปริมาตรควบคุม  ดังนี้ jΩ

 [ ]∑
=

Δ⋅−=
Δ
Δ jN

l

l
j

j

j SnU
Ωt

U

1
)(1 vF  (5.7) 

 [ ]∑
=

+ Δ⋅
Δ

−=
jN

l

l
j

j

n
j

n
j SnU

Ω
tUU

1

1 )( vF  (5.8) 

โดยที่ n
j

n
jj UUU −=Δ +1  สวน 1+n

jU  และ n
jU  หมายถึง สถานะของการไหล

สําหรับปริมาตรควบคุม  ณ เวลาในอนาคต n+1 และเวลาปจจุบัน n ตามลําดับ สําหรับขั้นตอน
ตอไปของการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร เปนการประมาณปริมาณฟลักซ 

jΩ

[ nU ]v⋅)(F  ของสมการ (5.8) ซ่ึงมีอยูดวยกันหลากหลายวิธี [45] สําหรับในงานวิจัยนี้จะเลือกใช
ระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว ดังจะไดกลาวรายละเอียดในหัวขอถัดไป 
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5.2  วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 

วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวเปนวิธีที่ไดรับการยอมรับกันมากจนถึง
ปจจุบัน เพราะสามารถใหผลลัพธการคํานวณที่แมนยําโดยเฉพาะในสวนผลลัพธของผิวสัมผัสไม
ตอเนื่อง นอกจากนี้ยังเปนวีธีที่สามารถพิสูจนและอธิบายดวยความสัมพันธทางคณิตศาสตรที่
ชัดเจน ถึงแมวาวิธีดังกลาวจะมีปญหาดานความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขสําหรับบางปญหาอยูบางก็
ตาม [33,34,47,48]  เมื่อพิจารณาสมการ (5.8)  พบวาพจนทางขวามือของสมการซึ่งอธิบายปริมาณ
การไหลของฟลักซผานดานทั้งหมดของปริมาตรควบคุม และเปนพจนที่ตองทําการประมาณดวย
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  เพื่อใหสามารถทําการคํานวณสถานะของการไหลสําหรับปริมาตรควบคุม 

 ที่เวลาในอนาคต n+1  ซ่ึงการคํานวณพจนดังกลาวสามารถกระทําไดดวยการประมาณ
ปริมาณฟลักซเชิงกายภาพ  ดวยปริมาณฟลักซเชิงตัวเลข  โดยโกดูนอฟ (Godunov) 
[49] เปนนักวิจัยทานแรกที่นําเสนอวิธีการคํานวณปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขดังกลาวดวยการ
แกปญหาของรีมันนที่พื้นผิวควบคุมระหวางสองปริมาตรควบคุมที่อยูติดกัน 

jΩ

)(UF )(UF

การแกปญหาของรีมันนสําหรับระบบสมการออยเลอรดวยวิธีของโกดูนอฟ ไม
เปนที่นิยมมากนัก  เพราะการคํานวณปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขแบบแมนตรงตองใชเวลาในการ
ประมวลผลมาก  และระบบสมการออยเลอรเปนระบบสมการเชิงอนุพันธยอยท่ีไมเปนเชิงเสนตรง  
ดังนั้นในชวงเวลาตอ ๆ มาจึงมีนักวิจัยทานอื่นไดนําเสนอการแกปญหาของรีมันนสําหรับระบบ
สมการออยเลอรแบบประมาณคา (approximate Riemann solver) เชน โรว [4] ไดนําเสนอวิธีการ
คํานวณปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขแบบแบงแยกผลตางฟลักซ เปนตน วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซ
ของโรวเร่ิมตนดวยการเขียนสมการ (5.1) ในรูปแบบของระบบสมการเชิงอนุพันธยอยกึ่งเชิง
เสนตรง (quasi-linear form) เชน 

 0))(( =⋅∇+
∂
∂ UUA

t
U  (5.9) 

โดย 
U
UUA

∂
∂

=
)()( F  หมายถึง เมตริกซยาโคบี (Jacobian matrix)  สําหรับวิธี

แบงแยกผลตางฟลักซของโรวจะถูกนํามาประยุกตเขากับเมตริกซยาโคบี และตอไปจะเขียนแทน
เมตริกซดังกลาวสําหรับการประมาณของโรว (Roe’s approximation) ดวยสัญลักษณ A~  

 0))(,(~
=⋅∇+

∂
∂ UUUA

t
U

RL  (5.10) 

โดยเมตริกซยาโคบีของโรว A~  ตองมีคุณสมบัติ [4] ดังตอไปนี้ 
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1. )(),(~ UAUUA =  โดยที่ 
U
UUA

∂
∂

=
)()( F  หมายถึง เมตริกซยาโคบี 

2.  ตองมีคาเจาะจง (eigenvalues) ที่เปนตัวเลขจํานวนจริงเทานั้น และ
เวกเตอรเจาะจง (eigenvectors) ที่มีความอิสระตอกันสําหรับทุกคาของ  
และ  

),(~
RL UUA

LU

RU

3. ความสัมพันธเชิงเอกลักษณดังแสดงในสมการ (5.11) ขางลางตองเปนจริงเสมอ
สําหรับบางคาของ  และ  LU RU

  (5.11) )()())(,(~
LRLRRL UUUUUUA FF −=−

เมื่อเปรียบเทียบระหวางพิจารณาสมการ (5.3) และ (5.10)  จะเห็นวาเมื่อทําการ
อินทิเกรตสมการ (5.10) ตลอดทั้งโดเมน และประยุกตทฤษฎีบทของกรีนและเกาสเขากับพจนที่
สองของสมการดังกลาวก็จะไดสมการ (5.3) แสดงวาสมการทั้งสองมีความสอดคลองกัน  และเมื่อ
เปรียบเทียบสมการ (5.8) และ (5.10) ปริมาณฟลักซตั้งฉากกับขอบของปริมาตรควบคุม สามารถ
เขียนในรูปแบบของฟลักซยาโคบี ดังนี้ 

nF

 UUAnUn ⋅=⋅= )()( vFF  (5.12) 

และปริมาณฟลักซตั้งฉากเชิงตัวเลข  ถูกกําหนดโดย nF

 UUUAF RLn ⋅= ),(~  (5.13) 

สําหรับปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขตั้งฉากกับขอบของปริมาตรควบคุม  ของ
ระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว [4,45,46] สามารถเขียนในรูปแบบของสมการ (5.14) 
ดังแสดงขางลาง 

nF

 [ )(~)()(
2
1

LRRnLnn UUAUFUFF −−+= ] (5.14) 

โดย A~  หมายถึงเมตริกซของคาการกระจายของโรว (dissipation matrix)  ซ่ึง
เมตริกซของคาการกระจายดังกลาว สามารถที่จะเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซของคาเจาะจงและ
เมตริกซของเวกเตอรเจาะจง เชน 
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 1~~~~ −Λ= RRA  (5.15) 

 1~~~~ −Λ= RRA  (5.16) 

โดย R~  หมายถึง เมตริกซของเวกเตอรเจาะจงดานขวา (right eigenvector matrix) 
และ  หมายถึง เมตริกซของคาเจาะจง (eigenvalue matrix) ดังนี้ Λ~
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 (5.17) 

โดย nV~   หมายถึง คาความเร็วตั้งฉากกับขอบของปริมาตรควบคุม  และ a~  
หมายถึง คาความเร็วเสียง (sound speed)  เมื่อทําการแทนคาสมการ (5.16) ลงในสมการ (5.14) และ
กําหนดใหคาความแข็งแรงของคลื่น (wave strength, α) ถูกนิยามโดยการคูณเมตริกซของเวกเตอร
เจาะจงดานซาย (left eigenvector matrix) เขากับคาของผลตางของสถานะของการไหล 

)(~ 1−
LR UUR −=α  และทําการจัดเรียงพจนใหม ดังเชน 

 [ )(~~~)()(
2
1 1

LRRnLnn UURRUFUFF −Λ−+= − ] (5.18) 

 [ αΛ−+=
~~)()(

2
1 RUFUFF RnLnn ] (5.19) 

สําหรับปญหาการไหลในสองมิติที่ถูกควบคุมดวยระบบสมการออยเลอร อัน
ประกอบดวย สมการอนุรักษมวล สมการอนุรักษในแนวแกน x สมการอนุรักษในแนวแกน y และ
สมการอนุรักษพลังงาน โดยคาของ α และ R~  เปนดังนี้ 
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  (5.21) 
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โดย tV~   หมายถึง คาความเร็วขนานกับพื้นผิวควบคุม  สวน   และ  หมายถึง 
เวกเตอรขนาดหนึ่งหนวยในแนวแกน x และ y ตามลําดับ  สําหรับสมการ (5.19) ยังสามารถเขียน
ในรูปแบบขององคประกอบทั้งส่ีของคาเจาะจงสําหรับสมการออยเลอรในสองมิติไดดังนี้ 

xn yn

 [ ] ∑
=

−+=
4

1

~~
2
1)()(

2
1

k
kkkRnLnn rUFUFF λα  (5.22) 

โดย kα   หมายถึง คาความแข็งแรงของคลื่น k, kλ  หมายถึงคาเจาะจงของคลื่น k 
และ  หมายถึงเวกเตอรเจาะจงดานขวาที่สัมพันธกับคาเจาะจง kr kλ  ของคลื่น k 

สําหรับปริมาณที่มีเครื่องหมาย •~  ดานบน  หมายถึง คาเฉลี่ยปริมาณสถานะการ
ไหลของโรว (Roe-averaged state) ดังนี้ 

 RLρρρ =~  (5.23) 
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=~  (5.25) 
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RRLL HH
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+
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=~  (5.26) 
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5.3  การกําหนดชวงเวลา 

ในทางทฤษฎีการใชสมการ (5.8) สําหรับการแกระบบสมการออยเลอรในสองมิติ
เชิงตัวเลขดวยวิธีแบบชัดแจง (explicit method) จะมีความเสถียรเมื่อชวงเวลา (time step) มีคานอย
กวาคาคงที่หนึ่ง ๆ เทานั้น [50]  โดยเงื่อนไขของการกําหนดชวงเวลาสําหรับการคํานวณที่มีเสถียร 
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เรียกวา เงื่อนไข CFL (CFL condition)  แตกอนจะกลาวถึงวิธีการกําหนดชวงเวลาขอกลับมา
พิจารณากฎการอนุรักษสเกลารอีกครั้ง และกําหนดใหปริมาณฟลักซ  ของสมการ (4.20) เปน
ปริมาณฟลักซเชิงเสนตรง 

)(uf

auuf =)( โดยท่ี a เปนตัวเลขคาคงที่ใด ๆ  เมื่อแทนคา  ลงใน
สมการ (4.20) ก็จะไดสมการ (5.28) ซ่ึงเรียกวา สมการการพาเชิงเสนตรง (linear advection 
equation) ในหนึ่งมิติ 

)(uf

 0=
∂
∂

+
∂
∂

x
ua

t
u  (5.28) 

โดย u หมายถึง ตัวแปรไมทราบคาของสมการ และ a หมายถึง คาความเร็วของ
การพาในแนวแกน x  สําหรับในที่นี้กําหนดใหมีคาคงที่มากกวาศูนย  และกําหนดใหโดเมนสําหรับ
การคํานวณอยูภายใตเงื่อนไข  และมีเงื่อนไขเริ่มตน ดังนี้ ][),( ×∈ RRtx +

  (5.29) )()0,( 0 xuxu =

ผลลัพธแมนตรงของสมการ (3.39) สําหรับเงื่อนไข  [42] คือ 0≥t

  (5.30) )(),( 0 atxutxu −=

เมื่อพิจารณาจากสมการ (5.28) ขางตน เราสามารถเขียนสมการดังกลาวใหอยูใน
รูปแบบของสมการเชิงอนุพันธสามัญ (ODE) อยางงาย ถาหากสมมติวา a ถูกนิยามใหมีคาเทากับ
ความเร็ว ดังนี้ 

 
dt
dxa =  (5.31) 

เมื่อแทนคาสมการ (5.31) ลงในสมการ (5.28) ก็สามารถเขียนใหอยูในรูปของ
สมการเชิงอนุพันธสามัญ เชน 

 0)),((
=

∂
∂

+
∂
∂

=
dt
dx

x
u

t
u

dt
ttxdu  (5.32) 

เสนตรง  ที่สอดคลองกับสมการ (5.31) ในระนาบ x-t เรียกวา เสน
คุณลักษณะ (characteristic curve) [42]  เพื่อใหงายตอการแสดงผลสมการ (5.28) ในระนาบ x-t  
สมมติใหตําแหนง x เมื่อเวลาเริ่มตน (

)(txx =

00 =t ) มีคาเทากับ  และทําการอินทิเกรตสมการ (5.31) 
ภายในโดเมน   จะไดสมการเสนคุณลักษณะผานจุด ( , 0) ในระนาบ x-t  ดัง
แสดงในรูปที่ 5.2 

0x

)],0(),[( 0 txx × 0x



 

61 

 

  (5.33) atxx += 0

atxx = +0

t 

x 

),( 11 tx

0x
 

รูปที่ 5.2  เสนคุณลักษณะผานจุด ( , 0) 0x

เมื่อพิจารณารูปที่ 5.2 อีกครั้ง โดยสมมติวาเมื่อเวลาผานไป ( ) ผลลัพธที่
ตําแหนง ( ,  ) จะเปนผลลัพธอันเนื่องจากเงื่อนไขเริ่มตนดังที่กําหนดในสมการ (5.30) เพราะ
เปนผลลัพธบนจุดที่อยูบนเสนคุณลักษณะผานจุด ( , 0)  สวนเงื่อนไขเริ่มตน ณ ตําแหนงอ่ืน ๆ 
นอกเหนือจากตําแหนง  จะไมมีผลใด ๆ ตอการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธที่ตําแหนง ( , )  
ดังนั้นตําแหนง  ที่มีผลตอการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธที่ตําแหนง ( , ) เรียกวา โดเมนของ
การมีผลตอกัน (domain of dependence) 

01 >t

1x 1t

0x

0x 1x 1t

0x 1x 1t

  (5.34) }{),( 011 xtxΩ =

สําหรับโดเมนของการมีผลตอกันขางตน  จะเปนชวงที่มีขอบเขตจํากัดอันเปนผล
มาจากการที่คาความเร็วของการพาที่แตกตางกันของแตละสมการ  ซ่ึงอาจจะมีคามากกวาหรือนอย
กวาศูนยก็ได  ดังนั้นสมการ (5.34) สามารถที่จะเขียนในรูปแบบสําหรับระบบสมการโดยทั่ว ๆ ไป 
ดังนี้ 

 }:{),( 1max111 taxxxtxΩ ≤−=  (5.35) 

สําหรับระบบสมการออยเลอรนั้น  คาความเร็วที่มากที่สุด ( ) ใชในการ
ประมาณชวงเวลาจะใชคาตัวเลขมากที่สุดของคาเจาะจงดังที่กําหนดในสมการ (5.17)  ดังนั้นเมื่อทํา
การเปรียบเทียบกับสมการ (5.35)  การกําหนดชวงเวลาของแตละปริมาตรควบคุม  สําหรับ
สมการ (5.8) จึงสามารถเขียนในรูปแบบดังนี้ [51] 

maxa

jΩ
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σ  (5.36) 

โดยที่ σ หมายถึง ตัวเลขคอแรนท (Courant number) สําหรับปญหาโดยทั่ว ๆ ไป
มักจะมีคานอยกวา 1 เสมอ สวน  และ  หมายถึง ขนาดความยาวพื้นผิวควบคุมทั้งสาม
ดานของปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม เมื่อทําการฉายไปยังระนาบตั้งฉากกับแกน x และ y 
ตามลําดับ ดังนี้ 
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จากการทดสอบกับปญหาตาง ๆ พบวา ถึงแมวาการคํานวณหาคาชวงเวลาที่
เหมาะสมสําหรับแตละปริมาตรควบคุม jtΔ  ดวยสมการ (5.36) สามารถทําใหเกิดความมี
เสถียรภาพกับการแกระบบสมการ (5.8) ก็ตาม แตชวงเวลาที่ไดมีคาคอนขางนอยเพราะคาตัวเลขคอ
แรนทมักมีคานอยกวา 0.5 โดยเฉพาะปญหาที่กอใหเกิดการไหลที่ความเร็วต่ํากวาเสียง (subsonic) 
ภายในโดเมน [47,48]  ดังนั้น เพื่อแกไขปญหาดังกลาวจึงขอเสนอวิธีการคํานวณหาคาชวงเวลาซึ่ง
นําเสนอโดยลินเดอรและโรว (Linde and Roe) [52] ซ่ึงมีวิธีการคํานวณคลาย ๆ กับสมการ (5.36) 
แตจะแยกการพิจารณาตัวหารในทิศทางตั้งฉากกับทุก ๆ พื้นผิวควบคุม โดยสมการ (5.39) ไดถูก
แกไขจากที่ปรากฏใน [52] เล็กนอย ดังนี้ 
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 หมายถึง ความเร็วในทิศทางตั้งฉากกับปริมาตรควบคุม j และ
ปริมาตรควบคุมที่มีพื้นผิวควบคุมรวมกับ j (ปริมาตรควบคุมที่อยูติดกัน) ตามลําดับ  สวน  และ 

 หมายถึง ความเร็วเสียงในปริมาตรควบคุม j และปริมาตรควบคุมที่มีพื้นผิวควบคุมรวมกับ j  
ตามลําดับ  และจากการทดสอบกับปญหาตาง ๆ พบวา ชวงเวลาที่คํานวณไดจากสมการ (5.39) 
สามารถทําใหเกิดความมีเสถียรภาพกับการแกระบบสมการ (5.8) ดีกวาชวงเวลาที่คํานวณไดจาก
สมการ (5.36) [33,34] 
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บทที่  6 
ความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของวิธกีารแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 

 

บทที่ 6 จะกลาวถึงผลของการศึกษาปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของ
วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว  (Roe’s flux-difference splitting scheme)  จากนั้นจะนําเสนอ
การทดสอบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวกับปญหาตาง ๆ ที่สามารถกอใหเกิดความไร
เสถียรภาพเชิงตัวเลข  และทดลองนําวิธีการแกไขความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขซึ่งถูกนําเสนอโดย
นักวิจัยหลาย ๆ ทาน [9,37,38] มาประยุกตใชกับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยมและทําการ
ทดสอบประสิทธิภาพกับปญหาตาง ๆ พรอมทั้งชี้ใหเห็นขอบกพรองของวิธีเหลานี้  จากนั้นจึงทํา
การนําเสนอวิธีการแกไขความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขรูปแบบใหมที่มีประสิทธิภาพมากกวาและ
สามารถนําไปใชแกปญหาไดหลากหลายกวา และในตอนทายก็จะเปนการวิเคราะหวิธีการแกไข
ความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขรูปแบบใหมที่ถูกนําเสนอในงานวิจัยนี้ดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 

 

6.1  ความไรเสถียรภาพเชงิตัวเลขของระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 

สําหรับในหัวขอนี้จะนําเสนอตัวอยางของความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของ
ระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว เมื่อนํามาใชแกปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการ
อัดตัวที่ความเร็วสูงทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัวในสองมิติ  โดยตัวอยางปญหาที่นํามาใช
ในงานวิจัยนี้เปนการรวบรวมจากงานวิจัยในบทความตาง ๆ  ซ่ึงพบวาปญหาดังกลาวสามารถ
กอใหเกิดผลลัพธที่ไดจากระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวที่ไมเปนความจริง  
โดยทั่วไปความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว สามารถ
แบงออกไดเปน 2 กลุม กลุมแรกเปนความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขในแงที่ผลลัพธที่ไดไมเปนจริง
ในทางปฎิบัติหรือผลลัพธที่ไดไมเปนไปตามเงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซดังที่กลาวมาแลวในบทที่ 
4 [4,7,9,33,34,43,47,48] โดยจะกอใหเกิดความเปนไปไดใน 2 กรณี กรณีแรกเกิดคล่ืนช็อกขยาย 
(expansion shock) หรือกรณีที่สองกระบวนการแกปญหาลูออก (diverge) และทําใหสถานะของ
การไหล เชน คาความหนาแนนหรือคาความดันนอยกวาศูนย เปนตน  กลุมที่สองเปนความไร
เสถียรภาพเชิงตัวเลขในแงที่ผลลัพธที่ไดไมเปนจริงในทางปฎิบัติแตยังคงเปนไปตามเงื่อนไขเอน
โทรปของแล็กซ [8,11,24,33,34,37,38,47,48] เชน การเกิดปรากฏการณโปงนูน (carbuncle 
phenomena) [6] เปนตน ดังนั้นตัวอยางที่ใชในการศึกษาในงานวิจัยนี้  จึงเปนตัวอยางที่แสดงให
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เห็นถึงความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวทั้งสองกลุม
ขางตน 

6.1.1  ปญหาการไหลความเร็วเหนือเสียง 3 เทาผานชองแคบที่มีการลดขนาด
พื้นที่หนาตัดโดยฉับพลัน 

รูปที่ 6.1 แสดงปญหาการไหลที่ความเร็วเหนือเสียง 3 เทา (หมายเลขมัคเทากับ 3) 
ผานชองแคบที่มีการลดขนาดพื้นที่หนาตัดโดยฉับพลัน (Mach 3 flow past a forward facing step) 
[53] โดยหมายเลขมัค M ไดถูกนิยามดังนี้ 
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รูปที่ 6.1  ปญหาการไหลที่ความเร็วเหนือเสียง 3 เทา  
  ผานชองแคบที่มีการลดขนาดพื้นที่หนาตัดโดยฉับพลัน 

 

รูปที่ 6.2  ตาขายสามเหลี่ยมแบบมีระเบยีบของปญหาการไหลที่ความเร็วเหนือเสียง 3 เทา  
  ผานชองแคบที่มีการลดขนาดพื้นที่หนาตัดโดยฉับพลัน 

รูปที่ 6.2 แสดงตาขายสามเหลี่ยมแบบมีระเบียบที่ใชในการคํานวณ และรูปที่ 6.3 
แสดงเสนชั้นของความหนาแนน (density contour) [34] ซ่ึงจะเห็นวาเกิดคล่ืนช็อกขยาย (expansion 
shock) เปนเสนตรงแนวตั้งและแนวเฉียงไปทางขวามือ  ซ่ึงมีจุดเริ่มตนจากมุมบนของพื้นระนาบ
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ดานลางของชองแคบแทนที่จะเปนคล่ืนขยาย (expansion wave) ในบริเวณดังกลาว  แสดงวาเกิด
ความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขในแงที่ผลลัพธที่ไดไมเปนจริงในทางปฎิบัติและไมเปนไปตาม
เงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซ 

 

รูปที่ 6.3  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการไหลที่ความเร็วเหนือเสียง 3 เทา  
  ผานชองแคบที่มีการลดขนาดพื้นที่หนาตัดโดยฉับพลัน 

6.1.2  ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o

ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o (Diffraction of a 
Mach 2 shock over a 90o corner) [47,48] ไดถูกแสดงในรูปที่ 6.4 โดยกําหนดใหคล่ืนช็อกตั้งฉาก 
(normal shock) หมายเลขมัค 2 เคลื่อนที่จากดานซายมายังดานขวามือ และเมื่อคล่ืนช็อกตั้งฉาก
เคลื่อนที่ผานมุมหักลงดานลาง 90 องศา ก็จะเกิดการกระจายของคลื่นช็อกตั้งฉากตรงมุมหัก และ
เกิดการเปลี่ยนรูปของคลื่นช็อกตั้งฉาก เนื่องจากเมื่อคล่ืนช็อกเคลื่อนที่ผานมุมหักลงดานลาง 90 
องศา ก็จะเกิดการกระจายของคลื่นอยางรวดเร็ว จึงสามารถกอใหเกิดปญหาสถานะของการไหลไม
เปนจริงไดโดยงาย 
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รูปที่ 6.4  ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o
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รูปที่ 6.5 แสดงตาขายสามเหลี่ยมแบบมีระเบียบที่ใชในการคํานวณ และรูปที่ 6.6 
แสดงเสนชั้นของความหนาแนนของตําแหนงสุดทายของคลื่นช็อก กอนที่กระบวนการแกปญหาลู
ออก (diverge) และทําใหสถานะของการไหล เชน คาความหนาแนนหรือคาความดันนอยกวาศูนย 
เนื่องจากพลังงานจลนที่คํานวณจากสมการอนุรักษโมเมนตัมมีคามากกวาพลังงานรวมที่คํานวณ
จากสมการอนุรักษพลังงาน [7] 

 

รูปที่ 6.5  ตาขายสามเหลี่ยมแบบมีระเบยีบของปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2  
  ผานมุม 90o

 

รูปที่ 6.6  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2  
  ผานมุม 90o

6.1.3  ปญหาการสะทอนของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5 ผานพื้นยกระดับมุม 46o

ปญหาการสะทอนของคลื่นช็อกหมายเลขมัค  5 ผานพื้นยกระดับมุม  46o 
(Reflection of a Mach 5 shock over a 46o ramp) [47,48] ไดถูกแสดงในรูปที่ 6.7 โดยกําหนดให



 

67 

 

คล่ืนช็อกตั้งฉาก (normal shock) หมายเลขมัค 5 เคลื่อนที่จากดานซายมายังดานขวามือ และเมื่อ
คล่ืนช็อกเคลื่อนที่ผานพื้นยกระดับก็จะเกิดปรากฎการณการสะทอนและเกิดจุดที่ช็อก 3 กานมา
รวมกัน (triple points) โดยกานมัค (Mach stem) จะตกกระทบและทํามุมตั้งฉากกับพื้นยกระดับ 
[54] เสมอ 
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รูปที่ 6.7  ปญหาการสะทอนของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5 ผานพื้นยกระดับมุม 46o

 

รูปที่ 6.8  ตาขายสามเหลี่ยมแบบมีระเบยีบของปญหาการสะทอนของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5  
  ผานพื้นยกระดับมุม 46o

รูปที่ 6.8 แสดงตาขายสามเหลี่ยมแบบมีระเบียบที่ใชในการคํานวณ และรูปที่ 6.9 
แสดงเสนชั้นของความหนาแนน ซ่ึงจะเห็นวากานมัคเกิดการโกงตัวไปดานหนา ซ่ึงปรากฏการณ
ดังกลาวเรียกวา Kinked Mach stem [8] และคลื่นช็อกตกกระทบ (incident shock) ซ่ึงแสดงใน
ลักษณะของคลื่นช็อกตั้งฉากในแนวตั้ง เกิดการแตกกระจายบริเวณดานบนของคลื่นช็อกตกกระทบ 



 

68 

 

ทั้งนี้เนื่องจากปริมาณการกระจาย (dissipation) ของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชไมเพียงพอที่จะลด
ผลกระทบของการถูกรบกวนในแนวขวาง (transverse perturbation) [8,11] ความไรเสถียรภาพเชิง
ตัวเลขที่เกิดขึ้นเปนสวนหนึ่งของปรากฏการณโปงนูน ซ่ึงผลลัพธการคํานวณยังคงสอดคลองกับ
เงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซ 

 

รูปที่ 6.9  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการสะทอนของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5 
  ผานพื้นยกระดับมุม 46o

6.1.4  ปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 15 ผานทรงกระบอก 

ปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 15 ผานทรงกระบอก (Mach 15 flow past a 
cylinder) [47,48] เปนปญหาที่มีความสมมาตร ดังนั้นในตัวอยางนี้จึงนําเอาเพียงหนึ่งในสี่ของ
โดเมนมาใชในการทดลองดังปรากฏในรูปที่ 6.10 โดยกําหนดใหคล่ืนช็อกหมายเลขมัค 15 เคล่ือนที่
จากดานซายมายังดานขวามือตกกระทบทรงกระบอก ซ่ึงกอใหเกิดช็อกโคง (bow shock) บริเวณ
ดานหนาของทรงกระบอก และเสนช็อกตองตั้งฉากกับแนวเสนผานศูนยกลางของทรงกระบอก ซ่ึง 
เรียกแนวดังกลาววา เสนหยุดนิ่ง (stagnation line) [38] 

เนื่องจากปรากฏการณโปงนูนสําหรับปญหานี้  เปนปรากฏการณที่ขึ้นกับ
อัตราสวนขนาดของปริมาตรควบคุม (aspect ratio) [11,38] ดังนั้นจึงทําการทดสอบปญหาโดยการ
สรางปริมาตรควบคุมภายในโดเมน 3 ขนาดดวยกัน รูปที่ 6.11 แสดงเสนชั้นของความหนาแนน

กรณีที่โดเมนถูกแบงออกเปน 15 × 15 จุดตอ ตามแนวแกนรัศมีและแนวแกนสัมผัสผิว
ทรงกระบอกตามลําดับ  สวนรูปที่ 6.12 และ 6.13 แสดงเสนชั้นของความหนาแนนกรณีที่โดเมนถูก

แบงออกเปน 15 × 90 จุดตอ และ 15 × 280 จุดตอตามลําดับ ทั้งนี้เพื่อใหเห็นถึงผลกระทบของ
อัตราสวนขนาดของปริมาตรควบคุมที่มีตอการเกิดปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลข 
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1.2 

3.2 

M = 15 1.5 

 

รูปที่ 6.10  ปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 15 ผานทรงกระบอก 

 

รูปที่ 6.11  ปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 15 ผานทอทรงกระบอก: 15 × 15 จุดตอ 

 

รูปที่ 6.12  ปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 15 ผานทอทรงกระบอก: 15 × 90 จุดตอ 
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รูปที่ 6.13  ปญหาการไหลที่หมายเลขมัค 15 ผานทอทรงกระบอก: 15 × 280 จุดตอ 

เมื่อสังเกตบริเวณดานหนาของทรงกระบอกโดยเฉพาะใกลบริเวณเสนหยุดนิ่ง 

(แนวสมมาตรของทรงกระบอก) พบวา ในกรณีของ 15 × 15 จุดตอดังแสดงในรูปที่ 6.11 คล่ืนช็อก
โคงมีลักษณะเปนไปตามผลการทดลองและคลื่นช็อกตั้งฉากกับแนวเสนหยุดนิ่งของทรงกระบอก  

สวนกรณีของ  15 × 90 จุดตอ ปรากฏวาคล่ืนช็อกบริเวณใกล ๆ แนวเสนหยุดนิ่งของทรงกระบอก
เร่ิมที่จะเคลื่อนตัวมาทางดานซายมือ และปรากฏการณดังกลาวแสดงใหเห็นอยางชัดเจนในกรณี

ของ 15 × 280 จุดตอ ซ่ึงลักษณะการเกิดคลื่นช็อกดังกลาวเรียกวาปรากฏการณโปงนูน [6] เมื่อ
เปรียบเทียบผลลัพธที่ไดกับอัตราสวนขนาดของปริมาตรควบคุม พบวาปรากฏการณโปงนูนปรากฏ
ไดโดยงายถาหากปริมาตรควบคุมมีขนาดความยาวตามแนวแกนรัศมี  มากกวาความยาวตาม
แนวแกนสัมผัสผิวทรงกระบอก [34] 

6.1.5  ปญหาทดสอบของเควริก 

ปญหาทดสอบของเควิรก (Quirk’s test problem) [8] เปนปญหาที่ไดรับยอมรับ
สําหรับใชในการทดสอบความถูกตองและความมีเสถียรภาพของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขสําหรับใช
แกไขปญหาของระบบสมการออยเลอร ภายใตสภาพของการจําลองเหตุการณที่กําหนดใหคาตัว
แปรสถานะของการไหลถูกรบกวน (odd-even grid purturbation) และมีการเปลี่ยนแปลงเล็กนอย  
โดยกําหนดโดเมนรูปสี่เหล่ียมอัตราสวนเทากับ 40:1 (x:y)  แลวแบงโดเมนออกเปนเอลิเมนต
จํานวน 800 และ 20 ตามแนวแกน x และ y ตามลําดับ และตลอดแนวกึ่งกลางของโดเมนตลอด
แนวแกน x  จะถูกปรับตําแหนงขึ้นและลงตามแนวแกน y ตามสมการ (6.2) 

  (6.2) 6old
,

new
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จากนั้นกําหนดใหคล่ืนช็อกตั้งฉาก (normal shock) ที่ความเร็วเหนือเสียง 6 เทา  
เคล่ือนที่จากดานซายมือมายังดานขวามือของโดเมนดังปรากฏในรูปที่ 6.14 

Ms = 6 

 

รูปที่ 6.14  ตัวอยางการปรับตําแหนงจุดตอตามแนวกึ่งกลางโดเมน 
  สําหรับปญหาทดสอบของเควิรก 

รูปที่ 6.15 แสดงเสนชั้นของความหนาแนน โดยพบวาคลื่นช็อกตั้งฉากเริ่มมีการ
เปล่ียนแปลงโดยปลายดานบนของคลื่นช็อกตั้งฉากเริ่มมีการแตกที่ตําแหนง x ประมาณ 50  และ
เมื่อปลอยใหคล่ืนช็อกตั้งฉากเคลื่อนที่ไปเรื่อย ๆ  การเสียรูปของคลื่นช็อกตั้งฉากก็ยิ่งปรากฏชัดเจน
มากขึ้น  อันเนื่องมาจากความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของ
โรว ซ่ึงเปนอีกหนึ่งตัวอยางของปรากฏการณโปงนูน [34] 

x ≈ 50 x ≈ 210 x ≈ 420 
 

รูปที่ 6.15  เสนชั้นความหนาแนนสําหรับปญหาทดสอบของเควิรก 
 

6.2  การแกไขความไรเสถียรภาพเชงิตัวเลขของระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 

ตัวอยางที่ไดแสดงในหัวขอที่ 6.1 ขางตน เห็นไดวาระเบียบวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว กอใหเกิดผลลัพธที่มีความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขกับปญหาบางประเภท 
ดังนั้นจึงจําเปนตองมีการปรับปรุงประสิทธิภาพและเสถียรภาพของระเบียบวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว และภายหลังจากปญหาดังกลาวไดถูกตีพิมพเผยแพรทางวารสารวิชาการ ไดมี
นักวิจัยหลายทานพยายามที่จะอธิบาย และเสนอแนะวิธีการแกไขปญหาความไรเสถียรภาพเชิง
ตัวเลขทั้งสองกรณี [7-12,22-24,33,34,37,38,47,48,55] และเพื่อความกระชับตอไปนี้จะใชคํายอ
สําหรับการกลาวถึงชื่อของแตละวิธีที่ถูกนําเสนอเพื่อแกไขปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลข และ
ไดถูกนํามาศึกษาและทําการทดสอบในงานวิจัยฉบับนี้ ดังนี้ 
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วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว และวิธีการแกไขคาเอนโทรปของแวนเรียร 
(Roe’s FDS with Van Leer’s entropy fix method, RoeVL) [9] 

วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว และวิธีการเพิ่มการกระจายในหลายมิติของ
แซนเดอรส (Roe’s FDS with Sanders’s multidimensional dissipation method, RoeSA) [37] 

วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว และวิธีการเพิ่มการกระจายในหลายมิติของ
แพนโดวฟ (Roe’s FDS with Pandolfi’s multidimensional dissipation method, RoePA) [38] 

วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว และวิธีการเพิ่มการกระจายในหลายมิติที่ถูก
ปรับปรุงของสุทธิศักดิ์ (Roe’s FDS with Sutthisak’s modified multidimensional dissipation 
method, RoeVLPA) [33,34,47,48] 

เนื่องจากวิธีการแกไขความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขสําหรับวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว RoeVL, RoeSA และ RoePA ไดถูกนําเสนอสําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรง
ส่ีเหล่ียมแบบมีระเบียบ (structured rectangular grid) ดังนั้น จึงตองมีการแกไขปรับปรุงเพื่อให
สามารถนํามาใชกับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยมแบบไรระเบียบ (unstructured triangular 
mesh) โดยรูปที่ 6.16 แสดงแนวคิดการแกไขดังกลาว [33,34,47,48,55] โดยที่ L และ R หมายถึง
ปริมาตรควบคุมดายซายและปริมาตรควบคุมดานขวาของหนาสัมผัสระหวางปริมาตรควบคุม 
(หนาสัมผัสหมายเลข 1) ซ่ึงแนวคิดการแกไขที่นําเสนอนี้ ก็มาจากความรูในเรื่องของการแกปญหา
ของรีมันนและระเบียบวิธีของโกดูนอฟ ซ่ึงเปนการแกสมการ (5.14) ที่ผนังรวมของปริมาตร
ควบคุมที่อยูติดกัน 

 

รูปที่ 6.16  การประยุกตปริมาตรควบคุมรูปทรงสี่เหล่ียมแบบมีระเบียบ 
  มาใชกับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยมแบบไรระเบยีบ 

L
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วิธี RoeVL ไดถูกนําเสนอเพื่อนํามาใชแกปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขใน
แงที่ผลลัพธที่ไดไมเปนจริงในทางปฎิบัติและไมเปนไปตามเงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซ ซ่ึงมัก
กอใหเกิดคล่ืนช็อกขยายหรือสถานะของการไหลที่ไมเปนจริง ดวยการแกไขคาเจาะจงที่มี
ความสัมพันธกับคลื่นช็อกหรือคล่ืนขยาย ( 1λ  และ 4λ ) ดังที่ไดอธิบายในบทที่ 5 ที่ผานมา ดังนี้ 
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โดยที่  หมายถึง คาการกระจาย (dissipation) ที่ถูกเพิ่มใหกับคาเจาะจงที่มีคา
นอย ๆ ซ่ึงถูกกําหนดดังในสมการ (6.4) 

VLη

  (6.4) ( 0 ,max LR
VL λλη −= )

วิธี RoeSA ไดถูกนําเสนอเพื่อนํามาใชแกปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขในแง
ที่ผลลัพธที่ไดไมเปนจริงในทางปฎิบัติแตยังคงเปนไปตามเงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซ ซ่ึงมัก
กอใหเกิดปรากฏการณโปงนูน ดวยการแกไขคาเจาะจงเชนเดียวกับวิธี RoeVL แตแทนที่จะเปนการ
แกไขในมิติเดียววิธี RoeSA จะทําการแกไขดวยคาการกระจายที่มากที่สุดจากทุก ๆ มิติ (ในที่นี้
หมายถึง 2 มิติ) และทุกพื้นผิวควบคุมของปริมาตรควบคุม L และ R  แลวจึงใชแกไขคาเจาะจงทุก
ตัว ( 1λ  ถึง 4λ ) วิธี RoeSA มีช่ือเรียกวา การแกไขคาเอนโทรปรูปตัว H (H-correction entropy fix) 
[37,55] ดังนี้ 

  (6.5) ),,,,max( 54321 ηηηηηη =SA

โดยที่ 5,,1, K=iiη  ถูกกําหนดโดย 

 )(max
2
1

kLkRki λλη −=  (6.6) 

วิธี RoePA เปนวิธีที่ปรับปรุงจากวิธี RoeSA ดวยการตัด 1η  ซ่ึงเปนคาการกระจาย
จากดานรวมของปริมาตรควบคุม L และ R ออกจากสมการ (6.5) โดยใหเหตุผลวาดานรวมดังกลาว
ไดถูกนําไปใชในการแกปญหาของรีมันนแลวในระเบียบวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 
ดังนั้นจึงไมควรนําคาดังกลาวมาพิจารณาซ้ําอีกครั้ง และใชแกไขเฉพาะคาเจาะจงที่มีความสัมพันธ
กับคลื่นเอนโทรป (entropy wave) และคลื่นเฉือน (shear wave) เทานั้น ( 2λ  และ 3λ ) วิธี RoePA มี
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ช่ือเรียกวา การแกไขคาเอนโทรปรูปตัว H แบบปรับปรุง (modified H-correction entropy fix) 
[38,47,48] ดังนี้ 

  (6.7) ),,,max( 5432 ηηηηη =PA

โดยที่ 5,,2, K=iiη  ถูกกําหนดโดยสมการ (6.6) ขางตน 

วิธี RoeVLPA เปนวิธีที่ปรับปรุงจากวิธี RoeVL และวิธี RoePA โดยจากการ
ทดลอง [47,48] พบวาวิธีทั้งสามขางตนมีจุดแข็งและจุดออนที่แตกตางกัน โดยพบวา วิธี RoeVL 
สามารถแกไขปญหาการเกิดคลื่นช็อกขยายหรือสถานะของการไหลที่ไมเปนจริงไดเปนอยางดี แต
ไมมีผลตอปญหาการเกิดปรากฏการณโปงนูน ในทางกลับกันวิธี RoePA สามารถแกไขปญหาการ
เกิดปรากฏการณโปงนูน แตไมสามารถปญหาการเกิดคลื่นช็อกขยายหรือสถานะของการไหลที่ไม
เปนจริง สวนวิธี RoeSA สามารถแกไขปญหาทั้งสองไดเปนบางกรณีและไมประสบความสําเร็จใน
บางกรณี ดังนั้น งานวิจัยนี้จึงขอเสนอแนะวิธีที่สามารถแกไขปญหาทั้งสองไดสําหรับทุก ๆ กรณีที่
นํามาทดสอบ ดวยการแยกพิจารณาวิธีการแกไขคาเจาะจงตามพฤติกรรมของคาเจาะจง ดังนี้ 
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 (6.8) 

โดยที่  และ  ไดถูกกําหนดโดยสมการ (6.4) และ (6.6) ขางตน และ
เพื่อใหเห็นถึงประสิทธิภาพของวิธีดังที่กลาวมาแลวขางตนในการแกไขปญหาความไรเสถียรภาพ
เชิงตัวเลข ดังนั้นจึงทําการทดสอบกับปญหาดังที่กลาวมาแลวในหัวขอ 6.1 อีกครั้ง 

VLη PAη

6.2.1  ปญหาการไหลความเร็วเหนือเสียง 3 เทาผานชองแคบที่มีการลดขนาด
พื้นที่หนาตัดโดยฉับพลัน 

รูปที่ 6.17(ก) ถึง (ง) แสดงเสนชั้นของความหนาแนนของผลลัพธที่ไดวิธี RoeVL, 
RoeSA, RoePA และ RoeVLPA ตามลําดับ ซ่ึงจะเห็นวาวิธี RoePA เปนวิธีเดียวที่ไมสามารถ
แกปญหาคลื่นช็อกขยาย และเมื่อกลับไปพิจารณาสมการ (6.3) ถึง (6.8) พบวาวิธี RoePA ไมมีการ
แกไขคาเจาะจง 1λ  และ 4λ  ซ่ึงเปนคาเจาะจงที่มีความสัมพันธกับคลื่นช็อกหรือคล่ืนขยาย และจาก
บทที่ 5 ไดทําการพิสูจนใหเห็นวาคลื่นช็อกขยายก็มีความสัมพันธกับคาเจาะจงดังกลาว ดังนั้นวิธี 
RoePA จึงไมสามารถแกปญหาคลื่นช็อกขยายตามที่ปรากฏในรูปที่ 6.17(ค) 
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(ก) วิธี RoeVL 

(ข) วิธี RoeSA 

(ค) วิธี RoePA 

(ง) วิธี RoeVLPA 

 

รูปที่ 6.17  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการไหลที่ความเร็วเหนือเสียง 3 เทา  
  ผานชองแคบที่มีการลดขนาดพื้นที่หนาตัดโดยฉับพลัน 

6.2.2  ปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o

รูปที่ 6.18(ก) ถึง (ง) แสดงเสนชั้นของความหนาแนนของผลลัพธที่ไดวิธี RoeVL, 
RoeSA, RoePA และ RoeVLPA ตามลําดับ ซ่ึงจะเห็นวาวิธี RoeSA และRoePA เปนวิธีที่ไมสามารถ
แกปญหาสถานะของการไหลไมเปนจริง และเมื่อกลับไปพิจารณาสมการ (6.3) ถึง (6.8) พบวาวิธี 
RoePA ไมมีการแกไขคาเจาะจง 1λ  และ 4λ  ซ่ึงเปนคาเจาะจงที่มีความสัมพันธกับคล่ืนช็อกหรือ
คล่ืนขยายและสัมพันธกับการเกิดปญหาดังกลาว [9] ดังนั้นวิธี RoePA จึงไมสามารถแกปญหา
สถานะของการไหลไมเปนจริงตามที่ปรากฏในรูปที่ 6.18(ค) สวนวิธี RoeSA ถึงแมวามีการแกไขคา
เจาะจง 1λ  และ 4λ  ก็ตาม ถึงแมวาจะสามารถใหผลลัพธที่เวลามากกวาวิธี RoePA แตยังคงไม
สามารถแกปญหาสถานะของการไหลไมเปนจริงเชนกัน ในทางกลับกันวิธี RoeVLPA สามารถ
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แกปญหาดังกลาวได ดังนั้นจึงพอสรุปในเบื้องตนไดวาการตัดคา 1η  ออกจากสมการ(6.5) นาจะเปน
การกระทําที่มีเหตุผล 

(ก) วิธี RoeVL (ข) วิธี RoeSA 

(ค) วิธี RoePA (ง) วิธี RoeVLPA 
 

รูปที่ 6.18  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการกระจายของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2  
  ผานมุม 90o

6.2.3  ปญหาการสะทอนของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5 ผานพื้นยกระดับมุม 46o

รูปที่ 6.19(ก) ถึง (ง) แสดงเสนชั้นของความหนาแนนของผลลัพธที่ไดวิธี RoeVL, 
RoeSA, RoePA และ RoeVLPA ตามลําดับ ซ่ึงจะเห็นวาวิธี RoeSA, RoePA และ RoeVLPA ให
ผลลัพธที่ใกลเคียงกันมากและสามารถแกปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขไดเปนอยางดี เพราะ
สามารถแกปญหาการโกงตัวของกานมัคซึ่งทําใหกานมัคตั้งฉากกับพื้นระนาบยกระดับ และ
สามารถลดการแตกกระจายบริเวณดานบนของคลื่นช็อกตกกระทบไดพรอม ๆ กัน เมื่อพิจารณาวิธี

 และ 3λ  และทั้งสามพบวา มีขอที่เหมือนกันอยูประการหนึ่ง ก็คือเปนวิธีที่มีการแกไขคาเจาะจง 2λ
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แตกตางจากวิธี RoeVL ซ่ึงแกไขเฉพาะคาเจาะจง 1λ  และ 4λ  เทานั้น ดังนั้น จึงสา ารถสร ไดวา
ปรากฏการณโปงนูนสามารถแกไขดวยการเพิ่มค การกระ ายอยางเพียงพอใหกับคาเจาะจง 2

ม ุป
า จ λ  

และ 3λ   ซ่ึงมีความสัมพันธกับคลื่นเอนโทรปและคลื่นเฉือน [33,34] 

(ก) วิธี RoeVL 

 

รูปที่ 6.19  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการสะทอนของคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5 

(ข) วิธี RoeSA 

(ค) วิธี RoePA (ง) วิธี RoeVLPA  

  

6.2.4  ป มัค 15 ผานทรงกระบอก 

นของผลลัพธสําหรับ 15 ×
จุดต ไดวิธี Ro

ผานพื้นยกระดับมุม 46o

ญหาคลื่นช็อกหมายเลข

รูปที่ 6.20(ก) ถึง (ง) แสดงเสนชั้นของความหนาแน  15 
อที่ eVL, RoeSA, RoePA และ RoeVLPA ตามลําดับ ซ่ึงจะเห็นวาวิธีทั้งหมดใหผล

ลัพธที่ใกลเคียงกันและไมปรากฏปรากฏการณโปงนูน สวนรูปที่ 6.21(ก) ถึง (ง) แสดงเสนชั้นของ

ความหนาแนนของผลลัพธสําหรับ 15 × 90 จุดตอ พบวาวิธี RoeVL และ RoeSA เริ่มที่จะให
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ตัว

ผลลัพธที่ปรากฏปรากฏการณโปงนูน และยิ่งปรากฏชัดเจนมากขึ้นเมื่อมีการปรับอัตราสวนขนาด

ของปริมาตรควบคุมมาเปน 15 × 280 จุดตอ ดังแสดงในรูปที่ 6.22(ก) ถึง (ง)  สวนผลลัพธที่ไดจาก
วิธี RoePA และ RoeVLPA มีความถูกตองเพราะไมปรากฏปญหาปรากฏการณโปงนูน  และ
เชนเดียวกับ อยางปญหาที่ที่แลว เนื่องจากวิธี RoePA และ RoeVLPA มีการแกไขคาเจาะจง 2λ  
และ 3λ  และแตกตางจากวิธี RoeVL ซ่ึงแกไขเฉพาะคาเจาะจง 1λ  และ 4λ  เทานั้น สวนวิธี RoeSA 
ยังคงปรากฏปรากฏการณโปงนูน ก็นาจะเปนผลเนื่องจาก 1η  ที่ปรากฏส าร(6.5) มก

 

รูปที่ 6.20  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการไหลผานทอทรงกระบอก: 15 × 15 จุดตอ 

(ค) วิธี RoePA (ง) วิธี RoeVLPA (ข) วิธี RoeSA (ก) วิธี RoeVL 

 

รูปที่ 6.21  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการไหลผานทอทรงกระบอก: 15 × 90 จุดตอ 

(ค) วิธี RoePA (ง) วิธี RoeVLPA (ก) วิธี RoeVL (ข) วิธี RoeSA 
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(ค) วิธี RoePA (ง) วิธี RoeVLPA (ก) วิธี RoeVL (ข) วิธี RoeSA  

รูปที่ 6.22  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาการไหลผานทอทรงกระบอก: 15 × 280 จุดตอ 

6.2.5  ปญหาทดสอบของเควริก 

รูปที่ 6.23(ก) ถึง (ง) แสดงเสนชั้นของความหนาแนนของผลลัพธที่ไดวิธี RoeVL, 
RoeSA, RoePA และ RoeVLPA ตามลําดับ ซ่ึงจะเห็นวาวิธีทั้งหมดยกเวนวิธี RoeVL ใหผลลัพธที่
ใกลเคียงกันและไมพบปรากฏการณโปงนูน ดังนั้น ตัวอยางนี้จึงเปนอีกปญหาที่ยืนยันไดวาการ
แกไขคาเจาะจง 2λ  และ 3λ  สามารถที่จะแกไขปรากฏการณโปงนูนไดเปนอยางดี 

x ≈ 50                                  x ≈ 210                                            x ≈ 420 
 

(ก) วิธี RoeVL 

(ข) วิธี RoeSA 

(ค) วิธี RoePA 

(ง) วิธี RoeVLPA 
 

รูปที่ 6.23  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาทดสอบของเควิรก 
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6.3  การวิเคราะหเชิงตัวเลขของปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลข 

การวิเคราะหเชิงตัวเลขของปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขที่ใชในงานวิจัยนี้  
จะใชวิธีที่เสนอแนะโดยหลิว (Liou) [56] ซ่ึงเปนการวิเคราะหพจนการกระจายของสมการอนุรักษ
มวลในสวนที่สัมพันธกับการเปลี่ยนแปลงของความดัน  ซ่ึงหลิวไดใหความเห็นวา
พจนดังกลาวมีสวนที่มีความสัมพันธกับการเกิดปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขของระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขตาง ๆ โดยในหัวขอนี้จะทําการประยุกตวิธีวิเคราะหของหลิวเขากับวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรวและเปรียบเทียบกับผลการวิเคราะหกับวิธี HLLE [57] และวิธีการแบงแยก
เวกเตอรฟลักซของแวนเรียร [58] 

),( RL UUD

การวิเคราะหเชิงตัวเลขของปญหาความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขที่นําเสนอโดยหลิว 
เปนการวิเคราะหพจนการกระจายของสมการอนุรักษมวลในสวนที่สัมพันธกับการเปลี่ยนแปลง
ของความดัน ซ่ึงมีความหมายเชนเดียวกับการวิเคราะหฟลักซของมวล (mass flux) ของสมการ
อนุรักษมวล โดยเริ่มจากการพิจารณาระบบสมการออยเลอรในรูปแบบที่กระชับดังที่แสดงใน
สมการ (5.1) ซ่ึงเวกเตอรของปริมาณฟลักซเชิงกายภาพ  สามารถเขียนใหมโดยการแยกพจน
ที่เกี่ยวกับความดันออกมาตางหาก เชน 

)(UF

  (6.9) )()()( pcmU FFF += &

โดยที่ )(cF  หมายถึง ฟลักซการพาเชิงกายภาพ และ )( pF  หมายถึง ฟลักซความดนั
เชิงกายภาพ ดังนี้ 

  (6.10) [ Tc Hvu1)( =F ]

] [ Tp jpip 00)( vv
=F  (6.11) 

โดย i
v

 และ j
v

 หมายถึง เวกเตอรในทิศทางของแกน x และ y ตามลําดับ การแก
ระบบสมการ (5.8) ปริมาณฟลักซที่ไหลผานดานรวมของปริมาตรควบคุม เปนปริมาณฟลักซที่ไหล
ในทิศทางตั้งฉากกับดานรวม โดยสมมติให ),( yx nnn =v  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยของดานรวม 
ดังนั้น 

 )()()( p
n

c
nn mnU FFFF +=⋅= &

v  (6.12) 

โดย 
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 yyxxn mnmnnVm &&
vv

& +=⋅= ρ  (6.13) 

  (6.14) [ T
yx

p
n pnpn 00)( =F ]

)

+ −

สมการ (6.12) สําหรับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขโดยทั่วไป สามารถเขียนใหอยูใน
รูปแบบของการแบงแยกฟลักซไดดังเชน 

  (6.15) 
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)(
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0

&&

โดยที่  และ  หมายถึง ฟลักซการพาของปริมาตรควบคุมดานซายและ
ขวาตามลําดับ δ หมายถึง พจนที่เกิดจากการจัดรูปใหมดังจะไดอธิบายตอไป และ  และ  
หมายถึง องคประกอบของฟลักซของมวลที่ตั้งฉากกับดานรวม และเมื่อเปรียบเทียบกับสมการ 
(6.12) จะมีความหมาย ดังนี้ 

)(c
LF (c

RF

2/1m& 2/1m&

  (6.16) −+ += 2/12/12/1 mmm &&&

เมื่อแทนคาสมการ (6.16) ลงในสมการ (6.15) และจัดรูปเสียใหม ดังนี้ 
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โดยที่  หมายถึง พจนการกระจาย (dissipation term) ซ่ึงถูกนิยามดังนี้ mD

  (6.18) −+ −= 2/12/1 mmDm &&

เพื่อความงายในการศึกษา สมมติใหพิจารณาเฉพาะสมการอนุรักษมวลของสมการ 
(6.17) พจนฟลักซของมวลสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของพจนของคาเฉลี่ย  และพจน
ของคาผลตางของสถานะของการไหลหรือที่เรียกวาพจนการกระจาย  เชน 

>< m&

),( RL UUD

 ),(
2
1

2/1 RL UUDmm −>=< &&  (6.19) 

โดยที่  สามารถแยกออกเปนพจนตาง ๆ ไดดังนี้ ),( RL UUD
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  (6.20) 
pUUDvUUD

uUUDUUDUUD

RL
p

RL
v

RL
u

RLRL

Δ+Δ

+Δ+Δ=

),(),(                     

),(),(),(
)()(

)()( ρρ

และ LR )()()( •−•=•Δ   จากนั้นเมื่อนําเอาเฉพาะสมการอนุรักษมวลจากสมการ 
(6.15) ถึง (6.20) มาประยุกตใชกับฟลักซเชิงตัวเลขของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวดัง
แสดงในสมการ (5.22) ก็สามารถเขียนพจนตาง ๆ ของสมการ (6.19) และ (6.20) ไดดังนี้ 
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2
1

RL mmm &&& +>=<      ,    RLnRL Vm // )(ρ=&  (6.22) 

 3
)( ~2),( λρ −=RL UUD  (6.23) 

 )~2~~(~2
1),( 3412

)( λλλ −+=
a

UUD RL
p  (6.24) 

โดยหลิวไดตั้งขอสังเกตไววา ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขใดก็ตามที่ใหผลลัพธในสมการ
อนุรักษมวล  สําหรับทุก ๆ M  เมื่อทําการคํานวณที่เวลามากขึ้นไป ความไร
เสถียรภาพเชิงตัวเลข เชน ปรากฏการณโปงนูน สามารถที่จะเกิดขึ้นมาได ในทางกลับกันถาหาก
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขใดก็ตามที่ใหผลลัพธในสมการอนุรักษมวล  สําหรับทุก ๆ 
M  ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขสามารถที่จะมีเสถียรภาพมากพอที่จะไมกอใหเกิดความไรเสถียรภาพเชิง
ตัวเลข 

0),( ≠RL UUD )( p

)( p 0),( =RL UUD

ดังนั้น เมื่อกลับไปพิจารณาวิธีการแกไขความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขขางตน จะ
เห็นวาวิธี RoeSA (สําหรับบางกรณี) RoePA และ RoeVLPA สามารถที่จะแกไขปญหา
ปรากฏการณโปงนูนไดเนื่องจากมีการเพิ่มคาการกระจายลงในคาเจาะจง 2λ  และ 3λ  เมื่อคา
ดังกลาวมีคาตัวเลขที่นอยเกินไป ซ่ึงสอดคลองกับผลของการวิเคราะหดวยวิธีขางตน เมื่อพิจารณา
จากสมการ(6.24) จะเห็นวาถาหาก 3

~λ  มีคาเทากับศูนย แสดงวา  สําหรับทุก ๆ 

M  ดังนั้นการเพิ่มคาการกระจายลงในคาเจาะจง ก็ทําใหมีโอกาสที่เกิดการหักลางภายในสมการ
ดังกลาวและทําให  สําหรับทุก ๆ M  โดย  สําหรับวิธี RoeSA, 
RoePA และ RoeVLPA สามารถเขียนในรูปแบบ ดังนี้ 

0),( ≠RL UUD )( p

)( p )( p0),( =RL UUD ),( RL UUD
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UUD ηλλ −+=  (6.26) 

 )2~~(~2
1),( 412

)( PA
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p
RoeVLPA a

UUD ηλλ −+=  (6.27) 

และเพื่อเปนการทดสอบความถูกตองของขอสังเกตของหลิว จึงทําการทดลอง
ประยุกตการวิเคราะหขางตนเขากับวิธี HLLE [57] โดยปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขที่ไหลในทิศทางตั้ง
ฉากกับดานรวม เปนดังนี้ 

 )(
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 (6.28) 

โดยที่  และ  หมายถึง ความเร็วของคลื่นที่เคลื่อนที่มาทางขวาและซาย
ตามลําดับ ซ่ึงถูกนิยามดังนี้ 

+
2/1b −

1b 2/

 )),~~max(,0max(2/1 RnRn aVaVb ++=+  (6.29) 

 )),~~min(,0min(2/1 LnLn aVaVb −−=−  (6.30) 

จากนั้นเมื่อนําเอาเฉพาะสมการอนุรักษมวลจากสมการ (6.15) ถึง (6.20) มา
ประยุกตใชกับฟลักซเชิงตัวเลขดังแสดงในสมการ (6.28) ก็สามารถเขียนพจนตาง ๆ ของสมการ 
(6.19) และ (6.20) ไดดังนี้ 
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  (6.34) 0),()( =RL
p UUD

และไดทําการทดสอบวิธี HLLE กับปญหาทดสอบของเควิรกอีกครั้ง ดังในรูปที่ 
6.24 แสดงเสนชั้นของความหนาแนนของผลลัพธที่ได  ซ่ึงพบวาไมแสดงปรากฏการณโปงนูน 
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&

เนื่องจากสมการ (6.31) แสดงใหเห็นวา  ดังนั้น แสดงวาขอสังเกตหลิวดังที่
กลาวมาแลวขางตน สามารถใชอธิบายความสัมพันธระหวางระเบียบวิธีเชิงตัวเลขและความไร
เสถียรภาพเชิงตัวเลขไดดีในระดับหนึ่ง 

0),( =RL UUD

x ≈ 50                                  x ≈ 210                                            x ≈ 420 
  

รูปที่ 6.24  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาทดสอบของเควิรกจากวิธี HLLE 

และไดทําการทดลองประยุกตการวิเคราะหขางตนอีกครั้ง เขากับวิธีการแบงแยก
เวกเตอรฟลักซของแวนเรียร (Van Leer’s flux-vector splitting scheme, FVS) [5] โดยสมการ (6.35) 
แสดงปริมาณฟลักซเชิงตัวเลขที่ไหลในทิศทางตั้งฉากกับดานรวม ซ่ึงไดถูกปรับปรุงใหมี
ประสิทธิภาพดีขึ้นสําหรับการวิเคราะหปญหาการไหลในสภาวะคงตัว [58] ดังนี้ 

  (6.35) 
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โดยที่ m ,   และ  ไดถูกนิยามดังนี้ +
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−+ += pppp RL

 )2()1(
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1

/
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/ RLRL MMp m±=±  (6.39) 

จากนั้นเมื่อนําเอาเฉพาะสมการอนุรักษมวลจากสมการ (6.15) ถึง (6.20) มา
ประยุกตใชกับฟลักซเชิงตัวเลขดังแสดงในสมการ (6.35) ก็สามารถเขียนพจนตาง ๆ ของสมการ 
(6.19) และ (6.20) ไดดังนี้ 

  (6.40) −+ += MaMam RRLL ρρ2/1&
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 ))((
2
1 −+ ++>=< MaMam RLRL ρρ&  (6.41) 

  (6.42) −+ −= MaMaUUD RLRL ),()(ρ

  (6.43) 0),()( =RL
p UUD

และไดทําการทดสอบวิธีการแบงแยกเวกเตอรฟลักซของแวนเรียร กับปญหา
ทดสอบของเควิรกอีกครั้ง ดังในรูปที่ 6.25 แสดงเสนชั้นของความหนาแนนของผลลัพธที่ได  ซ่ึง
พบวาไมปรากฏปรากฏการณโปงนูนเชนเดียวกับวิธี HLLE เนื่องจากสมการ (6.43) แสดงใหเห็น
วา  ดังนั้น จึงเปนการพิสูจนเชิงตัวเลขที่สามารถเนนย้ําถึงความถูกตองของ
ขอสังเกตหลิวดังที่กลาวมาแลวอีกครั้ง 

0),( =RL UUD )( p

x ≈ 50                                  x ≈ 210                                             x ≈ 420 
  

รูปที่ 6.25  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาทดสอบของเควิรกจากวิธีการแบงแยกเวกเตอร 
  ฟลักซของแวนเรียร 

 

 



บทที่  7 
ตัวอยางการวิเคราะหปญหาการไหลแบบไรความหนืดมีการอดัตัวท่ีความเร็วสูง 

 

บทที่ 7 จะกลาวถึงการวิเคราะหปญหาการไหลแบบไรความหนืดมีการอัดตัวท่ี
ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว โดยจะทําการประยุกตวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัว
ไดโดยอัตโนมัติเขากับปญหาที่ทําการวิเคราะห ซ่ึงการตรวจสอบความถูกตองของระเบียบวิธีที่ได
ถูกนําเสนอในบทที่ผานมา จะกระทําดวยการตรวจสอบผลลัพธที่ไดกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง 
เชน การเกิดคลื่นช็อกในทอ (shock tube) หรือการไหลผานระนาบยกระดับ เปนตน จากนั้นจึงนํา
กระบวนการดังกลาวมาแกปญหาอื่น ๆ ที่มีความซับซอนมากยิ่งขึ้น นอกจากนี้เพื่อใหผลลัพธที่ไดมี
ความถูกตองแมนยํามากยิ่งขึ้น จึงไดมีการประยุกตวิธีการเพิ่มความถูกตองแมนยําของระเบียบวิธี
ไฟไนตวอลุม ดวยการแบงพื้นที่และเวลาอันดับที่สอง (second order spatial and temporal 
discretization) [47,48,59-61] และเพื่อใหระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมีเสถียรภาพในการแกปญหาที่มี
ความซับซอนดวยความถูกตองแมนยําของการแบงพื้นที่และเวลาอันดับที่สอง จึงจําเปนตองนําเอา
ตัวจํากัดขอบเขต (limiter) [62,63] มาประยุกตใชสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยม 

 

7.1  กระบวนการแกปญหาดวยวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได 

กระบวนการแกปญหาดวยวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได สามารถอธิบาย
ในของแผนผังแสดงการไหลของขั้นตอน (flow-chart) ดังในรูปที่ 7.1 [34] ซ่ึงมีรายละเอียดดังนี้ 

1. ขั้นตอนเริ่มตน เราตองเลือกวาจะเขาสูกระบวนการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได หรือ
กระบวนการสรางตาขายเริ่มตน (initial mesh) โดยถาหากเปนกระบวนการสรางตาขายเริ่มตน 
ก็ทําการอานจุดตอทั้งหมดที่อยูบนเสนขอบเขตของโดเมน แตถาหากเปนกระบวนการสราง
สามเหลี่ยมแบบปรับตัวได ก็ทําการอานจุดตอท้ังหมดของตาขายเบื้องหลัง (background mesh) 
ซึ่งเปนตาขายที่ไดจากการคํานวณในครั้งที่ผานมา จากนั้นจึงสรางจุดตอทั้งหมดที่อยูบนเสน
ขอบเขตของโดเมนใหมอีกครั้ง 

2. เมื่อสรางจุดตอทั้งหมดที่อยูบนเสนขอบเขตของโดเมนเสร็จแลว ก็เขาสูกระบวนการสราง
สามเหลี่ยมเดอลอนเนดวยอัลกอริทึมที่ 1 (DelaunayTriangulation) 

3. ลบทิ้งสามเหลี่ยมทั้งหมดที่อยูภายนอกโดเมน โดยสามเหลี่ยมทั้งหมดที่อยูภายนอกโดเมน 
หมายถึง สามเหลี่ยมที่มีจุดตอใดจุดตอหนึ่งเปนจุดตอของสามเหลี่ยมเร่ิมตนลอมรอบจุด
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ทั้งหมดของเซต P (ดูความหมายของสามเหลี่ยมเริ่มตน ไดจากบทที่ 3) หรือเปนสามเหลี่ยมที่
อยูภายในรูของโดเมน ซ่ึงมีวิธีการทดสอบสามเหลี่ยมดังกลาวอยูหลายวิธีดวยกัน แตวิธีที่งาย
และสะดวกในการเขียนโปรแกรม และถูกนํามาประยุกตใชในงานวิจัยนี้ เปนวิธีการตรวจสอบ
เครื่องหมายของเวกเตอรผลคูณไขว (vector cross product) ของดานรวมของสามเหลี่ยม โดยถา
หากมีเครื่องหมายเปนลบ แสดงวาสามเหลี่ยมดังกลาวอยูภายนอกโดเมน เปนตน 

4. ทําการสรางจุดตอภายในโดเมนดวยอัลกอริทึมที่ 2 (MeshRefinement) เนื่องจากขั้นตอนที่ 4 
เปนกระบวนการที่ตองวนซ้ําเพื่อใหไดจํานวนจุดตอภายในโดเมนที่มากเพียงพอ เนื่องจากเปน
กระบวนการที่ตองวนซ้ํา ดังนั้นจึงจําเปนตองกําหนดเกณฑการตัดสินใจเพื่อจบการทํางาน 
สําหรับในงานวิจัยนี้ใชกําหนดเกณฑการตัดสินใจภายใต 2 เงื่อนไข ดังนี้ 

4.1. จบการทํางานเมื่อจํานวนครั้งของการวนซ้ํา (iteration) เทากับจํานวนครั้งที่กําหนด 

4.2. จบการทํางานเมื่อจํานวนจุดตอที่เพิ่มขึ้นมาใหม เมื่อเปรียบเทียบกับจํานวนจุดตอทั้งหมด
ในครั้งกอน มีจํานวนนอยกวาคาที่กําหนด (threshold) 

5. ขั้นตอนตอจากนี้ไปเปนขั้นตอนสําหรับกระบวนการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดเทานั้น 
ดังนั้นถาหากเปนกระบวนการสรางตาขายเริ่มตนก็สามารถหยุดการทํางานไดทันที แตถาหาก
เปนกระบวนการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได ก็ใหทําการสรางสามเหลี่ยมเพิ่มเติมดวย
อัลกอริทึมที่ 4 (AdaptiveRemeshing) และเชนเดียวกับขั้นตอนที่ 4  เนื่องจากเปน
กระบวนการที่ตองวนซ้ําเพื่อใหไดจํานวนจุดตอภายในโดเมนที่มากเพียงพอ ดังนั้นจึง
จําเปนตองกําหนดเกณฑการตัดสินใจเพื่อจบการทํางาน สําหรับในงานวิจัยนี้ใชกําหนดเกณฑ
การตัดสินใจภายใต 2 เงื่อนไข ดังที่ไดอธิบายในขั้นตอนที่ 4.1 และ 4.2 ขางตน นอกจากนี้ยัง
สามารถใชคุณภาพของสามเหลี่ยมดังที่ไดแสดงในสมการ (3.17) มาใชในการตัดสินใจเพื่อจบ
การทํางานไดอีกดวย 

สําหรับการวิเคราะหปญหาการไหลในสภาวะคงตัว วิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวไดจะถูกประยุกตใชประมาณ 3-6 คร้ัง ก็สามารถใหผลลัพธที่มีความถูกตองในระดับที่
สามารถยอมรับได แตสําหรับการวิเคราะหปญหาการไหลในสภาวะไมคงตัว  ในชวงเวลาแรกสุดก็
ใหดําเนินการเชนเดียวกับการวิเคราะหปญหาการไหลในสภาวะคงตัว เพื่อใหไดผลลัพธเร่ิมตนที่มี
ความถูกตองมากเสียกอน จากนั้นจึงดําเนินการแกปญหาการไหลและวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวไดควบคูกันไป 
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รูปที่ 7.1  แผนผังแสดงการไหลของขั้นตอน สําหรับกระบวนการสรางตาขายเริ่มตน 
  หรือการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได 
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7.2  การขยายผลสูการแบงพื้นท่ีและเวลาอันดับสอง 

การแกปญหาการไหลของระบบสมการออยเลอรดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม ที่มี
ความถูกตองแมนยําอันดับหนึ่ง ถึงแมวาจะใหผลลัพธที่สามารถยอมรับไดในระดับหนึ่ง แตมักจะ
ไมคอยเปนที่ยอมรับสําหรับการแกปญหาในทางปฏิบัติ เนื่องจากผลลัพธที่ไดมีโอกาสที่จะเกิด
ความคลาดเคลื่อนไดสูงมาก [64] ดังนั้น จึงจําเปนตองมีการขยายผลเพื่อใหไดผลลัพธที่มีความ
ถูกตองแมนยําทั้งดานการแบงพื้นที่และเวลาอันดับสองหรือสูงกวา สําหรับการขยายผลสูการแบง
พื้นที่อันดับสองที่ใชในงานวิจัยนี้เปนการประยุกตอนุกรมเทยเลอร (Taylor’ series expansion) มา
ใชกับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม [59,60] โดยอาศัยแนวคิดของการฉาย  (projection) 
ผลลัพธซ่ึงมีคาคงที่สําหรับแตละปริมาตรควบคุม และคาดังกลาวไดถูกจัดเก็บเอาไวที่จุดศูนยถวง
ของปริมาตรควบคุม มายังดานรวมของปริมาตรควบคุม 

C 

1 

2 

3 

Δr

x
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รูปที่ 7.2  การขยายผลสูการแบงพื้นที่อันดบัสองสําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม 

สมมติใหดาน 1-2 เปนดานรวมของปริมาตรควบคุม L และ R และตองการแก
ระบบสมการ (5.8) สําหรับดานรวมดังกลาว ดังนั้นการขยายผลสูการแบงพื้นที่อันดับสองจึงตอง
ประยุกตอนุกรมเทยเลอรเขากับดานดังกลาว เชน รูปที่ 7.2 แสดงแนวคิดดังกลาวสําหรับดาน 1-2 
ของปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยมทั่วไป 
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โดยที่  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรเบื้องตน (primitive variables vector) ที่
ถูกฉายไปยังดาน 1-2 

21−fq

  (7.2) [ Tpvuρ=q ]
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สวน  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรเบื้องตนที่ตําแหนงจุดศูนยถวงของ
ปริมาตรควบคุม และ  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรเบื้องตนที่ตําแหนงจุดตอทั้งสาม
ของปริมาตรควบคุม สําหรับการคํานวณปริมาณเวกเตอรของตัวแปรเบื้องตนที่ตําแหนงจุดตอทั้ง
สามของปริมาตรควบคุม จะใชวิธีการถวงน้ําหนักแบบกลับสวนระยะทาง (inverse-distance 
weighting) ทั้งนี้เพื่อใหคาที่ไดมีความถูกตอง [59] ดังนี้ 
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 (7.3) 

โดยที่  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรเบื้องตนที่ตําแหนงจุดศูนยถวงของ
ปริมาตรควบคุมรอบ ๆ จุดตอที่ n สวน 

iC ,q

ir
r  หมายถึง ระยะทางจากตําแหนงจุดศูนยถวงไปยังจุดตอ

ที่ n  และ N หมายถึง จํานวนปริมาตรควบคุมรอบ ๆ จุดตอที่ n 

จากการศึกษาของแวนเรียร [65,66] พบวาการขยายผลสูการแบงพื้นที่อันดับสอง 
มักจะกอใหเกิดปญหาการละเมิดอนุรักษปริมาณการไหลภายในปริมาตรควบคุม ซ่ึงสงผลให
สมการ (5.4) ไมเปนจริง ดังนั้นจึงจําเปนตองมีการปรับปรุงกระบวนการขยายผลสูการแบงพื้นที่
อันดับสอง โดยทั่วไปมักใชวิธีการประยุกตตัวจํากัดขอบเขต CΨ  (limiter) เขาดวยกัน โดยจากการ
ทดสอบตัวจํากัดขอบเขตที่เสนอโดยนักวิจัยหลาย ๆ ทาน [62,67-69] พบวาตัวจํากัดขอบเขตที่
นําเสนอโดย Vankatakrishnan [62] ใหผลลัพธที่มีสถียรภาพสูงกวาวิธีอ่ืน ๆ จึงเลือกใชตัวจํากัด
ขอบเขตดังกลาวในการทดสอบตัวอยางที่ปรากฏในบทนี้ โดยที่ตัวจํากัดขอบเขตของ 
Vankatakrishnan ไดถูกกําหนดดังนี้ 
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สัญลักษณตาง ๆ ที่ปรากฏในสมการ (7.4) ไดถูกนิยามดังตอไปนี้ 

 ic qq −=−Δ  (7.5) 

 iqq −=+ maxmax,Δ  (7.6) 
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 iqq −=+ minmin,Δ  (7.6) 

และ  และ  หมายถึง เวกเตอรของตัวแปรเบื้องตนที่มีคามากที่สุดและมี
คานอยที่สุดตามลําดับ และฟงกชัน 

maxq minq

φ  เปนที่ถูกเสนอโดย Van Albada [63] ดังนี้ 
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โดยที่  หมายถึง  2ε

  (7.8) 32 )(Kh=ε

โดยที่ h หมายถึง ขนาดของปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม และคาคงที่ K 
หมายถึง คาคงที่ใด ๆ สําหรับงานวิจัยนี้เลือกใชคาคงที่เทากับ 0.5 อยางไรก็ตามการเลือกคาคงที่ K  
จะขึ้นกับพฤติกรรมของผลลัพธของปญหา และไมมีกฏเกณฑตายตัวในการเลือกคาที่เหมาะสมที่ดี
สําหรับทุก ๆ กรณี แตจากการทดสอบกับปญหาจํานวนมาก พบวาสําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรง
สามเหลี่ยม คาคงที่ K  ควรจะอยูในชวง 0.5 ถึง 5 

สําหรับการขยายผลสูการแบงเวลาอันดับสอง ไดเลือกใชวิธีคํานวณชวงเวลาความ
แมนยําอันดับสองของรุงเง-คุตตา (second order accurate Runge-Kutta time stepping method) [61] 
ซ่ึงแตละชวงเวลาตองทําการคํานวณสองรอบ โดยรอบแรกจะทําการคํานวณที่ครึ่งของชวงเวลา tΔ  
และรอบที่สองสําหรับชวงเวลา  ดังนี้ tΔ
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โดย  หมายถึง ชวงเวลาการคํานวณสําหรับการวนซายแตละครั้ง สําหรับปญหา
การไหลในภาวะคงตัวสามารถที่จะลดเวลาในการคํานวณไดดวยการเลือกใชชวงเวลาทองที่ (local 
time step) สําหรับแตละปริมาตรควบคุม [51]  แตวิธีดังกลาวไมสามารถใชไดกับปญหาการไหลใน
ภาวะไมคงตัว เพราะการคํานวณปญหาการไหลในภาวะไมคงตัว มีความจําเปนตองใหไดผลลัพธที่
มีความถูกตองทุก ๆ ชวงเวลา จึงเปนเหตุผลใหโดยท่ัวไปการคํานวณปญหาการไหลในภาวะไมคง
ตัวมักใชเวลามากกวาการคํานวณปญหาการไหลในภาวะคงตัว 

tΔ
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7.3  การตรวจสอบความถูกตองกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง 

กอนที่จะนํากระบวนการแกปญหาการไหลแบบไรความหนืดมีการอัดตัวที่
ความเร็วสูงที่มีความซับซอน ในหวขอนี้จะทําการตรวจสอบความถูกตองของกระบวนการ
แกปญหาที่นําเสนอกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง (exact solution) ซ่ึงมีทั้งปญหาในหนึ่งมิติและ
สองมิติ แตสําหรับในงานวิจัยนี้จะทําการทดสอบปญหาในหนึ่งมิติกับโดเมนสองมิติทั้งหมด  
ดังตอไปนี้ 

7.3.1  ปญหาคลื่นช็อกในทอของ Sod 

ปญหาคลื่นช็อกในทอของ Sod (Sod shock tube) เปนปญหาในหนึ่งมิติ [44] โดย

จะทําการทดสอบปญหากับโดเมนสองมิติขนาด 1.0 × 0.1 และถูกแบงออกเปน 401 × 41 จุดตอใน
แนวแกน x และ y ตามลําดับ ดังในรูปที่ 7.3 โดยทั้งสองขางของทอช็อกจะถูกบรรจุดวยกาซที่มี
สถานะของไหลแตกตางกัน ซ่ึงสถานะของไหลเริ่มตนสําหรับทั้งสองขางของทอช็อกไดถูกกําหนด
ดังในสมการ (7.10) และ (7.11) ตามลําดับ 

 [ ] [ ]0.10.00.00.1=Lpvuρ  (7.10) 

 [ ] [ ]1.00.00.0125.0=Rpvuρ  (7.11) 

1.0 
L 0.1 R 

 

รูปที่ 7.3  ปญหาคลื่นช็อกในทอของ Sod 

การคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 
สําหรับปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว ไดถูกทดสอบทั้งในระดับ
ความแมนยําอันดับหนึ่งและสอง โดยรูปที่ 7.4 และ 7.5 แสดงเสนกราฟของผลลัพธของคาความ
หนาแนน คาความดันและความเร็ว u ตลอดแนวกึ่งกลางของทอช็อกที่ไดจากทั้งสองกรณีที่เวลา 
0.15 ในระดับความแมนยําอันดับหนึ่งและสองตามลําดับ [47,48] เมื่อทําการเปรียบเทียบผลลัพธที่
ได พบวาผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับสองใกลเคียงกับผลเฉลยแมน
ตรง มากกวาผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับหนึ่ง โดยเฉพาะบริเวณที่เกิด
การเปลี่ยนแปลงอยางฉับพลัน เชน เสนช็อก ผิวสัมผัสไมตอเนื่อง และดานหนาของคลื่นขยาย เปน
ตน โดยเฉพาะผลลัพธในบริเวณผิวสัมผัสไมตอเนื่องจะปรากฏความแตกตางระหวางความแมนยาํที่



 

93 

 

ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับหนึ่งและสองอยางชัดเจน ดังนั้นปญหาคลื่นช็อกใน
ทอของ Sod จึงมักถูกนํามาใชทดสอบความแมนยําของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขบอยครั้ง 
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รูปที่ 7.4  เปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและวิธี RoeVLPA ระดับความแมนยํา 
  อันดับหนึ่งของปญหาคลื่นช็อกในทอของ Sod 
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รูปที่ 7.5  เปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและวิธี RoeVLPA ระดับความแมนยํา 
  อันดับสองของปญหาคลื่นช็อกในทอของ Sod 
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7.3.2  ปญหาคลื่นกระจายแบบสมมาตร 

ปญหาคลื่นกระจายแบบสมมาตรเปนอีกหนึ่งปญหาคลื่นช็อกในทอในหนึ่งมิติ 
โดยจะทําการทดสอบปญหากับโดเมนสองมิติดังในรูปที่ 7.3 ขางตน โดยทั้งสองขางของทอช็อกจะ
ถูกบรรจุดวยกาซที่มีสถานะของไหลแตกตางกัน ซ่ึงสถานะของไหลเริ่มตนสําหรับทั้งสองขางของ
ทอช็อกไดถูกกําหนดดังในสมการ (7.12) และ (7.13) ตามลําดับ ซ่ึงสถานะของไหลเริ่มตนนี้จะ
กอใหเกิดสุญญากาศตรงบริเวณกึ่งกลางของโดเมน [52] ซ่ึงความเร็วของของไหลที่ทําใหเกิด
สุญญากาศเรียกวา ความเร็วหลุดพน (escape speed) [41] 

 [ ] [ ]2.00.00.10.7 −=Lpvuρ  (7.12) 

 [ ] [ ]2.00.00.10.7=Rpvuρ  (7.13) 

การคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว 
สําหรับปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว ไดถูกทดสอบทั้งในระดับ
ความแมนยําอันดับหนึ่งและสอง โดยรูปที่ 7.6 และ 7.7 แสดงเสนกราฟของผลลัพธในระดับความ
แมนยําอันดับหนึ่งและสองตามลําดับ ของคาความหนาแนน คาความดันและความเร็ว u ตลอดแนว
กึ่งกลางของทอช็อกที่ไดจากทั้งสองกรณีที่เวลา 0.3 [33,34] และเชนเดียวกับตัวอยางที่ผานมา
ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับสองใกลเคียงกับผลลัพธแมนตรง 
มากกวาผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับหนึ่ง โดยเฉพาะบริเวณที่เกิดการ
เปลี่ยนแปลงของผลลัพธอยางฉับพลัน ซ่ึงในกรณีนี้หมายถึงดานหนาและดานหลังของคลื่นขยาย 
เปนตน  

เนื่องจากปญหานี้ไดกอใหเกิดผลลัพธที่อยูในสถานะสุญญากาศ ดังนั้น จึงเปน
ปญหาที่นิยมใชในการทดสอบความแข็งแรง (robustness) ของระเบียบวิธีเชิงตัวเลข โดยภาพขยาย
ในรูปที่ 7.6 ไดแสดงการเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขอื่น ๆ 
เชน วิธี AUSM [3] วิธี HLLC [70] และวิธีของ Steger-Warming [71] พบวา เทคนิคการแกไข
วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว (RoeVLPA) ที่นําเสนอในงานวิจัยนี้มีความถูกตองใกลเคียง
กับวิธีของ Steger-Warming และมีความถูกตองมากกวาวิธี AUSM และ HLLC ตรงบริเวณที่เกิด
สุญญากาศ ดังนั้น จึงสามารถสรุปไดวาปริมาณการกระจายเชิงตัวเลข (numerical dissipation) ที่
เกิดขึ้นภายในระเบียบวิธีเชิงตัวเลข เปนส่ิงที่จําเปนอยางมากสําหรับความมีเสถียรภาพของระเบียบ
วิธีเชิงตัวเลขในการแกปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง 



 

96 

 

0 0.5 1.0
0

3.5

7.0

1.0

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

0 0.5 1.0
0

0.1

0.2

x

ρ 

x

p 

xu 

ผลเฉลยแมนตรง 
วิธี RoeVLPA 
วิธี AUSM 
วิธี HLLC 
วิธี Steger-Warming 

(ก) ความหนาแนน 

(ข) ความดัน 

(ค) ความเร็วในแนวแกน x 

 

รูปที่ 7.6  เปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับ 
  ความแมนยําอันดับหนึง่ของปญหาคลื่นกระจายแบบสมมาตร 
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รูปที่ 7.7  เปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและวิธี RoeVLPA ระดับความแมนยํา 
  อันดับสองของปญหาคลื่นกระจายแบบสมมาตร 
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7.3.3  ปญหาคลื่นช็อกตัง้ฉากหยุดนิ่ง 

ปญหาคลื่นช็อกตั้งฉากหยุดนิ่ง (stationary normal shock) ปญหาอีกหนึ่งปญหา
คล่ืนช็อกในทอในหนึ่งมิติ โดยจะทําการทดสอบปญหากับโดเมนสองมิติดังในรูปที่ 7.3 ขางตน 
โดยทั้งสองขางของทอช็อกจะถูกบรรจุดวยกาซที่มีสถานะของไหลแตกตางกัน ซ่ึงสถานะของไหล
เร่ิมตนสําหรับทั้งสองขางของทอช็อกไดถูกกําหนดดังในสมการ (7.14) และ (7.15) ตามลําดับ เพื่อ
กอใหเกิดคล่ืนช็อกตั้งฉากหมายเลขมัค 3 หยุดนิ่งภายในทอช็อก [48] 

 [ ] [ ]714.00.00.30.1=Lpvuρ  (7.14) 

 [ ] [ ]381.70.0778.0875.3=Rpvuρ  (7.15) 

สําหรับปญหานี้การคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและวิธีการแบงแยก
ผลตางฟลักซของโรว สําหรับปญหาการไหลแบบมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะไมคงตัว จะ
ถูกทดสอบเฉพาะในระดับความแมนยําอันดับสองเทานั้น เพราะจากสองตัวอยางขางตนไดแสดงให
เห็นแลววาผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับสอง มีความถูกตองแมนยํา
มากกวาผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับหนึ่ง โดยรูปที่ 7.8 แสดง
เสนกราฟของผลลัพธในระดับความแมนยําอันดับสอง ของคาความหนาแนน และคาความดันเมื่อ
การคํานวณผานพนไป 500 ครั้งการทําซ้ํา (iteration) [48] ซ่ึงจะเห็นไดวาสําหรับกรณีตัวอยางนี้วิธี 
RoeVLPA ในระดับความแมนยําอันดับสอง สามารถจับคลื่นช็อกไดภายใน 5 จุดตอ (4 ปริมาตร
ควบคุม) ซ่ึงนับวาเปนผลลัพธที่มีความถูกตองแมนยําสูงสําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม 
เพราะโดยปกติการใชปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม มักทําใหเกิดปริมาณการกระจายเชิง
ตัวเลขมากกวาการใชปริมาตรควบคุมสี่เหล่ียมมุมฉาก  เนื่องจากไมสามารถสรางปริมาตรควบคุม
รูปทรงสามเหลี่ยมที่สามารถวางขนานกับเสนช็อกไดพอดี 

ถาหากพิจารณาจากเสนกราฟของคาความดันในรูปที่ 7.8 จะเห็นวาผลลัพธการ
คํานวณที่ไดตรงบริเวณดานหลังของคลื่นช็อกมีการสั่น (oscillation) ซ่ึงกรณีเชนนี้เปนอีกปญหา
ของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวที่ยังไมสามารถแกไขไดอยางเปนรูปธรรมที่ชัดเจน 
ถึงแมวาการสั่นจะเกิดขึ้นเฉพาะบริเวณแคบ ๆ ดานหลังของเสนช็อกก็ตาม แตอาจสงผลเสียตอ
ผลลัพธในสวนอื่น ๆ ไดเชนกัน ซ่ึงผลกระทบของการสั่นของผลลัพธการคํานวณดังกลาวจะ
ปรากฏชัดเจนเมื่อนําวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวไปใชแกปญหาการไหลแบบหนืดแตมี
การอัดตัวที่ความเร็วสูง โดยเฉพาะผลกระทบตอผลลัพธในพื้นที่ขอบช้ันของการไหล (boundary 
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layer)   ดังนั้น จึงเปนอีกหนึ่งปญหาที่เหมาะในการนํามาใชทดสอบความถูกตองของระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลข 
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ผลเฉลยแมนตรง 
วิธี RoeVLPA 

(ก) ความหนาแนน 

(ข) ความดัน 

 

รูปที่ 7.8  เปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและวิธี RoeVLPA ระดับความแมนยํา 
  อันดับสองของปญหาคลื่นช็อกตั้งฉากหยุดนิ่ง 
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7.3.4  ปญหาคลื่นช็อกเอียงสะทอนกับผนัง 

ปญหาคลื่นช็อกเอียงสะทอนกับผนัง (oblique shock reflection at a wall) เปน
ปญหาในสองมิติที่ซับซอนกวาปญหาคลื่นช็อกในทอในหนึ่งมิติที่ผานมา แตเปนปญหาที่สามารถ
หาผลเฉลยแมนตรง [72] จึงเหมาะที่จะนํามาใชตรวจสอบความถูกตองของระบเยบวิธีเชิงตัวเลขใน

สองมิติ โดยกําหนดใหมีของไหลความเร็วเหนือเสียงไหลผานโดเมนขนาด 4 × 1 มาจากดาน
ซายมือดวยคาหมายเลขมัค 2.9 และขณะเดียวกันมีของไหลความเร็วเหนือเสียงไหลผานโดเมน
ดานบนทํามุม 29o ดวยคาหมายเลขมัค 2.46 ดังแสดงในรูปที่ 7.9 

4.0 

1.0 
M = 2.9 

M = 2.46 

 

รูปที่ 7.9  ปญหาคลื่นช็อกเอยีงสะทอนกับผนัง 

รูปที่ 7.10 แสดงตาขายภายหลังการปรับตัวแตละครั้งและเสนชั้นของคาความ
หนาแนนที่สัมพันธกัน  โดยเปนการคํานวณในระดับความแมนยําอันดับสอง จะเห็นไดวาวิธีการ
สรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดที่นําเสนอสามารถที่จะจับคล่ืนช็อกไดอยางถูกตอง ดวยการวาง
สามเหลี่ยมขนาดเล็กรอบ ๆ บริเวณคลื่นช็อก และขณะเดียวกันวางสามเหลี่ยมขนาดที่โตกวาใน
บริเวณอื่น ๆ และดังที่เคยกลาวในบทที่ 3 อัลกอริทึมที่ 3 มีขอเสียที่สําคัญเนื่องจากไมสามารถ
กําหนดสามเหลี่ยมขนาดเล็กที่ใกลเคียงกัน สําหรับบริเวณที่มีคล่ืนช็อกมากกวาหนึ่งและมีความ
แข็งแรงไมเทากัน และเมื่อเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากอัลกอริทึมที่ 4 ดังในรูปที่ 7.10(จ) และจาก
อัลกอริทึมที่ 3 ดังในรูปที่ 3.12 จะเห็นวาภาพเสนชั้นของคาความหนาแนนในรูปที่ 7.10(จ) มีขนาด
บางกวาและคมชัดกวาในรูปที่ 3.12 ซ่ึงสามารถแสดงศักยภาพของวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวไดที่นําเสนอไดเปนอยางดี   

สวนรูปที่ 7.11 แสดงเสนกราฟของคาความหนาแนนและความดันที่ตําแหนง 
 ซ่ึงจะเห็นวาผลลัพธที่ไดมีความแมนยําสูงมาก โดยที่สามเหลี่ยมแบบปรับตัวได

และวิธี RoeVLPA ในระดับความแมนยําอันดับสอง สามารถจับคล่ืนช็อกตกกระทบไดภายใน 3 จุด
ตอ (2 ปริมาตรควบคุม) และจับคล่ืนช็อกสะทอนไดภายใน 2 จุดตอ (1 ปริมาตรควบคุม) ซ่ึงนับวา

[ ] 5.0,4,1 =∈ yx
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เปนผลลัพธที่มีความถูกตองแมนยําสูงมากสําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม เมื่อ
เปรียบเทียบกับการใชปริมาตรควบคุมสามเหลี่ยมแบบมีระเบียบขางตน  ปริมาตรควบคุม
สามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดจะมีประสิทธิภาพที่ดีกวา 

(ค) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 2 และเสนชั้นความหนาแนน 

(ก) ตาขายเริ่มตนและเสนชัน้ความหนาแนน 

(ข) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 1 และเสนชั้นความหนาแนน 

(ง) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 3 และเสนชั้นความหนาแนน 

(จ) ตาขายปรับตัวไดคร้ังที่ 4 และเสนชั้นความหนาแนน 

 

รูปที่ 7.10  ตาขายแบบปรับตัวไดและเสนชั้นความหนาแนนคํานวณดวยระดับความแมนยํา 
  อันดับสองของปญหาคลื่นช็อกเอียงสะทอนกับผนัง 
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ผลเฉลยแมนตรง 
วิธี RoeVLPA 

(ก) ความหนาแนน 

(ข) ความดัน  

รูปที่ 7.11  เปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงและวิธี RoeVLPA ระดับความแมนยํา 
  อันดับสองของปญหาคลื่นช็อกเอียงสะทอนกับผนัง 

7.4  การประยกุตกับปญหาทีมี่ความซับซอน 

สําหรับปญหาตัวอยางที่นํามาใชในการทดสอบเสถียรภาพ และประสิทธิภาพของ
กระบวนการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดและวิธี RoeVLPA ที่ถูกนําเสนอในงานวิจัยนี้ เปน
ปญหาในสองมิติที่มีความซับซอนมากกวาปญหาในหัวขอที่แลว และมักกอใหเกิดปรากฏการณ
ของการไหลที่มีความซับซอน ดังนั้นในการตรวจสอบความถูกตองของผลลัพธที่ไดจาการคํานวณ
อาจตองอาศัยการเปรียบเทียบกับผลการทดลอง (ในกรณีที่มีผลการทดลอง) และในบางกรณีอาจใช
วิธีการเปรียบเทียบกับผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยวิธีอ่ืนที่แตกตางออกไป หรือเปรียบเทียบกับ
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ผลลัพธที่ถูกนําเสนอโดยนักวิจัยทานอื่น ๆ โดยปญหาที่นํามาทดสอบประกอบดวยปญหาการไหล
ทั้งในสภาวะคงตัวและสภาวะไมคงตัว บนปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยมแบบมีระเบียบและ
แบบไรระเบียบและมีการปรับตัวได 

7.4.1  ปญหาการไหลหมายเลขมัค 2 ผานชองแคบทํามมุ 15o

ปญหาการไหลหมายเลขมัค 2 ผานชองแคบทํามุม 15o (Mach 2 flow in a 15o 
channel) [47] เปนปญหาที่กําหนดใหของไหลความเร็วเหนือเสียง 2 เทา วิ่งผานภายในพื้นที่ของ
ชองแคบทํามุม 15o  จากซายมาขวามือดังปรากฏในรูปที่ 7.12 โดยจะกอใหเกิดคลื่นช็อกและคลื่น
ขยายไปพรอมกัน โดยคลื่นช็อกตกกระทบกับผนังดานบนของชองแคบไดกอใหเกิดปรากฏการณ
การสะทอนของมัค (Mach Reflection) [72] และนอกจากนี้ยังเปนปญหาที่แสดงใหเห็น
ปรากฏการณการตกกระทบซึ่งกันและกันระหวางคลื่นช็อกสะทอนและคลื่นขยาย 
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รูปที่ 7.12  ปญหาการไหลหมายเลขมัค 2 ผานชองแคบทํามุม 15o

รูปที่ 7.13 และ 7.14 แสดงผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยํา
อันดับหนึ่งบนตาขายเริ่มตนและตาขายปรับตัวไดครั้งสุดทายตามลําดับ เมื่อสังเกตจากลักษณะของ
เสนชั้นของความหนาแนน ความดัน และหมายเลขมัค สามารถเห็นความแตกตางของความคมชัด
ของคลื่นช็อกอยางชัดเจน ดังนั้นวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดจึงมีความสําคัญสําหรับการ
แกปญหาการไหลแบบอัดตัวที่ความเร็วสูง เพราะการวางปริมาตรควบคุมขนาดเล็กลงในบริเวณที่
เกิดความไมตอเนื่องไดอยางถูกตองและเหมาะสม นอกจากชวยใหเกิดการประหยัดจํานวนปริมาตร
ควบคุมที่ตองใชในการคํานวณเพื่อใหไดความคมชัดของคลื่นช็อกเทา ๆ กันแลว ยังชวยใหการ
คํานวณมีประสิทธิภาพมากยิ่งขึ้น แตอยางไรก็ตามดังที่เคยกลาวมาแลวขางตน การคํานวณดวย
ระดับความแมนยําอันดับหนึ่ง ถึงแมวาการประยุกตใชวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได
สามารถใหผลลัพธที่มีความคมชัดมากขึ้น แตอาจจะไมไดชวยเพิ่มความถูกตองของผลลัพธ ดังนั้น 
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จึงควรที่จะทําการทดสอบปญหาเดียวกันนี้กับการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับสองอีกครั้ง 
เพื่อใหมั่นใจไดวาผลลัพธที่ไดมีความถูกตองอยางแทจริง 

(ข) เสนชั้นความหนาแนน 

(ค) เสนชั้นความดัน 

(ก) ตาขายเริ่มตน 

(ง) เสนชั้นหมายเลขมัค 
 

รูปที่ 7.13  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 2 ผานชองแคบ 
  ทํามุม 15o บนตาขายเริ่มตนดวยระดับความแมนยําอันดบัหนึ่ง 
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(ข) เสนชั้นความหนาแนน 

(ค) เสนชั้นความดัน 

(ก) ตาขายปรับตัวไดคร้ังสุดทาย 

(ง) เสนชั้นขหมายเลขมัค  

รูปที่ 7.14  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 2 ผานชองแคบ 
  ทํามุม 15o บนตาขายปรับตัวไดดวยระดับความแมนยําอันดับหนึ่ง 

รูปที่ 7.15 และ 7.16 แสดงผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยํา
อันดับสองบนตาขายเริ่มตนและตาขายปรับตัวไดครั้งสุดทายตามลําดับ เมื่อเปรียบเทียบระหวางรูป
ที่ 7.14 และ 7.16 จะเห็นวาผลลัพธจากคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับสองแสดงใหเห็นถึง
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ปรากฏการณการสะทอนของมัค ซ่ึงจากการคํานวณพบวาปรากฏการณการสะทอนของมัคจะ
ปรากฏเมื่อมุมยกระดับเกินกวา 12.9o และในกรณีนี้มุมยกระดับเทากับ 15o แสดงวาผลลัพธจาก
คํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับสองมีความถูกตองมากกวาที่ไดจากการคํานวณดวยระดับ
ความแมนยําอันดับสอง 

(ข) เสนชั้นความหนาแนน 

(ค) เสนชั้นความดัน 

(ก) ตาขายเริ่มตน 

(ง) เสนชั้นหมายเลขมัค 
 

รูปที่ 7.15  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 2 ผานชองแคบ 
  ทํามุม 15o บนตาขายเริ่มตนดวยระดับความแมนยําอันดบัสอง 
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(ข) เสนชั้นความหนาแนน 

(ค) เสนชั้นความดัน 

(ก) ตาขายปรับตัวไดคร้ังสุดทาย 

(ง) เสนชั้นหมายเลขมัค 
 

รูปที่ 7.16  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 2 ผานชองแคบ 
  ทํามุม 15o บนตาขายปรับตัวไดดวยระดับความแมนยําอันดับสอง 
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7.4.2  ปญหาการไหลหมายเลขมัค 3 ผานชองลูเขาและลูออก 

ปญหาการไหลหมายเลขมัค 3 ผานชองลูเขาและลูออก (Mach 3 flow in a 
divergent-convergent channel) [48] เปนปญหาที่กําหนดใหของไหลความเร็วเหนือเสียง 3 เทา วิ่ง
ผานภายในพื้นที่ของชองแคบลูเขาและลูออกจากซายมาขวามือดังปรากฏในรูปที่ 7.17 โดยจะ
กอใหเกิดคล่ืนช็อกและคลื่นขยายที่ซับซอนไปพรอม ๆ กัน  

0.0200 0.0300 
0.0172 

0.3118 

0.1056 
0.1559 

0.2415 

  
M = 3 

 

รูปที่ 7.17  ปญหาการไหลหมายเลขมัค 3 ผานชองลูเขาและลูออก 

รูปที่ 7.18 และ 7.19 แสดงผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยํา
อันดับหนึ่งบนตาขายเริ่มตนและตาขายปรับตัวไดครั้งสุดทายตามลําดับ เมื่อสังเกตจากลักษณะของ
เสนชั้นของความหนาแนน ความดัน และหมายเลขมัค สามารถเห็นความแตกตางของความคมชัด
ของคลื่นช็อกอยางชัดเจน โดยเฉพาะอยางยิ่งคลื่นช็อกสะทอนจากขอบลางดานปลายของชองลูออก 
ซ่ึงเปนคลื่นช็อกที่มีพลังงานต่ํากวาคลื่นช็อกสะทอนจากขอบลางดานตนของชองลูเขา ถาหาก
ปริมาตรควบคุมมีขนาดไมเล็กเพียงพอก็จะไมสามารถใหผลลัพธที่สามารถแสดงคลื่นช็อกสะทอน
จากขอบลางดานปลายของชองลูออกไดอยางชัดเจน เชนเดียวกับคลื่นสะทอนจากขอบบนดาน
ปลายของชองลูออกอันเปนผลเนื่องมาจากการตกกระทบกับผนังดานบนของคลื่นขยายที่เกิดจาก
ขอบลางดานตนของชองลูออก  ดังนั้นจึงเปนอีกตัวอยางที่ยืนยันถึงความสําคัญของวิธีการสราง
สามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดสําหรับการแกปญหาการไหลแบบอัดตัวที่ความเร็วสูง แตอยางไรก็ตาม
ดังที่เคยกลาวมาแลวขางตน เมื่อพิจารณาจากตาขายหลังปรับตัวไดคร้ังสุดทายดังที่แสดงในรูปที่ 
7.19(ก) จะเห็นวาสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตามแนวคลื่นช็อกสะทอนจากขอบลางดานปลายของ
ชองลูออก มีขนาดโตขึ้นตามทิศทางการไหลของของไหลแทนที่จะมีขนาดเล็กอยางสม่ําเสมอตลอด
แนวของคลื่นช็อกสะทอนดังกลาว ซ่ึงสงผลใหความคมชัดของแนวคลื่นช็อกสะทอนลดนอยลง
เชนกัน ทั้งนี้เนื่องจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับหนึ่งใหผลลัพธที่มีการกระจายเชิง
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ตัวเลขสูงเกินไป และสามารถพิสูจนไดโดยการเปรียบเทียบกับผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวย
ระดับความแมนยําอันดับสองดังแสดงในรูปที่ 7.20 และ 7.21 

(ข) เสนชั้นความหนาแนน 

(ค) เสนชั้นความดัน 

(ก) ตาขายเริ่มตน 

(ง) เสนชั้นหมายเลขมัค 
 

รูปที่ 7.18  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 3 ผานชองลูเขาและ 
  ลูออกบนตาขายเริ่มตนดวยระดับความแมนยําอันดับหนึง่ 

รูปที่ 7.20 และ 7.21 แสดงผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยํา
อันดับสองบนตาขายเริ่มตนและตาขายปรับตัวไดคร้ังสุดทายตามลําดับ เมื่อเปรียบเทียบเสนชั้นของ
ผลลัพธดังที่ถูกแสดงในรูปที่ 7.18 และ 7.19 จะเห็นไดวาเสนชั้นของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณ
ดวยระดับความแมนยําอันดับสองมีความคมชัดมากกวา โดยเฉพาะคลื่นช็อกสะทอนจากขอบลาง
ดานปลายของชองลูออก โดยปรากฏเปนเสนตรงที่มีความบางและคมชัดมากกวาที่ปรากฏในรูปที่ 
7.19 ซ่ึงสอดคลองกับการที่สามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดตามแนวคลื่นช็อกสะทอนจากขอบลางดาน
ปลายของชองลูออก มีขนาดเล็กคอนขางสม่ําเสมอตลอดแนวของคลื่นช็อกสะทอนดังกลาว แสดง
ใหเห็นวาวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดและวิธี RoeVLPA ที่นําเสนอสามารถที่จะนํามา
ประยุกตใชงานรวมกัน สําหรับแกปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงใน
สภาวะคงตัวไดเปนอยางดี สวนการแกปญหาการไหลแบบไมหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงใน
สภาวะไมคงตัวจะไดกลาวถึงในเนื้อหาสวนถัดไป 
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(ข) เสนชั้นความหนาแนน 

(ค) เสนชั้นความดัน 

(ก) ตาขายปรับตัวไดคร้ังสุดทาย 

(ง) เสนชั้นหมายเลขมัค  

รูปที่ 7.19  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 3 ผานชองลูเขาและ 
  ลูออกบนตาขายปรับตัวไดดวยระดับความแมนยําอันดับหนึ่ง 

(ข) เสนชั้นความหนาแนน 

(ค) เสนชั้นความดัน 

(ง) เสนชั้นหมายเลขมัค 
 

รูปที่ 7.20  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 3 ผานชองลูเขาและ 
  ลูออกบนตาขายเริ่มตนดวยระดับความแมนยําอันดับสอง 
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(ข) เสนชั้นความหนาแนน 

(ค) เสนชั้นความดัน 

(ก) ตาขายปรับตัวไดคร้ังสุดทาย 

(ง) เสนชั้นหมายเลขมัค  

รูปที่ 7.21  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 3 ผานชองลูเขาและ 
  ลูออกบนตาขายปรับตัวไดดวยระดับความแมนยําอันดับสอง 

7.4.3  ปญหาการไหลหมายเลขมัค 1.4 ผานผนงันนู 4% 

ปญหาการไหลหมายเลขมัค 1.4 ผานผนังนูน 4% (Mach 1.4 flow past a 4% 
bump) [34,73] เปนปญหาที่กําหนดใหของไหลความเร็วเหนือเสียง 1.4 เทา วิ่งผานผานผนังนูน 4% 
ดังปรากฏในรูปที่ 7.22 โดยจะกอใหเกิดการชนกันของคลื่นช็อกและที่ซับซอน  

M = 1.4 
1.0 

1.0 1.0 1.0 
x 

y 

 

รูปที่ 7.22  ปญหาการไหลหมายเลขมัค 1.4 ผานผนังนนู 4% 
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(ข) เสนชั้นความหนาแนนไดจากตาขายเริม่ตน 

(ค) ตาขายปรับตัวไดคร้ังสุดทาย 

(ก) ตาขายเริ่มตน 

(ง) เสนชั้นความหนาแนนไดจากตาขายปรับตัวไดคร้ังสุดทาย 
 

รูปที่ 7.23  ผลลัพธการคํานวณปญหาการไหลหมายเลขมคั 1.4 ผานผนังนูน 4% 
  บนตาขายปรบัตัวไดดวยระดับความแมนยําอันดับสอง 
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จากตัวอยางที่ผาน ๆ มาขางตนไดแสดงใหเห็นถึงขอดอยของผลลัพธที่ไดจากการ
คํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับหนึ่ง ดังนั้น การแกปญหาตัวอยางนับแตนี้เปนตนไปจะ
นําเสนอเฉพาะผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับสองเทานั้น โดยรูปที่ 7.23 
แสดงผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระดับความแมนยําอันดับสองบนตาขายเริ่มตนและตาขาย
ภายหลังการปรับตัวครั้งสุดทาย เนื่องจากลักษณะของเสนชั้นของความหนาแนนและความดันของ
ปญหานี้มีลักษณะคลายคลึงกันมาก จึงเลือกที่จะนําเสนอเฉพาะเสนชั้นของหนาแนนเทานั้น และ
เมื่อสังเกตจากลักษณะของเสนชั้นของความหนาแนน สามารถเห็นไดวาลักษณะของคลื่นช็อกที่
ปรากฏไมวาจะเปนคล่ืนช็อกตกกระทบ  คล่ืนช็อกสะทอน  การสะทอนของมัค หรือการมี
ปฏิสัมพันธกันระหวางคล่ืนช็อกมีความคมชัดและชัดเจนมาก และเปนอีกหนึ่งตัวอยางที่ยืนยันถึง
ความสําคัญของวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดสําหรับการแกปญหาการไหลแบบอัดตัวท่ี
ความเร็วสูง และเพื่อเปนการตรวจสอบความถูกตองของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณ รูปที่ 7.24 
แสดงเสนกราฟของความหนาแนนตลอดแนวผนังดานบนของโดเมน  ( [ ] 0.1,3,0 =∈ yx ) 
เปรียบเทียบกับผลลัพธจากเอกสารอางอิง [73] ซ่ึงเปนคํานวณโดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
บนเอลิเมนตรูปส่ีเหล่ียม ซ่ึงผลลัพธที่ไดมีความใกลเคียงกันมาก แตเสนช็อกที่ไดจากวิธี RoeVLPA 
มีความคมชัดและถูกตองมากกวา 
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วิธี RoeVLPA 
จากเอกสารอางอิง [73] 

รูปที่ 7.24  การเปรียบเทียบคาความหนาแนนตลอดผนังบนของปญหาการไหล 
  หมายเลขมัค 1.4 ผานผนังนนู 4% กับระเบยีบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
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7.4.4  ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o  

ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o (Diffraction of a Mach 2 shock over a 
90o corner) [47,48,74] เปนปญหาที่เหมือนกับที่ไดอธิบายในหัวขอ 6.1.2 และใชโดเมน เดียวกับที่
ปรากฏในรูปที่ 6.4 โดยกําหนดใหคล่ืนช็อกตั้งฉาก (normal shock) หมายเลขมัค 2 เคลื่อนที่จาก
ดานซายมายังดานขวามือ และเมื่อคล่ืนช็อกตั้งฉากเคลื่อนที่ผานมุมหักลงดานลาง 90 องศา ก็จะเกิด
การกระจายของคลื่นช็อกตั้งฉากตรงมุมหัก โดยเกิดการเปลี่ยนรูปของคลื่นช็อกตั้งฉาก ซ่ึงกอใหเกิด
คล่ืนช็อก คล่ืนขยาย ผิวสัมผัสไมตอเนื่องและการหมุนตัวของเสนตรีม (streamline) จนเกิด
ปรากฏการณวอเท็กซ (vortex)  

รูปที่ 7.25 แสดงเสนชั้นของความหนาแนนที่ไดจากการคํานวณที่เวลาตาง ๆ กัน 
โดยเมื่อพิจารณาจากภาพที่ 7.25(จ) ซ่ึงแสดงผลลัพธที่เวลา 0.5 จะเห็นวา คล่ืนช็อกตกกระทบ (A) 
ยังคงรูปในสวนบนของโดเมนและเคลื่อนที่มาทางดานขวา สวนดานลางของคลื่นช็อกตกกระทบ
ไดเปลี่ยนรูปเปนคล่ืนช็อกกระจาย (diffracted shock, B) และขณะเดียวกันสถานะการไหลที่
เคลื่อนที่สูทิศตนน้ําก็ปรากฏเปนคลื่นขยายสะทอนกลับ (reflected expansion wave, C) ซ่ึงการ
ขยายตัวของคลื่นขยายสะทอนกลับไดกอใหเกิดเสนสตรีมแยกออกมา (separation streamline, D) 
และคลื่นช็อกดานหลัง (rearward-facing shock wave, E) เปนสวนที่เกิดขึ้นเพื่อใหเกิดความเชื่อมตอ
ระหวางคลื่นขยายและคลื่นช็อกกระจาย และเสนสตรีมไดเกิดการมวนตัวเปนวอเท็กซ (vortex, F) 
โดยถาหากหมายเลขมัคของคลื่นช็อกตกกระทบสูงเพียงพอ ปรากฏการณวอเท็กซก็จะไมปรากฏให
เห็นอยางชัดเจนอีกตอไป 

7.4.5  ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5.09 ผานมุม 90o

ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5.09 ผานมุม 90o (Diffraction of a Mach 5.09 shock 
over a 90o corner) [47,48,74] เปนปญหาคลายกับที่อธิบายในหัวขอ 7.45 แตกําหนดคลื่นช็อกตั้ง
ฉากหมายเลขมัค 5.09 เคลื่อนที่จากดานซายมายังดานขวามือ รูปที่ 7.26 แสดงเสนชั้นของความ
หนาแนนที่ไดจากการคํานวณที่เวลาตาง ๆ กัน โดยเมื่อพิจารณาจากภาพที่ 7.26(จ) ซ่ึงแสดงผลลัพธ
ที่เวลา 0.25 จะเห็นวาปรากฏการณวอเท็กซไมปรากฏอยางชัดเจนเมื่อเปรียบเทียบกับปญหาที่แลว 
แตปรากฏการณของผิวสัมผัสไมตอเนื่องหรือสามารถเรียกอีกชื่อวาแผนวอเท็กซ (contact 
surface/vortex sheet, G) ปรากฏขึ้นอยางชัดเจนบริเวณดานหลังของคลื่นช็อกกระจาย (B) เพื่อแยก
สวนของการไหลเนื่องจากคลื่นช็อกกระจาย (B) ออกจากคลื่นช็อกตกกระทบ (A) 
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(ก) t = 0.1 (ข) t = 0.2 

(ค) t = 0.3 (ง) t = 0.4 

(จ) t = 0.5 

A 
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C 

D E 

F 

 

รูปที่ 7.25  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 ผานมุม 90o

  บนตาขายแบบมีระเบียบดวยระดับความแมนยําอันดับสอง 
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(ก) t = 0.01 (ข) t = 0.10 

(ค) t = 0.15 (ง) t = 0.20 

(จ) t = 0.25 
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รูปที่ 7.26  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 5.09 ผานมุม 90o

  บนตาขายแบบมีระเบียบดวยระดับความแมนยําอันดับสอง 



 

117 

 

7.4.6  ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ 

ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ (Mach 2 shock reflection 
over a wedge) [47,75] เปนปญหาที่กําหนดใหคล่ืนช็อกตั้งฉาก (normal shock) หมายเลขมัค 2 
เคล่ือนที่จากดานซายมายังดานขวามือดังแสดงในรูปที่ 7.27 สําหรับปญหานี้จะถูกใชในการทดสอบ
ประสิทธิภาพของวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได เนื่องจากเปนปญหาที่มีความซับซอนและ
เกิดปรากฏการณคล่ืนช็อกที่มีพฤติกรรมแตกตางกันมาก [54] และถาหากวิธีการสรางสามเหลี่ยม
แบบปรับตัวไดและระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชในการแกปญหาไมมีประสิทธิภาพ ก็จะไมสามารถจับ
คล่ืนช็อกตาง ๆ ของปญหาไดอยางถูกตอง 
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0.25 0.75 
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รูปที่ 7.27  ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ 

รูปที่ 7.28 แสดงเสนชั้นของความหนาแนนที่ไดจากการคํานวณที่เวลาตาง ๆ กัน 
โดยเมื่อพิจารณาจากภาพที่ 7.28(ง) ซ่ึงแสดงผลลัพธที่เวลา t = 0.017 จะเห็นวาคล่ืนช็อกตกกระทบ 
(incident shock, i) ปรากฏเปนเสนตรงในแนวตั้งอยางชัดเจนและไมปรากฏการแตกกระจายของ
เสนช็อกตรงบริเวณดานบนของโดเมน ขณะเดียวกันกานมัค (Mach stem, m) ก็ปรากฏเปนเสนตรง
ในแนวตั้งฉากกับพื้นระนาบยกระดับอยางชัดเจน และไมปรากฏปรากฏการณโปงนูนใหเห็น สวน
คล่ืนช็อกสะทอนกลับ (reflected shock, r) ก็ปรากฏเปนเสนโคงที่ชัดเจนเชนกัน สวนเสนสตรีม
แบงพื้นที่การไหล (slipstream, s) อาจจะไมสามารถแสดงไดอยางชัดเจนดวยเสนชั้นของความ
หนาแนน แตจะปรากฏอยางเดนชัดเมื่อใชเทคนิคการแสดงภาพ Shadowgraph ดังแสดงในรูปที่ 
7.29 ซ่ึงเห็นไดวาลักษณะของผลลัพธที่ไดมีความสอดคลองกับผลลัพธจากการทดลองที่ปรากฏใน
เอกสารอางอิง [75] 
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(ก) t = 0.0010 

(ข) t = 0.0045 

(ค) t = 0.0150 

(ง) t = 0.0170 
 

รูปที่ 7.28  เสนชั้นความหนาแนนของปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ 
  บนตาขายแบบปรับตัวไดดวยระดับความแมนยําอันดับสอง 
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(ก) ผลการทดลอง [75] 

(ข) วิธี RoeVLPA 
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รูปที่ 7.29  การเปรียบเทียบรูป shadowgraph จากการทดลองและการคํานวณของ 
  ปญหาคลื่นช็อกหมายเลขมัค 2 สะทอนบนผนังยกระดับ ที่เวลา t = 0.017 

 

 



บทที่  8 
บทสรุป ปญหาท่ีพบและขอเสนอแนะ 

 

การวิเคราะหปญหาการไหลแบบไรความหนืดมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะ
คงตัวและไมคงตัว ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอรสําหรับปริมาตรควบคุมรูปทรง
สามเหลี่ยม และการประมาณปริมาณฟลักซดวยวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว พรอมกับการ
ประยุกตวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดโดยอัตโนมัติดังที่กลาวมาแลวในบทที่ผาน ๆ มา 
สามารถสรุปประเด็นสําคัญ ตลอดจนปญหาที่พบและขอเสนอแนะสําหรับการวิจัยในอนาคต 
ดังตอไปนี้ 

 

8.1  บทสรุป 

วิทยานิพนธนี้ทําการศึกษาเรื่องการวิเคราะหปญหาการไหลแบบไรความหนืดมี
การอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว โดยการประยุกตวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวไดโดยอัตโนมัติเขากับปญหาที่ทําการวิเคราะห ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร   
สําหรับการแบงโดเมนออกเปนปริมาตรควบคุมรูปทรงสามเหลี่ยม และการประมาณปริมาณฟลักซ
ที่ไดจากการประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร จะใชวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซ
ของโรว  (Roe’s flux-difference splitting scheme) ซ่ึงเปนวิธีที่ใหความแมนยําสูงโดยเฉพาะความ
แมนยําของผลลัพธในบริเวณที่เกิดผิวสัมผัสไมตอเนื่อง สวนการคํานวณหาชวงเวลา (time step) ที่
เหมาะสม  สําหรับการแกระบบสมการออยเลอรในสองมิติเชิงตัวเลขดวยวิธีแบบชัดแจง (explicit 
method) อยางมีเสถียรภาพ ไดประยุกตจากวิธีที่นําเสนอโดยลินเดอรและโรว (Linde and Roe) และ
เพื่อใหไดผลลัพธที่มีความแมนยําสูง การแบงพื้นที่และเวลาอันดับสอง (second order spatial and 
temporal discretization) ภายใตแนวคิดของการฉายสถานะของการไหลจากจุดศูนยถวงของ
ปริมาตรควบคุมไปยังดานรวมของปริมาตรควบคุม จึงถูกนํามาประยุกตใชสําหรับปริมาตรควบคุม
รูปทรงสามเหลี่ยม  พรอมกันนั้นเพื่อใหระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมีเสถียรภาพในการแกปญหาที่มี
ความซับซอนดวยความถูกตองแมนยําของการแบงพื้นที่และเวลาอันดับสอง จึงจําเปนตองนําเอาตัว
จํากัดขอบเขต (limiter) ที่นําเสนอโดย Vankatakrishnan มาประยุกตใชดวยกัน 

วิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดที่นําเสนอในงานวิจัยนี้ เปนการปรับปรุง
ประสิทธิภาพจากงานกอนหนาของผูวิจัย [21] ดวยการปรับปรุงอัลกอริทึม AdaptiveRemeshing 
(อัลกอริทึมที่ 4) เสียใหม พรอม ๆ กับการนําเสนอฟงกชันการปรับขนาด (scaling function) เพื่อใช
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ในการแกไขขอบกพรองของตัวช้ีวัดขนาดความผิดพลาดชนิดอนุพันธยอยอันดับที่สอง สําหรับ
ปญหาที่สามารถใหผลลัพธที่เกิดความไมตอเนื่องภายในโดเมน เชน คล่ืนช็อก เปนตน และจากการ
ทดสอบกับฟงกชันกําหนดขนาดเอลิเมนตตาง ๆ พบวาวิธีที่นําเสนอสามารถกําหนดขนาด
สามเหลี่ยมไดอยางถูกตอง และสามารถวางตําแหนงของสามเหลี่ยมขนาดเล็กไดอยางถูกตอง 
นอกจากนี้สามเหลี่ยมที่ไดยังคงเปนสามเหลี่ยมที่มีคุณภาพสูง เพราะมีความใกลเคียงกับสามเหลี่ยม
ดานเทา ซ่ึงจะสงผลดีตอผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 

วิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวถึงแมวาจะใหผลลัพธที่มีความแมนยําสูง เมื่อ
เปรียบเทียบกับวิธีอ่ืน ๆ แตก็ยังมีขอเสียอยูหลายประการ โดยเฉพาะอยางยิ่งขอเสียดานความไร
เสถียรภาพเชิงตัวเลข ดังที่ไดแสดงในบทที่ 6 ที่ผานมา สามารถสรุปไดวาความไรเสถียรภาพเชิง
ตัวเลขของวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว สามารถแบงออกไดเปน 2 กลุมหลัก ๆ คือ กลุม
แรกเปนความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขในแงที่ผลลัพธที่ไดไมเปนจริงในทางปฎิบัติหรือผลลัพธที่ได
ไมเปนไปตามเงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซดังที่กลาวมาแลวในบทที่ 4 โดยสามารถกอใหเกิดความ
เปนไปไดใน 2 กรณี กรณีแรกเกิดคล่ืนช็อกขยาย (expansion shock) หรือกรณีที่สองกระบวนการ
แกปญหาลูออก (diverge) และทําใหสถานะของการไหล เชน คาความหนาแนนหรือคาความดัน
นอยกวาศูนย เปนตน  สวนกลุมที่สองเปนความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลขในแงที่ผลลัพธที่ไดไมเปน
จริงในทางปฎิบัติแตยังคงเปนไปตามเงื่อนไขเอนโทรปของแล็กซ เชน การเกิดปรากฏการณโปงนูน 
(carbuncle phenomena) เปนตน จากนั้นตัวอยางปญหาที่สามารถกอใหเกิดความไรเสถียรภาพเชิง
ตัวเลขทั้งสองกลุมไดถูกนํามาทดสอบกับวิธี RoeVL, RosSA และ RoePA ซ่ึงเปนวิธีที่ถูกนําเสนอ
โดยนักวิจัยในอดีตสําหรับใชแกไขปญหาดังกลาว และจากการทดสอพบวาแตละวิธีที่กลาวถึงไม
สามารถที่จะแกไขปญหาที่เกิดขึ้นกับทุก ๆ กรณีที่นํามาทดสอบ ดังนั้น ผูวิจัยจึงไดนําเสนอวิธี 
RoeVLPA ซ่ึงจากการทดสอบกับปญหาตาง ๆ พบวาสามารถแกไขปญหาที่เกิดขึ้นกับทุก ๆ กรณีที่
นํามาทดสอบ 

เมื่อทําการวิเคราะหถึงที่มาของปญหาโดยอาศัยแนวคิดของหลิว (Liou) ที่ไดตั้ง
ข อ สั ง เกตไว ว า  ระ เบี ยบวิ ธี เ ชิ งตั ว เ ลขใดก็ ต ามที่ ให ผล ลัพธ ในสมการอนุ รั กษมวล 

 สําหรับทุก ๆ M  เมื่อทําการคํานวณที่เวลามากขึ้นไป ความไรเสถียรภาพเชิง
ตัวเลข เชน ปรากฏการณโปงนูน สามารถที่จะเกิดขึ้นมาได ในทางกลับกันถาหากระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขใดก็ตามที่ใหผลลัพธในสมการอนุรักษมวล  สําหรับทุก ๆ M  ระเบียบ
วิธีเชิงตัวเลขสามารถที่จะมีเสถียรภาพมากพอที่จะไมกอใหเกิดความไรเสถียรภาพเชิงตัวเลข พบวา
วิธี RoeVLPA ที่ไดนําเสนอสอดคลองกับผลการวิเคราะหตามแนวคิดของหลิวเปนอยางดี และ
สอดคลองกับผลการทดสอบเชิงตัวเลขกับปญหาตาง ๆ ดังที่นําเสนอในบทที่ 6 

0),( ≠RL UUD

0),( =RL UUD
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สุดทายจึงทําการทดสอบความถูกตองและความมีเสถียรภาพ ของกระบวนการที่
นําเสนอโดยการผสมผสานการประยุกตวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวไดโดยอัตโนมัติเขากับ
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร   สําหรับการแบงโดเมนออกเปนปริมาตรควบคุมรูปทรง
สามเหลี่ยม และการประมาณปริมาณฟลักซดวยวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรว เพื่อการ
วิเคราะหปญหาการไหลแบบไรความหนืดมีการอัดตัวที่ความเร็วสูงในสภาวะคงตัวและไมคงตัว 
พบวา หลาย ๆ ปญหาไดใหผลลัพธที่สอดคลองกับผลเฉลยแมนตรง และสําหรับปญหาที่มีความ
ซับซอนและไมมีผลเฉลยแมนตรง วิธีที่นําเสนอก็สามารถใหผลลัพธที่คอนขางแมนยําเมื่อ
เปรียบเทียบกับผลลัพธที่ไดจากการทดลอง 

 

8.2  ปญหาท่ีพบ 

สําหรับปญหาที่พบในขณะดําเนินการวิจัย สามารถแบงออกไดเปน 2 ประเด็น
ดังนี้ ประเด็นแรก เปนปญหาเกี่ยวกับวิธีการสรางสามเหลี่ยมแบบปรับตัวได ถึงแมวาวิธีที่นําเสนอ
จะใหผลลัพธเปนที่นาพอใจ และสามารถประยุกตใชกับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการแกไขปญหาได
เปนอยางดี แตก็ยังมีจุดออนในหลายประเด็น เชน การที่ไมสามารถกําหนดคาพารามิเตอรบางตัว 
เชน , , minh maxh minχ  หรือ maxχ  เปนตน ไดอยางอัตโนมัติ จึงสงผลใหการใชงานอาจจะประสบ
กับความยุงยากสําหรับผูใชที่ขาดประสบการณ หรือการที่จําเปนตองทําการสรางสามเหลี่ยมแบบ
ปรับตัวไดหลาย ๆ คร้ัง เพื่อใหไดผลลัพธที่มีความถูกตองและสามารถแสดงผลไดอยางคมชัด ซ่ึง
ความจําเปนดังกลาวทําใหตองเสียเวลาพอสมควรกับการแกไขปญหาในแตละครั้ง โดยเฉพาะอยาง
ยิ่งเมื่อนํามาใชแกปญหาการไหลในสภาวะไมคงตัว และถาหากปญหามีขนาดใหญอาจจะตองใช
เวลาในการประมวลผลคอนขางมากทีเดียว 

ประเด็นที่สอง เปนปญหาเกี่ยวกับการแกไขความไรเสถียรภาพของวิธีการ
แบงแยกผลตางฟลักซของโรว ถึงแมวาวิธี RoeVLPA ที่นําเสนอจะสามารถแกไขปญหาตัวอยางที่
นําเสนอโดยนักวิจัยทานอื่น ๆ ไดทั้งหมดและสามารถนําไปประยุกตใชงานกับปญหาที่มีความ
ซับซอนจํานวนมากก็ตาม แตในทางทฤษฎีถึงแมเราจะสามารถพิสูจนการเพิ่มปริมาณการกระจาย 
(dissipation) ที่กําหนดใหกับวิธี RoeVLPA เปนการกระทําที่ถูกตอง แตไมสามารถพิสูจนไดอยาง
ชัดเจนวาปริมาณการกระจาย (dissipation) ที่กําหนดใหกับวิธี RoeVLPA นั้นเปนปริมาณที่
เหมาะสมหรือไม ดังนั้น จึงไมอาจสรุปไดอยางสมบูรณแบบวาวิธี RoeVLPA สามารถใชไดผลกับ
ทุก ๆ กรณีของการไหล 
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ดังนั้น ขอจํากัดที่พบใน 2 ประเด็นขางตน จึงควรที่จะไดรับการวิจัยเพิ่มเติม เพื่อ
กอใหเกิดความสมบูรณแบบกับระเบียบวิธีที่นําเสนอ และใหสามารถมั่นใจไดวากระบวนการ
แกปญหาดังกลาวสามารถประยุกตใชไดผลกับทุก ๆ กรณีของการไหลอยางมีเสถียรภาพ 

 

8.3  ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 

ดังที่ไดกลาวมาแลวในหัวขอท่ี 8.2 ขอจํากัดที่พบใน 2 ประเด็นขางตน ยังคงเปน
ประเด็นที่นาสนใจและควรที่จะไดรับการวิจัยเพิ่มเติม นอกจากนี้ถาหากกลับไปพิจารณาจากรูปที่ 
7.8 ของปญหาในหัวขอ 7.3.3 สามารถสังเกตไดวามีการสั่นของผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเกิดขึ้น
เฉพาะบริเวณแคบ ๆ ดานหลังของเสนช็อก แสดงวาวิธี RoeVLPA ที่นําเสนอไมสามารถแกไข
ปญหาการสั่นของผลลัพธ ซ่ึงผลกระทบของการสั่นของผลลัพธการคํานวณดังกลาวจะปรากฏ
ชัดเจนเมื่อนําวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวไปใชแกปญหาการไหลแบบหนืดแตมีการอัดตัว
ที่ความเร็วสูง โดยเฉพาะผลกระทบตอผลลัพธในพื้นที่ขอบชั้นของการไหล ดังนั้น จึงเปนอีก
ประเด็นที่นาสนใจ โดยเฉพาะอยางยิ่งเมื่อตองการนําวิธีการแบงแยกผลตางฟลักซของโรวไปใช
แกปญหาการไหลแบบหนืดแตมีการอัดตัวที่ความเร็วสูง ซ่ึงเปนปญหาที่มีความใกลเคียงกับ
พฤติกรรมการไหลของของไหลในธรรมชาติมากกวาปญหาการไหลแบบไมหนืด 
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