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บทที่ 1 
 

บทนํา 

 
1.1 ความเปนมา 
 

ในป ค.ศ. 1880 พี่นอง Jacques และ Pierre Curie ไดคนพบปรากฏการณเพียโซอิเล็กทริก และทําให

วัสดุเพียโซอิเล็กทริก (piezoelectric material) เปนที่รูจัก เนื่องจากวัสดุเพียโซอิเล็กทริกเปนวสัดุที่มีความ 

สามารถในการเปลี่ยนพลังงานกลเปนพลังงานไฟฟา หรือพลังงานไฟฟาเปนพลังงานกล ความสามารถนี้ทําให

วัสดุเพียโซอิเล็กทริกถูกนําไปประยุกตใชงานอยางแพรหลาย (Crawley, 1994; Rao และ Sunar, 1994) เชน 

อุปกรณตัวแปลงหรือทรานสดิวเซอร (transducer), อปุกรณตัวรับ (sensor) และอุปกรณตัวขับเรา (actuator) 

ใน smart structures หรือในระบบกลไฟฟาแบบจุลภาค (micro electro-mechanical systems; MEMS) โดยที่

ความสามารถในการเปลี่ยนพลังงานกลเปนพลังงานไฟฟา เชนเมือ่วัสดุเพียโซอิเล็กทริกไดรับแรงทางกลจะทําให

เกิดแรงดันไฟฟา (voltage) ในวัสดุเพียโซอิเล็กทริก ซึ่งคุณสมบัตินี้ถูกนําไปใชในการออกแบบอปุกรณตัวรับที่

แสดงถึงการเปลี่ยนรูปของโครงสราง และในทางกลับกัน ความสามารถในการเปลี่ยนพลังงานไฟฟาเปนพลังงาน

กล เชนเมื่อวสัดุเพียโซอิเล็กทริกไดรับแรงดันไฟฟา จะทําใหวัสดุเพียโซอิเล็กทริกเกิดการเสียรูปทางกล ซึ่ง

คุณสมบตัินี้ถูกนําไปใชในการออกแบบอุปกรณตัวขับเราเพื่อควบคุมการสั่นของโครงสราง  

 

วัสดุเพียโซอิเล็กทริกที่นํามาใชงานสวนใหญมีอยูสองรูปแบบคือ รูปแบบที่หนึง่เปนวัสดุเพียโซเซรามิก 

(piezoceramic) เชน Lead Zirconate Titanate (PZT) และ Barium Titanate (BaTiO3) เปนตน สวนรูปแบบที่

สองเปนวสัดุเพียโซโพลีเมอร (piezopolymer หรอื piezofilm) เชน Polyvinylidene Fluoride (PVDF) เปนตน

โดยที่วัสดุเพียโซเซรามิกผลิตโดยขบวนการผลิตเซรามิกทีม่ีอณุหภูมิสูง และภายใตสนามไฟฟาแรงสูง ซึ่งทาํให

วัสดุเพียโซเซรามิกที่ไดมีคุณสมบัติเปราะ และอาจเกิดรอยแตกหรือการวิบัติอยางฉับพลัน ทั้งทีเ่ปนการวิบัติทาง

กล (mechanical failure) เนื่องจากความเขมของหนวยแรง หรือเกิดความลมเหลวไดอิเล็กตริก (dielectric 

failure) เนือ่งจากความเขมของสนามไฟฟา และในทางปฏิบัติ วัสดุเพียโซอิเล็กทริกจะถูกนํามายึดหรือฝงใน

ชิ้นสวนของโครงสรางหรอืนําวัสดุเพียโซอิเล็กทริกมาขึ้นรูปรวมกับวัสดุอื่นๆ เชน โลหะ (metal) ตัวนํา (conductor) 

อีพอกซี (epoxy) หรือขึ้นรูปรวมกับวัสดุเพียโซอิเล็กทริกที่ตางชนิดกันมาเปนวัสดุเชิงประกอบเพื่อเพิ่มคุณสมบตั ิ

และความหลากหลายในการประยุกตใชงานในดานตางๆ การนําชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุ (วัสดุเชงิ

ประกอบสองวัสดุ) มาใชงานมักพบปญหาความเสียหายที่ตําแหนงรอยตอของวสัดุ ดังนัน้การศึกษาหนวยแรงที่

ตําแหนงรอยตอระหวางชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุจึงมีความสาํคัญ เพื่อลดความเสียหายที่อาจจะเกิดขึน้

จากการใชงาน 

 

งานวิจัยนี้จะเกี่ยวของกับการศึกษาวิเคราะหหนวยแรง ที่เกิดขึ้นภายในแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซ-

อิเล็กทริกสองวัสดุ (Piezoelectric bimaterial system) ที่มีความบกพรองหรือตําหนิ เชน รอยบาก รูกลวง หรือ
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โพรง ทีต่ําแหนงรอยตอของวสัดุดวยระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต ซึ่งเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขทีใ่ชในการคํานวณ

ขอปญหาคาขอบ (boundary value problem) โดยใชสมการปริพันธขอบเขตทางตรง (direct formulation)  

เนื่องจากระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต มีขอไดเปรียบในการศึกษาปญหาที่เกี่ยวของกับความเขมของหนวยแรง 

ปญหาทีม่ีความสมมาตร ปญหาทีม่ีโดเมนอนันต จากการวิเคราะหที่แบงเฉพาะขอบเขตรูปรางของปญหา

ออกเปนเอลิเมนตขอบเขตยอยๆ (boundary discretization) ในระเบียบวิธีบาวดารเีอลิเมนตชวยลดจํานวนของ

ระดับขั้นความเสรีและลดมิติของปญหาเมื่อเทยีบกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ในงานวจิัยนี้ใชแบบจําลอง

บริเวณยอย (subregion model) กบัการประกอบระบบสมการพีชคณิตหลายบริเวณ (multi-region assembly) 

เพื่อแบงรูปรางของปญหาออกเปนโดเมนยอยๆ (บรเิวณยอยๆ) ตามชนิดของวัสดุ หรอืแบงผานบริเวณที่ตองการ

จะศึกษา เพือ่ใชศึกษาคาพารามิเตอรตางๆ บนตําแหนงขอบเขต นอกจากนี้งานวิจัยนี้ไดทําการเพิ่มสวนของการ

คาํนวณหาผลเฉลยภายในโดเมน (domain solution) เพื่อใชศึกษาคาพารามิเตอรตางๆ ภายในโดเมนดวย 

 
1.2 งานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 
 การศึกษาแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกที่มีความบกพรองหรือตําหน ิ เชน รอยบาก รู โพรง ซึ่งมี

วิธีการศึกษาไดหลายวิธี ทั้งทีเ่ปนระเบียบวิธีเชิงวิเคราะห หรอืระเบียบวิธีเชิงตัวเลข เชน วิธีไฟไนตดิฟเฟอรเรนซ 

(finite difference method; FDM) วธิีไฟไนตเอลิเมนต (finite element method; FEM) และวิธีบาวดารีเอลิเมนต 

(boundary element method; BEM) ในที่นีจ้ะขอกลาวโดยสังเขปดงัตอไปนี้ 

 
1.2.1 การวิเคราะหหนวยแรงภายในชิ้นสวนเพยีโซอิเลก็ทริกที่มีความบกพรอง ดวยระเบยีบ

วิธีเชิงวิเคราะห 
 

 การวิเคราะหหนวยแรงที่เกิดขึ้นภายในชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกที่มีความบกพรอง ดวยระเบียบวิธีเชิง

วิเคราะห (analytical method) ซึ่งเปนการหาผลเฉลยแมนตรงของสมการเชิงอนุพนัธหรือสมการเชิงปริพันธของ

ปญหาทีต่องการศึกษา เริ่มจาก Sosa (1991) ไดศึกษาชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนนัตที่มีรูวงรี (ทิศทางรวูงรี

ตั้งฉากหรือขนานกับทิศโพลาไรเซชัน) ภายใตเงื่อนไขขอบเขตรอบรูโพรงปราศจากความเคนที่ผิวและประจุไฟฟา

ที่ผิว ซึ่งผลเฉลยแมนตรงเขียนอยูในพจนของศักยเชิงซอน (complex potential) ที่ไดมาจากฟงกชันของเลก็นิท-

สกีแบบขยาย (extended Lekhnitskii’s functions)  ตอมา Sosa และ Khutoryansky (1996) ไดทําการศึกษา

เพิ่มเติมโดยการพิจารณาเงื่อนไขทางไฟฟา (คํานึงถึงประจุไฟฟาที่ผิว) บนขอบเขตรอบรวูงร ี และทําการ

เปรียบเทียบผลลัพธ ซึ่งแสดงใหเห็นวา ถาอัตราสวนรูปรางรูวงรี (b/a) มากกวา 10-2 ผลลัพธที่คํานวณไดทั้งใน

กรณีที่คํานึงถงึประจุไฟฟาที่ผิวและกรณีที่ไมคํานึงถึงประจุไฟฟาที่ผิวจะใหผลลัพธที่สอดคลองกัน ในขณะที่

อัตราสวนรูปรางรูวงรทีี่เหมือนรอยแตก (b/a ≈ 10-4) จะสงผลใหเกิดความแตกตางของผลลัพธที่คํานวณได และ

เกิดความคลาดเคลื่อนของผลลัพธถาไมคํานึ่งถงึประจุไฟฟาที่ผิว  ตอมา Gao และ Fan (1998) ไดเขียนผลเฉลย

แมนตรงของปญหาเดียวกันกับ Sosa (1991) และ Sosa และ Khutoryansky (1996) แตไดพิจารณาใหชองวาง

ภายในรูโพรงเติมเต็มดวยอากาศ ในขณะที่ Xu และ Rajapakse (1999) ไดศึกษาชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริกแผน
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อนันตที่มีการกําหนดทิศทางความบกพรอง (defect orientation) ทีเ่อียงทํามมุใดๆ กบัทิศโพลาไรเซชัน ภายใต

เงื่อนไขขอบเขตรอบรโูพรงปราศจากความเคนที่ผิวและประจุไฟฟาที่ผิว โดยผลเฉลยแมนตรงทีค่ํานวณไดมาจาก

ฟงกชันของเลก็นิทสกีแบบขยาย แลวทําการทดสอบเปรียบเทียบ ซึ่งแสดงใหเห็นวาหนวยแรงวงแหวนและการ

กระจัดทางไฟฟาวงเหวน (hoop stress / electric displacement) รอบรูวงรีมลีักษณะสมมาตร เมื่อกําหนดให

ทิศทางของรวูงรขีนานหรอืตั้งฉากกับทิศโพลาไรเซชัน สวนกรณีที่ทิศทางของรูวงรีเอียงทํามมุกับทิศโพลาไรเซชัน 

คาผลลัพธรอบรูวงรีจะมีลักษณะไมสมมาตร 

 
1.2.2 การพัฒนาระเบยีบวิธีบาวดารีเอลิเมนตสําหรับชิ้นสวนเพยีโซอิเลก็ทริก 

 

การพัฒนาระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต สําหรับปญหาสองมิตขิองชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก ทั้งกรณีที่มี

ความบกพรอง และกรณีที่ไมมีความบกพรอง เริ่มมาจากการสรางสมการเชิงปริพันธขอบเขต (boundary 

integral equation; BIE) ของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก โดย Lee และ Jiang (1994) ที่เขยีนดวยวิธีการถวง

น้ําหนักเศษตกคาง (weighted residual method) โดยใชผลเฉลยหลักมูลเปนฟงกชันถวงน้าํหนกั (weighting 

function) ซึ่งผลเฉลยหลักมูลทีใ่ชไดมาจากการแปลงฟูเรียรสองชัน้ (double Fourier transform)  ตอมา Lee 

(1995) ไดนําสมการบาวดารีเอลิเมนตที่ไดไปดําเนินการกับตัวอยางปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนันตทีม่ี

รูวงกลมกลวง ภายใตแรงกระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟาแบบตางๆ  ในขณะที่ Lu และ Mehrenholtz (1994) 

ไดเขียนสมการบาวดารีเอลิเมนตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกดวยวิธีการแปรผัน (variational method) ซึง่จะทํา

ใหไดระบบสมการเมทริกซที่สมมาตร อยางไรก็ตามไมมกีารนําสมการบาวดารีเอลิเมนตที่ไดไปดําเนินการเชิง

ตัวเลขกับตัวอยางปญหา ตอมาการสรางสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสวนใหญ มักจะ

เขียนมาจากทฤษฎีสวนกลับของเบติ (Betti’s reciprocal theorem)  

 

 การประยุกตใชผลเฉลยหลักมูลในระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต โดย Ding และคณะ (1998) ไดนําผล

เฉลยหลักมูลที่เขยีนอยูในพจนของฟงกชันฮารมอนิก (harmonic function) ซึง่หามาจากทฤษฎีบทอลัมานซ ี

(Almansi’s theorem) มาประยุกตใชในสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก และไดนําสมการ

บาวดารีเอลิเมนตที่ไดไปดําเนินการกับตัวอยางปญหาแทงชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริกภายใตแรงดึงสม่ําเสมอ และ

ตัวอยางปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนนัตที่มีรูวงกลมหรอืรอยแตกตรงกลาง ภายใตแรงกระทําทางกล

หรือโหลดทางไฟฟา  ในขณะที่ Xu และ Rajapakse (1998) ไดนําผลเฉลยหลักมูลของ Rajapakse (1997) จาก

การแปลงปรพิันธฟูเรียร (Fourier integral transform) มาประยุกตใชในสมการเชิงปรพิันธขอบเขต และไดนํา

สมการบาวดารีเอลิเมนตที่ไดมาศึกษาชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริกที่มคีวามบกพรองหรอืตําหนิแบบตางๆ ภายใตแรง

กระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟา เพื่อหาหนวยแรง การกระจัดทางไฟฟา และสนามไฟฟา ที่ตําแหนงขอบรอบรู

วงรทีี่มีขนาดและรูปรางตางๆ  สวน Khutoryansky และคณะ (1998) ไดประยุกตใชผลเฉลยหลักมูลโดยประมาณ 

(approximate Green’s function) ที่ไดมาจากอนุกรมฟูเรียร (Fourier series) แลวนําสมการบาวดารีเอลิเมนตที่

ได มาทดสอบกับตัวอยางปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนันตที่มีรวูงกลม พบวาใหไดผลลัพธที่ถูกตอง

สอดคลอง และชวยเพิ่มประสิทธภาพความรวดเร็วในการคํานวณ  ตอมา Denda และ Lua (1999) ไดนําผลเฉลย

หลักมูลทีไ่ดมาจากฟงกชันตัวแปรเชิงซอนของสโตรห (Stroh’s complex variable formulation) สําหรับชิ้นสวน 
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เพียโซอิเล็กทริกมาประยุกตใชในสมการเชิงปริพันธขอบเขต อยางไรก็ตาม ไมมีการนําสมการบาวดารีเอลิเมนตที่

ไดไปดําเนินการเชิงตัวเลขกับตัวอยางปญหา 

 

 ตอมา Lu และ Fan (2001) ไดเสนอสมการปริพันธขอบเขตในรูปแบบเอกฐานอยางออน (weakly-

singular BIE) มาประยุกตใชกับปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกที่มีความบกพรอง ตําหนิ หรือช้ินสวนเปลือกบาง 

(thin shape) และไดนําสมการบาวดารีเอลิเมนตที่ไดไปศึกษาวิเคราะหหนวยแรงของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก 

PZT-4 ที่มีรวูงรแีคบๆ ภายใตแรงดึงสม่าํเสมอ (โดยการพิจารณาปญหาทัง้ในแบบหนึ่งโดเมนและสองโดเมน)  

ในขณะที่ Davi และ Milazzo (2001) ไดเสนอวิธีบาวดารีเอลิเมนตหลายโดเมน สาํหรับชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทรกิ

เพื่อศึกษากลศาสตรของรอยแตก โดยใชผลเฉลยหลักมูลที่ไดจากฟงกชันของเล็กนิทสกีดัดแปร (modified 

Lekhnitskii’s functions approach) และไดนําสมการบาวดารีเอลิเมนตที่ไดไปศึกษาปญหาชิ้นสวนเพียโซ-

อิเล็กทริก PZT-4 ทีม่ีรอยแตกกลางเอยีง 45 องศากับแนวนอน (พจิารณาปญหาในแบบสองโดเมน) ภายใตแรง

กระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟา  ตอมา Groh และ Kuna (2005) ไดประยุกตใชเทคนิคโดเมนยอย 

(subdomain technique) กับระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนตที่ใชผลเฉลยหลักมูลของ Khutoryansky และคณะ 

(1998) มาศึกษากลศาสตรของรอยแตก และไดนําสมการบาวดารีเอลิเมนตที่ไดไปดําเนินการกับตัวอยางปญหา

รอยแตกตั้งฉาก ใกลรอยตอของชิน้สวนเชิงประกอบของเพียโซอิเล็กทริกกับอีพอกซีเรซิน (PZT-5H / Epoxy 

resin bimaterial)  เมื่อเร็วๆ นี ้ Weian และ Wang (2005) ไดนําเสนอวิธีเสมือนบาวดารีเอลิเมนตอินทกิรลั 

(virtual boundary element integral method) สาํหรับชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก โดยใชผลเฉลยหลักมูลของ 

Ding และคณะ (1998) ซึ่งวิธีการนี้จะใชขอบเขตเสมือน (virtual boundary) เพือ่ชวยหลีกเลี่ยงการคํานวณ

ปริพันธเอกฐาน (ภาวะเอกฐาน) ทีจ่ะเกิดขึ้นบนขอบเขตจริง (real boundary) และไดนําไปดําเนินการกับ

ตัวอยางปญหาเดียวกันกับ Ding และคณะ (1998) พบวาใหไดผลลัพธที่ถูกตองและสอดคลอง 

 

จากงานวิจัยที่ไดกลาวมาขางตน สวนใหญเปนการพัฒนาและประยุกตใชระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต 

สําหรับการศึกษาวิเคราะหชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก (วัสดุชนิดเดียว) ทั้งที่ไมมีและมีความบกพรอง สวนในกรณี

การศึกษาวิเคราะหหนวยแรงที่เกิดขึ้นของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (วสัดุสองชนิดที่มีคุณสมบัติแตกตาง

กัน)  ที่มคีวามบกพรองหรอืตําหนิ เชน รอยบาก รูกลวง หรอืโพรง ทีต่ําแหนงรอยตอของวสัดุ และการคํานวณหา

ผลเฉลยภายในโดเมนยังไมไดถูกนํามาเสนอ 
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1.3 วัตถุประสงค 
 

วัตถุประสงคของงานวิจัยนี้ไดแก 

1 พัฒนาโปรแกรมบาวดารีเอลิเมนตสําหรับแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ 

2 ศึกษาหนวยแรงที่เกิดขึ้นในแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีความบกพรอง เชน 

รอยบาก รู หรือโพรง 

 
1.4 ขอบเขตการวิจัย 
 

งานวิจัยนี้ศึกษาปญหาของแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกเชิงเสน ที่มีคุณสมบัติเหมอืนกนัใน

ทิศทางตามขวาง (transversely isotropic) ตลอดในแตละชิ้นสวน ภายใตแรงกระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟา 

และไมมแีรงวัตถุ (body force) หรอืประจุอิสระ (free charge) ดวยการวิเคราะหเชิงสถิต (static analysis) โดย

ใชระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนตที่พิจารณาขอบเขตของปญหาในแบบสองโดเมน 

 
1.5 ประโยชนทีค่าดวาจะไดรับ 
 

ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากงานวิจัยมีดังตอไปนี้ 

1 เขาใจวิธีบาวดารีเอลิเมนตสําหรับปญหาในทางวิศวกรรมและสามารถประยุกตใชได 

2 เขาใจพฤติกรรมของแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีความบกพรอง ภายใตแรง

กระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟา 



บทที่ 2 
 

สมการพื้นฐานของแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเลก็ทริก 

 
สมการพื้นฐานของแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกเชิงเสน ทีใ่ชในงานวิจัยนี้ถูกนําเสนอโดย Parton 

และ Kudryavtsev (1988) ประกอบไปดวยสมการสมดุล สมการความสัมพันธระหวางความเคนกับความเครียด

และสนามไฟฟา (electric field) สมการความสัมพันธระหวางการกระจัดทางไฟฟา (electric displacement) กับ

ความเครียดและสนามไฟฟา สมการความสัมพันธระหวางความเครียดกับการเปลี่ยนตําแหนง สมการ

ความสัมพันธระหวางสนามไฟฟากับศักยไฟฟา (electric potential)  นอกจากนี้ยังมสีมการสําหรับเงือ่นไข

ขอบเขต ทั้งทีเ่ปนเงื่อนไขขอบเขตทางกล คือสมการความสัมพันธระหวางความเคนกับความเคนที่ผวิ และที่เปน

เงื่อนไขขอบเขตทางไฟฟา คือสมการความสมัพันธระหวางการกระจัดทางไฟฟากับประจุไฟฟาที่ผิว (surface 

electric charge) 

 
2.1 สมการสมดุล 
 

สมการสมดุลของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกในสองมิต ิและกฏของเกาส (Gauss’s law) สาํหรับไฟฟาสถิต 

(electrostatics) สามารถเขียนใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพนัธ ที่อยูในระบบพิกัดคารทีเซียน บนระนาบ x z−  ได

ดังนี ้ 

 

 0xx xz
xF

x z
σ σ∂ ∂

+ + =
∂ ∂

 (2.1ก) 

 

 0zx zz
zF

x z
σ σ∂ ∂

+ + =
∂ ∂

 (2.1ข) 

 

 x z
e

D D
x z

ρ∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (2.2) 

 
โดยที่ ijσ  คือความเคน  iF   คือแรงวัตถุ (body force) ตอหนึ่งหนวยปริมาตร  iD  คือการกระจัดทางไฟฟา 

หรือความหนาแนนฟลักซไฟฟา (electric flux density) เมื่อ , ,i j x z=   และ eρ  คือประจุไฟฟาวัตถุ (body 

charge) ตอหนึ่งหนวยปริมาตร หรือความหนาแนนประจุบนวัตถุ (charge density) ของประจุอิสระ 
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2.2 สมการความสมัพันธระหวางความเคน - ความเครียดและสนามไฟฟา                                 
และสมการความสมัพันธระหวางการกระจัดทางไฟฟา - ความเครียดและสนามไฟฟา 

 
ความสัมพันธของความเคนและการกระจัดทางไฟฟา ในรูปของความเครียดและสนามไฟฟา สําหรับ

แผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกบนระนาบ x z−  ที่มีคุณสมบัติเหมอืนกนัในทิศทางตามขวาง (transversely 

isotropic) ที่เกิดการจําแนกขั้วหรือโพลาไรเซชัน (polarization) ในทิศทางขนานแกน z   สามารถพิจารณาโดย

แบงตามลักษณะของปญหา คือสมการความสมัพันธสําหรับปญหาความเครียดในระนาบ (plane-strain) และ

สมการความสัมพันธสําหรับปญหาความเคนในระนาบ (plane-stress)  

 

การพิจารณาปญหาความเครียดในระนาบ x z−  ของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก คาความเครียดและ

สนามไฟฟาในทิศทางขนานแกน y  จะมีคาเทากับศูนย ( yyε , xyε , zyε  และ 0yE = ) ดังนั้นสามารถเขียน

สมการความสัมพันธของความเคนและการกระจัดทางไฟฟา ในรูปความเครียดและสนามไฟฟาไดดังนี ้

 
 11 13 31xx xx zz zc c e Eσ = ε + ε −  (2.3ก) 
 

 13 33 33zz xx zz zc c e Eσ = ε + ε −  (2.3ข) 
 

 44 152zx zx xc e Eσ = ε −  (2.3ค) 

 

 15 112x zx xD e Eκ= ε +  (2.4ก) 
 

 31 33 33z xx zz zD e e Eκ= ε + ε +  (2.4ข) 

 
โดยที่ 11c , 13c , 33c  และ 44c  คือคาคงตัวโมดูลัสยืดหยุน (elastic constants) ภายใตสนามไฟฟาคงที ่  31e , 

33e  และ 15e  คอืคาคงตัวเพียโซอิเล็กทริก (piezoelectric constants) 11κ  และ 33κ  คือคาคงตัวไดอิเล็กตริก 

(dielectric constants หรือ permittivity) ภายใตความเครียดคงที ่ 

 

สวนการพิจารณาปญหาความเคนในระนาบ x z−  ของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก คาความเคนและการ

กระจัดทางไฟฟาในทิศทางขนานแกน y  จะมีคาเทากับศูนย ( yyσ , xyσ , zyσ  และ 0yD = ) ดังนัน้สามารถ

เขียนสมการความสัมพันธของความเคนและการกระจัดทางไฟฟา ในรูปความเครียดและสนามไฟฟา ไดดัง

สมการ (2.3) และ (2.4) โดยการแทนทีค่าคงตัวของวัสดุ 11c , 13c , 33c , 31e , 33e  และ 33κ  ดวย 

( )2
11 12 11c c c− , ( )13 12 13 11c c c c− , ( )2

33 13 11c c c− , ( )31 12 31 11e c e c− , ( )33 13 31 11e c e c−  และ 

( )2
33 31 11e cκ +   ตามลําดับ 

 

สมการ (2.3) เปนสมการแสดงความสมัพันธของความเคน ในรูปความเครียดและสนามไฟฟา ทีเ่กิด

จาก “ผลทางออม” (indirect / converse piezoelectric effect) ของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก คือเมื่อวสัดุเพียโซ-
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อิเล็กทริกภายใตสนามไฟฟาในทิศทางเดียวกับทิศการโพลาไรซจะเกิดความเครียดอัด (compressive strain) ซึง่

ทําใหวัสดุเพียโซอิเล็กทริกเกิดการหดตัวหรือเปลี่ยนรูป (deformation) ไปจากเดิม และหากกลับทิศของ

สนามไฟฟาจะเกิดความเครียดดึง (tensile strain) ซึ่งทําใหวัสดุเพียโซอิเล็กทริกเกิดการขยายตัว ดังรูปที่ 2.1ข   

 

สมการ (2.4) เปนสมการแสดงความสัมพันธระหวางการกระจัดทางไฟฟา ในรูปความเครียดและ

สนามไฟฟา ซึ่งเกิดจาก “ผลทางตรง” (direct piezoelectric effect) ของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก คอืเมื่อวสัด ุ

เพียโซอิเล็กทริกไดรับแรงหรือความเคนทางกล (mechanical force / stress) จะเหนี่ยวนําใหเกิดประจุไฟฟาหรือ

แรงดันไฟฟา (voltage) ตัวอยางเชน เมื่อนําวงจรตอเขากบัวัสดุเพียโซอิเล็กทริกภายใตแรงอัดจะมีกระแสไฟฟา

ไหลเขาวงจร และหากเปลี่ยนเปนแรงดึงจะเกิดกระแสไฟฟาไหลออกจากวงจรในทิศทางตรงกันขาม ดังรูปที่ 2.1ก 

 
2.3 สมการความสมัพันธระหวางความเครียดกับการเปลีย่นตําแหนง  และสมการความสมัพันธ

ระหวางสนามไฟฟากับศกัยไฟฟา 
 

ความสัมพันธระหวางความเครียดกับการเปลี่ยนตําแหนง และความสัมพันธระหวางสนามไฟฟากับ

ศักยไฟฟาในสองมิติ สําหรับของแข็งทีม่ีความยืดหยุนและเกี่ยวกับไฟฟา (electroelastic solid) ที่วางตัวอยูใน

ระนาบ x z−  สามารถเขียนเปนสมการความสัมพันธไดดังนี้  
 

 x
xx

u
x

∂
ε =

∂
 (2.5ก) 

 

 z
zz

u
z

∂
ε =

∂
 (2.5ข) 

 

 
1
2

xz
zx

uu
x z

∂∂⎛ ⎞ε = +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 (2.5ค) 

 

 xE
x
φ∂

= −
∂

 (2.6ก) 

 

  zE
z
φ∂

= −
∂

 (2.6ข) 

 
โดยที่ xu  และ zu   คือการเปลี่ยนตําแหนงในทิศทาง x  และ z  ตามลําดับ และ φ  คือศักยไฟฟา  
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2.4 สมการความสมัพันธระหวางความเคนกับความเคนทีผ่ิว และสมการความสมัพันธระหวางการ
กระจัดทางไฟฟากับประจุไฟฟาที่ผิว 

 

ความสัมพันธระหวางความเคนกับความเคนที่ผวิ และความสัมพันธระหวางการกระจัดทางไฟฟา กับ

ประจุไฟฟาที่ผิว ในสองมิต ิที่อยูในระนาบ x z−  สามารถเขียนเปนสมการความสัมพันธไดดังนี้  

 

 x xx x xz zn nτ σ σ= +  (2.7ก) 
 

 z zx x zz zn nτ σ σ= +  (2.7ข) 

 

 x x z zq D n D n= − −  (2.8) 

 
โดยที่ xτ  และ zτ  คือความเคนที่ผิวในทิศทาง x  และ z  ตามลําดับ และ q  คือประจุไฟฟาที่ผิว สวน xn  

และ zn  เปนโคไซนแสดงทศิทาง (direction cosines) ของมุมระหวางเวคเตอรหนึ่งหนวย n̂  ที่ตั้งฉากกับผิว 

เทียบกับแกน x  และ z  ตามลาํดับ ณ จุดที่กําลังพิจารณา โดยที่ 

 

 ˆ ˆˆ ˆˆ   x z
n z xn n i n k i k
n η η

∂ ∂
= = + = −

∂ ∂
 (2.9) 

 
2.5 ผลเฉลยหลักมูล 
 

การสรางสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก จําเปนตองทราบถึงผลเฉลยที่สอด 

คลองกับสมการเชิงอนพุันธของปญหา (governing differential equation) ภายใตน้ําหนกับรรทุกหรือประจุ

ไฟฟาหนึง่หนวยภายในโดเมนอนันต และผลเฉลยที่ไดนี้เรียกวา “ผลเฉลยหลักมูล” (fundamental solution) 

หรือ “ฟงกชันของกรีน” (Green’s function)  

 

 การหาผลเฉลยหลักมูล สําหรับปญหาแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก สามารถทําไดหลายวิธี เชน 

วิธีฟงกชันหนวยแรง (stress function method) วิธีฟงกชันตัวแปรเชิงซอน (complex variable function 

method) และวิธีการแปลงฟูเรียร (Fourier transform method) สําหรับในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชการหาผล

เฉลยหลักมูลดวยวิธีการแปลงฟูเรียร โดยเริ่มจากการเขียนสมการเชิงอนุพนัธยอยของปญหาในรูปอนุพันธของ

การเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟา แลวแทนผลเฉลยทั่วไปสําหรับการเปลี่ยนตําแหนง xu , zu  และศักยไฟฟา φ  

ที่เขยีนอยูในรูปแบบอนิทิกรัลฟูเรียรที่สอดคลองกบัปญหา แลวพิจารณาหารากลักษณะเฉพาะ (characteristic  

root) ที่เหมาะสม  
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  กําหนดใหการแปลงฟูเรียรของฟงกชัน ( ),f x z  เทียบกับตัวแปร x  เขียนแทนดวย ( ),f zξ  เมือ่ 

ξ  คือพารามิเตอรของการแปลงฟูเรียร (Fourier transforms parameter) และเครื่องหมาย “     ” ที่ปรากฏบน

ฟงกชันหมายถึงการแปลงฟงกชันดังกลาวใหอยูในโดเมนของฟูเรียรดังนี ้
 

 ( ) ( ) , , i xf z f x z e dxξξ
+∞

−∞

= ∫  (2.10) 

 

และการแปลงฟูเรียรผกผันของฟงกชัน ( ),f zξ  เขียนไดดังนี ้

 

 ( ) ( ) 
1, ,

2
i xf x z f z e dξξ ξ

π

+∞
−

−∞

= ∫  (2.11) 

 
ผลเฉลยทั่วไปสําหรับการแปลงฟูเรียรของการเปลี่ยนตําแหนง และศักยไฟฟา  ในโดเมน 0z ≥  สามารถเขียนได

ดังนี ้(Rajapakse, 1997) 
 

 ( ) ( )  

3

1
,  j z

x j j
j

u z i M e α ξξ ξ β ξ −

=

= ∑  (2.12ก) 

 

 ( ) ( )
3

1

,  j z
z j j

j

u z M e α ξξ ξ η ξ −

=

= ∑  (2.12ข) 

 

 ( ) ( )  

3

1

,  j z
j j

j

z M e α ξφ ξ ξ δ ξ −

=

= ∑  (2.12ค) 

 

โดยที่ jα  คือรากลักษณะเฉพาะ ( )jM ξ  คือเซตของฟงกชันเลือก (arbitrary function) ทีพ่ิจารณาจาก

เงื่อนไขขอบเขต และ jβ , jη  , jδ  เมือ่ j = 1, 2, 3  แทนดวยสมการ (ก.19ก) ถงึ (ก.19ค) ตามลําดับ ดัง

แสดงในภาคผนวก ก 

 

 ผลเฉลยทั่วไปสําหรับการแปลงฟูเรียรของความเคนและการกระจัดทางไฟฟา ไดจากการนําสมการ 

(2.12) แทนลงในสมการความสัมพันธของความเคนและการกระจัดทางไฟฟาในรูปของความเครียด (อนุพันธ

ของการเปลี่ยนตําแหนง) และสนามไฟฟา (อนุพันธของศกัยไฟฟา) ตามที่ไดกลาวถึงในหัวขอ 2.2 และ 2.3 ซึ่ง

แสดงไดดังนี ้

 

 ( ) ( )  

3
2

1
1

,  j z
xx j j

j

z d M e α ξσ ξ ξ ξ −

=

=∑  (2.13ก) 

 

 ( ) ( )
3

2
2

1

,  j z
zz j j

j

z d M e α ξσ ξ ξ ξ −

=

=∑  (2.13ข) 

 



 11 

 ( ) ( )  

3

3
1

,  j z
zx j j

j

z i d M e α ξσ ξ ξ ξ ξ −

=

=∑  (2.13ค) 

 

 ( ) ( )  

3

4
1

,  j z
x j j

j
D z i d M e α ξξ ξ ξ ξ −

=

=∑  (2.13ง) 

 

 ( ) ( )  

3

5
1

,  j z
z j j

j
D z i d M e α ξξ ξ ξ ξ −

=

=∑  (2.13จ) 

 

โดยที่ 1 jd , 2 jd , 3 jd , 4 jd , 5 jd  เมือ่ j = 1, 2, 3  แทนดวยสมการ (ก.20ก) ถงึ (ก.20จ) ตามลําดับ ดัง

แสดงในภาคผนวก ก 
 
 เมื่อไดผลเฉลยทั่วไปที่สอดคลองกับสมการเชิงอนพุันธของปญหาดังสมการ (2.12) และ (2.13) แลว 

ผลเฉลยหลักมูลสําหรับแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก คํานวณไดจากการแทนคาเซตของฟงกชันเลือก 

( )jM ξ ที่สอดคลองกบัสภาพเงื่อนไขขอบเขต จากการใหน้ําหนกับรรทุกหนึ่งหนวย หรือประจุไฟฟาหนึ่งหนวย

บนจุดโหลดภายในโดเมนอนันต ลงในสมการ (2.12) และ (2.13)  

 
2.5.1 เซตของฟงกชันเลือกจากการใหน้ําหนกับรรทุกกระทําในทศิทาง x   

 

สภาพเงื่อนไขสําหรับการใหน้ําหนกับรรทุกหนึ่งหนวย ( 0 1H = ) กระทําในทิศทางขนานแกน x  ภายใน

โดเมนอนนัต พิจารณาบนระนาบ z  เทากับศูนย ดังรปูที่ 2.2 สามารถเขียนไดดังนี ้
 

 ( ) ( )0,  0
2zx

H x
x

δ
σ = −  (2.14ก) 

 

 ( ),  0 0xφ =  (2.14ข) 
 

 ( ),  0 0zu x =  (2.14ค) 

 

โดยที่ ( )xδ  คือฟงกชันไดแรกเดลตา (Dirac delta function) ดังนัน้จากผลการแปลงฟูเรียรและการแทนคา

ของสมการ (2.14) ลงในสมการ (2.12) และ (2.13) สามารถเขียนในรูปแบบสมการเมทริกซไดดังนี ้

 

 

( )

( )

( )

( )0

31 32 33 1

1 2 3 2

1 2 3 3

 
2

0

0

i x
zxx

x

x
z

H x
e dx

i d i d i d M

M

M u

ξδ
σ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ δ ξ δ ξ δ ξ φ

ξ η ξ η ξ η ξ

+∞

−∞

⎧ ⎫⎛ ⎞
= −⎪ ⎪⎜ ⎟

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎝ ⎠⎪ ⎪
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎪ ⎪

⎪ ⎪⎩ ⎭

∫

 (2.15) 
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เมื่อทําการแกสมการเมทรกิซ (2.15) จะไดเซตของฟงกชันเลือก ( )x
jM ξ  เมื่อ j = 1, 2, 3  ดังนี ้

 

 ( )
 jx

j

i f
M ξ

ξ ξ
=  (2.16) 

 

โดยที่ 
( ) ( )2 3 3 2 2 3 3 2

1
1 
2zx

h h

f
δ η δ η δ η δ η

σ
− − ⎛ ⎞= − = − −⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠

 

 

 
( ) ( )3 1 1 3 3 1 1 3

2
1 
2zx

h h

f
δ η δ η δ η δ η

σ
− − ⎛ ⎞= − = − −⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠

 

 

 
( ) ( )1 2 2 1 1 2 2 1

3
1 
2zx

h h

f
δ η δ η δ η δ η

σ
− − ⎛ ⎞= − = − −⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠

 

 

และ ( ) ( ) ( )1 3 32 2 33 2 1 33 3 31 3 2 31 1 32h d d d d d dη δ δ η δ δ η δ δΔ = − + − + −  

 
2.5.2 เซตของฟงกชันเลือกจากการใหน้ําหนกับรรทุกกระทําในทศิทาง z   

 
สภาพเงื่อนไขสําหรับการใหน้ําหนกับรรทุกหนึ่งหนวย ( 0 1V = ) กระทําในทิศทางขนานแกน z  ภายใน

โดเมนอนนัต พิจารณาบนระนาบ z  เทากับศูนย ดังรปูที่ 2.2 สามารถเขียนไดดังนี ้

 

 ( ) ( )0,  0
2zz

V x
x

δ
σ = −  (2.17ก) 

 

 ( ),  0 0xu x =  (2.17ข) 
 

 ( ),  0 0zD x =  (2.17ค) 

 

จากผลการแปลงฟูเรียรและการแทนคาของสมการ (2.17) ลงในสมการ (2.12) และ (2.13) สามารถเขียนใน

รูปแบบสมการเมทริกซไดดังนี ้

 

  

( )

( )

( )

( )0
2 2 2

21 22 23 1

1 2 3 2

2 2 2
51 52 53 3

2

0

0

i x
zzz

z
x

z
z

V x
e dx

d d d M

i i i M u

d d d M D

ξδ
σ

ξ ξ ξ ξ

ξβ ξβ ξβ ξ

ξ ξ ξ ξ

+∞

−∞

⎧ ⎫⎛ ⎞
= −⎪ ⎪⎜ ⎟

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎝ ⎠⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎪ ⎪

⎪ ⎪⎩ ⎭

∫

 (2.18) 
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เมื่อทําการแกสมการเมทรกิซ (2.18) จะไดเซตของฟงกชันเลือก ( )z
jM ξ  เมื่อ j = 1, 2, 3  ดังนี ้

 

 ( ) 2
jz

j

a
M ξ

ξ
=  (2.19) 

 

โดยที่ 
( ) ( )2 53 3 52 2 53 3 52

1
1 
2zz

v v

d d d d
a

β β β β
σ

− − ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠
 

 

 
( ) ( )3 51 1 53 3 51 1 53

2
1 
2zz

v v

d d d d
a

β β β β
σ

− − ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠
 

 

 
( ) ( )1 52 2 51 1 52 2 51

3
1 
2zz

v v

d d d d
a

β β β β
σ

− − ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠
  

 

และ ( ) ( ) ( )1 52 23 53 22 2 53 21 51 23 3 51 22 52 21v d d d d d d d d d d d dβ β βΔ = − + − + −  

 
2.5.3 เซตของฟงกชันเลือกจากการใหประจุไฟฟา  

 

สภาพเงื่อนไขสําหรับการใหประจุไฟฟาหนึ่งหนวย (  0 1Q = + ) ภายในโดเมนอนนัต พจิารณาบน

ระนาบ z  เทากับศูนย ดังรูปที่ 2.2 สามารถเขียนไดดังนี ้

 

 ( ),  0 0zz xσ =  (2.20ก) 
 

 ( ),  0 0xu x =  (2.20ข) 
 

 ( ) ( )0,  0
2z

Q x
D x

δ
=  (2.20ค) 

 

จากผลการแปลงฟูเรียรและการแทนคาของสมการ (2.20) ลงในสมการ (2.12) และ (2.13) สามารถเขียนใน

รูปแบบสมการเมทริกซไดดังนี ้

 

  

( )

( )

( ) ( )

2 2 2
21 22 23 1

1 2 3 2

2 2 2
51 52 53 3 0

 

0

0

2

q
zz

q
x

q
i x

z

d d d M

i i i M u

d d d M Q x
D e dxξ

ξ ξ ξ ξ σ

ξβ ξβ ξβ ξ

ξ ξ ξ ξ δ+∞

−∞

⎧ ⎫
⎪ ⎪

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ =⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎛ ⎞⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎪ ⎪= ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∫

 (2.21) 
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เมื่อทําการแกสมการเมทรกิซ (2.21) จะไดเซตของฟงกชันเลือก ( )q
jM ξ  เมื่อ j = 1, 2, 3  ดังนี ้

 

 ( ) 2
jq

j

b
M ξ

ξ
=  (2.22) 

 

โดยที่ 
( ) ( )3 22 2 23 3 22 2 23

1
1 
2z

q q

d d d d
b D

β β β β− − ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠
 

 

 
( ) ( )1 23 3 21 1 23 3 21

2
1 
2z

q q

d d d d
b D

β β β β− − ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠
 

 

 
( ) ( )2 21 1 22 2 21 1 22

3
1 
2z

q q

d d d d
b D

β β β β− − ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠
 

 

และ ( ) ( ) ( )1 52 23 53 22 2 53 21 51 23 3 51 22 52 21q d d d d d d d d d d d dβ β βΔ = − + − + −  
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F

F
F

ทิศ
กา
รโ
พล

าไ
รซ


VOLTS

F

VOLTS

 
 

 

(ก) “ผลทางตรง “ ผลของแรงอัดทาํใหเกิดกระแสไหลเขาวงจร (ซายมือ) และ 

ผลของแรงดึงทําใหเกิดกระแสไหลออกจากวงจร (ขวามอื) 

 

+
_

_

+

ทิศ
กา
รโ
พล

าไ
รซ


 
  

(ข) “ผลทางออม”  สนามไฟฟาในทิศทางเดียวกับทิศการโพลาไรซทําใหวัสดุหดตัว (ซายมือ) และ 

สนามไฟฟาในทิศทางตรงขามกับทิศการโพลาไรซทําใหวัสดุขยายตัว (ขวามือ) 

 
รูปที่ 2.1  ปรากฏการณเพียโซอิเล็กทริก 
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0Q x

z

V

H

0

0

ทิศ
กา
รโ
พล

าไ
รซ


จดุโหลด

จุดฟลด

Ω

 

 
รูปที่ 2.2 การใหน้ําหนกับรรทุกหรือประจุไฟฟาหนึ่งหนวย ( 0H , 0V  หรือ 0Q ) กระทําภายในโดเมนอนันต 

 

 
 



บทที่ 3 
 

ระเบียบวธิีบาวดารีเอลิเมนตสําหรับชิ้นสวนเพียโซอิเลก็ทริก 

 
 การศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกดวยระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต ซึ่งเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขทีใ่ชใน

การคํานวณขอปญหาคาขอบ โดยเริ่มจากการสรางสมการเชิงปรพิันธขอบเขตที่เหมาะสมกับปญหา จากการ

ประยุกตใชผลเฉลยหลักมูลหรือฟงกชันของกรีน แลวทําการแบงขอบเขตของโดเมนเปนเอลิเมนตขอบเขตยอยๆ 

ดวยฟงกชันการประมาณคาในชวง (interpolating function) จะไดสมการบาวดารีเอลิเมนต จากนั้นทําการหา

ปริพันธเชิงตัวเลขแลวนํามาประกอบเขาดวยกันเปนระบบสมการพีชคณิตของปญหา และทําการแกระบบสมการ

ดวยการแทนเงื่อนไขขอบเขตที่ทราบ เพื่อคํานวณหาผลเฉลยบนขอบเขต โดยงานวจิัยนี้ไดทําการประยุกตใช

แบบจําลองบริเวณยอย กับการประกอบระบบสมการพีชคณิตหลายบริเวณ สําหรับพิจารณาปญหาสองโดเมน 

(วัสดุสองชนดิที่มีคุณสมบตัิแตกตางกัน) และทําการเพิ่มสวนของการคํานวณหาผลเฉลยภายในโดเมน ซึ่ง

ขั้นตอนของระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนตสําหรับชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกทั้งหมด สามารถเขียนเปนผังงานไดดัง

รูปที่ 3.1  

 
3.1 สมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิน้สวนเพยีโซอิเลก็ทริก 
 

สมการเชิงปรพิันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก ที่เขยีนขึน้จาก “ทฤษฎีสวนกลับของเบตติ” โดย

อาศัยความสมัพันธของความหนาแนนพลังงานความเครียดภายใน (internal strain energy density) ของ

ชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก ในระบบที่สมมูลกันสองระบบ สามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ (Liu และ Fan, 2001) 

 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 2 2 2 1
ij kij k ij ij kij k ije E e Eσ σ+ ε = + ε  (3.1) 

 

โดยที่ ij kij ke Eσ +  คือความเคนทางกล (mechanical stress) สมการขางตนจะประกอบดวยระบบที่ยอมรบัได 

(admissible system) สองระบบ โดยให (1) (1) (1), , ,...,ij ij kEσ ε  คือคาในระบบที่ยอมรบัไดของระบบที่หนึ่ง และ

กําหนดให (2) (2) (2), , ,...,ij ij kEσ ε  คือคาในระบบที่ยอมรับไดของระบบที่สอง  

 

 เมื่อทําการหาปริพันธตลอดโดเมนทางดานซายของสมการ (3.1) โดยอาศัยสมการ (2.1) ถึง (2.6) และ

การแปลงปรพิันธตลอดโดเมน ( ) ( )( )1 2

,ij i j
u dσ

Ω

Ω∫  และ ( ) ( )( )2 1

, i i
D dφ

Ω

Ω∫  มาเปนปริพันธขอบเขตโดยใช 

“ทฤษฏีบทไดเวอรเจนท” (divergence theorem) ดังนี ้
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

 

 

1 2 1 2

,

1 2 1 2

   

                              

ij i ij i jj

ij j i i i

u d u n d

n u d u d

σ σ

σ τ
Ω Γ

Γ Γ

Ω = Γ

= Γ = Γ

∫ ∫

∫ ∫   (3.2ก) 

และ 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

 

 

2 1 2 1

, 

2 1 2 1

  

                             

i i ii

i i

D d D n d

D n d q d

φ φ

φ φ
Ω Γ

Γ Γ

Ω = Γ

= Γ = − Γ

∫ ∫

∫ ∫   (3.2ข) 

 

ดังนัน้ปริพันธตลอดโดเมนทางดานซายของสมการ (3.1) จะได 

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

1 1 2 1 2 2 1
,

1 2 1 2 2 1(2)
,,

1 2

,

ij kij k ij ij i j ikl kl i

ij i ij j i i ik k ij

ij i j

e E d u d e E d

u u d D E E d

u d

σ σ

σ σ κ

σ σ

Ω Ω Ω

Ω Ω

Ω

+ ε Ω = Ω + ε Ω

= − Ω + − Ω

= Ω −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

  

  

                                           

                                           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 1 1(2)
,

2 1 1 2 2 1 2(1)
,

1 1 1 2

ij j i i i ik k i

i i i i i i ik i k

i i i i

u d D E d E E d

u d F u d D d E E d

u d F u d

κ

τ φ κ

τ

Ω Ω Ω

Γ Ω Ω Ω

Ω

Ω + Ω − Ω

= Γ + Ω − Ω − Ω

= Γ + Ω

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

                                                

                                           ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2 1 2 1
,,

2(1)

1 1 1 2 2 1 2 1
,,

i i ii

ik i k

i i i i i i ii

D D d

E E d

u d F u d D d D d

φ φ

κ

τ φ φ

Γ Ω

Ω

Γ Ω Ω Ω

− − Ω

− Ω

= Γ + Ω − Ω + Ω

∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

 

                                                      

                                           

                 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2(1)

1 2 1 2 2 1 2 1

(1)

ik i k

i i i i e

ik i

E E d

u d F u d q d d

E

κ

τ φ ρ φ

κ

Ω

Γ Ω Γ Ω

− Ω

= Γ + Ω + Γ + Ω

−

∫

∫ ∫ ∫ ∫

                                     

                                           

                                                      ( )2
kE d

Ω

Ω∫
 
ในทํานองเดียวกัน เมือ่ทําการหาปริพันธตลอดโดเมนทางดานขวาของสมการ (3.1) จะได 

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2

1(2)                                                      

ij kij k ij i i i i e

ik i k

e E d u d F u d q d d

E E d

σ τ φ ρ φ

κ
Ω Γ Ω Γ Ω

Ω

+ ε Ω = Γ + Ω + Γ + Ω

− Ω

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫   (3.4) 

 

(3.3) 
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ซึ่งสมการ (3.3) และ (3.4) เปนสมการความสมัพันธระหวางพลังงานความเครียดที่สะสมภายในชิ้นสวนเพียโซ-

อิเล็กทริก และงาน (สมมต)ิ ทีเ่กิดจากแรงภายนอกหรือประจุไฟฟาภายนอก ดังนั้นปริพันธตลอดโดเมนของ

สมการ (3.1) จะได 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 1 2 1 2(1)
i i i i e ik i ku d F u d q d d E Eτ φ ρ φ κ

Γ Ω Γ Ω

Γ + Ω + Γ + Ω −∫ ∫ ∫ ∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 1 2 1 2 1(2)
i i i i e ik i k

d

u d F u d q d d E Eτ φ ρ φ κ

Ω

Γ Ω Γ Ω

Ω

= Γ + Ω + Γ + Ω −

∫

∫ ∫ ∫ ∫
  

                  d
Ω

Ω∫  

 (3.5) 

 

สมการ (3.5) เปนสมการความสมมลูของงานที่เกิดจากระบบของแรงหรือประจุไฟฟาสองระบบ โดยที่ดัชนีดัมม ี i  

(dummy index i ) ในสมการ (3.5) สามารถแทนที่ดวยดัชนีดัมมี j  (dummy index j ) ตลอดทัง้สมการ และ

ปริพันธของพจน ( )2(1)
ik i kE Eκ  และ ( )1(2)

ik i kE Eκ  จะมีคาเทากันเนือ่งจากความสมมาตรของคาคงตัวไดอิเล็ก-

ตริก ( ikκ )  แลวทําการจัดรูปสมการ (3.5) จะไดสมการ (3.6) ซึ่งเปนสมการความสมัพันธจากทฤษฎีงานสวน

กลับของเบตติสําหรับช้ินสวนเพียโซอิเล็กทริก 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2
j j j j j j j j e eu u q q d F u F u dτ τ φ φ ρ φ ρ φ

Γ Ω

− − + Γ = − + − Ω∫ ∫  

  (3.6) 

 

 เมื่อกําหนดใหระบบที่หนึง่ คอืระบบจริง (real system) ที่มีคา ( )1
j ju u= , ( )1

j jτ τ= , ( )1φ φ= , 
( )1q q= , ( )1

j jF F=  และ ( )1
e eρ ρ=  ในขณะที่ระบบที่สอง คอืระบบสมมต ิ (virtual system) ที่สามารถหา

ไดจากผลเฉลยหลักมูล (ที่ไดกลาวถึงในหัวขอ 2.5) จากการใหน้ําหนักบรรทุกหรือประจุไฟฟาหนึ่งหนวย ทําให

สามารถเขียนสมการเชิงปรพิันธขอบเขตได 2 สมการ คือสมการเชิงปรพิันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก

สําหรับการเปลี่ยนตําแหนง iu  และสําหรับศักยไฟฟา φ  

 
3.1.1 สมการเชิงปริพันธขอบเขตสําหรับการเปลี่ยนตําแหนง 

 
สมการเชิงปรพิันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสําหรับการเปลี่ยนตําแหนง สามารถหาไดโดย

การแทนคาผลเฉลยหลักมูล จากการใหน้ําหนักบรรทุกกระทําเปนจุดหนึ่งหนวย ( ( ) ( )2 xie ′ ) ในทิศทาง i  เมือ่ 

,  i x z= ตามลําดับ บนจุดโหลด x′  ดังรูปที่ 3.2 ลงในสมการ (3.6) โดยที่ผลเฉลยหลักมูลสามารถเขียนแทน

ดวยฟงกชันเคอรเนล (kernel function) ดังนี ้

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2x x; x xj ji iH eτ ′ ′=  (3.7ก) 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2x x; x xj ji iu G e′ ′=  (3.7ข) 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2x x; x xqi iq H e′ ′=  (3.7ค) 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2x x; x xqi iG eφ ′ ′=  (3.7ง)  
 

 ( ) ( )2 x 0                           eρ =  (3.7จ) 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

2

2

x x

         x x; x

         x x; x

j j

j

i ij

F e

e

e

δ

δ δ

=

′ ′=

′ ′=  (3.7ฉ) 

 

โดยที่ ( )x ,x z  คือ  จุดฟลด (field point) เปนจุดบนขอบเขต ( x ∈Γ )  
 

( )x ,x z′  คือ  จุดโหลด (load point หรือ source point)  

       เปนจุดบนโดเมนและขอบเขต (   x′∈Ω ∪ Γ )  
 

ijδ    คือ  โครเนคเคอรเดลตา (Kronecker delta) 
 

( )x; xδ ′  คือ  ฟงกชันไดแรกเดลตา (Dirac delta-function) 
 

( )xie ′    คือ  น้ําหนักบรรทุกหนึง่หนวยที่จุดโหลด x′  ในทิศทาง ,i x z=  
 

( )x; xjiH ′  คือ  ความเคนที่ผวิในทิศทาง ,j x z=  ที่จุดฟลด 

                     จากการใหน้ําหนกับรรทุกหนึ่งหนวยในทิศทาง ,i x z=  ที่จุดโหลด 
 

( )x; xjiG ′  คือ  การเปลี่ยนตําแหนงในทิศทาง ,j x z=  ที่จุดฟลด 

                     จากการใหน้ําหนกับรรทุกหนึ่งหนวยในทิศทาง ,i x z=  ที่จุดโหลด 
 

( )x; xqiH ′  คือ  ประจุไฟฟาที่ผิวที่จุดฟลด จากการใหน้ําหนกับรรทุกหนึ่งหนวย 

                     ในทิศทาง ,i x z=  ทีจุ่ดโหลด 
 

 

( )x; xqiG ′  คือ  ศักยไฟฟาที่จุดฟลด จากการใหน้ําหนักบรรทุกหนึ่งหนวย 

                     ในทิศทาง ,i x z=  ทีจุ่ดโหลด 

 

ซึ่งฟงกชันเคอรเนล jiG , qiG , jiH  และ qiH  ที่กลาวถึงขางตน สามารถคํานวณไดจากสมการ (ก.1) ถึง (ก.6) 

และ (ก.10) ถึง (ก.15) ในภาคผนวก ก  

 

เมื่อแทนคาผลเฉลยหลักมูล (ฟงกชันเคอรเนล) ที่ไดจากสมการ (3.7ก) ถึง (3.7ฉ) ลงในความสมัพันธ

จากทฤษฎีงานสวนกลับของเบตติสําหรับชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก สมการที่ (3.6) จะได   
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( ) ( )2x; xji iH e′ ( ) ( )2x; xj j ji iu G eτ ′− ( ) ( )2x; xqi iH e′− ( ) ( )2x; xqi iq G eφ ′+( )
( ) ( )

  

2                           x; xj ji i

d

F G e

Γ

Γ

′=

∫

( )2
ie− ( ) ( ) ( )2x; x x; xij j e qi iu G eδ δ ρ′ ′−( )d

Ω

Ω∫
 

 (3.8) 

 

จากสมการ (3.8) พบวาเมื่อกําจัดพจน ( ) ( )2 xie ′  ออกตลอดทั้งสมการ แลวสามารถจัดรูปสมการใหมไดดังนี้ 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 

x; x x x x; x x; x x x x; x

                           x x; x x; x x x x; x

ji j j ji qi qi

j ji ij j e qi

H u G H q G d

F G u G d

τ φ

δ δ ρ

Γ

Ω

⎛ ⎞′ ′ ′ ′− − + Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞′ ′ ′= − − Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
 

  (3.9) 

 

ปริพันธตลอดโดเมนของพจน ( ) ( )x; x xij juδ δ ′  ในสมการ (3.9) จะได 

 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x; x x x x; x  

                                 x x

ij j i

i

u d u d

c u

δ δ δ
Ω Ω

′ ′Ω = Ω

′ ′=

∫ ∫

 (3.10) 

 

โดยที่ ( )xc ′  เปนสัมประสิทธิ์ขอบเขต (boundary coefficient) สาํหรับขอบเรียบ มีคาขึ้นอยูกับตําแหนงของ

จุดโหลด x′  ดังนั้นเมื่อแทนสมการ (3.10) ลงในสมการ (3.9) และทําการจัดรูปสมการ จะไดสมการเชิงปรพิันธ

ขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสําหรับการเปลี่ยนตําแหนง iu  จากการใหน้ําหนักบรรทุกกระทําเปนจุดหนึง่

หนวยบนจุดโหลด x′  ในทิศทาง i  เมื่อ ,  i x z=  ดังนี ้(Xu และ Rajapakse, 1998) 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

 

 

 

x x x; x x x; x x x

                   x; x x x; x x x

                   x; x x x; x x ,         , ,    

i ji j ji j

qi qi

ji j qi e

c u G H u d

G q H d

G F G d i j x z

τ

φ

ρ

Γ

Γ

Ω

′ ′ ′ ′⎡ ⎤= − Γ⎣ ⎦

′ ′⎡ ⎤− − Γ⎣ ⎦

′ ′⎡ ⎤+ − Ω =⎣ ⎦

∫

∫

∫  (3.11) 

 
3.1.2 สมการเชิงปริพันธขอบเขตสําหรับศกัยไฟฟา 

 

สมการเชิงปรพิันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสําหรับศักยไฟฟา สามารถหาไดในทํานองเดียว 

กับการหาสมการปริพันธขอบเขตสําหรับการเปลี่ยนตําแหนง โดยการแทนคาผลเฉลยหลักมูล จากการใหประจุ
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ไฟฟาหนึง่หนวย ( ( ) ( )2 xqe ′ ) บนจุดโหลด x′  ลงในสมการ (3.6) โดยที่ผลเฉลยหลักมูลสามารถเขียนแทนดวย

ฟงกชันเคอรเนลดังนี ้

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2x x; x xj jq qH eτ ′ ′=  (3.12ก) 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2x x; x xj jq qu G e′ ′=  (3.12ข) 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2x x; x xqq qq H e′ ′=  (3.12ค) 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2x x; x xqq qG eφ ′ ′=  (3.12ง) 
 

 ( ) ( )2 x 0                           jF =  (3.12จ) 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

2

x x

         x x; x    

e q

q

e

e

ρ

δ

=

′ ′=  (3.12ฉ) 

 

โดยที่  ( )x ,x z  คือ  จุดฟลด (field point ) เปนจุดบนขอบเขต  ( x ∈Γ ) 
 

( )x ,x z′  คือ  จุดโหลด (load point หรือ source point)  

       เปนจุดบนโดเมนและขอบเขต (   x′∈Ω ∪ Γ ) 
 

( )x; xδ ′  คือ  ฟงกชันไดแรกเดลตา (Dirac delta-function) 
 

( )xqe ′    คือ  ประจุไฟฟาหนึ่งหนวยที่จุดโหลด x′  
 

( )x; xjqH ′  คือ  ความเคนที่ผวิในทิศทาง ,j x z=  ที่จุดฟลด 

                      จากการใหประจุไฟฟาหนึ่งหนวยที่จุดโหลด 
 

( )x; xjqG ′  คือ  การเปลี่ยนตําแหนงในทิศทาง ,j x z=  ที่จุดฟลด 

                     จากการใหประจุไฟฟาหนึ่งหนวยที่จุดโหลด 
 

( )x; xqqH ′  คือ  ประจุไฟฟาที่ผิวที่จุดฟลด จากการใหประจุไฟฟาหนึ่งหนวยที่จุดโหลด 
 

( )x; xqqG ′  คือ  ศักยไฟฟาที่จุดฟลด จากการใหประจุไฟฟาหนึ่งหนวยที่จุดโหลด 

 

ซึ่งฟงกชันเคอรเนล jqG , qqG , jqH และ qqH  ที่กลาวถึงขางตน สามารถคํานวณไดจากสมการ (ก.7) ถึง (ก.9) 

และ (ก.16) ถึง (ก.18) ในภาคผนวก ก   

 

เมื่อแทนคาผลเฉลยหลักมูล ที่ไดจากสมการ (3.12ก) ถึง (3.12ฉ) ลงในสมการความสัมพันธจากทฤษฎี

งานสวนกลับของเบตติสําหรับช้ินสวนเพียโซอิเล็กทริก สมการที่ (3.6) จะได 
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( ) ( )2x; xjq qH e′ ( ) ( )2x; xj j jq qu G eτ ′− ( ) ( )2x; xqq iH e′− ( ) ( )2x; xqi qq G eφ ′+( )
( ) ( )

 

2                            x; xj jq q

d

F G e

Γ

Γ

′=

∫

( )2
qe+ ( ) ( ) ( )2x; x x; xe qq qG eδ φ ρ′ ′−( )d

Ω

Ω∫
  (3.13) 

 

จากสมการ (3.13) พบวาเมื่อกาํจัดพจน ( ) ( )2 xqe ′  ออกตลอดทัง้สมการ  แลวสามารถจัดรูปสมการใหมไดดังนี ้

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 

x; x x x x; x x; x x x x; x

                           x x; x x; x x x x; x

jq j j jq qq qq

j jq e qq

H u G H q G d

F G G d

τ φ

δ φ ρ

Γ

Ω

⎛ ⎞′ ′ ′ ′− − + Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞′ ′ ′= + − Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
 

  (3.14) 

 

ปริพันธตลอดโดเมนของพจน ( ) ( )x; x xδ φ′  ในสมการ (3.14) จะได 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )x; x x x xd cδ φ φ
Ω

′ ′ ′Ω =∫  (3.15) 

 

โดยที่ ( )xc ′  เปนสัมประสิทธิ์ขอบเขตสําหรับขอบเรียบ มคีาขึ้นอยูกับตําแหนงของจดุโหลด x′  ดังนัน้เมือ่แทน

สมการ (3.15) ลงในสมการ (3.14) และทําการจัดรูปสมการ จะไดสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซ-

อิเล็กทริกสําหรับศักยไฟฟาφ  จากการใหประจุไฟฟาหนึ่งหนวยบนจุดโหลด x′ดังนี ้(Xu และ Rajapakse, 1998) 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

 

 

 

x x x; x x x; x x x

                     x; x x x; x x x

                     x; x x x; x x ,         ,    

jq j jq j

qq qq

jq j qq e

c G H u d

G q H d

G F G d j x z

φ τ

φ

ρ

Γ

Γ

Ω

′ ′ ′ ′⎡ ⎤= − − Γ⎣ ⎦

′ ′⎡ ⎤+ − Γ⎣ ⎦

′ ′⎡ ⎤− − Ω =⎣ ⎦

∫

∫

∫  (3.16) 

 
 จากสมการเชิงปรพิันธขอบเขต (3.11) และ (3.16) สามารถเขียนรวมสมการทั้งสองเขาดวยกัน โดย

กําหนดให ( ) ( )x xqu φ= − , ( ) ( )x xq qτ = −  และ ( ) ( )x xq eF ρ= −  เมือ่รวมสมการทั้งสองแลว จะได

สมการเชิงปรพิันธขอบเขตสําหรับการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟา (displacement-electric potential BIE) ที่

ใชสําหรับศึกษาชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริก ซึ่งสามารถแสดงในรูปแบบสมการเมทริกซไดดังนี ้(Dingและคณะ, 1998; 

Liu และ Fan, 2001) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

 

 

x x x; x x x; x x x       

                    x; x x

d

d
Γ

Ω

′ ′ ′ ′= − Γ⎡ ⎤⎣ ⎦

′+ Ω⎡ ⎤⎣ ⎦

∫

∫

U G T H U

G F

C

 (3.17) 

 

เมื่อเวกเตอร U  แทนการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟา  เวกเตอร T  แทนความเคนที่ผิวและประจุไฟฟาที่ผิว  

เวกเตอร F  แทนแรงวตัถุและประจุอิสระ  เมทรกิซ G  และ H  แทนฟงกชันเคอรเนล และเมทริกซ C  แทน

สัมประสิทธิ์ขอบเขตโดยที่ 

 

 
x

z

q

u

u

u φ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪

= −⎪ ⎪⎩ ⎭

U  (3.18ก) 

 

 
x

z

q q

τ

τ

τ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪

= −⎪ ⎪⎩ ⎭

T  (3.19ข) 

 

 
x

z

q e

F

F

F ρ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪

= −⎪ ⎪⎩ ⎭

F  (3.20ค) 

 

 ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x; x x; x x; x

x; x x; x x; x x; x

x; x x; x x; x

xx zx qx

xz zz qz

xq zq qq

G G G

G G G

G G G

′ ′ ′⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′ ′=
⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′⎣ ⎦

G  (3.21ก) 

 

 ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x; x x; x x; x

x; x x; x x; x x; x

x; x x; x x; x

xx zx qx

xz zz qz

xq zq qq

H H H

H H H

H H H

′ ′ ′⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′ ′=
⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′⎣ ⎦

H  (3.21ข) 

 

 ( ) ( )

  x ,
1x  ,        x
2
 0,    x

smooth

′∀ ∈Ω⎧
⎪
⎪′ ′= ∀ ∈Γ⎨
⎪
⎪ ′∀ ∉Ω⎩

I

IC  (3.22) 
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และเมทริกซ C  ในสมการ (3.22) มีคาขึ้นอยูกับตําแหนงของจุดโหลด x′  ที่พจิารณา โดยที่ I  คือเมทริกซ

เอกลักษณที่มีขนาด [ 3 x 3 ]  

 

          สําหรับปญหาทีไ่มมแีรงวัตถุและประจุอิสระ (   0x z eF F ρ =, , ) พจนของ ( ) ( )  x; x x d
Ω

′ Ω⎡ ⎤⎣ ⎦∫ G F  

ในสมการเมทริกซ (3.17) จะมีคาเทากับศูนย 

 
3.2 ฟงกชันการประมาณคาในชวงและการแปลงเชิงเรขาคณิตของเอลิเมนต 
 

ฟงกชันการประมาณคาในชวง (interpolation function) และการแปลงเชิงเรขาคณิต (geometrical 

transformation) ของเอลิเมนตแบบหนึ่งมิติ หรือเอลิเมนตแบบเสน (line element) ดังรูปที่ 3.3 โดยที่ฟงกชันการ

ประมาณคาในชวง เปนฟงกชันสําหรับเชื่อมตอระหวางจดุตอ (node) ภายในเอลิเมนต ซึ่งอาจแทนดวยฟงกชัน

คาคงตัว ฟงกชันเสนตรง หรือฟงกชันเสนโคงพาราโบรา สามารถเขียนแทนฟงกชันของคาที่จุดตอไดดังนี ้

(Brebbia และ Dominguez, 1992; Banerjee, 1994) 

 

 ( ) ( )
1

n
k k

k
x N xη η

=

= ∑  (3.23) 

 

 ( ) ( )
1

n
k k

k
z N zη η

=

= ∑  (3.24) 

 

โดยที่ ( )x η  และ ( )z η คือคาพิกัดตําแหนง x  และ z  ในพิกัดธรรมชาติ  kx และ kz คือคาพิกัดตําแหนง x  

และ z  ของจุดตอ k  ภายในเอลิเมนตในพิกัดคารทีเซียน  ( )kN η คือฟงกชันสัณฐาน (shape functions) ที่

เขียนในรูปของพกิัดธรรมชาติ เมื่อ k n= 1, 2, ...,  และ n  คือจํานวนจุดตอทั้งหมดภายในเอลิเมนต 

 

• ถา 1n =  จะได “เอลิเมนตคาคงตัว” (constant element) เปนเอลิเมนตที่ประกอบดวยคาคงตัว

ตลอดทั้งเอลิเมนต ซึ่งฟงกชันสัณฐานจะมีคาดังนี้  
 

 ( )1 1N η =  (3.25) 

 

• ถา 2n =  จะได “เอลิเมนตเชิงเสน” (linear element) เปนเอลิเมนตที่ประกอบดวยจุดตอสองจดุที่

ปลายทั้งสองขางของเอลิเมนต ซึ่งฟงกชันสัณฐานจะมีคาดังนี้ 
 

 ( ) ( )1 1 1
2

N η η= −  (3.26ก) 

 

 ( ) ( )2 1 1
2

N η η= +  (3.26ข) 
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• ถา 3n =  จะได “เอลิเมนตกําลังสอง” (quadratic element) เปนเอลิเมนตที่ประกอบดวยจุดตอ

สามจุดที่ปลายทั้งสองขางและที่กึ่งกลางของเอลเิมนต ซึ่งฟงกชันสัณฐานจะมีคาดังนี้ 
 

 ( ) ( )1 1 1
2

N η η η= − −  (3.27ก) 

 

 ( ) ( )( )2 21 1 1N η η η η= + − = −  (3.27ข) 
 

 ( ) ( )3
1

1 1
2

N η η η= +  (3.27ค) 

 
สําหรับคาการเปลี่ยนตําแหนง ศักยไฟฟา ความเคนที่ผวิ และประจุไฟฟาที่ผิว สามารถเขียนในรูปของ

ฟงกชันประมาณคาในชวงของเอลเิมนตขอบเขตไดดังนี ้

 

 ( ) ( )
1

  ,        , ,
n

k k
i i

k
u N u i x z qη η

=

= =∑  (3.28) 

 

 ( ) ( )
1

  ,        , ,
n

k k
i i

k
N i x z qτ η η τ

=

= =∑  (3.29) 

 

โดยที่ ( )iu η คือการเปลี่ยนตําแหนงหรือศักยไฟฟาในพิกัดธรรมชาติ  ( )iτ η คือความเคนที่ผิวหรือประจุไฟฟา

ที่ผิวในพิกัดธรรมชาติ  k
iu คือการเปลี่ยนตําแหนงในทิศทาง x  และ z  เมื่อ ,  i x z=  หรือศักยไฟฟาเมื่อ i q=  

ของจุดตอ k  ในพิกัดคารทีเซียน  และ 
k
iτ คือความเคนที่ผิวในทิศทาง x  และ z เมื่อ ,  i x z=  หรือประจุไฟฟา

ที่ผิวเมื่อ i q=  ของจุดตอ k  ในพิกัดคารทีเซียน  

 

ดังนัน้สามารถเขียนสมการ (3.28) และ (3.29) ในรูปแบบเมทริกซไดดังนี ้

 

 =U Ν u  (3.30) 
 

 =T N τ  (3.31) 

 

โดยที่ U  แทนการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟา Τ  แทนความเคนที่ผิวและประจุไฟฟาที่ผิว ดังแสดงในสมการ 

(3.17ก) และ (3.17ข) ตามลําดับ 

 

 1 2{ }n T=u u u u  (3.32ก) 
 

 1 2{ }n T=τ τ τ τ  (3.32ข) 
 

 1 2[ ]n=N N N N  (3.32ค) 
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และ u  แทนเวคเตอรการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟาของจุดตอภายในเอลิเมนต   τ  แทนเวคเตอรความเคน

ที่ผิวและประจุไฟฟาที่ผิวของจดุตอภายในเอลิเมนต  และ N  เปนเมทริกซฟงกชันสัณฐานของเอลิเมนต 

 

โดยที่ { }k k k k
x zu u φ= −u  (3.33ก) 

 

 { }k k k k
x z qτ τ= −τ  (3.33ข) 

 

 
0 0

0 0
0 0

k

k k

k

N
N

N

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

N  (3.33ค) 

 
การแปลงความยาวของเอลิเมนตจากพิกัดคารทีเซียน ( ,x z ) มาเปนพิกัดธรรมชาติ (η ) สามารถทาํ

ไดดังนี ้
 

 ( ) ( ) ( ),  d J dx z η ηΓ = Γ  (3.34) 

 

 ( ) ( ) ( )2 2

 
dx dz

J
d d

η η
η

η η
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (3.35) 

 

โดยที่ ( )J η คือจาโคเบียน (Jacobian) ของปริพันธตามเสน  ( )x η  และ ( )z η คือคาพิกัดตําแหนง x  และ

z  ในพิกัดธรรมชาติ ซึ่งคํานวณจากสมการ (3.23) และ (3.24) 

 
ดังนัน้การแปลงปริพันธตามเสน (line integral) จากพิกัดคารทีเซียน ( ,x z ) มาเปนพิกัดธรรมชาติ  

(η ) โดยแปลงฟงกชันของตัวแปร x  และ y  มาเปนฟงก็ชันของตัวแปร η  ดวยสมการ (3.23) และ (3.24)  และ

ทําการแปลงปริพันธ โดยใชสมการ (3.34) และ (3.35) ดังนี้ 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,I f x z d x z f J dη η η= Γ = Γ∫ ∫    (3.36) 
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3.3 สมการบาวดารีเอลเิมนต 
 

การสรางสมการบาวดารีเอลิเมนต โดยการแบงขอบเขตของโดเมนเปนเอลิเมนตขอบเขตยอยๆ (หรือ

ชิ้นประกอบขอบเขตยอยๆ) และเขียนสมการสําหรับแตละเอลิเมนตขอบเขต แลวนําสมการที่ไดมาประกอบเขา

ดวยกันเพื่อใชหาผลเฉลย ซึ่งจําเปนตองใชฟงกชันการประมาณคาในชวง และการแปลงเชิงเรขาคณิต ที่ได

กลาวถึงในหัวขอ 3.2  ดังนั้นสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริก (3.17) ในกรณีที่ไมคิดถึงผล

ของแรงวัตถุและประจุอิสระ สามารถเขียนเปนสมการบาวดารีเอลิเมนตในรูปแบบสมการเมทริกซไดดังนี ้

 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

1
x x x ; x

                           x ; x

η η η η

η η η η

= ΔΓ

ΔΓ

⎛
⎧ ⎫⎜ ⎪ ⎪⎡ ⎤′ ′ ′= Γ⎨ ⎬⎜ ⎣ ⎦
⎪ ⎪⎩ ⎭⎜

⎝
⎞

⎧ ⎫ ⎟⎪ ⎪⎡ ⎤′− Γ⎨ ⎬ ⎟⎣ ⎦
⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎟

⎠

∑ ∫

∫

m

m

NE
m

m

m

J d

J d

U G N τ

H N u

C

 (3.37) 

 

โดยที่ NE  คือจํานวนของเอลิเมนตขอบเขตทั้งหมด และ mΔΓ คือความยาวของเอลิเมนตขอบเขต m  

 
เมื่อนําสมการบาวดารีเอลิเมนต (3.37) ที่ไดของแตละเอลิเมนตมาหาปริพันธเชิงตัวเลข โดยคํานึงถงึ

ภาวะเอกฐานที่จะเกิดขึ้นในกรณีที่จุดฟลดซอนทับจุดโหลด ดังรูปที่ 3.4  ซึ่งผลของการหาปริพันธเชิงตัวเลขของ

เอลิเมนตที ่ m  สามารถแทนดวยสัญลักษณไดดังนี ้

 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )x ; x
m

m
ji J dη η η η

ΔΓ

⎡ ⎤′= Γ⎣ ⎦∫G G N  (3.38) 

 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )ˆ x ; x
m

m
ji J dη η η η

ΔΓ

⎡ ⎤′= Γ⎣ ⎦∫H H N  (3.39ก) 

 

และ 
ˆ                       ;  

       
ˆ              ;  

m
ji mm

ji
m
ji ji m

i j

i j

ΔΓ

ΔΓ

⎧ ≠ ∈⎪= ⎨
⎪ + = ∈⎩

H
H

H C
 (3.39ข) 

 

จากนั้นทาํการประกอบระบบสมการพีชคณิตของปญหา โดยการนําสมการ (3.38) และ (3.39) ที่ไดของแตละ  

เอลิเมนตแทนลงในสมการบาวดารีเอลิเมนต (3.37) จะได  

 

 
1 1

NE NE
m m m m
ji ji

m m= =

=∑ ∑G τ H u  (3.40) 
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หรือเขียนสมการ (3.40) ในรูปเมทริกซระบบสมการรวมของปญหา 

 

 [ ]{ } [ ]{ }=G τ H u  (3.41) 

 

เมื่อทําการจัดเรียงสมการ (3.41) โดยแยกตัวแปรที่ทราบคาและไมทราบคา โดยพิจารณาจากเงื่อนไขขอบเขต 

(boundary condition) ทีก่ําหนดให จะไดระบบสมการพีชคณิตดังสมการ (3.48) ซึ่งเปนวธิีการพิจารณาปญหา

แบบหนึ่งโดเมน 

 
 สําหรับกรณีที่ปญหาประกอบดวยหลายโดเมนที่ประกอบดวยวัสดุตางชนิดกัน (งานวจิัยนี้) ดังรูปที่ 3.5

สามารถทําการประกอบระบบสมการพีชคณิตหลายบริเวณ โดยการแบงขอบเขตของปญหาเปนบริเวณยอยๆ 

(โดเมนยอยๆ) และเขียนเมทรกิซระบบสมการพีชคณิตสําหรับแตละบริเวณยอยดังนี้  

 

บริเวณยอยที ่1 ; 
1 1

1 1 1 1

1 1

B B
B I B I

I I

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

τ u
G G H H

τ u
  (3.42) 

 

บริเวณยอยที ่2 ; 
2 2

2 2 2 2

2 2

B B
B I B I

I I

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

τ u
G G H H

τ u
 (3.43) 

 

โดยที่ตัวยก 1 , 2  แทนโดเมนหนึง่ หรือโดเมนสอง ตัวหอย I  แทนตําแหนงจุดตอที่ตอประสานระหวางโดเมน 

(interface node) และตัวหอย B  แทนตําแหนงจดุตอที่ขอบเขตรอบนอกของแตละโดเมน (external boundary 

node) ทีไ่มไดตอประสานกับโดเมนอื่น  

 

จากการพิจารณา “เงือ่นไขตอประสาน” (interface condition) ที่ไดจากเงื่อนไขความสอดคลอง และความสมดุล

ทั้งทางกลและทางไฟฟา ที่ตําแหนงรอยตอระหวางโดเมน สามารถเขียนไดดังนี้ 
 

 1 2u u uI I I= =                  (compatibility) (3.44ก) 
 

 1 2τ τ τI I I= = −               (equilibrium) (3.44ข) 

 

เมื่อแทนเงื่อนไขตอประสาน สมการ (3.44ก) และ (3.44ข) ลงในสมการ (3.42) และ (3.43) จะไดสมการ (3.45) 

และ (3.46) ตามลาํดับดังนี ้
 

บริเวณยอยที ่1 ; { }

1

1 1 1 1 1

B

B I I I B B

I

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤− =⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

u

H H G u G u

τ

 (3.45) 
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บริเวณยอยที ่2 ; { }

2

2 2 2 2 2

B

B I I I B B

I

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

u

H H G u G u

τ

 (3.46) 

 

รวมสมการ (3.45) และ (3.46) ของแตละบริเวณยอย จะไดสมการ (3.47) ดงันี ้

 

 

1

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

2

0 0

0   0

B

B I I I B B

I I B I B B

B

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫− ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

u

H H G u G τ

H G H τ G τ

u

 (3.47) 

  

เมื่อทําการจัดเรียงสมการ (3.47) โดยแยกตัวแปรที่ทราบคาและไมทราบคา โดยพิจารณาจากเงื่อนไขขอบเขตที่

กําหนดให จะไดระบบสมการพีชคณิตดังนี ้ 

 

 [ ]{ } { }A X = B   (3.48) 

 

โดยที่ [ ]A  คือเมทรกิซสัมประสิทธิ์ (coefficient matrix) { }X  คือเวคเตอรที่ไมทราบคา ณ จุดตอของการ

เปลี่ยนตําแหนง (หรือ ความเคนที่ผวิ) ศักยไฟฟา (หรอืประจุไฟฟาที่ผิว)  และ { }B  คือเวคเตอรทีท่ราบคาจาก

เงื่อนไขขอบเขตที่จุดตอของการเปลี่ยนตําแหนง (หรือ ความเคนที่ผิว) ศักยไฟฟา (หรือประจุไฟฟาที่ผิว)  และ

เมื่อทําการแกระบบสมการพีชคณิต (3.48) จะสามารถหาผลเฉลยของคาการเปลี่ยนตําแหนง ศักยไฟฟา ความ

เคนที่ผิว และประจุไฟฟาที่จุดตอบนขอบเขตได 

  
3.4 การหาปริพันธเชิงตัวเลข 
 

ปริพันธที่พบในระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนตสามารถแบงออกเปนสามชนิดหลักๆ คือปริพันธไมเอกฐาน 

(non-singular integral) ปริพันธเอกฐานอยางออน (weakly-singular integral) และปริพันธเอกฐานอยางแขง็ 

(strongly-singular integral) ซึ่งในงานวิจัยนี้ไดทําการหาคาปริพันธเชิงตัวเลข (numerical integration) ของ

ฟงกชันสัญฐาน-เคอรเนล (kernel-shape function) ในสมการ (3.37) โดยพิจารณาชนิดของปริพันธจากผล

เฉลยหลักมูลหรือฟงกชันเคอรเนลในภาคผนวก ก  พบวาในกรณีที่จุดฟลดและจุดโหลดไมซอนทบักัน (อยูคนละ

ตําแหนง) จะไดปริพันธไมเอกฐาน สวนกรณีที่จุดฟลดซอนทับจุดโหลดภายในเอลิเมนตเดียวกัน จะเกิดภาวะ 

เอกฐานลอการิทึม ซึ่งสามารถเขียนเปนผังงานในการคํานวณหาปริพันธเชิงตัวเลขของงานวจิัยนี้ไดดังรูปที่ 3.4 

และมีวิธีการคํานวณหาคาปริพันธเชิงตัวเลขโดยแบงตามชนดิของปรพิันธไดดังนี ้

 

               
Interface



 31 

3.4.1 ปริพันธไมเอกฐาน 
 
 ปริพันธไมเอกฐาน คือปริพันธของฟงกชันที่มีคาไมเปนอนันตตลอดชวงปรพิันธ และคาของปรพิันธที่

คํานวณไดไมเปนอนันตดวย ซึ่งปริพันธชนิดนี้เกิดขึ้นในกรณีที่จุดฟลดและจุดโหลดไมซอนทบักัน (อยูคนละ

ตําแหนง) สตูรการหาปริพันธเชิงตัวเลขที่ใชคือ “สูตรการหาปริพันธของเกาส-เลอจองต” (Gauss-Legendre 

integration formula)  

 

 ( ) ( ) ( ) 

1

11

n

i i
i

I f x d x w f x
+

=−

= Γ ≅ ∑∫   (3.49) 

 

โดยที่  iw  คือน้าํหนกัจุดเกาส (weights) ix  คือตําแหนงจดุเกาส (Gauss point locations) และ n  คือจํานวน

ของจุดเกาส (number of  Gauss points) 

 
3.4.2 ปริพันธเอกฐานอยางออน 

 
ปริพันธเอกฐานอยางออน คือปริพันธของฟงกชันที่มคีาเปนอนันตภายในชวงปริพันธ แตผลของการหา

ปริพันธที่คํานวณไดไมเปนอนันต เชน ฟงกชันลอการิทึม ซึ่งภาวะที่เกิดขึ้นนี้เรียกวา “ภาวะเอกฐานลอการิทึม” 

(logarithmic singularity) พบในกรณีที่จุดฟลดซอนทับจุดโหลดภายในเอลิเมนตขอบเขตเดียวกัน สูตรการหา

ปริพันธเชิงตัวเลขที่ใชคือ 

 

 ( ) ( ) ( ) 

1

10

1ln
n

i i
i

I f x d x w f x
x =

⎛ ⎞= Γ ≅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫   (3.50) 

 

โดยที่ iw , ix  และ n  คือ น้ําหนักจุดเกาส ตําแหนงจุดเกาส และจํานวนของจุดเกาส ตามลําดับ  
 

3.4.3 ปริพันธเอกฐานอยางแข็ง 
 

ปริพันธเอกฐานอยางแขง็ คือปริพันธของฟงกชันที่มีคาเปนอนนัตภายในชวงปรพิันธ และผลของการหา

ปริพันธที่ไดมีคาเปนอนันตดวย ซึ่งภาวะที่เกิดขึ้นนี้เรียกวา “ภาวะเอกฐาน” (singularity) เชน การหาปริพันธของ

ฟงกชัน   x1  ซึ่งการหาคาของปรพิันธเอกฐานอยางแขง็จะไมสามารถใชวิธีหาปริพันธโดยตรง แตจะใชเทคนิค

การแปลงตัวแปรกอนใชสูตรการหาปริพันธของเกาส-เลอจองต หรือใชวิธีการคํานวณหาคาลิมติของปรพิันธ เมื่อ

จุดฟลดเขาใกลจุดโหลดบนตําแหนงขอบเขต ซึ่งปรพิันธชนิดนี้ไมพบในงานวิจัยนี้ 
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3.5 การหาผลเฉลย 
 
 ผลเฉลยที่คํานวณไดจากสมการบาวดารีเอลิเมนตที่ไดกลาวถึงในหัวขอ 3.3 คือคาการเปลี่ยนตําแหนง

และศักยไฟฟา ( I B+u )  ความเคนที่ผวิและประจุไฟฟาที่ผิว ( I B+τ ) บนขอบเขตและรอยตอประสาน ซึ่งใน

หัวขอนี้จะกลาวถึงการคํานวณหาหนวยแรง การกระจัดทางไฟฟา และสนามไฟฟาบนขอบเขต และการคํานวณ 

หาผลเฉลยภายในโดเมน  

 
3.5.1 การหาหนวยแรง การกระจัดทางไฟฟาและสนามไฟฟาบนขอบเขต 

 
 การคํานวณหาหนวยแรง การกระจัดทางไฟฟาและสนามไฟฟาบนขอบเขต ไดจากการนําผลเฉลยบน

ขอบเขตจากสมการ (3.48) ทีไ่ดกลาวถึงในหัวขอ 3.3 มาแทนลงในสมการความสัมพันธระหวางความเคนกับ

ความเคนที่ผวิ (2.7)  สมการความสัมพันธระหวางการกระจัดทางไฟฟากับประจุไฟฟาที่ผิว (2.8)  และสมการ

ความสัมพันธจากการหาอนุพันธของการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟาบนขอบเขตในแตละเอลิเมนต ดังสมการ 

(3.51) ดงันี ้(Banerjee, 1994; Xu และ Rajapakse, 1998)  
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k
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∂ ∂∑  (3.51ข) 

 

หรือเขียนรวมสมการ  (3.51ก) และสมการ (3.51ข) ใหมไดดังนี้ 
 

 
( ) ( ) ( )

1 1 1

k k kn n n
k k ki i

i
k k k

N N Nu ux z u
x z

η η η
η η η= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂ ∂
+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

 

โดยที่  ,  ,  i x z q=  

 
สําหรับสมการความสมัพันธของความเคนและการกระจัดทางไฟฟา ในรูปของอนพุันธของการเปลี่ยนตําแหนง

และศักยไฟฟา สามารถเขียนไดดังนี้  

 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
1x x x x
2ij ijkl k l l k kij kc u u eσ φ

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎧ ⎫′ ′ ′ ′= + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩ ⎭⎩ ⎭

 (3.52ก) 
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 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
1x x x x
2i ikl k l l k ik kD e u u κ φ

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎧ ⎫′ ′ ′ ′= + −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩ ⎭⎩ ⎭

 (3.52ข) 

 

โดยที่  ,  ,  ,  ,  ,  i j k l x z q=  

 

เมื่อนําสมการ (2.7), (2.8), (3.51) และ (3.52) มาเขียนระบบสมการรวม เพื่อคํานวณหาหนวยแรง การกระจัด

ทางไฟฟา และสนามไฟฟาบนขอบเขตของเอลิเมนตที่ m  ไดดังนี ้(กรณีปญหาความเครียดในระนาบ) 
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สวนกรณีปญหาความเคนในระนาบ สามารถหาหาหนวยแรง การกระจัดทางไฟฟา และสนามไฟฟาบน

ขอบเขตของเอลิเมนต m  ดวยสมการขางตน โดยแทนคาคงตัวของวสัดุตามทีไ่ดกลาวถึงในหัวขอ 2.2 

 
3.5.2 การหาผลเฉลยภายในโดเมน 

 
การหาผลเฉลยภายในโดเมน เชน คาการเปลี่ยนตําแหนง ศักยไฟฟา หนวยแรง และการกระจัดทาง

ไฟฟาที่ตําแหนงตางๆ ภายในโดเมน สามารถคํานวณไดโดยการนําผลเฉลยบนขอบเขตจากสมการ (3.48) ที่ได

กลาวถึงในหัวขอ 3.3  มาแทนลงในสมการ (3.54ก) และ (3.54ข) ตามลําดับ โดยที่สมการ (3.54ก) เปนสมการ

เชิงปริพันธขอบเขตสําหรับการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟา ที่แทนคาเมทริกซสัมประสิทธิ์ขอบเขต ( )x′C  

ดวยเมทริกซเอกลักษณ (พิจารณาตําแหนงจุดโหลด x′  อยูภายในโดเมน) ซึง่สมการ (3.54ก) ใชสําหรับคํานวณ 

หาคาการเปลี่ยนตําแหนง ศักยไฟฟาภายในโดเมน ในขณะที่สมการ (3.54ข) เปนสมการเชิงปริพันธขอบเขต

เอลิเมนตที่ m  

สมการ (3.51) สมการ (3.52) 

สมการ (2.7) และ (2.8)  

(3.53) 
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สําหรับความเคนและการกระจัดทางไฟฟา ไดมาจากการนําสมการ (3.54ก) มาคํานวณหาอนพุันธตลอดทั้ง

สมการ แลวนําไปแทนลงในสมการความสมัพันธของความเคนและการกระจัดทางไฟฟา ในรูปของอนุพันธของ

การเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟาดังสมการ (3.52) ซึ่งสมการ (3.54ข) ใชสําหรับคํานวณหาคาความเคนและ

การกระจัดทางไฟฟาภายในโดเมน 

 

• สมการเชิงปรพิันธขอบเขตสําหรับการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟา  : 
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• สมการเชิงปรพิันธขอบเขตสําหรับความเคนและการกระจัดทางไฟฟา : 
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S

 (3.54ข) 

 

โดยที่ ( )x ,x z  คือจุดฟลดเปนจุดบนขอบเขต  ( )x ,x z′  คอืจุดโหลดเปนจุดบนโดเมน mτ  คือเวคเตอร

ความเคนที่ผวิและประจุไฟฟาที่ผิวของจุดตอบนขอบเขตภายในเอลิเมนต m  ที่มีขนาด [ n3  x 1] ที่ทราบคาจาก

สมการ (3.48)  mu คือเวคเตอรการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟาของจุดตอบนขอบเขตภายในเอลิเมนต m  ที่

มีขนาด [ n3  x 1] ทีท่ราบคาจากสมการ (3.48)  U คือเวคเตอรการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟาที่ไมทราบคา

ภายในโดเมน และ S คือเวคเตอรความเคนและการกระจัดทางไฟฟาที่ไมทราบคาภายในโดเมน 

 

 { }T
xx zz zx x zD Dσ σ σ=S  (3.55) 

 

 สวน G และH คือเมทริกซเคอรเนลขนาด [ 3 x 3 ] จากสมการ (3.18ก) และ (3.18ข) ทีม่ีสวนประกอบของฟงก็ชัน 

เคอรเนลแสดงไดดังสมการ (ก.1) ถึง (ก.18)  ในขณะที่ σG และ σH คืออนพุันธของเมทรกิซเคอรเนลทีค่ํานวณได

จากสมการ (3.56ก) และ (3.56ข) ที่มีขนาด [ 5 x 3 ] และมีสวนประกอบของอนุพนัธฟงก็ชันเคอรเนลแสดงไดดัง

สมการ (ก.21) ถึง (ก.50) ในภาคผนวก ก 
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 ในสมการ (3.56ก) และ (3.56ข) ใชสําหรับปญหาความเครียดในระนาบ สวนกรณีปญหาความเคนในระนาบ จะแทน

คาคงตัวของวัสดุตามที่ไดกลาวถึงในหัวขอ 2.2 
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รูปที่ 3.1 ผังงานของระเบียบวิธีการบาวดารีเอลิเมนตสําหรับชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก 
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n→

→r
จุดโหลด X' x

z จุดฟลด

Γ

Ω

X

 
 

จุดฟลด ( x ∈Γ ) และจุดโหลด (   x′∈Ω ∪ Γ ) 

 
รูปที่ 3.2  นิยามเชิงเรขาคณิตที่ใชในการคํานวณ 
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คา u หรอื τ ที่จุดตอ 

(พิกัดธรรมชาต)ิ

z

1

η = 0

1

(x  , z )1 1

l   

⇒ η

x  
 

(ก) เอลิเมนตคาคงตัว 

 
คา u หรอื τ ที่จุดตอ

(พิกัดธรรมชาต)ิ

(x  , z )2 2

11(x  , z )

2

1

z

x

21

= -1 = 1

   l

⇒ η
ηη

 
 

(ข) เอลิเมนตเชิงเสน 

 
คา u หรือ τ ที่จุดตอ

(พิกัดธรรมชาติ)
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(ค) เอลิเมนตกําลังสอง 

 
รูปที่ 3.3 การแปลงเชิงเรขาคณิตของเอลเิมนตจากพิกัดคารทีเซียนเปนพิกัดธรรมชาติ 
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x x′ x x′

i j≠ i j=

 
 

รูปที่ 3.4  ผังงานการคํานวณปริพันธเชิงตัวเลขสาํหรับแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก 
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จุดตอบนรอยตอประสาน ( u และ τ )

จุดตอบนขอบเขตรอบนอก และ τ
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    บริเวณยอย 1    บริเวณยอย 2 

 
รูปที่ 3.5  การสรางและประกอบระบบสมการพีชคณิตสองบริเวณ 



บทที่ 4 
 

ผลการศึกษา 

 
 ในบทนี้จะเสนอผลการประยุกตใชระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต โดยการใชแบบจําลองบริเวณยอยและ

การประกอบระบบสมการพีชคณิตหลายบริเวณ แบงรูปรางของปญหาออกเปนโดเมนยอยๆ (บริเวณยอยๆ) เพื่อ

ศึกษาหาคาพารามิเตอรตางๆ เชน คาการเปลี่ยนตําแหนง ศักยไฟฟา หนวยแรง การกระจัดทางไฟฟา และ

สนามไฟฟา ที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก (ทัง้บนขอบเขตและภายในโดเมนของปญหา) ภายใตแรงกระทาํ

ทางกลหรือโหลดทางไฟฟา โดยไมคิดผลของแรงวตัถแุละประจุไฟฟาอิสระ ในขั้นแรกเปนการทดสอบโปรแกรม

บาวดารีเอลิเมนตกับปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนันตที่มีรกูลวงตรงกลางทีม่ีผลเฉลยแมนตรง (Sosa, 

1991) เพื่อเปรียบเทียบความถูกตองแมนยาํและการลูเขาของผลลัพธที่คํานวณได จากนั้นจะทําการศึกษาใน

กรณีปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนจํากัดที่มีรูกลวงตรงกลาง และมีผลเฉลยของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

(Wang และคณะ, 2004) เพือ่เปรียบเทียบความแตกตางระหวางระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต (งานวจิยันี้) กบั

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  หลังจากนั้นจะทําการศึกษาตัวอยางปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุ (วสัดุ

สองชนิดที่มีคุณสมบัติแตกตางกัน) ทัง้ในกรณีที่ไมมีความบกพรอง และกรณีที่มีความบกพรอง เชน รกูลวงตรง

กลาง และรอยบากดานขาง  

 
4.1 การประยุกตใชระเบียบวิธีบาวดารีเอลเิมนตสําหรับศกึษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุ 
  

 การศึกษาแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ สามารถนําระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนตมา

ประยุกตใชไดสองวิธีคือ วิธีแรกเปนการประยุกตใชผลเฉลยหลักมูล (หรือฟงกชันของกรีน) สําหรับชิ้นสวนสอง

วัสดุ (bimaterial Green’s function) ทีส่อดคลองและเหมาะสมกับปญหาที่กําลังพิจารณา ซึ่งวิธีการนี้มกัมี

ขอจํากัดในการใชงาน และใชไดกับปญหาที่ไมซับซอน สวนวธิีที่สองเปนการประยุกตใชระเบียบวิธีบาวดาร-ี     

เอลิมเนตหลายโดเมน (muti-domain BEM) โดยทําการพิจารณาแบงขอบเขตรูปรางปญหาออกเปนโดเมนยอยๆ 

ตามชนิดของวัสดุ งานวิจัยนี้ไดเลือกใชวิธีที่สองเนื่องจากสามารถพิจารณาปญหาทีม่ีความซับซอน และเกี่ยวของ

กับความบกพรองหรือตําหนิ ที่เกิดขึ้นภายในชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุได 

  

 ดงันัน้งานวิจัยนี้เปนการประยุกตใชระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต เพื่อใชศึกษาวิเคราะหหนวยแรงที่

เกิดขึ้นในแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีความบกพรอง เชน รอยบาก รูกลวง หรือโพรง ซึ่ง

สามารถแสดงเปนผังงานในการคํานวณเพื่อศึกษาปญหาไดดังรูปที่ 4.1  โดยเริ่มจากการใชแบบจําลองบริเวณ

ยอยแบงขอบเขตรูปรางปญหาออกเปนบริเวณยอยๆ (โดเมนยอยๆ) ตามชนิดของวสัดุ หรือแบงขอบเขตผาน

บริเวณที่เกดิความบกพรอง โดยที่ผิวรอยตอทีท่ําขึน้ (artificial interface) จะประกอบดวยผิวของรอยตอประสาน

กับผิวในตําแหนงที่เกิดความบกพรอง ดังตัวอยางแสดงในรูปที่ 4.2 เมื่อนําสมการบาวดารีเอลิเมนตที่ไดกลาวถึง
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ในหัวขอ 3.3 มาแยกพิจารณาในแตละโดเมนยอย จะไดระบบสมการพีชคณิตสําหรับแตละบริเวณยอยดังสมการ 

(3.42) และ (3.43) และอาศัยความสอดคลองของเงือ่นไขตอประสาน ทั้งทีเ่ปนเงื่อนไขทางกลและเงื่อนไขทาง

ไฟฟาจากสมการ (3.44ก) และ (3.44ข) บนตําแหนงผิวรอยตอประสาน (ผิวในตําแหนงที่มคีวามบกพรองจะไม

นํามาพิจารณาเงื่อนไขตอประสาน) และทําการประกอบระบบสมการพีชคณิตหลายบริเวณ ซึ่งจะไดระบบ

สมการพีชคณิต (3.47) แลวทําการจัดเรียงสมการเพื่อแยกตัวแปรที่ทราบคาและไมทราบคา โดยพจิารณาจาก

เงื่อนไขขอบเขตที่กําหนดมาใหจะไดสมการ (3.48) เมือ่ทําการแกระบบสมการพีชคณิตจะไดผลเฉลยของคาการ

เปลี่ยนตําแหนง ศักยไฟฟา ความเคนที่ผิว และประจุไฟฟาที่ผิวของจุดตอบนขอบเขตและรอยตอประสาน ซึ่งผล

เฉลยที่ไดนี้สามารถนํามาคํานวณหาหนวยแรง การกระจัดทางไฟฟาและสนามไฟฟาบนขอบเขตและรอยตอ

ประสาน ตามที่ไดกลาวถึงในหัวขอ 3.5.1  หรือนําผลเฉลยที่ไดมาหาผลเฉลยภายในโดเมน โดยการแทนคาลงใน

สมการ (3.54ก) และ (3.54ข) ตามทีไ่ดกลาวถึงในหัวขอ 3.5.2 

 
4.2 การทดสอบความถูกตองของโปรแกรมและการลูเขาของผลลัพธ 
  

 การทดสอบเปรียบเทียบความถูกตองแมนยาํและการลูเขาของผลลัพธ ที่คํานวณไดจากระเบียบวิธี 

บาวดารีเอลิเมนต โดยเทียบกับผลเฉลยแมนตรงของปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนันตที่มีรกูลวงตรง

กลาง (Sosa, 1991) ดังรูปที่ 4.3  ภายใตแรงกระทําทางกลที่อนันต ( zzσ ∞  = 0σ ) หรือโหลดทางไฟฟาที่อนันต 

( zD∞  = 0D ) เมื่อมีคณุสมบัติของวัสดุ PZT-4 ตามตารางที ่4.1  และกําหนดใหเงือ่นไขขอบเขตที่ตําแหนงขอบ

รอบรูกลวงปราศจากความเคนที่ผวิและประจุไฟฟาที่ผิว เนือ่งจากคาคงตัวไดอิเล็กตริกของวสัดุเพียโซอิเล็กทริก 

( ijk ≈ 10-9 Fm-1) มคีาสูงกวาคาคงตัวไดอิเล็กตริกของอากาศ ( 0k = 8.85x10-12 Fm-1) ภายในชองวางมาก และ

จากผลการศึกษาของ Sosa และ Khutoryansky (1996) เกี่ยวกับเงื่อนไขขอบเขตทางไฟฟารอบรูกลวง ซึง่พบวา 

ถาอตัราสวนรูปรางรูวงรี (b/a) มากกวา 0.01 ผลลัพธที่คํานวณไดทั้งในกรณีที่คํานึงถงึประจุไฟฟาที่ผิวและกรณี

ที่ไมคํานึงถึงประจุไฟฟาที่ผิวจะใหผลลัพธที่สอดคลองกัน ดังนัน้จึงสามารถเขียนเงื่อนไขขอบเขตรอบรกูลวงได

ดังนี ้(Sosa, 1991) 

 

 0xx x xz zn nσ σ+ =  (4.1ก) 
 

 0zx x zz zn nσ σ+ =  (4.1ข) 

 

และ 0x x z zD n D n+ =  (4.2) 

 
โดยงานวิจัยนี้กําหนดใหสัญลักษณ *

0i iu u σ= , *
0φ φ σ= , *

0ij ijσ σ σ= , *
0i iD D σ=  และ 

*
0i iE E σ=  เปนคาผลลัพธที่คํานวณไดจากการใหแรงกระทําทางกล ( 0σ )  ในขณะที่ **

0i iu u D= , 
**

0Dφ φ= ,  **
0ij ij Dσ σ= , **

0i iD D D=  และ **
0i iE E D=  เปนคาผลลัพธที่คํานวณไดจากการ

ใหโหลดทางไฟฟา ( 0D ) เมื่อ i , j = x , z  
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 การคํานวณหาหนวยแรงและการกระจัดทางไฟฟาบนระนาบ θ  = 0 (หรือระนาบ z  = 0) สําหรบั

ปญหานีด้วยระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต สามารถพิจารณาไดทั้งแบบหนึง่โดเมนและสองโดเมน ซึ่งแตละวิธีมี

ความแตกตางกันดังนี ้

 

ก) การพิจารณาปญหาแบบหนึ่งโดเมน ดวยการใชแบบจําลองเต็มหนาตัด (full model) ดังรูปที่ 4.4ก จะ

คํานวณหาผลลัพธบนระนาบ θ  = 0 ดวยการหาผลเฉลยภายในโดเมนทีต่ําแหนงจุดภายใน (internal point) ซึง่

ไดกลาวถึงในหัวขอ 3.5.2 ในขณะที่การใชแบบจําลองหนึ่งในสี่ของหนาตัด (quarter model) ดังรูปที่ 4.4ข  จะ

ใชสําหรับกรณีปญหาที่มคีวามสมมาตร และคํานวณหาผลลัพธบนระนาบ θ  = 0 (ซึ่งเปนระนาบสมมาตร) ดวย

การหาผลเฉลยบนขอบเขต ตามทีไ่ดกลาวถึงในหัวขอ 3.5.1 

 

ข) การพิจารณาปญหาแบบสองโดเมน ทาํไดโดยการใชแบบจําลองบริเวณยอยดังรูปที่ 4.5 โดยการแบง

ปญหาผานบริเวณที่ตองการศึกษา ใชไดทั้งกรณีที่ปญหามีความสมมาตรและไมมคีวามสมมาตร ซึ่งจะคํานวณ

ผลลัพธบนระนาบ θ  = 0  ดวยการหาผลเฉลยบนขอบเขตที่ตําแหนงรอยตอประสาน  

 

 จากผลการศึกษาเปรียบเทียบการลูเขาของผลลัพธ เพือ่หาอัตราสวนขนาดรู (a/W) และจํานวนเอล-ิ

เมนตขอบเขตรอบรูกลวงที่เหมาะสม เพื่อใชในการคํานวณหาผลเฉลยสําหรับชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนันต

ที่มีรกูลวงตรงกลางดังรูปที่ 4.3 เมื่อมอีัตราสวนรูปรางรู (b/a = 1 และ 0.1) โดยการพิจารณาจากคาความ

คลาดเคลื่อนของหนวยแรงสูงสุด และการกระจัดทางไฟฟาสูงสดุ ทีเ่กิดขึ้นบนตําแหนงขอบรูกลวง (a, 0) เทียบ

กับผลเฉลยแมนตรง (Sosa, 1991) แสดงไดดังรูปที่ 4.6 พบวาเมื่ออตัราสวน a/W เพิ่มขึน้ คาความคลาดเคลื่อน

จะมากขึน้  เนื่องจากอัตราสวน a/W ที่เพิ่มขึน้ (มีลักษณะเปนแผนจํากัดมากขึน้) จะทําใหหนวยแรงและการ

กระจัดทางไฟฟาที่คํานวณไดมีคาสูงกวาผลเฉลยแมนตรง และถาใหอัตราสวน a/W คงที ่ แลวเปลี่ยนแปลง

อัตราสวน b/a ลดลง คาความคลาดเคลื่อนจะลดลงดวยเนื่องจากระยะหางระหวางแรงกระทํากับตําแหนงที่

พิจารณามากขึ้น (อัตราสวน b/H เพิ่มขึน้)  สวนรูปที่ 4.7 แสดงใหเหน็วาเมื่ออัตราสวน b/a ลดลง  จํานวนเอล-ิ

เมนตขอบเขตที่ใชจะเพิ่มขึ้น เนือ่งจากอตัราสวน b/a ที่ลดลงจะมีรูปรางลักษณะของปญหาเปนรูวงรีมากขึน้ 

(วงรตีีบมากขึน้) ทําใหเกิดความเขมของหนวยแรงและความเขมของการกระจัดทางไฟฟาที่ตําแหนงขอบรกูลวง 

(a, 0) มีคาสูงขึ้น ดังนัน้จํานวนเอลิเมนตขอบเขตที่ใชจึงตองเพิ่มขึน้ดวย 

 

 การทดสอบเพื่อเปรียบเทียบการลูเขาของผลลัพธที่คํานวณไดจากแบบจําลองชนิดตางๆ โดยพิจารณา

จากคาความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นบนตําแหนงขอบรกูลวง (a, 0) กับจํานวนของเอลเิมนตขอบเขตทั้งหมดที่ใช  

เมื่อใหจํานวนเอลิเมนตรอบรูกลวงคงที่ แสดงไดดังรูปที่ 4.8 และ 4.9 พบวาแบบจําลองเต็มหนาตัด ใหคา

ผลลัพธลูเขาเร็วที่สุด ในขณะที่แบบจําลองหนึ่งในสี่ของหนาตัดและแบบจําลองบริเวณยอย จะมีลักษณะการลู

เขาของผลลัพธที่เหมือนกัน คือลูเขาอยางรวดเร็วในชวงแรกแลวคอยคงที่ เนื่องจากจํานวนเอลิเมนตบนระนาบ

สมมาตรหรือบนผิวตอประสานที่ใชพิจารณาจะตองมากเพียงพอ คาความคลาดเคลื่อนทีค่ํานวณไดจึงจะเริ่มลู

เขาอยางสม่าํเสมอ 
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 การทดสอบเปรียบเทียบผลลัพธที่คํานวณไดบนระนาบ θ  = 0 จากการพิจารณาปญหาแบบหนึง่โดเมน 

และแบบสองโดเมน เทยีบกับผลเฉลยแมนตรงของสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนนัตที่มีรูวงกลม (b/a = 1) ดังรปูที ่

4.10 และ 4.11 และกรณีรูวงรี (b/a = 0.2) ดังรูปที่ 4.14 และ 4.15 ซึ่งเห็นไดวาผลลัพธที่คํานวณไดจากการ

พิจารณาปญหาในแบบหนึง่โดเมน มีคาใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงมากกวาการพิจาณาปญหาแบบสองโดเมน 

เนื่องจากการพิจารณาปญหาแบบหนึง่โดเมนดวยแบบจําลองเต็มหนาตัดมีผิวขอบเขตรอบรกูลวงที่ราบเรียบกวา

จึงใหผลลัพธที่ดีกวา ในขณะที่การพิจาณาปญหาแบบสองโดเมนดวยแบบจําลองบริเวณยอยมผีิวของขอบเขต

รอบรูกลวงทีไ่มราบเรียบเกิดขอบและมุมขึ้นที่ตําแหนง (a, 0) ซึ่งจะทําใหคาความเคนที่ผิวและประจุไฟฟาที่ผิว ที่

คํานวณไดบนตําแหนง  (a, 0) เกิดความคลาดเคลื่อนมากขึ้น เนื่องจากที่ตําแหนงขอบหรือมุมของจุดตอเดียวกนั

มีคาโคไซนแสดงทศิทางที่แตกตางกนั 

 

 นอกจากนี้งานวิจัยนี้ไดทําการคํานวณหาผลเฉลยภายในโดเมน สําหรับศึกษาชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริก

แผนอนันตที่มีรูกลวงตรงกลาง ที่มอีัตราสวนรูปรางรู b/a = 1 และ 0.2 ภายใตแรงกระทําทางกล เมื่อใชจํานวน

จุดภายใน 160 - 320 จุด แลวนําคาผลลัพธที่ไดมาวาดเสนชั้นความสงู เพือ่แสดงลักษณะการกระจายของหนวย

แรงและการกระจายของการกระจัดทางไฟฟารอบรูกลวงแสดงไดดังรูปที่ 4.12, 4.13, 4.16 และ 4.17 ตามลําดับ 

ซึ่งพบวาหนวยแรงและการกระจัดทางไฟฟาจะมีคาเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วในชวงสองเทาของรศัมี (2R) โดย 

เฉพาะในกรณีอตัราสวนรูปรางร ู b/a = 0.2 จะเกิดความเขม็ของหนวยแรงและการกระจัดทางไฟฟาที่ตําแหนง

ขอบ ( ± a, 0) 

 

 การทดสอบเปรียบเทียบผลการศึกษาทีไ่ดจากระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต (งานวจิัยนี้) กับระเบียบวิธี

ไฟไนตเอลิเมนต (Wang และคณะ, 2004) ในการศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนจํากัดที่มีรวูงกลม ภายใต

แรงกระทําทางกล พบวาผลของอตัราสวน a/W กับการเปลี่ยนตําแหนงที่ขอบรอบนอก (W, 0) ของทัง้สองวิธีให

คาสอดคลองใกลเคียงกันดังรูปที่ 4.18ก ในขณะที่ผลของอัตราสวน a/W กับหนวยแรงสูงสุดที่ขอบรูวงกลม (a, 0) 

แสดงไดดังรูปที่ 4.18ข พบวาการพิจารณาปญหาแบบสองโดเมนในระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต จะใหคาหนวย

แรงที่ต่ํากวาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Wang และคณะ, 2004) เล็กนอย (ผลตาง ≈  -1.25%) และเมื่อ

พิจารณาในกรณีที่อัตราสวนขนาดรู a/W = 0.05 เพื่อเปรียบเทียบความแมนยาํของผลลัพธที่คํานวณไดจาก

แบบจําลองทัง้ 3 ชนิด ดังแสดงในตารางที ่ 4.2 พบวาแบบจําลองเต็มหนาตัด (ดังรูปที่ 4.4ก) ใหคาสอดคลอง

ใกลเคียงกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Wang และคณะ, 2004) มากที่สุด ในขณะที่แบบจําลองบริเวณยอย 

(ดังรปูที่ 4.5) และแบบจําลองหนึ่งในสี่ของหนาตัด (ดังรูปที่ 4.4ข) จะใหคาที่ต่ํากวาเล็กนอย (ผลตาง ≈  -1.19% 

และ  -1.06%) เนือ่งจากผิวของขอบเขตรอบรูกลวงในตําแหนง (a, 0) ที่พจิารณาไมราบเรียบเกิดขอบและมุม 

 

 สําหรับตัวอยางชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริกแผนจํากัดที่มีรูวงกลม และมีอัตราสวนขนาดรู a/W = 0.25 

ภายใตแรงกระทําทางกล เพื่อเปรียบเทียบหนวยแรงบนระนาบ z  = 0 แสดงไดดังรูปที่ 4.19 พบวาคาที่คํานวณ

ไดของการพิจารณาปญหาแบบสองโดเมน มีคาใกลเคียงและสอดคลองกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Wang 

และคณะ, 2004) ตลอดชวงทีพ่ิจารณา ยกเวนบริเวณขอบรอบนอก (4, 0) ซึง่ระเบียบวิธีบาวดารีเอลิ-เมนตใหคา

ต่ํากวาวิธีไฟไนตเอลิเมนตเล็กนอย 
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 Lee (1994) ไดทําการพิจารณาปญหาแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนันตที่มีรกูลวงวงกลม 

(b/a = 1) ภายใตแรงกระทําทางกล ( P  = 1 N/m2) ที่ขอบรกูลวงดังรูปที่ 4.20 การเปรียบเทียบคาผลลัพธที่

คํานวณไดของระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต เมือ่พิจารณาปญหาแบบหนึง่โดเมน (Lee, 1994) และแบบสอง

โดเมน (งานวิจัยนี้) พบวาใหคาที่สอดคลองกันดังรูปที่ 4.21  จากการพิจารณาเปรียบเทียบหนวยแรงวงแหวน

สูงสดุในตําแหนง θ  = 45° และ 135° พบวาผลการศึกษาของ Lee (1994) ใหคาหนวยแรง 1.067 N/m2 และ

งานวิจัยนี้ไดคาหนวยแรง 1.065 N/m2 และเมื่อเปรียบเทียบคาการกระจัดทางไฟฟาวงแหวนสูงสุดในตําแหนง 

θ  = 180° พบวาผลการศึกษาของ Lee (1994) ใหคาการกระจัดทางไฟฟา 0.935E-11 C/m2 และงานวิจัยนี้ได

คากระจัดทางไฟฟา 0.915E-11 C/m2  

 
4.3 ตัวอยางปญหาชิน้สวนเพยีโซอิเลก็ทริกสองวัสดุที่ไมมีความบกพรอง 
 

 การศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่ไมมคีวามบกพรองดังรูปที่ 4.22 ทั้งกรณีที่ประกอบกันใน

แนวนอนดังรูป 4.22ก และกรณีที่ประกอบกันในแนวตั้งดังรูปที่ 4.22ข เพื่อเปนการศึกษาถึงคาการเปลี่ยน

ตําแหนง ศักยไฟฟา หนวยแรง การกระจัดทางไฟฟา และสนามไฟฟา ที่เกิดขึ้นบนตําแหนงกึง่กลางหรือรอยตอ

ของวัสดุบนระนาบ AB (z/H = 0) ภายใตแรงกระทําทางกล ( 0σ = 1 N/m-2) หรือโหลดทางไฟฟา ( 0D = 1 C/m-2) 

เมื่อกําหนดใหชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกประกอบดวย PZT-5H และ PZT-5 ที่มีคุณสมบัติของวัสดุตามตารางที ่4.1

โดยที่ชิ้นสวนมีขนาดอัตราสวนความสูงตอความกวางคงที่ (H/W = 1)  และมีเงือ่นไขขอบเขตดังนี้ 

 
• ที่ตําแหนงขอบดานบน  z = +H  และ  -W ≤  x ≤  W 

 

    ( , ) 0xz xσ =H   (4.3) 
 

 
0( , )

( , ) 0

zz

z

x

D x

σ σ ⎫= = ⎪
⎬
⎪= ⎭

-2    

                         

H 1 N/m

H
  (เงื่อนไขแรงกระทําทางกล) (4.4) 

 

 

 หรือ 
0( , )

( , ) 0

z

zz

D x D

xσ

⎫= = ⎪
⎬
⎪= ⎭

-2    

                       

H 1 C/m

H
  (เงื่อนไขโหลดทางไฟฟา) (4.5) 

 

 
• ที่ตําแหนงขอบดานลาง  z = -H  และ  -W ≤  x ≤  W 

 

 ( , ) ( , ) 0  H Hzu x xφ− −= =  (4.6) 
 

 (0, ) 0xu − = H    (สมมาตรรอบแกน z ) (4.7) 
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• ที่ตําแหนงขอบดานขาง  x = ± W  และ  -H ≤  z ≤  H 
 

 ( , ) ( , ) ( , ) 0W W Wxx xz zz z D zσ σ± ± ±= = =  (4.8) 

 
 งานวิจัยนี้ไดทดสอบการลูเขาของผลลัพธที่คํานวณได เทียบกับจํานวนเอลิเมนตขอบเขตทัง้หมดที่ใช 

ในตัวอยางปญหาชิ้นสวนสองวัสดุ (ทีป่ระกอบกันในแนวนอน) ภายใตแรงกระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟาดัง

รูปที่ 4.22ก  พบวาเมื่อจํานวนเอลิเมนตเพิ่มขึ้น คาการเปลี่ยนตําแหนงที่เกิดขึ้นบนตําแหนงกึง่กลาง (0, 0) และ

ขอบ (W, 0) มีคาลูเขาแสดงไดดังรูปที่ 4.23  การศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่ไมมคีวามบกพรอง เมือ่

พิจาณาแบบสองโดเมน จะใชจํานวนเอลิเมนตขอบเขตทั้งหมด 44 เอลิเมนตดังรูปที่ 4.24ก  และนําคาผลลัพธที่

ไดมาเปรียบเทียบกับโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต (ANSYS) ที่ใชเอลิเมนตประเภท PLANE 13 (2D coupled-field 

element) ทัง้หมดจํานวน 1156 เอลิเมนตดังรูปที่ 4.24ข  พบวาผลลัพธที่ไดสอดคลองและใกลเคียงกัน ซึง่

สามารถแสดงไดดังรูปที่ 4.25ก ถึง 4.25ฉ และรูปที่ 4.26ก ถึง 4.26ฉ ตามลาํดับ  

 

 จากผลการศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกวัสดุเดียว (PZT-5H หรือ PZT-5) ภายใตแรงกระทําทางกล

หรือโหลดทางไฟฟา พบวาคาผลลัพธของการเปลี่ยนตําแหนง ศักยไฟฟา หนวยแรง การกระจัดทางไฟฟา และ

สนามไฟฟา บนระนาบ AB (z/H = 0, x/W = 0 ถึง 1) มีคาคงที่ตลอดความกวางของชิ้นสวน (x/W = 0 ถึง 1) ดัง

รูปที่ 4.25 และ 4.26  ในขณะที่กรณีชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่ประกอบกนัในแนวนอน (PZT-5H / PZT-

5 bimaterial) ภายใตแรงกระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟาดังรูปที่ 4.22ก คาผลลัพธที่ตําแหนงรอยตอของวัสดุ

บนระนาบ AB (x/W = 0 ถึง 1, z/H = 0) มีคาไมคงที่ตลอดความกวาง โดยเฉพาะที่ตําแหนงขอบ (x/W = 1) คา

ศักยไฟฟา ความเคน การกระจัดทางไฟฟา และสนามไฟฟา จะมีคาสูงกวาคาที่ตําแหนงกึง่กลาง (x/W = 0) ดัง

รูปที่ 4.25ค ถึง 4.25ฉ และรูปที่ 4.26ค ถึง 4.26ฉ  ในขณะที่คาการเปลี่ยนตําแหนงในทิศทาง z  ทีต่ําแหนงขอบ 

(x/W = 1) จะมีคาต่ํากวาคาที่ตําแหนงกึง่กลาง (x/W = 0) ดังรปูที่ 4.25ข และ 4.26 ข 

 

 เมื่อนําชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่ประกอบกนัในแนวนอน ภายใตแรงกระทําทางกล หรือโหลด

ทางไฟฟาดังรูปที่ 4.22ข มาพิจารณาเปรียบเทียบหาผลเฉลยภายในโดเมนทีใ่ชจํานวนจุดภายในโดเมนทั้งหมด 

400 จุด (โดเมนละ 200 จุด) แลวนําคาที่คํานวณไดมาวาดเสนชั้นความสงูเพื่อแสดงลักษณะการกระจายของ

หนวยแรงและการกระจัดทางไฟฟา ไดผลลัพธที่สอดคลองกบัโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต (ANSYS) ดังรูปที่ 4.27 

ถึง 4.30 ตามลําดับ พบวาที่ตําแหนงขอบ (x/W = ± 1, z/H = 0) จะเปนตําแหนงทีเ่กิดความเขมของหนวยแรง 

และความเขมของการกระจัดทางไฟฟาสูงสุด 

 

 สวนในกรณีชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่ประกอบกนัในแนวตั้ง (PZT-5H / PZT-5 bimaterial) 

ภายใตแรงกระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟาดังรูปที ่ 4.22ข พบวาคาผลลัพธที่ตําแหนงกึ่งกลางของวัสดบุน

ระนาบ AB (x/W = -1 ถงึ 1, z/H = 0) มีคาไมคงที่ตลอดความกวางแสดงไดดังรูปที่ 4.31 และ 4.32 โดยที่

ตําแหนงกึ่งกลางของรอยตอในชวง x/W = -0.1 ถึง 0.1 จะเปนตําแหนงทีเ่กิดหนวยแรง และการกระจัดทางไฟฟา

สูงสดุ  
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4.4 ตัวอยางปญหาชิน้สวนเพยีโซอิเลก็ทริกสองวัสดุที่มีความบกพรอง 
 

 การศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (วัสดุตางชนิดกัน) ที่มีความบกพรองหรือตําหนิ เชน รกูลวง

ตรงกลาง และรอบบากดานขางดังรูปที่ 4.33 และ 4.40 ตามลาํดับ เพือ่เปนการศึกษาหาหนวยแรง การกระจัด

ทางไฟฟา และสนามไฟฟา ที่เกิดขึ้นบนตําแหนงรอยตอของวสัดุบนระนาบ AB (z/H = 0) ภายใตแรงกระทําทาง

กล ( 0σ = 1 N/m-2) หรอืโหลดทางไฟฟา ( 0D = 1 C/m-2) เมือ่กําหนดใหคุณสมบัติของวัสดุมีคาตามตารางที ่

4.1 โดยที่ชิ้นสวนมีขนาดอัตราสวนความสูงตอความกวางคงที่ (H/W = 1) และมีเงื่อนไขขอบเขตในบริเวณที่มี

ความบกพรองดังสมการ (4.1) ถึง (4.2) โดยไมคํานึงถึงความเคนที่ผวิและประจุไฟฟาที่ผิว สวนเงือ่นไขขอบเขต

รอบนอกแสดงไดดังสมการ (4.3) ถงึ (4.8) 

 

 การศึกษาเพื่อเปรียบเทียบคาผลลัพธของชิน้สวนที่มคีวามบกพรอง ทีป่ระกอบดวยวัสดุชนิดตางๆ เชน 

PZT-5, PZT-5H, อีพอกซีเรซิน (epoxy resin), ชิ้นสวนเชิงประกอบ PZT-5H กับ PZT-5 และชิ้นสวนเชิงประกอบ 

PZT-5H กับอีพอกซีเรซิน พบวากรณีใหแรงกระทําทางกล ( 0σ ) คาหนวยแรงที่เกิดขึ้นมีคาใกลเคียงกันทั้งหมด 

ยกเวนชิ้นสวนเชิงประกอบ PZT-5H กับอีพอกซีเรซินจะใหคาหนวยแรงที่แตกตางดังรูปที่ 4.34ก และ 4.34ข  

สวนคาการกระจัดทางไฟฟา ที่เกิดขึ้นในวัสดุ PZT-5, PZT-5H และชิ้นสวนเชิงประกอบ PZT-5H กับ PZT-5 มคีา

ใกลเคียงกัน ยกเวนวสัดุอีพอกซีเรซิน และชิ้นสวนเชิงประกอบ PZT-5H กับอพีอกซีเรซินจะมีคาการกระจัดทาง

ไฟฟาเทากับศูนยดังรูปที่ 4.34ค  สวนในกรณีใหโหลดทางไฟฟา ( 0D ) พบวาหนวยแรงที่เกิดขึ้นในวัสดุ PZT-5 

และ PZT-5H จะมีลักษณะใกลเคียงกัน สวนวสัดุอีพอกซีเรซินจะมีคาหนวยแรงเทากับศูนย และชิ้นสวนเชงิ

ประกอบจะใหคาหนวยแรงที่แตกตางออกไปดังรูปที่ 4.35ก และ 4.35ข ในขณะที่คาการกระจัดทางไฟฟามคีา

ใกลเคียงกันทัง้หมดทุกวัสดุดังรูปที่ 4.35ค 

 
4.3.1 ชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีรูวงรีตรงกลาง 

 
  การศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (PZT-5H / PZT-5 bimaterial) ที่มีรูวงรีตรงกลาง ภายใต

แรงกระทําทางกล ในกรณีอตัราสวนรูปรางรูวงรีคงที ่ (b/a = 0.5) เมื่อเปลี่ยนแปลงอตัราสวนขนาดรูวงรี (a/W = 

0.1, 0.2 และ 0.3) พบวาหนวยแรง ( *
zzσ ) และการกระจัดทางไฟฟา ( *

zD ) จะมีคาเพิ่มขึ้นอยางสม่ําเสมอ 

ในขณะที่สนามไฟฟา ( *
zE ) จะมีคาลดลงอยางสม่ําเสมอ และในทางกลับกันเมื่อใหอัตราสวนขนาดรูวงรีคงที่ 

(a/W = 0.1) แลวเปลี่ยนแปลงอัตราสวนรูปรางรูวงรี (b/a = 0.5, 1 และ 2) พบวาถาอัตราสวนรูปรางรูวงรลีดลง 

(รูวงรีแคบลง) หนวยแรง ( *
zzσ ) การกระจัดทางไฟฟา ( *

zD ) และสนามไฟฟา ( *
zE ) จะมีคาเปลี่ยนแปลงอยาง

มากในบริเวณใกลๆ ขอบรูวงรี (x/W = 0.1 ถึง 0.3) หรือในชวงสองเทาของความกวางรูวงรี (2a) ดงัรูปที่ (4.36ก) 

ถึง (4.36ค)  

 

สวนในกรณีชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีรูวงรีตรงกลาง ภายใตโหลดทางไฟฟา พบวาหนวยแรง 

( **
zzσ ) จะไมเปลี่ยนแปลงดังรูป (4.37ก) ในขณะที่การกระจัดทางไฟฟา ( **

zD ) และสนามไฟฟา ( **
zE ) จะมีคา

เพิ่มขึ้นอยางสม่ําเสมอดังรูปที่ (4.37ข) ถึง (4.37ค) 
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 เมื่อนําชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีอัตราสวนรู b/a = 1 และ a/W = 0.1 ภายใตแรงกระทําทาง

กลหรือโหลดทางไฟฟา มาหาผลเฉลยภายในโดเมนที่ใชจํานวนจุดภายในโดเมนทัง้หมด 440 จุด (โดเมนละ 220

จุด) แลวนําคาที่คํานวณไดมาวาดเสนชั้นความสงู ซึง่แสดงไดดังรูปที่ 4.38 และ 4.39 ตามลําดับ ซึ่งพบวาที่

ตําแหนงขอบรูกลวง (x/W = ± 0.1, z/H = 0) จะเปนตําแหนงที่เกิดความเขมของหนวยแรง และความเขมของ

การกระจัดทางไฟฟา 

 
4.3.2 ชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีรอยบากดานขาง 

 

 การศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (PZT-5H / PZT-5 bimaterial) ที่มีรอยบากดานขาง ภายใต

แรงกระทําทางกล ในกรณีอตัราสวนรูปรางรอยบากคงที ่ (b/a = 0.5) เมื่อเปลี่ยนแปลงอตัราสวนขนาดรอยบาก 

(a/W = 0.1, 0.2 และ 0.3) พบวาหนวยแรง ( *
zzσ ) และการกระจัดทางไฟฟา ( *

zD ) จะมีคาเพิ่มขึ้นอยาง

สม่ําเสมอ ในขณะที่สนามไฟฟา ( *
zE ) จะมีคาลดลงอยางสม่าํเสมอ และในทางกลับกันเมือ่ใหอัตราสวนขนาด

รอยบากคงที ่(a/W = 0.1) แลวเปลี่ยนแปลงอัตราสวนรูปรางรอยบาก (b/a = 0.5, 1 และ 2) พบวาถาอตัราสวน

รูปรางรอยบากลดลง (รอยบากแคบลง) หนวยแรง ( *
zzσ ) การกระจัดทางไฟฟา ( *

zD ) และสนามไฟฟา ( *
zE ) จะ

มีคาเพิ่มมากขึ้นอยางมากที่ตําแหนงขอบของรอยบาก (x/W = 0.7 ถึง 0.9) ดังรูปที่ (4.41ก) ถงึ (4.41ค)  

 

สวนในกรณีชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุ (PZT-5H / PZT-5 bimaterial) ที่มีรอยบากดานขาง 

ภายใตแรงโหลดทางไฟฟา พบวาหนวยแรง ( **
zzσ ) จะคอยลดลงแลวเพิ่มขึ้นเมื่อเขาใกลตําแหนงขอบของรอย

บาก ในขณะที่คาการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) และสนามไฟฟา ( **

zE ) จะเพิ่มอยางสม่ําเสมอ ดังรูปที่ (4.42ก) 

ถึง (4.42ค) 

 

 เมื่อนําชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีอัตราสวนรอยบาก b/a = 1 และ a/W = 0.1 ภายใตแรง

กระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟาดังรูปที่ 4.40 มาหาผลเฉลยภายในโดเมนทีใ่ชจํานวนจุดภายในโดเมนทั้งหมด 

440 จุด (โดเมนละ 220 จุด) แลวนําคาที่คํานวณไดมาวาดเสนชั้นความสงู ซึง่แสดงไดดังรูปที่ 4.43 และ 4.44 

ตามลําดับ พบวาที่ตําแหนงขอบรอยบาก (x/W = ± 0.9, z/H = 0) จะเปนตําแหนงทีเ่กิดความเขมของหนวยแรง 

และความเขมของการกระจัดทางไฟฟา 
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ตารางที่ 4.1 คุณสมบตัิของวัสดุ 
 

 เพียโซอิเล็กทริก  
วัสดุ 

PZT-4 PZT-5 PZT-5H 
อีพอกซี เรซิน 

 คาคงตัวโมดูลัสยืดหยุน     

    11c  (1010 Nm-2) 13.9 12.1 12.6 0.80 

    12c  (1010 Nm-2) 7.78 7.54 5.5 0.44 

    13c  (1010 Nm-2) 7.43 7.52 5.3 0.44 

    33c  (1010 Nm-2) 11.3 11.1 11.7 0.80 

    44c  (1010 Nm-2) 2.56 2.11 3.53 0.18 

 คาคงตัวเพียโซอิเล็กทริก     

    15e  (Cm-2) 13.44 12.3 17.0 - 

    31e  (Cm-2) -6.98 -5.4 -6.5 - 

    33e  (Cm-2) 13.84 15.8 23.3 - 

 คาคงตัวไดอิเล็กตริก     

    11κ  (10-9 Fm-1) 6.00 8.170 15.1 0.037 

    33κ  (10-9 Fm-1) 5.47 7.346 13.0 0.037 
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ตารางที่ 4.2  ผลการเปรียบเทียบชนิดของแบบจําลองกับคาผลลัพธที่คํานวณได 
 

ระเบียบวิธี / ชนิดแบบจําลอง หนวยแรงสูงสุด การกระจัดทางไฟฟาสูงสดุ 
     

 แรงกระทําทางกล ( zzσ ∞ = 0σ ) 
หนวยแรง 

( * (σ zz a , 0 ) ) 

ผลตาง 

(%) 

การกระจัดทางไฟฟา 

( *(zD a , 0 ) ) 

ผลตาง 

(%) 
     

      -  วิธีเชิงวิเคราะหสําหรับโดเมนอนันต 

             Sosa (1991) 2.6712 - 1.7850E-10 - 

     

      -  วิธไีฟไนตเอลิเมนต (a/W = 0.05) 

             Wang และคณะ (2004) 2.6865 +0.57% - - 

     

      -  วิธบีาวดารีเอลิเมนต (a/W = 0.05)     

         1)  แบบจําลองเต็มหนาตัด 2.6874 +0.61% 1.8158E-10 +1.73% 

         2)  แบบจําลองหนึ่งในสี่ของหนาตัด 2.6581 -0.49% 1.6992E-10 -4.81% 

         3)  แบบจําลองบริเวณยอย (งานวิจัยนี้) 2.6538 -0.65% 1.6880E-10 -5.43% 

     

 โหลดทางไฟฟา ( zD∞ = 0D ) 
หนวยแรง

( **(zzσ a , 0 ) ) 

ผลตาง 

(%) 

การกระจัดทางไฟฟา 

( **(zD a , 0 ) ) 

ผลตาง 

(%) 
     

      -  วิธีเชิงวิเคราะหสําหรับโดเมนอนันต 

             Sosa (1991) 8.6712E+07 - 1.8980 - 

     

      -  วิธบีาวดารีเอลิเมนต (a/W = 0.05)     

         1)  แบบจําลองเต็มหนาตัด 8.3346E+07 -3.88% 1.9004 +0.13% 

         2)  แบบจําลองหนึ่งในสี่ของหนาตัด 8.3659E+07 -3.52% 1.8876 -0.55% 

         3)  แบบจําลองบริเวณยอย (งานวิจัยนี้) 8.4654E+07 -2.37% 1.8878 -0.54% 
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รูปที่ 4.1 ผังงานการคํานวณสําหรับแกปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุในงานวิจัยนี้ 
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H
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โดเมน 1

D0σ 0หรือ

 2a

z

x

วัสดุ  2

วัสดุ  1

2b

 2a

จุดตอบนผิวความบพรอง

จุดตอบนขอบเขตรอบนอก

จุดตอบนรอยตอประสาน
จุดตอบนผิวความบพรอง

จุดตอบนรอยตอประสาน

จุดตอบนขอบเขตรอบนอก

D0σ 0หรือ

  

 
รูปที่ 4.2  แบบจําลองบริเวณยอยของชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีความบกพรอง 

 

 

 

 

 

 

 

 

บริเวณยอย 1 

บริเวณยอย 2 
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รูปที่ 4.3  ปญหาชิ้นสวนเพียโชอิเล็กทริกแผนอนนัตที่มีรูกลวงตรงกลาง  

ภายใตแรงกระทําทางกล หรือโหลดทางไฟฟาที่อนันต 
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W W

H

H

จุดภายใน
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จุดตอบนขอบเขต

 
 

ก) แบบจําลองเต็มหนาตัด  

 

H

W W

B

 2a
A

H

 
 

ข) แบบจําลองหนึ่งในสี่ของหนาตัด  

 
รูปที่ 4.4  การพิจารณาปญหาแบบหนึ่งโดเมน 
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 2a

W W

ผิวรอยตอท่ีสรางขึน้
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H

 
 

รูปที่ 4.5  การพิจารณาปญหาแบบสองโดเมน 
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อัตราสวน a/W
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รูปที่ 4.6  การเปรียบเทียบการลูเขาของคาผลลัพธ เพื่อหาอัตราสวน a/W ที่เหมาะสม 

ภายใตแรงกระทําทางกล 

 

 

 

 

จํานวนเอลิเมนตรอบรูกลวง
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(อตัราสวน a/W = 0.02)

 
 

รูปที่ 4.7  การเปรียบเทียบการลูเขาของคาผลลัพธ เพื่อหาจํานวนเอลิเมนตรอบรูกลวงที่เหมาะสม 

ภายใตแรงกระทําทางกล 
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จํานวนเอลิเมนตทั้งหมด
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รูปที่ 4.8  การเปรียบเทียบการลูเขาของคาผลลัพธ เมื่อพจิารณาปญหาแบบหนึ่งโดเมน 

ภายใตแรงกระทําทางกล 

 

 

จํานวนเอลิเมนตทั้งหมด
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แบบจําลองบริเวณยอย

 

 

รูปที่ 4.9  การเปรียบเทียบการลูเขาของคาผลลัพธ เมื่อพจิารณาปญหาแบบสองโดเมน 

ภายใตแรงกระทําทางกล 
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง บนระนาบ θ  = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา บนระนาบ θ  = 0 

 

 

รูปที่ 4.10  การเปรียบเทียบคาผลลัพธ เมื่ออตัราสวน b/a = 1 

ภายใตแรงกระทําทางกล 
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รัศมี (r)
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง บนระนาบ θ  = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา บนระนาบ θ  = 0 

 

 

รูปที่ 4.11  ผลการเปรียบเทียบคาผลลัพธ เมือ่อัตราสวน b/a = 1 
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รูปที่ 4.12  ลกัษณะการกระจายของหนวยแรง  ( *
zzσ ) รอบรูวงกลม ภายใตแรงกระทําทางกล 
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รูปที่ 4.13  ลกัษณะการกระจายของการกระจัดทางไฟฟา  ( *
zD ) รอบรูวงกลม ภายใตแรงกระทําทางกล 
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง บนระนาบ θ  = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา บนระนาบ θ  = 0 

 

 

รูปที่ 4.14  การเปรียบเทียบคาผลลัพธ เมื่ออตัราสวน b/a = 0.2 
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง บนระนาบ θ  = 0 
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แบบสองโดเมน

 
 

ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา บนระนาบ θ  = 0 

 

 

รูปที่ 4.15  การเปรียบเทียบคาผลลัพธ เมื่ออตัราสวน b/a = 0.2 

ภายใตโหลดทางไฟฟา 

2W

2H

ทิศ
กา
รโ
พล

าไ
รซ


D0

D0

2a

z

xBA2b



 63 

1e
+0

1e
+0

1e+0

1e+0

1e
+0

1e
+0

1e
+0

1e+0

1e+0

8e+08e+07e+07e+07e+07e+07e+06e+06e+06e+06e+06e+05e+05e+05e+05e+05e+04e+04e+04e+04e+04e+03e+03e+03e+03e+03e+02e+02e+02e+02e+02e+0

8e-1

8e
-1

8e-1

8e-1

8e-1

8e
-1

6e-1

6e-1

6e-1

6e
-1

4e-1

4e
-1

4e
-1

2e-1

2e-1

0

0

00
0
0

0

0

1e
+0

1e
+0

1e+0

1e+0

1e
+0

1e
+0

1e+0

8e+08e+07e+07e+07e+07e+07e+06e+06e+06e+06e+06e+05e+05e+05e+05e+05e+04e+04e+04e+04e+04e+03e+03e+03e+03e+03e+02e+02e+02e+02e+02e+0

1e+0

1e+0

X

-3R -2R -1R 0R 1R 2R 3R

Z

-3R

-2R

-1R

0R

1R

2R

3R

อัตราสวน b/a = 0.2, a/W = 0.02

 
 

รูปที่ 4.16  ลกัษณะการกระจายของหนวยแรง  ( *
zzσ ) รอบรูวงรี ภายใตแรงกระทําทางกล 
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รูปที่ 4.17  ลกัษณะการกระจายของการกระจัดทางไฟฟา  ( *
zD ) รอบรูวงร ีภายใตแรงกระทําทางกล 
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ก) การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตําแหนง ที่ขอบรอบนอก (W , 0) 
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ข) การเปรียบเทียบหนวยแรงสูงสดุ  ทีข่อบรูวงกลม (a , 0) 

    

 

รูปที่ 4.18  การเปรียบเทียบผลของอัตราสวน a/W ที่มีตอคาผลลัพธ 
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รูปที่ 4.19  การเปรียบเทียบหนวยแรงบนระนาบ z  = 0 สําหรับแผนจํากัดที่มีอัตราสวนขนาดรู a/W = 0.25 

ภายใตแรงกระทําทางกล 
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รูปที่ 4.20  ปญหาชิ้นสวนเพียโชอิเล็กทริกแผนอนันตที่มีรวูงกลม 

ภายใตแรงกระทําทางกล ( P ) ทีข่อบรกูลวง 
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรงรอบรวูงกลม 
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ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟารอบรวูงกลม 

 

 

รูปที่ 4.21  การเปรียบเทียบคาผลลัพธ ของชิ้นสวนเพียโชอิเล็กทริกแผนอนันตที่มีรวูงกลม 

ภายใตแรงกระทําทางกล ( P ) ทีข่อบรกูลวง 
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ก) ประกอบในแนวนอน  
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ข) ประกอบในแนวตั้ง  

 
รูปที่ 4.22  ตวัอยางปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่ไมมคีวามบกพรอง 
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ก) การลูเขาของผลลัพธ เมื่อใหแรงกระทําทางกล 
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ข) การลูเขาของผลลัพธ เมื่อใหโหลดทางไฟฟา 

 

 

รูปที่ 4.23  การลูเขาของคาผลลัพธกับจํานวนเอลิเมนตที่ใช 

สําหรับปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ ที่ไมมีความบกพรอง 
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ก) ระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต (งานวจิัยนี้)  เมือ่ใช 44 เอลิเมนตขอบเขต 
 
 

 
 

ข) ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  (ANSYS)  เมื่อใช 1156 เอลิเมนต  

 

รูปที่ 4.24  การเปรียบเทียบแบบจําลองระหวางวิธีบาวดารีเอลิเมนตกับวิธีไฟไนตเอลิเมนต  

สําหรับปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ ที่ไมมีความบกพรอง 
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ก) การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตําแหนง ( *
xu ) บนระนาบ z = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตําแหนง ( *
zu ) บนระนาบ z  = 0 
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ค) การเปรียบเทียบศักยไฟฟา (φ ) บนระนาบ z  = 0 
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ง) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( *
zzσ ) บนระนาบ z  = 0 
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จ) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( *
zD ) บนระนาบ z  = 0 
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ฉ) การเปรียบเทียบสนามไฟฟา ( *
zE ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.25  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (ประกอบในแนวนอน)  

ที่ไมมีความบกพรอง ภายใตแรงกระทําทางกล  
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ก) การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตําแหนง ( **
xu ) บนระนาบ z  = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตําแหนง ( **
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ค) การเปรียบเทียบศักยไฟฟา ( **φ ) บนระนาบ z  = 0 
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ง) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( **
zzσ ) บนระนาบ z  = 0 
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จ) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) บนระนาบ z  = 0 
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ฉ) การเปรียบเทียบสนามไฟฟา ( **
zE ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.26  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (ประกอบในแนวนอน)  

ที่ไมมีความบกพรอง ภายใตโหลดทางไฟฟา 
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รูปที่ 4.27  การเปรียบเทียบลักษณะการกระจายของหนวยแรง ( *
zzσ ) 

ภายในชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่ไมมีความบกพรอง ภายใตแรงกระทําทางกล 
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รูปที่ 4.28  การเปรียบเทียบลักษณะการกระจายของการกระจัดทางไฟฟา ( *
zD ) 

ภายในชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่ไมมีความบกพรอง ภายใตแรงกระทําทางกล 

งานวิจัยนี้
FEM (ANSYS)

งานวิจัยนี้
FEM (ANSYS)
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รูปที่ 4.29  การเปรียบเทียบลักษณะการกระจายของหนวยแรง ( **
zzσ ) 

ภายในชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่ไมมีความบกพรอง ภายใตโหลดทางไฟฟา 
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รูปที่ 4.30  การเปรียบเทียบลักษณะการกระจายของการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) 

ภายในชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่ไมมีความบกพรอง ภายใตโหลดทางไฟฟา 

งานวิจัยนี้
FEM (ANSYS)

งานวิจัยนี้
FEM (ANSYS)
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ก) การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตําแหนง ( *
xu ) บนระนาบ z = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตําแหนง ( *
zu ) บนระนาบ z  = 0 
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ค) การเปรียบเทียบศักยไฟฟา ( *φ ) บนระนาบ z  = 0 
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ง) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( *
xxσ ) บนระนาบ z  = 0 
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จ) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( *
zzσ ) บนระนาบ z  = 0 
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ฉ) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( *
zD ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.31  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (ประกอบในแนวตั้ง)  

ที่ไมมีความบกพรอง ภายใตแรงกระทําทางกล  
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ก) การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตําแหนง ( **
xu ) บนระนาบ z = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตําแหนง ( **
zu ) บนระนาบ z  = 0 
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ค) การเปรียบเทียบศักยไฟฟา ( **φ ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

ระยะทาง (x/W)

-1.0 -.8 -.6 -.4 -.2 0.0 .2 .4 .6 .8 1.0

หน
วย
แร
ง (
σ z

z∗∗
)

-8e+7

-6e+7

-4e+7

-2e+7

0

2e+7

4e+7

6e+7

ชิ้นส
วนเชิ

งปร
ะกอ

บ PZT-5H / P
ZT-5

PZT-5H  หรือ  PZT-5

โดเมน 1 โดเมน 2

 
 

ง) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( **
zzσ ) บนระนาบ z  = 0 
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จ) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( **
xD ) บนระนาบ z  = 0 
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ฉ) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.32  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (ประกอบในแนวตั้ง)  

ที่ไมมีความบกพรอง ภายใตโหลดทางไฟฟา 
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รูปที่ 4.33  ตวัอยางปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรูกลวงตรงกลาง 
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( *
xxσ ) บนระนาบ z  = 0 
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ข) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( *
zzσ ) บนระนาบ z  = 0 
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ค) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( *
zD ) บนระนาบ z  = 0 
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ง) การเปรียบเทียบสนามไฟฟา ( *
zE ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.34  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกที่มีรูวงกลม  

ภายใตแรงกระทําทางกล  
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( **
xxσ ) บนระนาบ z  = 0 
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ข) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( **
zzσ ) บนระนาบ z  = 0 
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ค) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) บนระนาบ z  = 0 
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ง) การเปรียบเทียบสนามไฟฟา ( **
zE ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.35  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกที่มีรูวงกลม  

ภายใตโหลดทางไฟฟา 
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( *
zzσ ) บนระนาบ z  = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( *
zD ) บนระนาบ z  = 0 
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ค) การเปรียบเทียบสนามไฟฟา ( *
zE ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.36  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรูวงรี 

เมื่อเปลี่ยนแปลงอตัราสวน b/a และ a/W ภายใตแรงกระทําทางกล  
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( **
zzσ ) บนระนาบ z  = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) บนระนาบ z  = 0 
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ง) การเปรียบเทียบสนามไฟฟา ( **
zE ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.37  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรูวงรี 

เมื่อเปลี่ยนแปลงอตัราสวน b/a และ a/W ภายใตโหลดทางไฟฟา 
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ก) ลักษณะการกระจายของหนวยแรง ( *
zzσ ) 
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ข) ลักษณะการกระจายของการกระจัดทางไฟฟา ( *
zD ) 

 

รูปที่ 4.38  เสนชันความสงูของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรูวงกลม ภายใตแรงกระทําทางกล 
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ก) ลักษณะการกระจายของหนวยแรง ( **
zzσ ) 
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ข) ลักษณะการกระจายของการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) 

 

รูปที่ 4.39  เสนชันความสงูของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรูวงกลม ภายใตโหลดทางไฟฟา 
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รูปที่ 4.40  ตวัอยางปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรอยบากดานขาง 
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( *
zzσ ) บนระนาบ z  = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( *
zD ) บนระนาบ z  = 0 
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ค) การเปรียบเทียบสนามไฟฟา ( *
zE ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.41  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ ที่มีรอยบาก 

เมื่อเปลี่ยนแปลงอตัราสวน b/a และ a/W ภายใตแรงกระทําทางกล  
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( **
zzσ ) บนระนาบ z  = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) บนระนาบ z  = 0 
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ค) การเปรียบเทียบสนามไฟฟา ( **
zE ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.42  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ ที่มีรอยบาก 

เมื่อเปลี่ยนแปลงอตัราสวน b/a และ a/W ภายใตโหลดทางไฟฟา 
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ข) ลักษณะการกระจายของการกระจัดทางไฟฟา ( *
zD ) 

 

รูปที่ 4.43  เสนชันความสงูของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรอยบาก ภายใตแรงกระทําทางกล 
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ก) ลักษณะการกระจายของหนวยแรง ( **
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ข) ลักษณะการกระจายของการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) 

 

รูปที่ 4.44  เสนชันความสงูของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรอยบาก ภายใตโหลดทางไฟฟา 



บทที่ 5 
 

บทสรปุและขอเสนอแนะ 

 
 งานวิจัยนี้เกี่ยวของกบัการพัฒนาโปรแกรมบาวดารีเอลิเมนต เพื่อทาํการวิเคราะหแผนระนาบชิ้นสวน 

เพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีความบกพรอง โดยการประยุกตใชแบบจําลองบริเวณยอย (subregion model) กบั

การประกอบระบบสมการพีชคณิตหลายบริเวณ (multi-region assembly) เพื่อนําไปดําเนินการกับตัวอยาง

ปญหา  สําหรับสวนที่สองของงานวิจัยจะเกี่ยวของกับการศึกษาคาพารามิเตอรตางๆ เชน การเปลี่ยนตําแหนง 

ศักยไฟฟา หนวยแรง การกระจดัทางไฟฟา และสนามไฟฟาที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีความ

บกพรอง เชน รอยบาก รู หรือโพรง ภายใตแรงกระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟา โดยไมคิดผลของแรงวัตถุ และ

ประจุไฟฟาอสิระ  

 
5.1 สรุปผลการศึกษา 

 

 จากการศึกษาแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีความบกพรอง  ภายใตขอบเขตของงาน 

วิจัยนี้ ดวยโปรแกรมบาวดารีเอลิเมนต มีผลสรุปที่สําคัญดังตอไปนี้ 

 

1. โปรแกรมบาวดารีเอลิเมนตที่พัฒนาขึ้น ใชไดกับปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุ ทั้งในกรณี

ขอบรอยตอประสานเรียบและกรณีขอบรอยตอประสานไมเรียบเกิดขอบ (edges) หรือมมุ (corners) สําหรับกรณี 

ที่ขอบรอยตอประสานไมเรียบ มคีาโคไซนแสดงทศิทางแตกตางกันในแตละดานของจุดตอประสาน (interface 

node) ซึง่จะสงผลใหความเคนที่ผวิ และประจุไฟฟาที่ผิวที่คํานวณไดในตําแหนงขอบหรือมมุของจุดตอเดียวกันมี

คาแตกตางกนั แตไมสงผลตอคาการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟาที่คํานวณได 

  

2. เมื่อเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกที่มีรูกลวงตรงกลาง ที่คํานวณดวยระเบียบวิธี

บาวดารีเอลิเมนต จากการใชแบบจําลองชนิดตางๆ พบวาแบบจําลองบริเวณยอยใหคาผลลัพธใกลเคียงกับ

แบบจําลองหนึ่งในสี่ของหนาตัด แตมีความสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงนอยกวาแบบจําลองเต็มหนาตัด เนื่อง 

จากแบบจําลองเต็มหนาตัดมีผิวของขอบเขตรอบรูกลวงที่ราบเรียบไมเกิดขอบและมุม จึงใหคาผลลัพธที่ดีกวา 

 

3. จากการศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกที่ไมมคีวามบกพรอง พบวากรณีชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทรกิ 

(วัสดุชนิดเดียว) คาผลลัพธที่คํานวณไดที่ตําแหนงกึ่งกลางของชิ้นสวนมีคาคงทีต่ลอดความกวาง ในขณะที่กรณี

ชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (วัสดุตางชนดิกัน) คาผลลัพธที่คํานวณไดที่ตําแหนงรอยตอของชิ้นสวนมคีาไม

คงทีต่ลอดความกวาง โดยเฉพาะที่ตําแหนงขอบรอยตอของวัสดุ 
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4. จากการศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีความบกพรอง (เชน รูกลวงตรงกลาง หรือรอย

บากดานขาง) พบวาถาอัตราสวนรูปรางของความบกพรอง b/a นอยลง (รูหรือรอยบากรูปรางแคบลง) หนวยแรง  

การกระจัดทางไฟฟา  และสนามไฟฟา ที่คํานวณไดมีคาเปลี่ยนแปลงอยางมากในชวงสองเทาของความกวาง

ของความบกพรอง (2a) เชน สองเทาของความกวางรู หรือสองเทาของความลึกรอยบาก สําหรับกรณีที่อัตราสวน

ขนาดของความบกพรอง a/W เพิ่มขึ้น (รูหรือรอยบากมีขนาดใหญขึ้น) หนวยแรง การกระจัดทางไฟฟา และ

สนามไฟฟาที่คํานวณไดจะมีคาความชันคงที ่ 

 
5.2 ขอเสนอแนะ 
 

1 โปรแกรมบาวดารีเอลิเมนตที่ไดพัฒนาขึ้น ยงัพบปญหาในการคํานวณแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซ-

อิเล็กทริกที่มขีอบของรอยตอประสานไมเรียบเกิดขอบหรือมมุ ซึ่งทาํใหหนวยแรง การกระจัดทางไฟฟา และ

สนามไฟฟา ณ ตําแหนงดงักลาวมคีวามคลาดเคลื่อนเกิดขึ้น ดังนั้นควรมีการปรับปรุงคาผลลัพธในตําแหนง

ดังกลาวโดยการประยุกตใชเอลิเมนตกําลังสองแบบไมตอเนือ่ง (quadratic discontinuous element) หรือการใช

เอลิเมนตพิเศษ (special element) และควรปรับปรุงขัน้ตอนวิธี (algorithm) ใหสามารถพิจารณาปญหาหลาย

โดเมนเพื่อความหลากหลายในการใชงาน  

 

2 โปรแกรมบาวดารีเอลิเมนตที่ไดสามารถคํานวณหาคาการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟา ไดถูกตอง 

แมนยํากวาคาหนวยแรง ดังนั้นสามารถนํามาประยุกตใชศึกษาแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกที่มีรอยแตก 

โดยเพิ่มสวนของการคํานวณหาตัวประกอบความเขมหนวยแรง (stress intensity factor) ดวยวิธีสหสัมพันธการ

เปลี่ยนตําแหนง (displacement correlation method) ทีค่ํานวณจากคาการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟาของ

รอยแตก 
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ภาคผนวก ก 
 

ฟงกชันเคอรเนลสาํหรับแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเลก็ทริก   

 
 ฟงกชันเคอรเนลทีใ่ชในงานวิจัยนี้ประกอบดวย ฟงกชันเคอรเนลในสมการเชิงปริพันธขอบเขตของ

ชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสําหรับการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟา (displacement-electric potential BIE) และ

อนุพนัธของฟงกชันเคอรเนลในสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสําหรับความเคน และการ

กระจัดทางไฟฟา (stress-electric displacement BIE)  

 
ก.1 ฟงกชันเคอรเนลในสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิน้สวนเพยีโซอิเลก็ทริกสําหรับ           

การเปลีย่นตําแหนงและศักยไฟฟา 
 
ฟงกชันเคอรเนลในสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก สําหรับการเปลี่ยนตําแหนง 

และศักยไฟฟา สมการที ่ (3.37) และ (3.54ก)  ในรูปเมทริกซเคอรเนล ( )x; x′G  และ ( )x; x′H  สามารถ

คํานวณไดจากผลเฉลยหลักมูล โดยการแทนคาเซตของฟงกชันเลือก ( )jM ξ  ที่สอดคลองทีค่ํานวณไดในหัวขอ 

2.2.1 ถึง 2.2.3 ลงในสมการ (2.12) ถึง (2.13) แลวทําการจัดรูปสมการ จะไดฟงกชันเคอรเนลตามสมการ (ก.1) 

ถึง (ก.18) ดังตอไปนี้ (Rajapakse, 1997) 
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โดยที่คา jf , ja , jb  คํานวณไดในสมการ (2.16), (2.19) และ (2.22) สวนคา jβ , jη  , jδ , 1 jd , 2 jd , 

3 jd , 4 jd , 5 jd  แทนดวยสมการ (ก.19ก) ถึง (ก.19ค)  และสมการ (ก.20ก) ถึง (ก.20จ) ตามลาํดับดังนี ้  

 

 ( )( ) ( )( )2 2
13 44 33 15 33 44 31 15j j j j jc c e e c c e eβ α α α α= + − − − +  (ก.19ก) 

 

 ( )( ) ( )( )2 2 2
11 44 33 15 13 44 31 15     j j j jc c e e c c e eη α α α= − − − + +  (ก.19ข) 

 

 ( )( ) ( )22 2 2
44 11 44 33 13 44                j j j jc c c c c cδ α α α= − − − + +  (ก.19ค) 
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 1 11 13 31j j j j j jd c c eβ α η α δ= − −  (ก.20ก) 
 

 2 13 33 33j j j j j jd c c eβ α η α δ= − −  (ก.20ข) 
 

 3 44 44 15j j j j jd c c eα β η δ= − − −  (ก.20ค) 
 

 4 15 15 11j j j j jd c eα β η κ δ= − − +  (ก.20ง) 
 

 5 31 33 33j j j j j jd e eβ α η κ α δ= − +  (ก.20จ) 

 

และ in  คือโคไซนแสดงทศิทางของเวคเตอรหนึ่งหนวย ทีต่ั้งฉากกับผิว ณ จุดที่กําลังพิจารณา  เมื่อ ,  i x z=  

 
ก.2 อนพุันธของฟงกชันเคอรเนลในสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิน้สวนเพยีโซอิเลก็ทริก

สําหรับความเคนและการกระจัดทางไฟฟา 
 

 อนุพนัธของฟงกชันเคอรเนลทีใ่ชในสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสําหรับความ

เคนและการกระจัดทางไฟฟา สมการที่ (3.54ข) ในรูปเมทรกิซ ( )x; xσ ′G  และ ( )x; xσ ′H  ซึ่งงานวิจัยนี้ได

ทําการคํานวณโดยการนําสมการ (ก.1) ถึง (ก18) มาหาอนุพันธแลวแทนลงในสมการ (3.56ก) และ (3.56ข) 

ตามลําดับ ซึ่งสามารถแสดงรายละเอียดไดดังนี้ 
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โดยที่คา *
1 jd , *

2 jd , *
3 jd , *

4 jd , *
5 jd  ในสมการ (ก21) ถึง (ก50) แทนดวยสมการดังนี้   

 
 *

1 11 13 31j j j j j jd c f c a e bα α= − +  (ก.51ก) 
 

 2 13 33 33j j j j j jd c f c a e bα α= − +  (ก.51ข) 
 

 *
3 44 44 15j j j j jd c f c a e bα= − − −  (ก.51ค) 

 

 *
4 15 15 11j j j j jd e f e a bα κ= − − −  (ก.51ง) 

 

 *
5 31 33 33j j j j j jd e f e a bα κ α= − −  (ก.51จ) 
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